Hohere Mathemat.i.k II1, ﬁbungen, Wintersemester 2007
1. Ubungsblatt, Beispiel 5

Notation: Vektoren im R? werden mit Fettbuchstaben, Skalare werden nichtfett kursiv geschrieben.
Wir bezeichnen eine Punkt auf der Bahnkurve der Bewegung mit x(¢) wobei ¢ (der Kurvenparame-
ter) die physikalische Zeit ist. Laut Angabe ist x(0) = (r,0,0)’. Punkte auf der Kugel kénnen durch
Angabe ihres Langenwinkels ¢ und ihres Breitenwinkels ¢ beschrieben werden. Fiir einen beliebigen
Punkt p auf der Kugel betrachten, konnen wir die Projektion pi2 auf die z1-x2 Ebene betrachten. Den
Abstand des projizierten Punktes vom Ursprung bezeichnen wir mit p. Aus der Zeichnung ergibt sich
p = rcosty. Durch Projektion von pio auf die x1- und xo-Achsen erhalten wir die Punkte p; bzw.
p2 mit den Koordinaten (p cos,0,0)t = (r cost) cos$,0,0)! und (0, p sin¢,0)! = (0,7 cos) sin ¢, 0)*.
Fiir die Projektion auf die x3-Achse bekommen wir ps = (0,0, sint). Die Formeln sind, wie man
aus der Zeichnung sieht, sinnvoll fiir ¢ € [0,27) und ¢ € [—7/2,7/2]. Man sieht sofort, aufgrund der
Periodizitdt der Trigonometrischen Funktionen, dass die Darstellung fiir jedes ¢ € R sinnvoll ist, wobei
Winkel, die sich um ein Vielfaches von 27 unterscheiden, den gleichen Punkt darstellen. Es ist sinnvoll,
den Giiltigkeitsbereich der Darstellung durch Langen- und Breitenwinkel auf Breitenwinkel ¢ € [—m, )
zu erweitern. Fiir ¢ € (7/2,7) U [—m, —7/2) wurde die Darstellung “iber die Pole hinaus” erweitert.
Man erhélt den durch einen solchen Breitenwinkel bezeicheten Punkt indem man den Punkt fiir den
entsprechenden Breitenwinkel ¢ “diesseits des Pols” mit ¢ = 7 — 1 (fiir ¢ € (7/2,7)) bzw. b=—m—1
(fir ¥ € [—m, —7/2)) zentral an der x3-Achse spiegelt. Durch die Periodizitdt der Winkelfunktionen
kann man nun wieder fiir jeden Winkel ¢ € R einen Punkt auf der Kugeloberfliche finden, wobei wieder
Punkte gleich sind, deren Breitenwinkel sich um ein Vielfaches von 27 unterscheidet.

Z1

Wenn wir geméfl der Angabe fiir die Ladngenwinkel und Breitenwinkel ¢ = wt und ¢ = «at einsetzen

bekommen wir
r cos at coswt

x(t) = | r cosat sinwt
T sin ot

als Parametrisierung der Bahnkurve der Bewegung. Zweimalige Differentiation gibt
—a sinat coswt —w cosat sinwt)

x'(t)=r | —asinat sinwt + w cos at coswt
o cosat



und
—(a? + w?) cosat coswt + 2awsin at sinwt

X"(t) =7 | —(a® + w?) cosat sinwt — 2awsin at cos wt
—a? sinat

Wir fithren nun ein (bewegliches, an jeden Punkt der Bahnkurve “angeheftetes”) orthonormales Koor-
dinatensystem ein. Die Basisvektoren des Koordinatensystems im Punkt x(¢) sind gegeben durch d; =

% = (cosat coswt,cosat sinwt,sinat)t (d.h. der Basisvektor in radialer Richtung, vom Kugelmit-

telpunkt weg zeigend), da = (—sinwt,coswt,0)? (d.h. der Basisvektor tangential zur Kugeloberfliche
und parallel zum Breitenkreis) und

cosat coswt — sinwt —sinat coswt
ds =d; xdy = | cosat sinwt | X coswt | = | —sinat sinwt
sin at 0 cosat

Wir projizieren jetzt die zweite Ableitung auf die drei Basisvektoren di,ds und ds. Dazu berechnen
wir die inneren Produkte (x”,d;) fiir « = 1,2, 3. Wir erhalten

2
(x",dy) = =1 ((o® + w?) cos® at + a?) sin® at = —r (a® + w? cos® at) = —r (a2 + %(1 + cos 2at)),

(x",d2) = —2raw sinat

und

2

2 . rwe .
sin at cos at = — sin 2at.

2

(x",d3) = r((a® + w?)sinat cosat — o’ sinat cosat) = rw

Hier wurde ziemlich oft die Formel cos? z + sin? z = 1 fiir ¢ = at bzw. © = wt verwendet. Zum umwan-
deln der trigonometrischen Funktionen mit Frequenz a/27 auf die doppelte Frequenz «/7 haben wir



die trigonometrischen Additionstheoreme verwendet. Wir erhalten also die Darstellung des Beschleuni-
gungsvektor in Bezug auf die Basis [dy, d2, d3]:

w? rw?
x"(t) = —r (oﬂ + 7(1 + cos 2at)) d; — (2row sinat) da + T(sin 2at) ds.

Physikalische Interpretation: Wenn wir nach dem zweiten Newtonschen Bewegungsgesetz das Pro-
dukt aus Masse mal Beschleunigungsvektor der notwendigerweise wirkenden Kraft gleichsetzen, dann
entspricht der Kraftanteil in d;-Richtung einer Kraft die das Teilchen auf der Kugeloberflache festhélt
und verhindert, dass das Teilchen normal zur Kugeloberfache wegfliegt. Diese Zentripedalkraft hat
einen Anteil der einer gleichférmigen Drehbewegung entlang des Meridians entspricht (—ra?) und einer
Drehbewegung entlang eines Breitkreises mit variablem Radius (—r“’;(l + cos2at)). Der zweite Anteil
verschwindet an den Polen und ist maximal am Aquator. Der ds-Anteil entspricht einer Kraft, die ver-
hindert, dass das Teilchen auf der Kugeloberfliche durch die Fliehkraft zum Aquator zuriickgetrieben
wird. Dieser Anteil verschwindet am Aquator und an den Polen (d.h. fir o« = 0,7/2,7,37/2). Der
Anteil der Kraft in ds-Richtung schliefflich ist notwendig um das Teilchen exakt auf Kurs in Richtung
des Pols zu halten. Wenn diese Kraft nicht wirkte, wiirde das Teichen von der Bewegung entlang des
Meridian abgelenkt werden. Diesen Anteil nennt man Corioliskraft. Sie verschwindet am Aquator und
ist an den Polen maximal. Sie wirkt fiir die Teile der Bahnkurve jeweils vom Aquator zum nichsten Pol
der Drehbewegung am Breitenkreis entgegen und fiir die Teile der Bahnkurve vom Pol zum Aquator m
Richtung der Drehbewegung. Fiir die Bewegung zum Pol hin wird der Radius des Breitenkreises kleiner,
das heifit, die Tangentialgeschwindigkeit der Rotation um die Polachse wird kleiner. Das Teilchen muss
also in seiner Bewegung entlang des Breitenkreises abgebremst werden. Deshalb wirkt die Corioliskraft auf
diesem Teil der Bahnkurve der Bewegung entgegen. Auf dem Teil der Bahnkurve vom Pol zum Aquator
nimmt das Teilchen in Richtung des Breitenkreises wieder Fahrt auf, eine Kraft zur Beschleunigung in
Bewegungsrichtung entlang des Breitenkreises ist also notwendig.



