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Vorwort

In dieser Arbeit werdertorische Varietatendie Auflésung von torischen Hyperfla-
chen und Explosionen dés® in monomialen Idealen betrachtet. Dies ist ein sehr breit
gefachertes Gebiet, wobei Ideen aus Algebra, konvexer Geometrie und Kombinatorik
verwendet werden.

Kapitel 1 bildet eine kurze Einfihrung in das Gebiet der torischen Varietdten. Dabei
wird besonders auf Unterschiede zwischen der “klassischen” Theorie der torischen
Einbettungen und der Theorie der torischen Ideale eingegangen.

In Kapitel 2 wird das Problem der Auflésung von Singularitdten algebraischer Varie-
taten vorgestellt. Dabei untersuchen wir bestimmte birationale AbbildungenEgeg.
plosionenIm Weiteren werden diese Abbildungen néher analysiert. Insbesondere wer-
den die Auswirkungen von Explosionen auf affine torische Hyperflachen betrachtet.
Schlielich entwickeln wir einen einfachen Algorithmus zur eingebetteten Auflésung
affiner torischer Hyperflachen durch Explosionen und betrachten auch das Problem der
Symmetrien im Auflésungsprozess.

Kapitel 3 bildet das Herzstiick dieser Arbeit: Im Algorithmus von Kapitel 2 sind durch
die von uns gewahlten Explosionen Symmetrien der torischen Hyperflache zerstort
worden. Diese unerwiinschten Folgeerscheinungen versuchen wir durch Explosionen
in nichtreduzierten Zentren zu umgehen. Hier lauern ungeahnte Gefahren: Durch Ex-
plosionen in beliebigen monomialen Idealen kann der umgebende Raum einer affinen
torischen Hyperflache selbst singulér werden, und es kann von einer eingebetteten Auf-
|[6sung keine Rede mehr sein!

Daher wird ein Glattheitskriterium der Explosion d&% in einem monomialen Ideal
beschrieben, fir das man nur ddswtonpolyededes Ideals betrachten muss. Dadurch
wird eine Verbindung von algebraischer Geometrie zu konvexer Geometrie geschaffen.
Im Falle einer singuléren Explosion betrachten wir eine Glattungsmethode (Rosenberg-
ideal) und studieren weiters speziell Explosionen in Produkten von Koordinatenidea-
len. Einen véllig anderen Zugang zu diesem Problem bilden die sog. bauchigen Men-
gen, die bei Kompaktifizierungsproblemen auftreten. Im letzten Abschnitt dieser Arbeit
liefern wir mit Hilfe des Newtonpolyederkriteriums einen Beweis fur die Glattheit der
Explosion in einem Produkt von Koordinatenidealen, die eine bauchige Menge bilden.

Bedanken mdchte ich mich bei allen, die mich unterstiitzt haben. Besonders hervor-
zustreichen sind hier meine Eltern, die mir vor allem moralische Unterstiitzung gelei-
stet haben, und mein Betreuer, Herr Prof. Herwig Hauser, der mir jederzeit mit fach-
kundigem Rat geholfen hat. AuRerdem mdchte ich besonders Julian Pfeifle, Clemens
Bruschek und Dominique Wagner danken.

Innsbruck, Oktober 2007
Eleonore Faber






Kapitel 1

Torische Basics

Sei K ein Korper undK [x] = K[z, ..., z,] der Polynomring im Variablen. Wir
bezeichnen die Monome iR [x] mit x* := z]'x5? - - - z& und identifizieren sie mit
den Punktera = (aq,...,a,) € N™. Ein Polynomf in K[x] ist eine endlichex-

Linearkombination von Monomen, geschrieben

FE) =D Napam @it o 2in = Aax®,

Wie Ublich nennen wid, denKoeffizientedes Monoms®. Mit |a| := a1 +--- + a,
bezeichnen wir defsrad eines Monoms. Weiters sdig(f) := max{|a|} derGrad
von f undord(f) := min{|a|} die Ordnungvon f. Eine Teilmengd in K[x] heif3t
Ideal, wenn fir allef, g € I auch ihre Summe it liegt und fur allef € I und allex
ausK auch\f in I ist. Wir nennen ein Ideal = (f1, ..., fs) das von dery; erzeugte
Ideal. (Beachte: ein beliebiges Iddain K[x] wird nach dem Hilbertschen Basissatz
immer von endlich vielen Polynomen erzeugt.)
Sei wiederK ein Korper undh eine positive natirliche Zahl. Wir bezeichnen die Men-
ge

nK = {()\1,,)\,1) AL, A € K}
als denn-dimensionaleraffinen Rauniiber K. Wenn K nicht weiter spezifiziert wer-
den muss, schreiben wir dafiir meistens Atlt Weiters giltA! = K. Somit konnen
wir jedes Polynony € K[z] als Funktion

f:A7"—>K,()\1,...,)\n)}—>f()\l,...,)\n)

auffassen. Eine derartige Funktigrhei3tPolynomfunktionFur eine Mengefy, . . . f
in K[x1,...,x,] setzen wir

V(fi,-- oy fs) ={(A1,.. ., An) € A" ¢ fi(A1,..., \,) =0fUrallel <i < s}

und nennef/(fy,..., fs) die affine algebraische Varietdtder nur dieaffine Varietat
definiert vonfy, ..., f,. Eine affine Varietal/ (f1,..., f) in A™ ist die Nullstellen-
menge bzw. die Verschwindungsmenge fieWir werden affine Varietaten meist mit
GroRRbuchstabeX, Y, V etc. bezeichnen. Falls= 1, d.h. X = V(f), sprechen wir
von eineraffinen HyperflacheWir nennen allgemein eine Menge C A™ einealge-

braische Mengewenn endlich viele Polynomég,, ..., fs in K[x] existieren, sodass
A= V(fla' -'afs) gllt
Fur ein beliebiges Idedl C K[z, ...,z,] sei

V() :={( A1,y ) €A™ : f(Aq,...,\p) =0flUrallef € I'}.



Es gilt (siehe z.B. [CLO, ch. 2, 85, prop. 9J):(I) ist eine affine Varietat und falls

von Polynomeryy, ..., fs erzeugt wird, soist (I) = V(f1,..., fs).

Wir werdenA™ aul3erdem als topologischen Raum versehen miZdeski-Topologie
betrachten: Eine Teilmengéin A™ ist abgeschlossen genau dann, wenn ein |fi@al
K [x] existiert, sodasgl = V(1) gilt. Der Zariski-Abschlusginer MengeX C A™ ist

die kleinste algebraische Menge, dieenthalt. Wir werderA™ in Abschnitt 2.1 noch
naher studieren.

Wir geben nun einige bekannte Beziehungen zwischen Idealen und Varietéten an. Fir
Beweise siehe z.B. [CLO]. Fir eine affine VarietalC A" setzen wir

I(V):={f e Klx1,...,zn] : f(A1,..., An) =0fUralle (Ay,...,\,) €V}

I(V)ist ein Ideal inK [x] und heil3das Ideal vorl/.

Wir kommen zum Zusammenhang von Algebra und Geometrie. Eine affine Varietéat
VvV C A™ istirreduzibel wenn gilt: Immer wenn maf alsV = V; U V; schreiben
kann, wobeiV; affine Varietaten sind, dann ist entwedér= V; oderV = V5. Ein
Ideal I in K[x1,...,x,] heitprim, falls fir alle f,g € K[z1,...,z,] mit fg € T
entwederf € I oderg € [ ist. Damit kbnnen wir eine Bijektion zwischen irreduziblen
algebraischen Varietaten und Primidealen herstellen (siehe [CLO, ch. 4, 85, prop. 3]):
WennV C A™ eine affine Varietat ist, dann i¥f genau dann irreduzibel, werdiV)

ein Primideal ist.

Falls K algebraisch abgeschlossen ist, gilt fiir ein beliebiges Ideal K [x] die Glei-
chungl(V(J)) = v/J (Hilbert'scher Nullstellensatz). Hier bezeichnet

VJ = {f € K[x] : f™ € J fur eine natirrliche Zaht > 1}

dasRadikalidealvon J.

Wir wollen affine Varietaten, digeometrisch@®bjekte sind, mit Hilfe voralgebrai-
schenTechniken studieren. Daher werden wir nun kurz den Zusammenhang einer affi-
nen Varieta®” mit ihnrem Koordinatenring<[V'] skizzieren.

Fur Varietatent/ C A™, W C A™ heil3t eine Funktio® : V' — W einepolynomiale
Abbildung wenn es Polynomé, ..., f,, € K|[z1,...,z,,] gibt, sodass

DAL, A m) = (1, A ) fa(A, oo Am)

far alle (A1, ..., \n) € V. Wir bezeichnen die Menge aller polynomialen Abbildun-
gen® : V — K mit K[V]. Man kann zeigen, dags[V'] ein Ring ist, und dass es einen
Ringisomorphismusg([V] = Klz1,...,z,]/I(V) gibt. Daher nennen wiK[V] den
Koordinatenringder affinen Varietat’ C A™.

Bei der Betrachtung von torischen Varietaten und spéater Explosionen werden wir auch
den projektiven Raun®}, (meist nur mitP™ bezeichnet) benétigen. Definiere dazu
auf AT = K™+ eine Aquivalenzrelation-: Zwei von 0 verschiedene Punkie =
(ag,a1,...,an),b=(bo,b1,...,b,) 1IN A}“;“ sind genau dann aquivalent, wenn

a~b:=INe K*: (ag,a1,...,a,) = (Abg, Aby, ..., Aby).

Dann nennt marP}, := A’}jl/w denn-dimensionalen projektiven Raum Uh&r
Jedes(n + 1)-Tupel (A, ..., \,) # 0 € AL definiert einen Punkp € P%. Wir
nennen()\, ..., A, ) diehomogenen Koordinateron p. Eineprojektive Varietain P"



ist definiert alsV'(f1, ..., fs) = {(ao,...,an) € P" : fi(ao,...,an) = 0furallei},
wobeifi,..., fs € K[xzo,...,z,] homogendolynome sind.

Weitere Begriffe und Notationen werden an geeigneter Stelle eingefihrt.

1.1 Torische Ideale und Varietaten

Im Folgenden betrachten wir eine besondere Klasse von Idealen bzw. Varietaten, sog.
torischeldeale bzw. Varietéaten. Torische Varietéten, oft auch als torische Einbettungen
bezeichnet, spielen eine grofl3e Rolle im Zusammenspiel von Geometrie, Algebra und
Kombinatorik. Die Anfange der Theorie stammen aus den 1970er Jahren. Zu bemerken
ist, dass anfangs naormaletorische Varietaten betrachtet wurden. An diesen Varieta-
ten kann man viele allgemeine Konzepte der algebraischen Geometrie testen (z.B. Auf-
I6sung von Singularitdten, Cohomologietheorien, Hodge-Theorie, Schnitttheorie,...).
AuRerdem ist bei normalen torischen Varietaten die Verbindung zur konvexen Geo-
metrie bzw. Kombinatorik (Uber Kegel und Fécher) besonders schdn zu beschreiben.
Daher befassen sich die meisten Einfihrungen in torische Geometrie nur mit diesen
Varietaten. Die “Klassiker” auf diesem Gebiet sind [Br], [Fu], [KKMS] und [Od1].
Nichtnormale torische Varietaten wurden erstmals via torische Ideale von Gel'fand,
Kapranov und Zelevinsky [GKZ] im Zusammenhang mit hypergeometrischen Funktio-
nen untersucht. Auch in der Theorie der Grébner Basen, z.B. in [St], tritt diese Klasse
von ldealen auf.

Wir werden hier zuerst moglichst allgemein torische Varietaten tber torische Ideale de-
finieren. Dann werden wir die Definition von normalen torischen Varietéaten als Kom-
paktifizierung des algebraischen Torus liefern und auf die Charakterisierung durch Ke-
gel und Facher eingehen. Schlie3lich mdchten wir noch einige Unterschiede zwischen
den “klassischen” torischen Varietaten und den “nicht notwendig normalen” torischen
Varietéten erlautern.

Definition. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper it , . . ., ¢4] der Po-
lynomring ind Variablen tberX . Dann heil3en die Elemente von

Kit,t7 = K[ty ... ta,t7 oot
Laurentpolynomelaurentpolynome der Form

At =Mty flrae 2 A e K
nennt marLaurentmonome

Im Folgenden betrachten wir normierte Laurentmonome (d.k:,1). Diese Monome
bilden eine multiplikative Gruppe i& [t,t~1]. AuBerdem gilt: Die Abbildung

0:72" — K[t t '], ar— t*

liefert einen Isomorphismus zwischen der additiven Grufipend der multiplikativen
Gruppe der normierten Laurentmonome. Dieser Isomorphismus wird uns zur Definiti-
on einer sog. torischen Varietat fihren.

Definition. Seif =", A\at® ein Laurentpolynom. Dann heif3t

supp(f) :={a€Z" : \y #0}



derTrager vonf. Es gilt

supp(f & g) € supp(f) Usupp(g) und  supp(fg) C supp(f) + supp(g)

fur Laurentpolynomef, g € K[t, t~!]. Weiters istsupp(1) = {0}. Wir nennen einen
Ring R einemonomiale Algebrawenn R eine K-Algebra ist, die von Laurentmono-
men erzeugt wird.

Mit obigem Isomorphismus erhalten wir insgesamt: wéhaine monomiale Algebra
ist, dann ist die MenggjfeR supp(f) ein Untermonoid vorZ™. Wir werden nun eine
besondere Klasse von Idealen im Polynomriifx] = K|z, ..., z,] Studieren.

Wir betrachten eine Teilmengd = {a;,...a,} von Z¢, mit a; = (a;1,...,aq)

€ 74 und nennend eine VektorkonfigurationJeder Vektom; wird identifiziert mit
einem Monomt2: im Ring der Laurentpolyonom& [t, t~1]. Seir der folgende Mo-
noidhomomorphismus

7:N* — Z% b — ba; + - + bpa,.
Das Bild vonA unterr ist das Monoid
NA = {bla1+---—|—bnan:b17...7bn EN}

Wir werden dafir auctlNA = y(a : a € A) schreiben. Dann kdnnen wir diese
Abbildung zu einem Homomorphismus von monomialen Algebren liften:

71 K[x] — K[t,t71], 2 > t2.

Definition. Bezeichne 4 den Kern vont. Wir nennen das Idedl, dastorische Ideal
von A.

Aus der Definition vonl 4 folgt sofort, dass/ 4 ein Primideal ist, denn: fallgg €
ker(7), so Qiltw(fg)(x1,...,zn) = fg(t?',...t2) = 0. Dann muss aber entweder
f(t21,...t2) oderg(t®,...t>") gleichO sein, alsof oderg € ker(7) gelten.

Dabher ist die Verschwindungsmend&I4) eine affine, irreduzible Varietat i’ .
V(I4) ist der Zariski-Abschluss der Mendgt?:,...,t2%) : t € (K*)?}. Dabei
ist K* die (multiplikative) Einheitengruppe voR, d.h., K* := K\{0}. Die Gruppe
(K*)4 heift der(d-dimensionale algebraische) Torus

Definition. Eine Varietat der FornX := V(I 4) heitaffine torische Varieta{\Wenn
wir A spezifizieren wollen, schreiben wir genau€y). Sei nunA = {ai,...,a,,
a,+1}. Wenn das zugehdrige torische |déal homogen (bzgl. der Standardgraduie-
rung mitdeg(z;) = 1 fur alle ) ist, so heilRtV’(I4) C P™ eine projektive torische
Varietét

Bemerkung.Oben taucht zum ersten Mal der algebraische Torus auf. Wir sehen, dass
eine torische Varietat den algebraischen Torus als Zariski-offene, dichte Teilmenge ent-
hélt. Das ist auch der Grund, warum torische Varietéteisch heil3en!

Eine Besonderheit von torischen Varietaten ist, dass sie durch Monome parametrisiert
werden. Das zugehorige torische Ideal wird hingegen von Binomen erzeugt. Im folgen-
den Satz prazisieren wir diese Aussage und geben ein unendliches Erzeugendensystem
von [ 4 an.



Satz 1. Seil 4 ein torisches Ideal ik [x]. Wir kdnnen/ 4 als K-Vektorraum auffassen.
Dann wird I 4 von der Menge

{x" —x¥:u,v e N*undn(u) = n(v)}
erzeugt.
Beweis. Siehe [St, ch. 4, Lemma 4.1]. O

Wir kénnen auch die (KrullDimensioneiner affinen torischen Variet&t(74) ange-
ben. Sei dazul die d x n Matrix, deren Spalten die Elemente vdrbilden. Sei weiters
dim(A) := Rang 4). Dann gilt:

Satz 2. Die Krulldimension des Ring& [x]/1 4 ist gleichdim(A).
Beweis.Findet sich in [St, ch. 4, Lemma 4.2]. O

Wir geben nun noch eine kompaktere Form des Erzeugendensystenig \am Sei
kerz(A) = {b € Z"|Ab = 0}, derKernvon A. Wir kénnen jeden Vektob € Z"
eindeutig schreiben als = b™ —b~, mitb™, b~ € N, und zwar

b, fallsb; >0
CROTES SOt
0 sonst.

_ —b; fallsb; <0,
(b )j—{o ’ .
sonst.

Beispiel.Fallsb = (5, -2,1,0,11,—7,0) ist, dann giltb™ = (5,0,1,0,11,0,0) und
b~ =(0,2,0,0,0,7,0).

Somit giltkerz(A) = ker(w), wobeiker(7) das Untergitter vorZ™ ist, das von allen
Vektorenb mit 7(b*) = 7(b™) erzeugt wird. D.h., es gilt

I,= (xb+ —xP b ekerg(A)inklzy, ...,z

I4 wird von Binomenfi, ..., fs erzeugt. Dann is& = V(I 4) eine affine torische
Varietat. Der Koordinatenring voX ist durch

EX]=k[t*,ae Al =klz1, ..., 2]/ (f1,-- -, fs)

gegeben, wobel = (¢1,...t4). SeiB einen x (n — d) Matrix, deren Spalten eine
Basis aller linearen Relationen zwischen @g’s erzeugen, d.h., es gilt

AB = 0.

Wir kénnen annehmen, dagse Z"*("~9 ist, daher erfilllt jede Spalie; von B die
Gleichung

4 _
xPi —xPi =0,

Wir kénnen somitX kompakt alsxP: = 1,7 = 1,...,n — d schreiben.



Beispiell. Sei

e fu () (e ()2

Die affine torische VarietdX = V(1 4) lebt dann imA? und hat Dimensiodim(A) =

2. Zunachst kénnen wiX durch ihren Koordinatenrind([X] = K|[st™1, s, t?] be-
schreiben (dabei wéahle Koordinaten:= ¢; undt¢ := t5). Weiters interessiert uns
das Ideally = (x®" — xP " |b € kerz(A)). Mit Hilfe von Grébner-Basis Methoden
kann man einfach ein Erzeugendensystem Xgrfinden, siehe z.B. [St, ch. 12, Al-
gorithm 12.6]. In unserem Fall ister;(A) das Erzeugnis vob = (2,-2,1)7, d.h.,
Iy = (222 —y?)in K[z, y, 2] (wir wahlen wieder Koordinaten := z,y := x4, 2 :=
x3 fur den Koordinatenring vo3.). Dann istV (1 4) eine irreduzible affine torische
Varietat, namlich der wohlbekanni®hitney-Regenschirm

Abb. 1: Der Whitney-Regenschirm, visualisiertA .

Bemerkung.Im obigen Beispiel kommt eine nicht normale affine torische Varigtat
vor! Dassk[st~!, s,t?] nicht normal ist, sieht man am besten, indem man sich den
singuléren Ort vonX ausrechnetSing(X) ist die gesamte-Achse. Dies impliziert
dim(Sing(X)) = 1. Ware X normal, so musste codig(Sing(X)) < 2 gelten (siehe
dazu [Mu]).

1.2 Normale torische Varietaten

Kegel

In diesem Kapitel sekK ein algebraisch abgeschlossener Kérper der Charakteristik O.
Wir betrachten nun die “klassischen” torischen Varietaten. Bisher haben wir eine tori-
sche Varietat als eine affine oder projektive Varietét, die durch Monome parametrisiert
wird, eingefiihrt. Meistens wird in der algebraischen Geometrie jedoch eine andere
Definition verwendetXX heifdttorische Varietatwenn X normalist und X einen al-
gebraischen Torug = (K *)? als Zariski-offene, dichte Teilmenge enthélt, zusammen
mit einer Gruppenoperatidh x X — X vonT auf X, die die natirliche Gruppen-
operationl’ x T' — T erweitert.

Zunéachst betrachten wir einige

Beispiele. (1) Der Torus(K*)™ C A’ ist eine affine torische Varietat: die Abbildung
(b1, ostn) = (b1, oy by 7o) liefert

(K*)ﬂ [~ V(!El S T Tl — 1) in A?(Jrl.



(2) Klarerweise istA™ eine normale torische Varietat. Man kann weiters zeigen, dass
P™ denn-dimensionalen Torus enthalt.
(3) SeiX = V(zy — zw) C A% X ist normal und enthalt den Torg& )? via

(t17 t2, t3) = (tlv t27 ts, t1t2t§1).
Der einzige Unterschied zu vorher ist also die Zusatzbedingunijalenalitat

Definition. SeiX eine Varietatund € X. Seiweiters), = K[X].,, derlokale Ring
vona. Der Punktz hei3tnormalerPunkt vonX, wenn der Ring),, ganz abgeschlossen
im Quotientenkorpefs (X ) ist. X heildtnormale Varietétwenn jeder Punkt voX
normal ist.

Diese Definition ist nicht besonders hilfreich. Man kann Giberhaupt nicht erkennen, was
Normalitat flr unsere torischen Varietaten bedeutet. Wir werden nun diese Beziehung
etwas aufklaren.

Im Folgenden seX eine normale torische Varietat (affin oder projektiv), und in den
affinen (oder projektiven) Raum eingebett&tist durch ein Ideal 4 definiert, wobei
allerdings.A einer speziellen Klasse von Vektorkonfigurationen zuzuordnen ist. Wir
wollen diese Vektorkonfigurationen nun mdoglichst gut beschreiben. Hier kommt die
schon angesprochene konvexe Geometrie in Gestalt von Kegeln und Fachern zum Vor-
schein.

Bemerkung.Wir werden spéter bei Explosionen von Monomidealen noch einmal Ke-
gel bendtigen, dann allerdings eine andere Notation verwenden. In diesem Kapitel hal-
ten wir uns an die Standardnotationen, wie z.B. in [Ew], [Fu], [Od1].

Eine normale torische Varietat kann durch @itter N und einen Kegel (bzw. im
allgemeinen Fall einen Facher) konstruiert werden. Wir fixieren zuerst ein Giteer
74 und das zugehorige duale Gittef :=Hom(N,Z) = NV. SeiNg = N ®z R ein
reeller Vektorraum isomorph ZR?.

Definition. Ein rationaler polyedrischer Keget in Ny ist ein Kegel, der von endlich
vielen Elementen voiV erzeugt wird:

0'::{/\1U1+~-~—|-)\lul€NR:)\1,...,/\120},

wobei alleu; € N sind. Dann hei3t spitz wenno N (—o) = {0}. Die Dimension
von o ist die Dimension des kleinsten Unterraums vgg, dero enthélt.
Fur einen spitzen rationalen polyedrischen Kegel heif3t

0V :={u€eMg:u-v>0furalev e o}

der duale Kegel Dabei bezeichnet - w das Standardskalarprodukt von zwei Vek-
torenv,w in Mr = R Wenno von Dimensiond ist, so iste" ebenfalls eind-
dimensionaler rationaler polyedrischer KegelN¥. Eine Menger C o heil3tSeite
vono, wenn

r=ocnNut:={veo:u-v=0)

far einuin oV ist.
Die Hauptidee ist nun, das Monoid

S, =c"NM={ueM:u-v>0firallev e o}



zu betrachten. Ein Punki € ¢V N M = Z? heiRtGitterpunktvon ¢V. Jeder Git-
terpunktu definiert dann ein Laurentmonoti. Die zugehdrige torische Varietat,

sollte dann die kleinste Varietat sein, auf der diese Laurentmonome Uberall definiert
sind.

Wir kbnnenX,, konstruieren, indem wir verwenden, d&ssund damit auch die Mo-
noidalgebrak[S, |, endlich erzeugt ist. Dies folgt aus dem folgenden Satz.

Satz 3 (Gordan’s Lemma). Wenno ein rationaler polyedrischer Kegel ist, dann ist
S, = ¢V N M endlich erzeugt. In anderen Worten: es existietan. .., u; in S,
sodass jedes Element afis von der Form

Aug 4. qu, A €N
ist.
Beweis. Siehe zum Beispiel [Fu, ch.1, 2, prop. 1] . O

Man kann weiters zeigen, dass flr spitze rationale polyedrische Kk&gihs Monoid
S, ein eindeutiges minimales endliches Erzeugendensystem M = Z¢ besitzt.
Man nenntA die Hilbert Basisvon S,. Man kannA mit Hilfe von Grdbner Basis
Methoden berechnen, siehe [St, ch.13, Algorithm 13.2].

Die Erzeugemy, . .., u; bestimmen die affine Varietd, C Al.. Betrachte dazu die
Abbildung

o (K" = K= Al (t1, .. tn) = W (t, o)y oo 8% (E o ).

Dann istX, der Zariski-Abschluss von Iip) C Al. X, ist eine normale affine tori-
sche Varietat.

BemerkungDie “koordinatenfreie” High-Tech Definition lautet kurz und bindig :=
Spec(K[S,]). Dabei istSpec(K[S,]) = {p & K[S,] : p prim } mit der Zariski Topo-
logie versehen.

Man kann zeigen, dass umgekehrt jede normale affine torische Varietéat isomorph zu
X, fur einen Kegeb ist. Siehe etwa in [Ew, Part 2, VI, Thm 2.11].

Wir haben bis jetzt mifX 4 die Verschwindungsmenge eines beliebigen torischen Ideals
bezeichnet. Fur normale affine torische Varietaten gilt allerdings:

Satz 4. SeiA eine endliche Teilmenge v@t. Dann sind dquivalent:

(1) Die affine torische VarietdX 4 ist normal.

(2) Die affine torische VarietdX 4 ist isomorph zuX,, fur einen rationalen Keget in

R4,

(3) Der Integritatsbereicti[A] = K[x]/14 ist ganz abgeschlossen in seinem Quoti-
entenkdorper.

(4) Das MonoidN A ist normal, d.h.NA = ZA Nk, (a:a € A).

Beweis. Siehe [St, ch. 13, prop. 13.5]. O

Dieser Satz besagt, dass eine affine torische Varétggenau dann normal ist, wenn
manalle Gitterpunkte im dualen Keget" als N-Linearkombinationen der Erzeuger
darstellen kann.



Beispiele. (1) Wir arbeiten der Einfachheit halber i = N = Z2. Seien

e (1)

Wir erhaltencsV, indem wir die inneren Normalen der berechnen und dann die feh-
lenden Gitterpunkte dazunehmen (siehe Abb. 2). Dann sind die Erzeuget votz.>
die drei Vektoren

m () (3 (2)

~

-2

Abb. 2: Der Kegeb (links) undo.

Wir setzend := {a; : i = 1,...,3}. DannistX, = X 4 der DoppelkegeV (x? —yz)
im A3, X, ist normal und hat eine Singularitat im Nullpunkt. Ein Bild véf, in A3
findet sich in Beispiel 3.

(2) Wir betrachten nun wieder den Whitney-Regenschifiy? — z%2) im A3. Wir
haben oben schon das zugehdtiggbestimmt, also ist

ro () e (2) nenc)

Allerdings sind nicht alle Gitterpunkte van’ NZ? positive ganzzahlige Linearkombi-
nationen dieser Erzeuger, z.®, 1)7. Daher sehen wir ganz leicht, dass der Whitney-
Regenschirm nicht normal ist.

(3) Die VarietatX = V (xy — zw) in A* besitzt den Koordinatenring s, t, u, stu~1].
Daher sind die Erzeuger varY die vier Vektorera; = (1,0,0)%,a, = (0,1,0)%, a3 =
(0,0,1)T unday = (1,1, —1)T. Wir sehen, das¥ normal ist und nur der Nullpunkt
singular ist.

Facher

Wir kénnen allgemeinere normale torische Varietaten konstruieren, indem wir affine
torische Varietaten, die denselben To(#s*)™ enthalten, zusammenkleben. Dies ge-
schieht tiber sog. Facher.

Definition. Ein FacherX in N = Z? ist eine endliche Menge von rationalen spitzen
polyedrischen Kegela € Ng, sodass gilt

(1) wenno € ¥ undT eine Seite vow ist, so ist auch € ¥,

(2) wenno, T € X, dann isto N 7 eine Seite von beiden.

Somit erhalt man aus jedem Kegek X eine affine torische Variet&t,,. Fallst eine
Seite vorv ist, so kann martX ;. als Zariski-offene Teilmenge vai, auffassen. Somit
kann man eine abstrakte torische Varietat definieren:



Definition. SeiX ein Facher inVr. X ist die Varietat, die man aus den affinen Va-
rietatenX,,o € X, erhalt, indem man fur alle, 7 € X die VarietatenX, und X
entlang ihrer gemeinsamen Teilmeng€n-, zusammenklebt.

Die Inklusionen vorn( K*)™ C X, sind kompatibel mit den Identifikationen, die man

bei der Konstruktion vorXs, vorgenommen hat. Daher enthalt, den Torus(K*)"

als Zariski-offene Teilmenge. Von vorneherein At nicht in den projektiven Raum
eingebettet. Es gibt sogafy;, die weder affin noch projektiv sind.

Man kann allerdings zeigen, da&s; eine normale torische Varietat ist und dass alle
normalen torischen Varietaten Uber einen Facher bestimmt sind [Od2, Thm. 4.1].

Wir werden noch zwei Spezialfalle van betrachten:

(1) Seio ein Kegel inN und X bestehe aus zusammen mit all seinen Seiten. Dann
ist X ein Facher und(; ist die normale affine torische Varietdt, . Dies ist das einzig
mogliche Beispiel einer normalen torischen Varietat, die affin ist.

(2) WennX der innere oder auRere Normalenfacher eines rationalen Poltops/r

ist (d.h., alle Ecken vo®® liegen inMg), dann istX's; eine normale projektive torische
Varietat. Die Umkehrung dieser Behauptung stimmt ebenso, siehe dazu [Od1, ch. 2, 4]
oder [Fu, ch. 1, 5].

SchliefZlich kann man aus einem Facheweitere Facher durch Verfeinerung gewin-
nen:X’ heil3tVerfeinerungvon X, wenn jeder Kegel voix eine Vereinigung von Ke-

geln in Y’ ist. Insbesondere kann man durch die Methodestigllaren Unterteilung

von Fachern Singularitaten auflosen. Darauf wird hier nicht nédher eingegangen, De-
tails dazu finden sich z.B. in [KKMS] und [Fu]. Wir werden zum Abschluss noch zwei
Beispiele von torischen Varietétéf; betrachten.

Beispiel2. SeiwiederN = M = Z™ und My bzw. Nk seienR"™.

(1) Firn = 1 gibt es nur einen nicht affinen Facher Er besteht aus den Kegeln

o1 = Rxq, 02 = R<o undoz = {0}. Diese entsprechen den affinen torischen Varieta-
tenX,, 2 AL, X,, = AL undX,, = K* mit Koordinatenringerk [t], K[t '] bzw.
K[t,t~1]. Wir klebeno; undo, mit dem Isomorphismus — ¢~1 auf der gemeinsa-
men Seiterz zusammen. Dies ist die klassische Konstruktion der projektiven Geraden.
Es gilt alsoXy = P'.

(2)Seien01 = {)\1( 1 ) +)\2( (1)) TN\ € Rzo} und oy = {)\1( } ) +
1
0
X,, = Spec(K[y,zy~']). Die zugehorige torische Variet&s. entspricht der Ex-
plosion vonAZ%. im Nullpunkt mit den affinen KarteX,, und X,,. Der Fachei>’

bestehtaus’l,ag,{)\< 1 ) :)\EREO},{)\< (1) ) IAERzo},{)\< (1) ) =

R>o}, ( 8 )}. Wir sehen, dask’ eine Verfeinerung von

st (4) () e (1) renc)
B(3)ena ()

ist. Xy, istisomorph zuA%..

A2 ( : \i € R>o} zwei Kegel inZ?2. Dann sindX,, = Spec(K[z,z~'y]) und
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Kapitel 2

Auflosung von Singularitaten

Wir wollen im Folgenden die Singularitéaten einer torischen Varigtdm A™ auflo-

sen. Auflosung bedeutet dabeiim Wesentlichen, dass man eine Abbitdulig — X
angibt, unter deX das Bild einer Mannigfaltigkeif’ ist. X’ soll alsoX parametri-
sieren. Wir werden spéter eine prazise Definition von Auflésung geben.

Wir wollen hier einen konstruktiven Beweis der Auflésung von Singularitaten einer
affinen torischen Hyperflache durch eine Folge von speziellen birationalen Transfor-
mationen Explosionerangeben. Die Hauptidee bei dieser Herangehensweise ist, eine
lokale Invariante der Singularitdt anzugeben, die zum einerzdasrumder néch-

sten Explosion angibt und zum anderen eine Verbesserung der Singularitat misst. Man
vergleicht die Invariante der urspriinglichen VarieXatnit der Invariante der transfor-
mierten VarietatX’, um diese Verbesserung festzustellen.

Die klassische Theorie der Auflésung von Singularitaten wurde von Zariski, Abhyan-
kar, Hironaka und anderen Mathematikern im 20. Jahrhundert entwickelt. So bewies
Hironaka [Hi] die Existenz der Auflésung durch Explosionen fiir Kérper der Charak-
teristik 0. Spater wurden auch konstruktive Beweise angegeben.

Wir werden hier zuerst allgemein Explosionen désbetrachten, da wir diese Abbil-
dungen auch spater (im Kapitel Uber Explosionen in Monomidealen) bendtigen. Dann
werden wir einen Algorithmus angeben, wie man durch eine Folge von speziellen Ex-
plosionen eine torische Hyperflache= V (), wobeif ein Binom auss [z, . . ., ;]

ist, auflésen kann. Wir werden auch auf die Relation des Koordinatenring¥ yatrd

von Monomen erzeugt) zur definierenden Gleichung ¥o¢ein Binom) eingehen. Im
Algorithmus werden wir eine Invariante voXi konstruieren, die Verbesserungen der
Singularitaten vonX messen soll. Wir gehen dabei &hnlich wie Bierstone und Milman
[BM] vor und werden auch kurz deren Invariante beschreiben.

Dies fuhrt uns dann direkt zum nachsten Kapitel. Dort werden wir unter andgyem
metrienundaquivariante Auflésungehandeln.

2.1 Explosionen

Die Haupttechnik beim Auflésen von Singularitaten sind spezielle birationale Trans-
formationenExplosionenin der Literatur haben diese Abbildungen viele Namen, un-
ter anderenBlow Ups, Aufblasungen, monoideale TransformationeRrozesseWir
werden im Folgenden immer den Begriff “Explosionen” verwenden. Die Vielfalt an
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Namen lasst auch die verschiedenen Zugange erahnen. Wir werden uns auf die klassi-
sche Definition und die Konstruktion als Rees-Algebra beschranken. Allgemeines zu
Explosionen kann man am besten in [Ha3], [EH] und [Hi] nachlesen. In [Hs] werden
Explosionen abstrakter besprochen, fir Beispiele siehe etwa [Hal].

Explosionen tauchen auch im Kontext von Kompaktifizierungsproblemen, etwa bei der
Konstruktion vonArrangement Modelén [DP] oder bei der Kompaktifizierung von
Konfigurationenrdumen in [FM] auf. Wir werden darauf spater eingehen.

Der affine Raum A"

Wir werden Explosionen imA™ betrachten. Bis jetzt ist der affine-dimensionale
Raum Uber einem Korpdk™ als Menge aller-Tupel (A4, ..., A,) bzw. als topologi-
scher Raum mit der Zariski-Topologie definiert. Wir werden im Folgenden jedéch
mit verschiedenen Strukturen versehen betrachten: als Schema bawValgorraum
K™. Wenn man lineare Unterrdume vart betrachtet, méchte man sie manchmal als
Schemata und manchmal als Vektorraume studieren. Um nicht durcheinanderzukom-
men werden wir nun zuerdt™ als Schema definieren (siehe dazu [Hs, Mu, EH]) und
dann zeigen, wie man jedefdi-VektorraumV kanonisch ein Schema, dessen abge-
schlossene Punkte gendubilden und das isomorph zy™ ist, zuordnen kann. Durch
diese Prozedur kann man die Menge der linearen Unterraum& Yanit den linearen
Unterschemata voA™ identifizieren. Man bettet also den Vektorrauit koordinate-
ninvariantin das Schema, ein.

Definition. SeiK|[x1,...,z,] der Polynomring im-Variablen. Wir nennen das Sche-
ma
nK = SPEC(K[Zl, s 71'77.])

denn-dimensionalen affinen Raum tber dem Korper(Wie vorher werden wir mei-
stens nuA™ schreiben.)

Sei nunV ein K-Vektorraum. SeRy, der Ring der polynomialen Funktiongn: V' —
K. Definiere
VEeh = Spec(Ry ).

Somit “ entspricht” die Menge der abgeschlossenen PunktdVéhdem Vektorraum
V. Denn nach dem Hilbert'schen Nullstellensatz ist jedes maximale tdgabn Ry
der Kern eines Homomorphismus

Ry = K:fr— f(A,.-, )

farein(Ay,...,A,) € K™ DurchA — [m,] wird K™ isomorph auf alle abgeschlos-
senen Punktém,] von V** abgebildet.

Die Explosion vonA™

Nach einem Beispiel werden wir zur ersten (klassischen) Definition einer Explosion
von A™ kommen.

Beispiel3. Zur Motivation beginnen wir mit der Auflésung einer algebraischen Flache
X im A3. Man sucht also eine Abbildung : X’ — X, wobei X’ eine Mannig-
faltigkeit sein soll, dieX parametrisiert. SeX = V(f) mit f = 2y — 22. Dann
ist X der schon bekannte Doppelkegel ¥, mit Singularitat im Nullpunkt. Sei
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71 A% — A3 (1,y,2) — (x,2y,72). Diese Abbildung lasst digz-Ebene, definiert
durchV (z), auf den Nullpunkt des?® zusammenschrumpfen. Aus unserem Kegel wird
X' =V (y — 2?), ein Paraboloid im\3, welches glatt ist.

Wir hatten jedoch auch : A3 — A3, (z,y, 2) — (zy,y,yz), wahlen kénnen. Durch
diese Abbildung wird diexz-Ebene zum Nullpunkt kontrahiert. Aus dem Kegel wird
diesmalX’ = V(z — 2?), wiederum ein Paraboloid ith3. SchlieRlich liefert die dritte
Wahl vonr : A% — A3 (2,y,2) — (v2,y2,2), das HyperboloidX’ = V(zy — 1)

im A3, Die Singularitat ist durch alle drei Abbildungeraufgeldst. Die Frage ist nun,
wie man die Abbildungr : X’ — X allgemein beschreiben kann, d.h., wie man ein
Verfahren angeben kann, die Mannigfaltigk&it und die Abbildungr allein ausX zu
rekonstruieren.

Abb. 3: Durchr wird das Paraboloid auf den Doppelkegel abgebildet.

Definition. Sei P ein Ideal inK|x1,...,z,] und seiZ die Untervarietal’(P) von
A™. Wahle Erzeugey, . .., gr von P und betrachte die Abbildung

A™\Z — A" x PF-1
x = (x,01(%) ... g(x))-

Diese Abbildung ist wohldefiniert und injektiv. Ihr Bild ist der Graplio) der Ab-
bildungo : A™\Z — P* 1 x + (g1(x) : ... : gr(x)). Wir nennen den Zariski-
AbschlussA™ vonT'(¢) in A™ x P*~! die Explosion vom™ mit ZentrumZ (bzw. mit
ZentrumP). A™ st unabhangig von der Wahl der Erzeuger vorDie Restriktion der
Projektion auf den ersten Faktor: A — A" heil3t dieassoziierte Explosionsabbil-
dung  ist ein birationaler Morphismus, der ein Isomorphismus Atf Z ist, d.h.,
A™\771(Z) = A"\ Z. Die Untervarieta := 7~ !(Z) von A" heil3t derexzeptionelle
Divisor E der ExplosionE ist eine Hyperflache und wird unterzu Z kontrahiert.

Aus dieser Definition kann man die algebraischen GIeichunge&?’Jie A" x Pkl
definieren, sofort ablesen. Ebenso konnen wir die afftnen Kartenausdriickeon
direkt ableiten. Es giltA™ wird in A™ x P*~! durch die projektiven Gleichungen

u;ig;(x) —ujgi(x) =0, furallel <i,j <k,

bestimmt, wobeis,, . . ., u;, projektive Koordinaten auf*~! sind. Somit wirdA™ von
affinen Karten/; Uberdeckt, wobei jeweilg; (x) # 0 in U; ist. Damit erhalten wir fir
U; den Kartenausdruck vasn

o= (G 1 o)
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Es gibt also flr jeden Erzeuger véhgenau eine affine Karte.

Fur eine Untervarietak desA™ und Z C X, erhalten wir analogX als Zariski-
Abschluss des Bildes von

X\Z — X x Pk=1,
x = (%,01(x) .1 gr(x)).

Wir nennenX die Explosion vonX mit ZentrumZ. Die Abbildungr : X — X heift
wieder dieassoziierte Explosionsabbildund/eiters heilRtX* := 7—1(X) die total
Transformiertevon X und X’ := 7—1(X\ Z) die strikt Transformiertevon X .

Wir geben noch eine weitere Konstruktion der Explosion désan, mit deren Hil-

fe man leicht die Koordinatenringe der affinen Karten, dlifetiiberdecken, berechnen
kann. Diese algebraische Konstruktion ist leicht auf allgemeinere Objekte (z.B. Sche-
mata) zu verallgemeinern.

Definition. SeiR ein Ring undl C R ein Ideal. Dann heif3t di&-Algebra
S:=R@Ito*t*e... = R[tI] C R[t]
die Rees-Algebra voh in R.

Speziell gilt also fUrR = K|zy,...,x,] und das ldeaP: Die x1,...,z, sind K-
Algebrenerzeuger voK [z1, . .., x,] und diegs, . . ., g Sind Erzeuger des Ideal3in
K[x]. Dann ist die Rees-Algebtgivon P in K[x] das Bild des Ringe&[z1, . .., zy,
Y1,...yr] unter dem Homomorphismus; — z; undy; — g,t. Der Kern dieser
Abbildung ist ein homogenes Ideal (in den Variablgh das genau der Explosion von
A™ in P entspricht. Damit erhalten wir als Koordinatenring geen Karte

K[x17"'7xn7gl/gj7"'agk/gj]'

Bemerkung Geometrisch bedeutet diese Konstruktion, 4&nm ZentrumZ = V(P)
explodieren zu lassen. Schema-theoretisch kénnen wir&ianaProj( K [x][¢ P]) schrei-
ben. Allgemeiner gilt fir Schemata: S€iein Schemaund C X ein abgeschlossenes
Unterschema. Se¥ = .#; x C Ox die Idealgarbe voi¥ in X. Wenn/ die Garbe
der graduierter® x -Algebren

d:@f”:(?x®f@f2@m
n=0

ist, so ist das Schema Pfef) — X die Explosion vonX entlangZ.
Né&heres dazu und der Beweis dieser Tatsache finden sich in [EH, IV, 2].

2.2 Auflésung
Es gibt verschiedene Definitionen der Aufldsung von Singularitaten. Wir betrachten

stets Varietaten, die in deli” eingebettet sind, daher verwenden die folgende, starke
Version, vgl. etwa [Hal]:
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Eingebettete Aufldsung von SingularitatenSei X eine Varietéat Giber einem Koérper
K, eingebettet in eine glatte Varietdt. Gesucht ist eine glatte Varietdlt und ein
eigentlicher birationaler Morphismus: W — W, sodass die Invers& von X unter

= nur normale Kreuzungssingularitaten besitzt und so, dass die Einschrankung von
auf die glatten Punkte voX ein Isomorphismus ist.

Zur Erklarung einiger Begriffe: Eine Varietaf hatnormale Kreuzungssingularitaten
wenn X aus einer Vereinigung von glatten Komponenten besteht, die einander trans-
versal schneiden. Genauer: In jedem Schnittpunkt existiert ein Koordinatensystem,
durch das die Varietat lokal durch Monome definiert wird. égentlichen biratio-
nalen Morphismusrhalten wir durch eine endliche Folge von Explosionen in geeignet
gewabhlten Zentren. Wir werden stéis = A% mit chai(KX) = 0 annehmen.

Wir werden eine Folge von Explosionen

X=XV X=X

konstruieren, mit Zentrer® abgeschlossene Untervarietaten \&fr !, sodass die
letzte strikt Transformierte&X ™ glatt ist und normale Kreuzungen mit dem exzeptio-
nellen DivisorE™ besitzt. Solch eine Folge existiert in Kérpern der Charakteritik
vgl. [Hi]. Dabei sind auch nichtreduzierte Zentren erlaubt (vgl. [Ha2, Ro]). Wir werden
fir eine affine torische Hyperflaché die ZentrenZ? explizit angeben und eine Inva-
rianteZ € N* definieren. Weiters werden wir zeigen, dass diese Invariante unter jeder
Explosion echt lexikographisch kleiner wird, d.h., dassn endlich vielen Schritten
aufgelost ist.

2.3 Auflésung von torischen Hyperflachen imA"

Zur Erinnerung: Wir betrachten eine nicht notwendig normale affine torische singulare
HyperflacheX, gegeben durch’(f) in A”, wobeif = x** — xP ™ in K[z1,...,2,].

X istaufgelostwennb = b™ — b~ € £N" = N* U —N" ist. Zuerst betrachten wir
den singularen Ort voX genauer. Dann geben wir an, wie die Gleichung yoanter
Explosionen transformiert wird.

Wir kénnten uns jedoch auch direkt in den KoordinateniigX| = K[t?,a € A]
platzieren, und untersuchen, wie sich die erzeugenden Monome unter Explosionen ver-
halten. Dazu benétigen wir das zugehdérige torische Idgat (xb+ —xP") fiir eine
Vektorkonfiguration4d = {as,...,a,_1}. Wir werden auch auf den Zusammenhang
zwischen der Gleichung der strikt Transformierféhund den monomialen Erzeugern
von K [X'] eingehen.

Schliel3lich werden wir die Invariante fur die Aufldsung und geeignete Zentren fir die
Folge der Explosionen angeben.

Glatte und singulare affine torische Hyperflachen

Da wir die Singularitdaten voX auflésen wollen, stellt sich zuerst die Frage, wie man
Uberprufen kann, oX glatt oder singular ist.

Zuerst definieren wir allgemein den Begriff der Glattheit einer affinen algebraischen
Varietat (dies entspricht im Wesentlichen dem Begriff der Mannigfaltigkeit in der Ana-
lysis bzw. Topologie) und werden dann speziell affine torische Hyperflachefiim
betrachten. Wir werden sehen, dass der singulare Ort einer affinen torischen Hyperfla-
che immer aus (Vereinigungen von) Koordinatenunterraumen besteht.
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Definition. SeiY C A™ eine affine algebraische Varietat und sejgn. .., fs €
K[z1,...,x,] Erzeuger des Ideals vani. Es ist alsol(Y) = (f1,...,fs). Seif :
A" — A® eine polynomiale Abbildung und sei € Y ein Punkt. Dann heil3 ein
glatter oderregularer Punkt vort”, wenn die Jacobi-MatrixD f(q) konstanten Rang
fur alle q in einer (Zariski)-Umgebung vop hat. Ansonsten heifgt singularerPunkt.
Y heif3tglatt, wenn alle Punkt@ € Y regular sind.

Analog zu Mannigfaltigkeiten kann man den singuléaren Ort einer algebraischen Varie-
tat definieren:

Definition. SeiY eine affine algebraische Varietat wie oben. Biagulare Ort vory’
ist gegeben als

Sing(Y') := {p € Y : p ist singulérer Punkt voi"}.
Es gilt: Sing(Y") ist in Y abgeschlossen.

Da wir uns im Folgenden mit affinen torischen Hyperflichen beschéftigen werden,
wollen wir ndhere Aussagen Uber den singuldren Ort derartiger Varietaten treffen.
SeiY = V(f) eine beliebige Hyperflache ih™, wobei f : A™ — A polynomial

und 0.B.d.A.reduziertsei, das bedeutetf) = \/(f) ist. Dazu aquivalent istf ist
quadratfrei, d.h., es treten keine Quadrate in der Primfaktorzerlegung aoh Dann

gilt fir alle Punktep € Y:

p ist glatt <> gradf(p) # 0.
< Es existiert ein, 1 < i < n, sodas$); f(p) # 0.

Analog gilt fur allep € Y:
p € Sing(Y) < furallei=1,...,nistd; f(p) = 0.
Dies liefert die Beschreibung vding(Y') als algebraische Menge:

Sing(Y) =V (f,01f,...,0nf).

Der singulére Ort vory” ist eine echte abgeschlossene Teilmenge¥on

Wie sieht nun speziell der singulare Ort bei unserer affinen torischen Hyperflache
X = V(f) mit f = x»" — xP" aus? Wir nehmen im Folgenden an, dgssurch

xljl e x’;‘l —xf’i‘ff ...zl = 0 gegeben ist. Dann giit = (by, ..., b4,0,...,0) bzw.
b~ =(0,...,0,b441,-.-.,b,). Somit erhdlt man di¢-te Komponente des Gradienten
(=Jacobimatrix) durch

bixP e fallsi < d
bixP —ei fallsi > d,

grad(f); = {

wobeie; deni-ten Standardbasisvektor vt bezeichnet. Beachte, dagsid(f); =
0 gilt, falls b; gleich0 ist. Dies ist der Fall, wenn das zugehorigein der Gleichung
nicht auftaucht. Der singulare Ort vox ist gegeben als

. + - pt_ +_ - -
Sing(X) =V (xP —xP xP 71 . xP e xP ean xbT—en

(Wir kdnnen dieb; aus den Gleichungen des Gradienten eliminieren, uegho gilt).
Zuerst interessiert uns, wadnglatt ist, d.h., wani$ing(X) = 0 gilt. Wir zeigen dazu
folgenden
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Satz5.Seif =x" —xP in K[z1, ..., 2,] wie oben. Dann ist die durcfi definierte
torische HyperflacheX = V(f) genau dann glatt, wenh € £N" oderb™ = e; €
N", wobei: < d, oderb = e; € N", wobeii > d gilt. f ist von der Gestalt
f=1-xP bzw.f =xP —1oderf_a:z—xb bzw.f = xP" — ;.

Beweis.Wir zeigen zuerst, dasX fir die oben angefuhrten Falle glatt ist: (1) Sei
b € +N", dann giltd = 0 oderd = n. Wir nehmen 0.B.d.Ad = 0 an. Dann isb™
der Nullvektor und~ = (by, ..., b,). Die Gleichung vonf lautetf = 1 — xP . Der
singulare Ort vonX ist also gegeben als Verschwindungsmenge

Sing(X) = V(1 —xP ,ahtabzgbe o ab ml;f:f coogbrTl,

Die erste diesen + 1 Gleichungen liefert, dass fur alle Punige= (p1,...,pn) € X
gelten mussl = p? , d.h., fir allei mussp; # 0 sein. Dies impliziert aber, dass auch
jedes Produkp(® - - - p&n # 0, fir a € N. Daher kanrp nicht im singuléren Ort von
X liegen. Wir erhalten alsBing(X) = (. X istin diesem Fall glatt.

(2) Sei jetztf von der Formz; — x® bzw. f = xP" — z;. Sei 0.B.d.Ai = 1. Dann
gilt d = 1 undb; = 1. Wir erhalten fir den singuléren Ort

Sing(X) = V(z; —x® ,1,xP 7°2 ... xP 7o),

Somit istSing(X) C V(1) = ) und X ist auch hier nichtsingular.
Fir die Ruckrichtung betrachten wir einfach den singularen OrfiXigfy fiir ein f mit
d > 1, bzw. fird = 1 gelte zuséatzlicth; > 1. Dann gilt:

Sing(X) = V(f, a5 a2 xzd, . a:ijl cogbnTh,

n

Wennb; > 1ist, soist{0} C Sing(X) C V(f), d.h., zumindest der Nullpunkt ist
singuldr. Wenrb; = 1, dann muss nach Voraussetzuhg 1 sein. Dies impliziert

{0} C Sing(X) C V().
Damit haben wir die Behauptung gezeigt. O

Der singuléare Ort vorX enthalt also immer den Nullpunkt. Allgemein ist der singulare
OrtvonX = V(f) mit f =xP" —xP " gegeben als Durchschnftf,_, V; mit V; Ver-
einigungen von Koordinatenunterraumén:= {x € A™ : z; = 0}. Man kann all&/;
explizit angebenV; = U?:l H;, wennb; > 1 ist, wobei die Vereinigung tber alle
j mit b’ > 1 gebildet wird, fallsb;” > 1 ist. Fallsb;” = 1 ist, wird die Vereinigung
tber allej # i mit bj+ > 1 gebildet. WeitersV; = U;_,,, H;, wennb™ > 1 ist,
wobei wieder die Vereinigung tber aljemit b;” > 1 gebildet wird, fallsb;” > 1 ist.
Fallsb;” = 1 ist, wird die Vereinigung Gber all¢ # i mit b, > 1 gebildet. Wenn
b/ =b; =0, dann setz&; = A".

Zum Beispiel ist furf = x223x3 — 22 der singulare Ort voX = V(f) C AS gegeben
alsN?_, Vi = (US_, Hy) n(US_, Hy) N (US_, Hj) NAS N AS N He.

Wir haben schon definiert, dadsgenau dann aufgeldst ist webi —b~ € £N" ist.
Dies ist genau dann der Fall, wejfin= 1—xP  bzw. f = xP 1 gilt. Dann schneidet
X eventuelle exzeptionelle Divisoren, die immer durch eine Gleichyrg 0 gegeben
sind, entweder Uberhaupt nicht, oder transversal.
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Transformation von Idealen unter Explosionen

Wir werden im nachfolgenden Algorithmus als Zentrum der Explosion stets eine glatte
UntervarietatZ der affinen torischen HyperflacBewahlen. Wir verwenden immer ein
ZentrumZ der FormZ = V (z; : i € I), wobei diex; € K|x1,...,z,] und|I| > 1.

Das Zentrum der Explosion dés” ist also einKoordinatenidealP = (z; : ¢ € I),
wobeiI C {1,...,n}. Die Explosionr : A" — A" ist glatt. Denn:A™ wird von
genaul!| affinen Karten Uberdeckt, die sich geeignet zusammenkleben lassen. Wenn
wir uns direkt in diej-te Karte der Explosion mit Zentrur® begeben, erhalten wir
durch die Substitutionen

. {mj furi € I\{j}

x; sonst

die neuen Koordinaten des® in der j-ten Karte. Der exzeptionelle Divisdr ist in
dieser Karte durch die Gleichung = 0 gegeben. UnteKoordinatenverstehen wir
ein reguléres Parametersystem vofx 1, . . ., z,].

Seio0.B.d.AI = {1,...k} mitk < n. Der Koordinatenring in def-ten Karte ist dann
gegeben durch

T Tk T Tk
Kilzy,...,2pn,—,...,— | =K |—,...,%j,..., — Tk, .-, Tn
Ly Ly j

Ly Lj

Bemerkung.(1) Wir betrachten hier die Explosionsabbildung A" — A" als Ab-
bildung des affinen Raum auf sich selbst. D.h., man hat dieselben Koordinaten im Bild
A", so wie im urspriinglichen affinen Raufi". Dadurch wird das Ablesen der Kar-
tenausdrticke leichter, als wenn man zwei verschiedéneit verschiedenen Koordi-
natensystemen betrachten wiirde. Siehe dazu auch [EH].

(2) Bei Explosionen arbeitet man meistens lokal: man betradtiteh einem Punkt

p mit lokalen Koordinatency, ..., z, desA™. Weiters geht man zur Vervollstandi-
gungK|[z1,...,x,]] vOn K[z1, ..., x,] Uber, wobei diery, . .., z,, ein reguléres Pa-
rametersystem bilden (siehe dazu [Ei]). Man erhalt dann flrjdeeKarte beip den

zugehdrigen Ring
Kl[z1,. .., 2] Vl ”“"’“] .

.’Ej ’ le
Vervollstandigung und Lokalisierung am IdedF-, . .., & x5, .., 2,) liefern den
J J
Koordinatenring defj-ten Karte K'[[2%, ..., 2}, ..., 25 2341, ..,x,]]. Dann bilden
J J

y; = 7+ furi < kundy; = z; sonst, ein regulares Parametersystem dieses Ringes.
J
Genaueres dazu findet sich in [Hal, Ha2].

Wir sind interessiert an der strikt Transformiert&nh unserer affinen torischen Hyper-
flacheX = V(f) unter der Explosion des affinen Raumes in einem Koordinatenideal
P, genauer an der Transformation des ldé#ls Seif*(x) = f(m;(x)), wobeir; der

Kartenausdruck voR.™ in der j-ten Karte ist, der Pullback vofiauf A™. In derj-ten
Karte istf* klarerweise wieder ein Polynom, Der exzeptionelle Divigoist in dieser
Karte durchz; = 0 definiert. Dann kann mayi* folgendermalien faktorisieren:

f*:x;f.f/7

wobei f' nicht mehr durchz; teilbar ist. Die naturliche Zaht ist unabhéngig von
der Karte und heif3t diexzeptionelle Multiplizitavon f*, siehe [Ha3]. Man kann also
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global f* = m, - f’ schreiben, wobeing lokal in jeder affinen Karte ein Monom

in einer der Variablen ist. Wir nenneft die strikt Transformierte vorf und erhalten
damitX’ =V (f') in A™.

Bemerkung.(1) WennX keine Hyperflache ist, so wird die Berechnung \®hwe-
sentlich komplizierter. Man benétigt hier insbesondere den Begriff der Standardbasis
eines Ideals (im Sinne von Hironaka), siehe [Ha3, Hi].

(2) Wenn P kein Koordinatenideal, insbesondere weAmicht reduziert ist, so wird

das Berechnen der Kartenausdriicke ebenso erschwert. Wir werden darauf im nachsten
Kapitel eingehen.

Beispiel4. SeiX im A3 mit Koordinatenx = (x,y, z) gegeben durch (z* — 22°).

Dann ist der singulére Ort voX die Vereinigung dey- und derz-Achse. Seil =
(z,y,z) das Ideal des Ursprungs in A3. In der z-Karte erhalt manf* = z* —
xly?22% = 24(1 — 27y%2°). Dann ist die strikt Transformiert&” = V(1 — 27y%2?)

glatt und X ist in dieser Karte aufgeldst. Denn: der exzeptionelle DiviSor x = 0
schneidetX’ nicht, die normale Kreuzungsbedingung ist also erfllt. In gtarte
hingegen giltf* = y*z* — y112% = y*(2* — y72%) und damitX’ = V(z* — y112?).

Hier ist von Auflésung keine Spur, die Singularitat scheint sich sogar verschlechtert zu
haben! SchlieRlich isK’ in der z-Karte gegeben durcff = z* — y227. Hier ist die
Singularitat zwar nicht aufgeldst, wenigstens gilt abes( ') < deg(f).

Gleichung und Koordinatenring einer affinen torischen Hyperflache

Bis jetzt haben wir uns nur mit der Transformation der Gleichung der affinen torischen
HyperflacheX beschaftigt. Wir kdnnten jedoch auch von vorneherein im Koordina-
tenring K[ X, der bekanntlich von Monomen erzeugt wird, arbeiten. Wir werden nun
die Transformation voik [ X] unter der Explosion in einem Koordinatenideal angeben.
Weiters werden wir untersuchen, wie sich die Relationen der ErzeugeKVan im
Vergleich zu den Relationen der Erzeuger des Koordinatenfifigs| der strikt Trans-
formierten verhalten. SchlieR3lich werden wir zeigen, wie man allein durch Anwendung
von linearer Algebra aus den Erzeugern VghX] die (reduzierte) Gleichung voX
zurtickgewinnen kann.

Sei X = V(f) eine affine torische Hyperflache iAr*. Seif = x® — 1, wobeib =
bT — b~. Seif 0.B.d.A.reduziert d.h.,ggT(b1,...,b,) = 1. Dadim(X) =n — 1,
ist K[X] von der FormK [x1, ..., z,]/(f) = K[t? a € A], wobeiAd = {a;,...a,}
mit a; = (a1i,...,an-1,4) UNdt = (t1,...,t,—1). Wir bezeichnen wieder mitt €
Z"—t*n die Matrix, deren Spalten dia; bilden. DaggT (b, ...,b,) = 1 gilt, ist
b € Z"*! ein Erzeuger des Relationenmodkis;(A) = {c € Z" : Ac = 0} dera;.
Es gilt also
Ab = 0.

Transformation des Koordinatenrings einer affinen torischen Hyperflache unter
Explosionen

Wir betrachten die Transformation vohbzw. A unter der Explosion de&™ mit Zen-
trum ein Koordinatenidea® = (z; : i € I) mit |I| > 2. SeiK|[z1,...,Zy, j—] ci €l
der Koordinatenring dej-ten Karte der Explosion des™ in P. Da A™ eine torische
Varietat ist, kdnnen wir diesen Ring wie oben &l$x" : v € V] schreiben. Dabei ist

19



V = {v1,...,vn} eine Vektorkonfiguration mit; € Z", die durch

v”_{m—eﬂmieﬂﬁ}

e; sonst

gegeben ist. Es bezeichagdeni-ten Standardbasisvektor. Setze analog zu dben
(v1,...,vy,). Damit erhalten wir schnell die Matrid’ = AV der Erzeuger dej-ten
Karte der Explosion unserer torischen HyperflacheEs gilt also in derj-ten Karte
K[X'| = K[t* :a € A']. Seid’ = {a},...,a/,}, wobeia) diei-te Spalte{AV)_,
der Matrix AV sei. Dadet(V') = +1 gilt (vgl. Abschnitt tUber Newtonpolyeder spéater),
erhalt man aus der Gleichung

(AV)(V™'b) =0

auch den neuen Erzeugbf des Relationenmoduls voA’. Genauer: Es gilb’ =
V~1b.

Beispiel 5. Sei X der Whitney-Regenschirm imA3 mit KoordinatenringK [X] =
Klx,y,2]/(2? — y?2) = K|st, s, t?]. Hier ist

2

1 1 0
A_(l 0 2)undb— :%

Der singulare Ort vonX ist die z-AchseV (z,y). Wir explodierenA? also im Ideal
(z,y). In derz-Karte erhalten wir

1
V=120
0
und daraus ergeben sich

' 1 0 O ' T
A= < 0 -1 2 > undb’ = (0, —2,—-1)".
In dieser Karte istX glatt, daK[st,t~1, 2] isomorph zuK|[s,t,t =] ist. K[s,t,t}]

wiederum ist der Koordinatenring der glatten normalen torischen Varétét K*.

Beachte, dasb’ € —N? ist! Die zugehorige Gleichung voX' in derz-Karte lautet
1=1y2z.

In dery-Karte ist

1 00
V=1 -1 10
0 01

und damit
A= ( R ) undb’ = (2,0, 1).

In dieser Karte lautek' [ X'] = K[s, t,t%]. Dieser Ring istisomorph zum Polynomring
in zwei Variablen.
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Relationen und Erzeuger

Wir wollen eine affine torische Hyperflache durch eine Folge von Explosionen auf-
I6sen. Dazu werden wir einen Invariantenvektor konstruieren, dessen Komponenten
wir aus den Exponenten der (reduzierten) Gleichung ¥ogewinnen. Wenn wir den
KoordinatenringK [t* : a € A] gegeben haben, so entsprechen die Exponenten der
Gleichung vonX gerade einem Erzeugbr= b* — b~ des Relationenmoduls der zu

A gehorenden Matrixi. Wir zeigen nun, wie man die Gleichurfg= x*" —x®~ von

X allein aus der Matrix4 erhélt. Betrachte zuerst folgendes Beispiel:

Beispiel6. Zur Abwechslung seX in A? durch K[s?, s3t,t] gegeben. Die Matrix
A besteht also aus den drei Vektoren = (2,0),a; = (3,2),as = (0,1). In Er-
mangelung weiterer Informationen schauen wir unskléeheninhalte zwischen den
Vektorenan (diese entsprechen den Determinanter2der2 Minoren von A): dabei
bezeichndA]; = det(a;,a2) = 4 die Determinante der Matrix, die durch Streichen
der 3. Spalte ausl hervorgeht. Analog ergeben si¢d], = det(a;,a3) = 2 und
[A]1 = det(ag,a3) = 3. Hier gilt alsob = ([A]1, —[4]z2,[A]3). D.h. hier sind die
Betrage der Determinanten sogar gleich deh
Im Folgenden verwenden wir dieselben Bezeichnungen wie im vorhergehenden Ab-
schnitt. Weiters nehmen wir an, dass der Rang sor Z"~'*" gleichn — 1 ist.
Bezeichng A}; die Determinantedesn — 1 x n — 1 Minors von A, der durch Strei-
chen deri-ten Spalted_ ; von A entsteht. Seien weiters dig (Spalten von4) so
angeordnet, dass

B = det(ay,...,an,_1)

ungleich Null ist,3,, ist also gleichA],,. Wir suchen nun eib, sodassAb = 0 gilt.
Definiere dazu
ﬁi = det(a17 ce e Qi—1,Qn,A441, - - 7an71)-
0; ist die Determinante der Untermatrix vohy in der man die-te Spalte durch die
n-te Spalte ersetzt. Es gltl]; = (—1)"~""14;.
Satz 6. SeienA, 3;, b;, a; wie oben definiert. Durch die Abbildung
®: 7" — 7"
1

By Bn) =

(B )™ &G B
erhalten wir aus den Determinant@d]; = (—1)"~*~13; der(n—1)x (n—1) Minoren
von A den Vektor

(Br, -+ —=Bn)

b= (bla .. -7bd+1) = (I)(ﬁla s aﬁn)v

wobei b die Relationz;,i;’l1 bia; = 0 erflllt. b ist ein Erzeuger vorkery(A), da

ggT(by,...,b,) = 1gilt. bist bis auf das Vorzeichen eindeutig.

Beweis. Angenommen, wir kennen elm € kerz(A) mit0.B.d.A.ggT(by,...b,) =1
undb,, # 0. b erfille die Relation

blal + ...+ bnan =0. (*)

Wegenb,, # 0 kénnen wir diese Gleichung zu

n—1

an = — Z :—:Lai
i=1
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umformen. Nach de€ramer’'schen Regeangewandt auf die Matrifay, ..., a,-1),
gilt
b;

Einsetzen in£) und Klrzen ergibt, dass dig auch folgende Relation erfillen:

n—1 n—1
ﬁnan = Z ﬂiaiy bzw. Z ﬂiai - ﬁnan =0.
=1 =1

Damit ist die obige Behauptung gezeigt. O

Beispiel7. BetrachteX : zyxox5 'zt = 1im A, Dannistb = (1,1, —1, —1). Wir
wollen nunb mit dem obigen Satz aus dem Koordinatendgy] = K|t1, 2, t3, titats ']
berechnen. Unsere Matrix ist gegeben durch

1 00 1
A= 0 1 0 1
0 01 -1
Zuerst bestimmen wir aus den Determinanten3der3 Minoren[A]; den Vektor
f=(1,1,-1,1) € Z*.

Somitist®(8) = 1(1,1,-1,-1) = b.

Beispiel8. SeinunX : z}z;z;? = 1 das “Zitronenbdumchen” i3, Dann giltn =

3undb = (2,-3,-3). Der Koordinatenring vorX lautet K[X] = K[t5t3,t%,t3],

also
320
A= ( 3 0 2 ) '
Somit erhalten wir3 = (—4,6,—6). Beachte, dass hier der ggT der Determinanten
nicht 1 ist! Daher:

b= (8) = %(—4,6,6).

Algorithmus

Wir werden nun zeigen, wie man eine singulare affine torische Hyperflache
V(xb+ —xP") in A” durch eine endliche Folge von Explosionen in bestimmten Zen-
tren auflésen kann. Wir achten zunachst nichtsyrfhmetrierzwischen derx;. Unter
Symmetrien verstehen wir hier, dags= x®* — x?~ bzw.b = b* — b~ € Z" in-
variant unter der Operation einer Symmetriegruppauss,, ist. Zum Beispiel ist der
KegelV (2% — yz) C A% symmetrisch bzglG = {(23), ids, }, der Permutation vop

und z.

Es reicht aus, wenn wir als Zentren der Explosionen jeweils Koordinatenunterrdume
der affinen Karten wahlen. In Abschnitt 2.3 haben wir gesehen, dass man entweder mit
der definierenden Gleichung vo¥i oder “dual” dazu mitK[X] = K[t* : a € A]

fur eine Vektorkonfiguratiotd € Z"~1, arbeiten kann. Denn wenn man ndrkennt,

kann man mit Hilfe von Satz 6 aus den Determinanten der Matrizen, die von jeweils
n — 1 dera; gebildet werden, alle GréR3en, die im Folgenden auftauchen, berechnen.
Um weniger notationellen Aufwand betreiben zu missen, werden wir mit den Glei-
chungen arbeiten.
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Unsere Methode der Auflésung von affinen torischen Hyperflachen durch eine Folge
von Explosionen ist eine Alternative zu derischen Modifikationemit Fachern und
Kegeln (vgl. [Ew, Fu, KKMS, Od1]). Torische Modifikationen liefern eine Auflésung,
die weder eingebettet noch symmetrie-invariant ist.

Bierstone und Milman [BM] beweisen eine Auflésung von Singularitaten von torischen
Varietaten tber perfekten Korpern beliebiger Charakteristik, allerdings ist auch dieser
Ansatz nicht symmetrie-invariant.

Auch bei unserer Methode ist die Wahl der Zentren nicht symmetrie-invariant. Im nach-
sten Abschnitt werden wir daher auch Explosionen in nichtreduzierten monomialen
Zentren betrachten.

Um eine geeignete Folge von Explosionen zu konstruieren, stellen sich zuerst folgende
Fragen:

(1) Welche Zentren miissen wir wahlen, damit sich die Singularitat “verbessert?

(2) Wie konnen wir diese Verbesserung messen?

(3) Terminiert der Algorithmus, d.h., erreichen wir durch Explosionen in den in (1)
gewahlten Zentren wirklich nach endlich vielen Schritten eine Auflésung der Singula-
ritaten vonX ?

Bevor wir unsere Uberlegungen zu diesen Fragen mitteilen, betrachten wir einige illu-
strative Beispiele von Flachen if’.

Beispiel9. SeiX = V(2% — yz) C A® der DoppelkegelX besitzt nur eine einzige
Singularitat, den Nullpunkt. Wenn wir als Zentrum der Explosion A3 — A3 den
Nullpunkt mit Ideal P = (z,y, z) wahlen, erhalten wir in den drei Karten folgende
Ausdriicke fir die strikt Transformiert&’: in derz-Karte istX’ = V(1 — yz) glatt,

in dery-Karte istX’ = V(22 — z) ebenfalls glatt und die- Karte ist symmetrisch zur
y-Karte bzgl. der Permutatiofx, y, z) — (z, z,y). Diese Wahl des Zentrums erhéalt
also die Symmetrien und I6st die Singularitat in allen drei Karten auf.

Wir hatten jedoch auch ein Zentrufhvon gro3erer Dimension wahlen kénnen. Wir
werden allgemein immer nur Zentréhwahlen, fur dieZ C X gilt. In unserem Fall
kommt daher die:-Achse nicht in Frage. Mdgliche Kandidaten wéren entwedey-die
oder diez-Achse. Dies macht wegen der Symmetrie bggd-> = keinen Unterschied.
Sei nunP = (z,y). In derz-Karte lautetX’ = V(1 — xy?z) glatt und aufgelost, in
dery-Karte gilt X’ = V(2% — z) ebenso glatt, jedoch nicht aufgelost.

Beispiell0. SeinunX = V(22 —y?2) der Whitney-Regenschirm im dreidimensiona-
len affinen Raum. In Beispiel 5 haben wir gesehen, dass die Explosion iAldrse

in beiden Karten ein glatteX’ liefert. Wenn wir aber als Zentrum digAchse mit
Ideal P = (z, z) wéhlen, erhalten wir in det- bzw. z-Karte die strikt Transformierte

V(z — y%z) bzw. V(2% — »22). In der z-Karte ist keine Veranderung der Singularitat
eingetreten.

Wenn man also ein geeignetes Zentrum maximaler Dimension verwendet, scheint sich
die Singularitat zu verbessern. Wenn wir jedoch ein kleineres Zentrum wahlen, der
einzige kanonische Kandidat ist hier der Nullpunkt mit Id&al= (z,y, z), erhal-

ten wir in derz-Karte ein glattesX’ = V(1 — xy?z) und in dery-Karte den Kegel

X' = V(2% — yz) mit “milderer” Singularitat nur den Nullpunkt. In derKarte ist
jedoch X’ durchV (z2z — y?) mit Singularitat wieder die-Achse gegeben. Hier ist
sogar nicht einmal die Ordnung bzw. der Grad der Gleichung gefallen, alles ist unver-
andert!
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Die Wahl der Zentren

In den beiden obigen Beispielen haben wir gesehen, dass die Singularitaten bei einer
Explosion in einem zu kleinen Zentrum nicht besser werden, sie kdnnen unter Um-
sténden sogar grolRer werden. Wenn wir ein grof3eres Zerffrwr@hlen, kénnten bei
7 ¢ X ebenso Singularitaten groRerer Dimension auftreten. Auch werh X
gilt, ist die Verbesserung der Singularitaten nicht gesichert. Wir werden deshalb immer
ZentrenZ C X maximaler Dimension wahlen. Wir haben in Abschnitt 2.3 schon den
singularen Ort einer affinen torischen Hyperfliche genauer untersucht. Im Folgenden
werden wir als Zentrun C X immer einen Koordinatenunterraum der Kodimension
2wahlen,d.h.Z = V(x;, ;) furi # j. Fur eine singulére Hyperflache existiertimmer
ein Z dieser Gestalt, denn dann existiert zumindest jeweildgirbzw. einb; # 0.
Dannistf(p) = 0 fur alle Punktep mit p; = 0 undp; = 0. Daher istV (z;,z;) C X.
Wir haben meist mehrere Méglichkeiterynd;j zu wahlen. Wir werden fiir eiX, das
durchf = xP" —xP” gegeben ist, immer die beiden “maximalen Exponenterd;
wéhlen. Sei

pt:=maxb™ = mkax{bz},

und entsprechend
u” :=maxb” = ml?x{b;}.

Diese beiden Maxima kdnnen naturlich von mehréremgenommen werden, z.B. ist

fur f = 232323 — 2§ die Zahlu* = 3, wobei dieser Exponent filr = 1, 2 auftaucht.

u~ = 8 ist hingegen eindeutig. Es wéaren somit beide Zenfen= V' (x1,x4) und

Zy = V(xa,x4) “gleich gut”.

Wenn alsqut/~ von mehrererk angenommen wird, so ist dies der Punkt, an dem die
Symmetrie im Aufldsungsprozess zerstort wird. Wir miissen uns immegiriiden-

trum entscheiden. Man koénnte alternativ dazu Vereinigungen von Koorinatenunterrau-
men der FormV/ (z;, ;) als Zentren in Betracht ziehen, doch dann ist die Explosion
desA™ im Allgemeinen singular. Auf diese Situation werden wir im folgenden Kapitel
eingehen. Um das Zentrum eindeutig zu machen, wéhle daher

i:=min{k: b = pT}undj :=min{k : b, = p"}.

Im Beispiel oben ware alsB; das zu wahlende Zentrum.

Die Induktionsinvariante 7

Das nachste Problem ist die “Messung” der SingularitatenXoBazu verwenden wir
nur Informationen aus der Gleichung vah Wir werden die Singularitat immer lokal
im Nullpunkt jeder affinen Karte messen, da dieser Punkt immer am “singularsten” ist.
Wir betrachten also eine affine torische singuléare Hyperfléchm A™ die durch ein
Binom f = xP" — xP~ gegeben ist. Seien™ und u~ wie oben definiert und seien
weiters

mt = mult(p®) = #{b) of =t}
und

m” =mult(p™) = #{b, : b, =p" }.
m* misst also die Vielfachheit, mit der* angenommen wird. Daher gilta* > 1,

falls = > 1. Nun sindb™ und b~ nicht eindeutig bestimmt (denn durch Multipli-
kation von f mit —1 tauschen die beiden Vektoren ihre Rollen), wir nehmen ab jetzt
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0.B.d.A. an, dass bei

f= xP o xP = m?l ) :czd - :LZ'ff L
die z; so geordnet sind, dags > ... > by bzw. by > ... > b, gilt. Dies kann
man immer durch geeignete Permutation der Koordinaten erreicheiUgindeutig
festzulegen sei weiters 0.B.d.By. < by, 1.
Der Invariantenvektof € N* sei nun eindeutig durch

o= (5= m*,m")

definiert. Die ersten beiden Komponenten vbrgeben das Zentrum der folgenden
Explosion an. Die letzten beiden Komponenten werden bendtigt, um zu zeigen, dass
die Invariante nach jeder Explosigcthtlexikographisch kleiner geworden ist. Wir
werden mlth’ oderZ’ die Invariante der strikt TransformiertetY in der j-ten Karte
der Explosion bezeichnen. Sefze:= = max; 7.

Wir betrachtenzZ bzgl. derIeX|kograph|schen OrdnundZur Erinnerung: ein Vektor
v € N" ist lexikographisch kleiner al& € N, d.h.,v <;., w genau dann, wenn ein
k < n existiert, sodass; = w; furalle: < k — 1 undv;, < wy gilt.

Beispiel1l. (1) BetrachteX = V(f) C A® mit f = x%%gxg — 213213, Dann ist
bt = (13,8,5,0,0) undb~ = (0,0,0,13,13), d.h. es giltu™ = 13 undm* = 1
bzw.m™ = 2, alsoZ = (13,13, 1, 2).

(2) Wahle Koordinatem:, , z in A3, SeiX = V(f) mit f = 22 — 3322, das “Zelt".
Dann istZ = (2,3,1,1). Der singulére Ort besteht hier aus der Vereinigungyder
AchseV (z, z) und derz-AchseV (z,y). Wenn wir als Zentrum der Explosion den
Nullpunkt wahlen, erhalten wir in det-Karte die strikt Transformiertg” = 1 —
23322 mit 7, = (0,3,0,2), in dery-Karte f* = 22 — y*22 mit ), = 7 und in der
z-Karte schlieBlichf’ = 22 — 323 mit Z, = (2,3,1,2). DannistZ’ = 7. > T.
Bei falscher Wahl des Zentrums bleibtalso nicht gleich, sondern wird sogar echt
lexikographisch gro3er!

Transformation der Invariante bei Explosionen

Sei nunX eine affine torische singulare Hyperflache, die dufoie oben definiert

ist. X ist aufgelost, wenb = b™ — b~ € +N" ist. Dies ist genau dann der Fall,
wennut oderp™ gleichO ist. Seir : A® — A" die Explosion mit Zentrun in A™.
BezeichneX' die strikt Transformierte un& = 7~!(Z) den exzeptionellen Divisor
unter der Explosionr.

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Verhalten der Invari@rteN* bei Explo-
sionen in den oben bestimmten Zentren. Wir wollen zeigen, dass durch die Explosion
m: A" — A™in Z die InvarianteZ’ der strikt Transformierteri’ echt lexikographisch
kleiner wird. Dann kénnen wir Induktion anwenden, B4 wohlgeordnet ist. Nach
endlich vielen Schritten wird daher entweder die erste oder die zweite Komponente
vonZ zu 0. Das bedeutet, dagdsdann aufgeldst ist.

Zu Beginn seiX = V(f) mit

.
Fex X =l il
wobei wir wie obenzy, ..., z, so wéhlen, dasl, > ... > b; bzw.bg 1 > ... > b,

ist und zusatzlicth; < bgyq gilt. Somit gilt fur X :
bt = (blvb27"'7bd707"'70)7
b_ == (07...707bd+1,...,bn).
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Daher erhalten wir die Invarianté = (by,bg.1, m™, m™), wobeim® € Nyg mit
1<mt <dbzw.1<m~ <n-—d.

Nun zur Wahl des Zentrums: S&IC {1,...,n}. Das ZentrumZ der Explosionr :
A" — A" sei gegeben durci = V(P), wobeiP = (z; : i € I). Wie wir in Abschnitt
2.3 gesehen haben, transformieren sich die Koordinaten ijrtr Karte zu:

le{z,;xj fallsi € I\{j},
‘ z; fallsi ¢ I\{;}.

Zu Beginn wahlen wir wegep™ = 1undp~ = d+1 als ZentrumZ = V (21, 2441)-
Es gilt alsol = {1,d + 1} und damitP = (x1,z4+1). Nun ist die Frage, wie sich
die Gleichung der strikt Transformiertet’ in den beiden affinen Karten verhalt. Wir
betrachten zuerst die

x1-Karte. Die Explosiom&" ist in dieser Karte durch; : A™ = A™ mit

T - (ml,...,xn) = (!,Cl,...,xd,$1$d+1,$d+2,...,1‘n)

gegeben. Der exzeptionelle Divisor Bt= V' (x1). Die Gleichung der total Transfor-
miertenX* lautet somit

b b,
.’IZ‘Z{I.’L'QQ e xzd — xldJrlede . J}zﬂ'.
Wegen unserer Annahnte < b, erhélt man fur die strikt Transformiert&’ also
die Gleichung

b2 ba _ bat+1—b1_bat1 b
Ty Ty =2 Taip Ty

Fir die Angabe vod, missen wir nun mehrere Falle unterscheiden:

(1) Sei zuersb; echtkleiner al$, ;. Hier kbnnen nochmals zwei Unterfélle auftreten:
(1.1) Fallsb; > b, gilt, ist die Vielfachheitn* = 1, d.h.,Z ist durch(b;, bg11,1,m™)
gegeben. Daher erhalten wir

I;n = (b2 ,bat1, (m+)/am_)v
<b;
wobei (m™)" =mult(b,) womdoglich groRer alsn™ ist (dies wirkt sich aber nicht auf
<lez @us!). Daher ist wie erwart@t, <., Z.
(1.2) Fallsb; = by, istm™ > 1, daher
lel = ( b2 ,bd+1,m+ — 1,m_).
=b,
Hierist alsom™ — 1 = (7}, )3 < (Z)3, und damitZ}, <., Z.

(2) Wenn jedoctb; = by ist, kurzt sich die Variable:; aus der Gleichung, d.h. die
Anzahl der Variablen, die in der Gleichung vorkommen, verringert sich. Es gilt dann

Ii = (b27 bd-‘rlv (er)lvmi)'
(2.1) Wennb; = bs, so bleibt zwar die erste Komponente vbngleich, allerdings ist
dann(m™) = m™ — 1.

(2.2) Wennb; > by, dann ist schon die erste Komponente ¥recht kleiner als die
erste Komponente vah.
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In beiden Fallen ist somj’igﬁ1 <ex L. In derz-Karte ist alles klar und wir betrachten
nun die

xq4+1-Karte. Man erhélt die Abbildungrg; : A" — A™ mit

a1t (T1,Z ..., Zp) = (T1Td41, T2, -« Tn).

Der exzeptionelle Divisor isEE = V(z441). Die total Transformierte votX geniigt
der GIeich_unc_:pc’{ll;vflﬂrlx_’2’2 cabe = gbirieytez . abe . Damit besitzt unsere strikt
Transformierte die Gleichung

.’L'lln e .ng — xlc)l‘f:ll_bl xlc)l[jj; . :L»?Ln .
Die Invariante verhéalt sich ahnlich wie in der-Karte:
(1) Furb, echt kleiner al$4. 1 gilt:
(1.1) FUrbgy1 > bayo bleibt (ut) = u™. Aber es gilt(p~) = max{bgi1 —
b1,bat2} < bay1. Wie verlangt ist die zweite Komponente der Invariante voh
kleiner, daher gih‘Zy’M+1 <iex L.
(1.2) Flrbg41 = ba2 funktioniert alles analog wie in der;-Karte. Hier ist(m™~)" =
m~ — 1, sodass auc]ﬁjt(Hl <tex I gilt.
(2) SchlieRlich ergibt fib; = by, die analoge Uberlegung wie in der-Karte (mit
m~ stattm™), dass auch hief;,, <., Z gilt.

Somit ist die Invariant€’ = max.,._{Z. ,Z. } der strikt TransformiertetX” echt
lex 1 g1

lexikographisch kleiner alg. Wir kénnen die lexikographische Induktion aliinwen-
den. Dann werden die Singularitaten \v&@rdurch eine endliche Folge von Explosionen

X=xN™ BX0=X
aufgelost.

Wenn man nun die torische Hyperflache= X° = V(x?" — xP ) konkret auflo-
sen méchte, geht man folgendermaRen vor: zuerst berechnen wir die Invariaate
(ut, =, m*, M~) und wahlen entsprechend™ das erste Zentrum alg, = V(z;,
Za+1). SetzeZ’ = max{Z{,Z4}. Wenn man beide Karten richtig verklebt, erhalt
man eine affine Uberdeckung vaki®. X° = X! ist in beiden Karten vorr; :
X! — XY = X aufgelost, wenn(Z'); = 0 oder (Z'); = 0 gilt. Falls X nur

in einer Karte aufgeldst ist, wahlen wir das nachste Zentrum in der anderen Karte.
Ansonsten miissen wir in beiden Karten entsprecti€ndbzw. Z; ~die Zentren
Z = V(zyx;) miti = miny<pan{k : by = (pf)'} undj = minj<p<, {k :

b, = (,u;l)'} bzw. Zf"H = V(zs,z;) mit i = minj<p<n{k : by = (ui‘dﬂ)'}
undj = mini<p<n{k : b = (ko,,,)” } Wahlen. Dann erhalten wir die zweite
Explosionm, : X' = X2 — X!. Wenn man wieder die zugehérigen Karten rich-
tig verklebt, erhalt man damit eine Uberdeckung V&oh mit 4 affinen Karten. Setze
I" = maxi<;<aZ] < T'. Falls X2 immer noch singular ist, so lese aus den jeweili-
gen Invarianterf! die nachsten Zentred, ", Z37* | Z3t1%  74+1.72 gb und erhalte
schlieRlichrs : X2 — X 2. Wie wir oben gezeigt haben, erhalten wir naétSchritten
ein glattesx V.
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Bemerkung.Bierstone-Milman [BM] verwenden einen ahnlichen Algorithmus, wéh-
len allerdings andere Zentren und betrachten auch eine andere Invariante. Wir werden
nun kurz darauf eingehen. S&i wieder eine affine torische Hyperflache. Als Zen-
trum Z wird eine Komponente deBoplocusTop(X) von X gewahlt. Der Toplocus
(auchequimultipler Locugienannt) ist der Zariski-Abschluss der Punkte in denen die
Ordnung der Gleichung voX maximal ist. Wenn wir also die affine torische Hyper-
flacheX im A" durch das Binonf = x*" — xP~ gegeben haben, so ist ihr Toplocus
Top(X) eine Vereinigung von Koordinatenunterrdumen dés Wenn wir zusatzlich
0.B.d.A. |b™| < |b~| annehmen, werden die Komponenten VBrp(X) von den
Standardbasisvektorar) desA™ aufgespannt, wobgi aus den maximalen Teilmen-
genJ C {1,...,n}ist, sodas$_,,, b; > [b™]gilt.

Es wird also fir die Explosion des™ als Zentrum ein Koordinatenunterrauiy C
Top(X) gewahlt, wobeA C {1,...n}. Die Karten der ExplosioA™ werden mitlJ,, ,

+ -
J € A bezeichnet. Dier; bilden dann einen Fachér. Es bezeichne"=i — x"=i die
strikt Transformiertef’ in der j-ten Karte. Sejb | = 37, (b7 ); und entsprechend
b, | =i, (b;,): fur alles; € . Die Invariante wird dann als der Vektor

(do;,Q0;) €N?

definiert, wobeid,; = min{|b} |, [b; |} die Ordnung vorf’ und(,, = max{|bJ |,

b, [} der Grad vonf sind.

Der Hauptunterschied zu unserem Algorithmus ist, dass hier 6fters in Zeéfitrenn
kleinerer Dimension aufgeblasen wird. Es wére interessant, zu untersuchen, welcher

Algorithmus weniger Schritte benétigt, um ans Ziel zu kommen.
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Kapitel 3

Explosionen in monomialen
ldealen

3.1 Symmetrien

Das Problem

Sei X = V(f) mit f = x»" —xP wieder eine singulare affine, nicht notwendig
normale, torische Hyperflache if},. Wie schon vorher sagen wir, da&saufgeldst

ist, wennb = b™ — b~ € +N" gilt. Der Algorithmus im vorigen Abschnitt |6st zwar
eine Singularitat einer affinen torischen Hyperflachedie in einenA”™ eingebettet

ist, in endlich vielen Schritten auf, doch er liefert keine aquivariante Aufldsung. Unter
einer eingebetteteaquivarianten Auflosungon X verstehen wir einen eigentlichen
birationalen Morphismus : A™ — A™ mit A" glatt, sodass die total Transformierte

X* = 7~1(X) von X aufgeldst ist und die Abbildung|x- : X* — X ein Iso-
morphismus Uber den glatten Punkten \®rist, der alle Symmetrien voX erhalt.
Genauer: Jeder Automorphismus v&nwird zu einem Automorphismus vak * ge-

liftet. Der obige Morphismug ist entweder durch torische Modifikationen oder durch
eine Explosion oder eine Folge von Explosionen mit Zentren monomiale Ideale defi-
niert. Das Zentrum soll also invariant bzgl. der Operation einer Symmetrieg&ppe
auss,, auf A" bzw. X sein.G operiert aufA™ bzw. X durch Permutation der Koordi-
naten. _

Dass einr : A™ — A™ Giberhaupt existiert, ist durch Hironaka’s Satz [Hi] gesichert (al-
lerdings nur fur Korperk” der Charakteristik!). Villamayor [Vi] zeigte, dass es dann
sogar eine aquivariante eingebettete Auflésung gibt. Fir die klassische torische Auf-
I6sung, siehe z.B. [KKMS], wird konvexe Geometrie verwendet. Dabei l6st man die
Singularitaten einer torischen Varietét durch regulére Unterteilungen der zugehérigen
Facher und Kegel auf. Diese Auflésung ist nicht Aquivariant und auch nicht eingebettet.

Wir werden uns an Explosionen in monomialen Idalen halten und dabei von folgender
Uberlegung ausgehen: Wie schon gezeigt, ist der singulargifytX) einer affinen
torischen Hyperflach& = V() im A™ immer eine Vereinigung von Koordinatenun-
terraumen ded". Betrachte wieder den ToplocI®p(X),d.h., den Ort, an dem die
Ordnung vonf maximal ist. Der Toplocus ist eine Untervarietat v&n die i.A. aus
mehreren Komponenten besteht. Im vorhergehenden Algorithmus musste man immer
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eine dieser Komponenten als Zentrum der Explosion auswahlen, und hat dadurch et-
waige Symmetrien vorX zerstort. Wenn man nun als Zentrum einer Explosion aber
mehrere Komponenten wéhlen wirde, so kénnte man die Symmetrieki wohalten.

Wir werden nun Explosionen in allgemeinen monomialen Idealen betrachten: norma-
lerweise lasst man nur glatte Zentren zu, doch wir werden auch singulare bzw. nichtre-
duzierte Zentren betrachten. Dies hat allerdings zur Folge, dass i. A. die Expidsion
des umgebenden affinen Raumes in einigen Karten singulér ist. Dann kann naturlich
von einer eingebetteten Auflésung v&nC A™ keine Rede mehr sein!

Monomiale Kurven imA2 werden durch Explosionen mit Zentrum der Nullpunkt, de-
finiert durch das maximale Ideét, y), immer in endlich vielen Schritten aufgeldst.
Somit ist das Zentrum eindeutig bestimmt, und wir haben keine Symmetrien zu beach-
ten.

Wir illustrieren die Problematik am ersten nichttrivialen Beispiel einer torischen Flache
im affinen dreidimensionalen Raum. Séi= V(f), wobeif = 2% —y"2¢. Die einzige
Symmetrie tritt auf, wenh = ¢ gilt. Sie ist durch die Permutatidea, y, z) — (z, 2, y)
gegeben. Diese Abbildung ist ein Automorphismus vorund erhélt das Binony.

Sei2 < a < b = ¢, dann ist der singulare Ort voi die Vereinigung der- und

der z-Achse. Wir versuchen nun, ein Zentrum fiir die Explosion A* — A? so zu
wahlen, dass diese Symmetrie auck\iherhalten bleibt. Das einzige glatte invariante
Zentrum ist der Nullpunkt mit dem Ideét;, y, z). Hier ist die Gleichung vorf” in der

y- bzw. z-Karte gegeben durch® — y2*=92% bzw. 2* — y?22*=2. Wir kénnen also

keine Verbesserung der Singularitat feststellen. Im Gegenteil scheint das Achsenkreuz
in beiden Karten noch singularer geworden zu sein. Wahlen wir als Zerftrum),

die reduzierte Vereinigung der und derz-Achse, bleibt die Symmetrie erhalten. Wie

wir spéater ausfiihrlicher berechnen, ist aber die ExplosionAdim (z,yz) singulér.

Wir werden also versuchen, das Achsenkreuz durch ein invariantes, nicht-reduziertes
Ideal zu beschreiben, sodass die Explosion Adiin diesem Ideal glatt ist.

Im Folgenden werden somit Explosionen d&% mit Zentren monomiale Ideale be-
trachtet. Es wird ein Kriterium der Glattheit einer Explosion in einem beliebigen mo-
nomialen ldeal angegeben. Daflir benétigen wir einige Konzepte aus der konvexen
Geometrie. Insbesondere werden wir jedem von uns betrachteten Ideal Sewen
tonpolyederzuordnen. Dann betrachten wir Methoden, um singulére Explosionen zu
“glatten”: wir behandeln den Ansatz von Rosenberg [Ro], bei dem das Ideal durch ein
anderes monomiales Ideal mit demselben Radikal ersetzt wird.

Weiters wird ein vollig anderer Zugang von De Concini und Procesi [DP] vorgestellit:
Hier geht man von einer Vereinigung von KoordinatenunterraubiedesA™ aus (
Arrangements Dann sind die zugehorigen Idealé Koordinatenideale. Wenn man

als Zentrum der Explosion dés* das Produkt der; wahlt, so ist die Explosion glatt,
wenn diel; einebauchige Mengbilden. In [DP] wird dies fur beliebige Arrangements
von Unterrdumen bewiesen, wir werden die Glattheit fir Koordinatenunterraume mit
unserem Newtonpolyederkriterium zeigen.

Wenn man ein monomiales Ideal gefunden hat, sodass die Expl&@iimallen Kar-

ten glatt ist, ist es jedoch sehr schwierig, eine Verbesserung der Singularitat zon
messen: i.A. werden namlich die von uns betrachteten Invarianten gréR3er.

30



Explosionen in nichtreduzierten monomialen Idealen

Wir haben bis jetzt nur Explosionen d&$ mit Zentren Koordinatenideal¢ = (z; :

i e I),mit] C {1,...,n} und|I] > 2 betrachtet. Dann isA™ glatt. Man kann
die jeweiligen Kartenausdriicke,, : (&”)zi — A" leicht berechnen. Es bezeichne
(A"™),, diei-te affine Karte vomA™. Bekanntlich ist

T, 77;_1 (AM\V () = AM\V ()

ein Isomorphismus. Wir betrachten nun eine Explosion in eineimreduzierterzen-
trum:

Beispiel12. (1) Sei.¥ = (z,y)? = (22, zy,y?) der dicke Nullpunkt imA2. Wir
betrachten die Explosion : A2 — A2 mit Zentrum.#. In Abschnitt 2.1 haben

wir gezeigt, wie man die Koordinatenringe der jeweiligen affinen Karten berechnen
kann. In diesem Fall besitzt das Idedl drei Erzeuger, wir erhalten also drei affine
Karten, die die Explosion voA? iiberdecken. In den Karter? bzw. 32 sind die zu-
gehorigen Koordinatenringe gegeben dufchr, y, zy/x2,y? /2% = K[z, y/x] bzw.
Klx,y,22/y? 2y/y?] = Klx/y,y]. Diese beiden Karten stimmen mit desr bzw.

y- Karte des reduzierten Ideals des Nullpunkts tberein. In der Karterhalten wir
Klx,y,z/y,y/z]. DannistSpec(K [z, y, x/y,y/x]) C A? eine offene Teilmenge des
affinen zweidimensionalen Raums. Diese Karte wird von den zwei benachbarten Kar-
ten tberdeckt. Man sieht auch, dass die Rees-Algebrefw/ony, y?) und dem redu-
zierten ldealz, y) Ubereinstimmen.

(2) Sei.¥ = (yz,z) das reduzierte Ideal des Koordinatenkreuze#\chse imA? und

seir : A3 — A3 die Explosion des\3 in .#. Analog zum vorigen Beispiel berechnen
wir zuerst dieyz-Karte und erhalten den zugehdrigen Koordinatenfifig, v, z, « /yz]

= Klz/yz,y, z] und die assoziierte Abbildung

Ty : A3 — A3 (x,y,2) — (xyz,y, 2).

Hier istSpec(K [z /yz,y, z]) wieder isomorph zund® und daher glatt. In der- Karte
jedoch ist der Koordinatenring der Explosion gleich

Klz,y,z,yz/z] 2 Kz, y, z, w]/(zw — yz).

Hier istA3 = Spec(K|[z,y, z,w]/(xw — yz)) eine dreidimensionale torische Varietat
im A* mit isolierter Singularitat im Nullpunkt. Wir sehen also, dass die Explosion von
A3 in .# singulér ist.

Allgemein gilt: Sei.# ein monomiales Ideal itk [z1, ..., z,] und seir : A" — A"

die Explosion vonA™ mit Zentrum.#. Dann istA” eine torische Varietat, die i.A.
singulér ist. Se{x®: a € A}, wobeiA in N™ endlich ist, ein beliebiges monomiales
Erzeugendensystem vofi. Sei

U := Spec(K[z1, ..., z,][x* ~2,a’ € A\a]).

Dann wirdA™ von den affinen torischen Varietateéy C A" Gberdeckt.

Wir kénnen dies auch mit Hilfe von konvexer Geometrie formuliereti:ist eine to-
rische Varietét, gegeben durch einen Fachén einem GitterN. Die affinen Karten
U, entsprechen affinen torischen Varietaten, die jeweils durch einen kegel de-
finiert werden. Genauer: Jedem Erzeug®mird ein Kegelo(a) zugeordnet. Beachte
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dabei, das&." nicht notwendig normal ist, also auch die zugehdrigen affliignicht
notwendig normale affine torische Varietaten sind. Wenn, wie im obigen Beispiel (1),
eine KarteU, eine offene Teilmenge von zwei anderen Kartgnund U, ist, so gilt:

der Kegelo(c) ist gegeben als(a) N o(b) und man kann entsprechend die zugehori-
gen affinen torischen Varietatén, und U, entlangU. zusammenkleben. Durch diese
Prozedur erhalt man schlieRlich eine UberdeckungA®n

3.2 Newtonpolyeder und Explosionen

Wir betrachten ein monomiales Idedl = (x* : a € A)in K[z1,...,z,] = K[x],
wobei A eine endliche Menge itN™ ist. Wir gehen der Frage nach, wann die Explo-
sion des affinen Raumés® mit Zentrum.# glatt ist. Dazu werden wir ein geometri-
sches Kriterium angeben. Zu diesem Zweck betrachten wiNgagonpolyedewron

#. Dann entsprechen die Exponentenvektaiemwobeia € A, Ecken bzw. inneren
Punkten dieses Polyeders. Wir werden die Korrespondenz zwischen den Erzeugern des
Ideals zu Punkten im zugehdrigen Newtonpolyeder genau beschreiben. Weiters werden
wir jedem Punkt des Newtonpolyeders einen Kegel zuordnen)dksitangentenke-

gel. Wir werden zeigen, wie man an den Idealtangentenkegela deA die Glattheit

der Explosionr : A™ — A™ mit Zentrum.# ablesen kann.

Einige Begriffe aus der konvexen Geometrie

Wir haben schon in Kapitel 1 einige Objekte der konvexen Geometrie eingefthrt, al-
lerdings in einem sehr allgemeinen Kontext. Wir werden im Folgenden alle Objekte im
VektorraumR™ bzw. im UntergitteZ™ = Z"NR™ und im UntermonoidN™ = N*NR"
definieren. Es gelt® := Nx.

Zur Erinnerung: Ein(positiver) reeller Kegek ist eine nichtleere Teilmenge v,
sodass jede nichtnegative Linearkombination von Elementedsvaseder in K liegt.

Es seiR" := {v € R" : v; > 0}. Falls es Vektorerv,,...,v; € R" gibt, sodass
K= {Zizl Aivi i A1, ..., A € Ry}, dann nennt mai den vonvy, . .., v, erzeug-
ten polyedrischen KegeWir werden einen derartigen Kegel im Weiteren it =
r,(V1,..., V) bezeichnen.

Ein polyedrischer Kegel heiftational, wenn alle Erzeugev; rationale Koordinaten
haben. Wir kdnnen dann durch Erweitern mit dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen
der Nenner annehmen, dass diese Vektoren ganzzahlige Koordinaten haben. Wir nen-
nen einen Erzeuger; in Z™ primitiv, wenn seine Koordinaten relativ prim zueinander
sind.

Die Dimensioneiner Teilmenge voifR™ ist die Dimension ihrer affinen Hulle. Daher
ist die Dimension vog_(vy,...,v;) die Dimension des von,, .. ., v; aufgespannten
linearen Raumes. Ein polyedrischer Kegel mit Erzeugarn. ., v; hei3tsimplizial
wenn diesd ErzeugefR-linear unabhangig sind. Wenn zusétzlich dasmensionale
Volumen des vorvy, ..., v; aufgespannten Parallelotopshetrégt, spricht man von
einemunimodularerKegel.

Die Punktex € Z™ C R™ heiRenGitterpunkte Aus einem beliebigen positiven reellen
Kegel K erhalten wir den zugehorigeitterkegelK NZ"™. WennK ein rationaler poly-
edrischer Kegel ist, so ist nach Gordan’s Lemma (Satz 3) &uctZ"™ endlich erzeugt
UberZ und besitzt ein eindeutiges minimales Erzeugendensystem.,x; € Z".
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Die x; sind primitive Vektoren.

Seienvy,...,v; € R™. Einekonvexe Linearkombinatioron v+, ..., v; ist eine end-
liche nichtnegativiR-Linearkombination

l 1
Z c;vi mit ¢; > 0 far alle i, und Zci =1.
i=1 =1

Eine Teilmengell vonRR™ heilRtkonvexwenn fir je zwei Elemente, w von M auch
die Strecke vorv nachw in M enthalten ist. Di&konvexe Huilleonv(V) einer Teil-
mengeN von R"™ ist die Menge aller konvexen Linearkombinationen von Elementen
von N. Fir zwei Teilmengem, B vonR" gilt conv(A + B) = conv(A) + conv(B).

Ein PolyederP C R™ ist der Durchschnitt von endlich vielen abgeschlossenen Halb-
raumen inR™. Ein Polytopist ein beschranktes Polyeder. Aquivalent dazu ist jedes
Polytop die konvexe Hulle von endlich vielen Punktenlith. Die Dimensioneines
Polyeders bzw. PolytopB ist wieder die Dimension seiner affinen Hulle. Ein Element
e von P heil3tEcke vonP, wenn es eine lineare Abbildung: R™ — R und eine Zahl

d € R gibt, sodass gilt:

PC{veR": f(v)<d}undf ' (d)n P = {e}.

Das heiR3t: es gibt eine affine Hyperebdiig= f~1(d), deren Schnitt mif> die Ecke
e liefert, sodass® auf einer Seite vort,; liegt.

Allgemein definiert man: eine Teilmendg von P ist einem-dimensionaleSeitevon
P, wenn es eine lineare Abbildung: R™ — R gibt und eind € R, sodass gilt:

PC{veR": f(v)<djundf 'd)NnP=Q,

und auRRerdem die affine Hille véh m-dimensional ist. Dann sind die Ecken véh

die 0-dimensionalen Seiten vaR. Weiters heif3en dié-dimensionalen Seiten voR
Kantenundn — 1-dimensionale Seiten nennt meacettervon P. Zwei Ecken vonP

sind benachbartwenn die Strecke zwischen ihnen eine Kante ybist. Wir sagen,
dassv im Inneren vonP ist bzw. dass ein innerer Punktvon P ist, wenn es eine
offene KugelB (bzgl. der Standardmetrik alif*) gibt, sodass € B C P qgilt.
Polyedrische Kegel sind spezielle Polyeder. Daher gelten die Definitionen von Ecken,
Kanten, Seiten und Facetten auch fir diese Kegel.

SeienK und L beliebige Mengen iniR™. Dann heil3t
K+L:={x+y:xeK,yelL}

die Minkowski Summeder einfach nur diSummeron K und L. Seien spezielll und

L konvexe Mengen ifiR™, sodass der Durchschnitt ihrer affinen Hillen ein Punkt ist.
Dann nennen wi + L die direkte Summé & L von K und L und es gilt: K & L

ist isomorph zuK x L C R?",

Man kann zeigen, dass jedes Polyeftatie Summe der konvexen Hulle einer end-

lichen Teilmenge deR" (= das vonM erzeugte Polytop) und eines endlich erzeugten
Kegels ist. Jede Ecke vaR ist ein Element der endlichen Mengdé. Wir werden nur
unbeschrénkte Polyeder betrachten, daher fihren wir zusatzlich den Begriff der unend-
lich fernen Ecken eines Polyeders ein.
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Definition. Sei P = conv(M)+ g (vi,...,v;) mit M C R™ endlich, ein unbe-
schranktes Polyeder. Fur alle Eckenvon conv (M) bezeichnen wir den Stralh +
R, v; alsunendlich ferne Eckeon P in Richtungv;, falls m + R v; eine Kante von
Pist.

Die positive konvexe Hulleiner Teilmengé/ vonRR™ ist die konvexe Hille der Min-
kowski Summe von\/ mit R}, geschrieberonv(M + R ).

Wir haben schon friher den Trager eines Polyngms | . cax® € K[x] defi-
niert. Es giltsupp(f) = {a € N : ¢, # 0}. DerTréger eines monomialen Idealg
ist die Menge aller Exponentenvektoren von Monomen yargeschrieben

supp(#) ={a e N":x% ¢ S}

Seine konvexe Hilleonv(supp(.#)) heilt dasNewtonpolyedefV von .#. Wir wer-

den es auch mifV(.#) bezeichnen. Aquivalent dazu ist fur ein Erzeugendensystem
x2,a € A endlich, vons das Newtonpolyeder definiert als die positive konvexe Hulle
conv(A+R7).

Ein Ideal .# heildtganz abgeschlossewenn.# gleich seinem ganzen Abschluss ist.
Ein monomiales IdeaV’ = (x* : a € A) istganz abgeschlossen, wenrfa € A)NZ"
endlich erzeugt ist. Fir jedes monomiategilt supp(-#) € N(.#)NZ", mit Gleich-

heit genau dann, wens ganz abgeschlossen ist (siehe Satz 4 oder [Ei, Ex. 4.23]).

Sei P C R™ ein Polyeder. Dann heif3t fiir € P der positive reelle Kegel, (P),
dervonP —v := {p — v : p € P} erzeugt wird, defreelle) Tangentenkegel zu
P in v. Dieser Kegel ist polyedrisch. Wir kdnnen ein (nicht notwendig minimales)
Erzeugendensystem angeben: schreibe dazu wieBberonv(M )+ g (vi,...,V;)

mit M endlich. Der reelle Tangentenkegel 2un v ist dann der Kegel, der von allen
m — v und denvy,...,v; erzeugt wird. Fallsv eine Ecke vonP ist, so wird der
zugehorigeTy, (P) erzeugt von den Kanten voR die vonv ausgehen. Wensr im
Inneren vonP liegt, dann ist7,,(P) = R™ (wobei wir hier immer annehmen, dass
dim(P) = n).

Definition. Es sei fur Vektorervy, ..., v, € R™ die Menge{A\1vi+-- -+ vy )\ €
N} = n(v;) dasN-Erzeugnis dem Spe2|ell fir ein monomiales ldead = (x* :
ac A)sei

ITy(5) :=n(e1,...,e,,a —a:a #£ae A),

derldealtangentenkegel zum Moneth Dies ist kein reeller “Kegel”, sondern das von
denv; erzeugte Monoid. Wie bei reellen Kegeln definieren wir Facetten, Seiten, und
Ecken. Ebenso nennen Wi, (.#) spitzgenau dann, wenfil,,(.#) N (—IT,(.¥)) =

{0}. Ein minimales Erzeugendensysteom IT,(.¥) ist eine Menge von Vektoren in

z", die IT,(.#) erzeugen, so dass kein Element difteinearkombination der ande-

ren Elemente ist. Wir nennen ein Element des minimalen Erzeugendensystems einen
minimalen Erzeugevon IT,(.%).

Wir werden spéter noch weitere Begriffe von reellen Kegeln tibernehmen. Auf3erdem
gilt fur einen Punkt im NewtonpolyederV von .7 der Gitterkegell, (N) N Z" ent-

halt den Idealtangentenkegél, (.#). Der Idealtangentenkegel gibt uns also Auskunft
Uber die Gestalt des Newtonpolyeders wrin der Naheeiner Ecke bzw. eines ganz-
zahligen Punktes voiv.
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Beispiell3. Sei.# = (22,232, 4%). Das zugehorige Newtonpolyeddt = N(.#) ist
dann
N = conv({(3,0), (1,2), (0,3)} + R}).

y3

X3

0 2 4

Abb. 4: Das Newtonpolyedée¥ von .#.

Der Tangentenkegel zA in der Ecke(3, 0) ist gegeben durchis o) (V) = r ((—2,2),
(-3,3),(1,0),(0,1)), wobei die letzten beiden Erzeuger die unendlich fernen Ecken
sind. Wir sind zuerst am Gitterkegél; o) (V) N 7?2 interessiert: dieser Kegel enthalt
alle ganzzahligen Vektoren der ForR, ((—2,2), (—3,3), (1,0), (0,1)) N Z2. Wie
man leicht sieht, besitzt er das minim@leErzeugendensystefi,0), (—1,1). Dies
sind gerade die beiden primitiven Kantenvektoren zur E&®). Der Idealtangen-
tenkegel zur selben Ecke ist nach Definitifif; o) (-#) = ~((1,0),(0,1),(-2,2),
(—3,3)). Da wir hier nurN-Linearkombinationen zur Verfugung haben, durfen wir
nicht einfach die primitiven Vektoren als Erzeuger verwenden. Es gilt &§g;0)(-)

¢ (Ti3,0(N)NZ?).

Fir die Ecke(0, 3) ist jedochIT (o 3)(#) = n((3,-3),(1,—1),(1,0),(0,1)). Man
findet leicht das minimale Erzeugendensystém-1), (0, 1) und die beiden Kegel
IT(0,3)(F) undT g 3)(NN) N Z? stimmen Uberein.

Idealtangentenkegel im Newtonpolyeder und Explosionen

Wir wollen die Explosion vorA™ im monomialen Idealy = (x* : a € A) in Zusam-
menhang mit dem Newtonpolyedat:= N (.#) bringen.
Die ExplosionA™ von A™ in .# ist bekanntlich Proj[x][t.#]), daher wirdA™ tiber-
deckt von

Ua = Spec(K[z1,...,z,)[x* ~2 : a’ € A\a]).

Wir nennenl, fiir a € A die a-Karte vonA™. Die Explosion ist glatt genau dann,
wenn sie in jeder Karte glatt ist. D&" eine torische Varietat ist, gilt: falls die-Karte
glatt ist, so ist sie entweder isomorph zu einéfh oder zu einer offenen Teilmenge
desn-dimensionalen affinen Raums.

Im NewtonpolyedetV, speziell an den Idealtangentenkegéf, (.#), kann man alle
Eigenschaften der Explosio&n" ablesen. Fur unser folgendes Glattheitskriterium be-
nétigen wir noch die Begriffe simplizial und unimodular fur Idealtangentenkegel. Um
sie sinnvoll definieren zu kénnen, zeigen wir zuerst folgendes
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Lemma 1. Sein(vy,...,v;) = ITa(¥#) der Idealtangentenkegel vaN in einem
Punkta. Falls der Idealtangentenkegel spitz ist, so besitzt er genau ein minimales Er-
zeugendensystem.

Beweis.Sei IT,(-#) spitz. Angenommen, er besafle zwei verschiedene minimale Er-
zeugendensystemg, ..., v; bzw.wy, ..., w,,, wobei0.B.d.Avy & {wy,...,w,, }.
Da diev; ein Erzeugendensystem vdil,(.#) bilden, kann man jedess; als N-
Linearkombination

W, = Z a;V;

mit o; € N schreiben. Da auch dier; ein Erzeugendensystem sind, kénnen wir
umgekehrtv, = 37, 3;w; = >, . a;3;v; schreiben. Dann muss aber der Koeffi-
zient Zj a1 85 von vy in der letzten Gleichung groer gleidhsein, da sonst; €

N(Va, ..., v;). Das wére ein Widerspruch zum minimalen Erzeugendensystem. Weiters
musszj a15; < 1 gelten, da sond eine nichttrivialeN-Linearkombination dew;

waére, was einen Widerspruch Zi, (.#) spitz liefern wiirde. Somit bleibt als einzige
Mdglichkeita; = 1, 81 = 1 und8; = 0 fur alle restlichery. Dann folgt aber aus der
Gleichung

Vi = Zﬁjwj = Biwy,
J

dassv; = w; gelten muss. Widerspruch zur Voraussetzung? {w,...,w,,}! O

Wir nennen nun einen spitzen Idealtangentenkég@g(.# ) simplizial wenn das mini-
male Erzeugendensystem véi,(.#) aus genaw Vektoren inZ™ bestehtIT,(.#)
hei3tunimodular falls zuséatzlich dag-dimensionale Volumen der minimalen Erzeu-
ger gleich 1 ist.
SeilTy(#) = n(V1,...,v)y mit] > nund seiK[IT,(¥)] = K[x'',...,x"!] die
von IT,(.¥) erzeugte monomiale Algebra mi€[IT,(.#)] C K|[x,x !]. Man sieht
sofort, dass[IT,(.#)] der Koordinatenring des-Karte vonA™ ist. Betrachte nun,
analog zu Kapitel 1, den Monoidhomomorphismus (fur spitze Idealtangentenkegel:
Isomorphismus)

0:IT,(F) — K[IT,(H)],u — x".

Via 6 kann manIT,(.#) mit K[IT,(.#)] identifizieren, wir kdnnen somit in der zu
IT,(.#) gehdrenden monomialen Algebra arbeiten. Ebenso wie in Kapitel 1 betrachten
wir den Monoidhomomorphismus: N! — Z" b — Zézl b;v;. Daraus erhalten wir
einen Homomorphismus der monomialen Algebren

7 K[ty ..., t)] = K[ITa(H)], t; — xV2.

Wie bereits erwahnt, erhalt man so die Beschreibungadi€arte von A" als tori-
sche Varietat. Das zugehorige torische Ideal wird erzeugt von Binathenx™, mit
v,w € N”. Die linearen Relationen der Erzeuger Vb, (.#) entsprechen also poly-
nomialen Relationen i [x].

Jetzt bringen wir das Newtonpolyed&rvon .# = (x* : a € A) zu den Koordinaten-
ringen der affinen Karten der Explosion vait mit Zentrum.# in Beziehung. Nach
Definition des Newtonpolyeders bilden die Ecken ¥reine Teilmenge vom. Die
restlichen Elemente voA liegen entweder im Inneren oder sind in Seiten Yorent-
halten. Die Exponentea’ — a, wobeia’ € A\a, der Erzeuger des Koordinatenrings
dera-Karte der Explosion entsprechen im Polyedéden Verbindungsvektoren von
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a nacha’. Die Erzeugerry, ..., x, von K[z, ... ,xn,xa'*a : a’ € A\a] entspre-
chen im Newtonpolyeder dem Standardbasisvektoren = (1,0,...,0),...,e, =
(0,...,0,1). Diese Erzeuger kommen von unendlich fernen EckenR , e;. Daher

ist jeder Idealtangentenkegeldimensional und besitzt das (nicht notwendig minima-
le) Erzeugendensystem, ...,e,,a’ —aflrallea’ # a € A. WennIT,(.¥) spitz

ist, kann man das eindeutige minimale Erzeugendensysgiem.,v; mit [ > n be-
rechnen. Wir werden einen Erzeugevon IT,(.#) notwendigbzw. minimalnennen,
wennv ein Element des minimalen Erzeugendensystems ist. Sonsthéii&rflissig
bzw.redundant Fallsv ein Uberflissiger Erzeuger ist, erfillt er eine Relation

v = Zaivi, mit v; # v unda; € N.

3

Das bedeutet, dass im Inneren bzw. in einer Seite des Idealtangentenkegels liegt.
Dann ist der Punkt 4+ a im Inneren bzw. in einer Seite des Newtonpolyeders. Im Ko-
ordinatenringk [z, ..., z,,x* "2 :a’ € A\a] = K[x"',...,x"!] lautet die Relation
entsprechend

v Q1Vy .

x'=x VL,

X

Wir werden sehen, dass der Idealtangentenkegel &ideza von N immer spitz ist.
Weiters gilt: wenna € A keine Ecke vonV ist, so ist die zugehoriga-Karte eine
offene Teilmenge der Karten der benachbarten Ecken.

Beispiele

Beispiell4. Seir : A3 — A3 die Explosion des\ mit Zentrum.# = (z, v, z). Dann

gilt a, = e;. Das NewtonpolyedeN = N(.#) ist daherconv({a;,as, a3} + Ri).
Beachte: hier sind alla; Ecken vonP, zusatzlich sind die Strahlexy + R e; die

drei unendlich fernen Ecken. Die Explosian: A3 — A3 in .7 liefert bekanntlich
drei Karten: in derz-Karte erhalten wir die Koordinatenalgebiz, y, z, £, 2] und
entsprechendT,, () =n(e1,e2 — e1,e3 — e1). [Ty, (#) ist simplizial und unimo-
dular. Die anderen beiden Karten sind symmetrisch bzgk y bzw. z < 2. Daher

ist die Explosion glatt. Wir bemerken, dagg,, (.#) mit T,, (N) N Z* Ubereinstimmt
und genau 3 Erzeuger hat (zwei davon entsprechen den Strecken zoa;, a;,, mit

1 # j # k. Der dritte,e;, entspricht einer unendlich fernen Nachbarecke). Aul3erdem
gilt det(e;, e; — e;, e, —e;) = 1, d.h., die Erzeuger des Idealtangentenkegels bilden
sogar eine&Z-Basis vonIT,, (-.#). Alle Kegel IT,,(.#) fur i = 1, 2,3 sind simplizial

und unimodular und somit ist die Explosion vand in .# glatt.

Beispiell5. Sei jetztr : A2 — A2 die Explosion vonA2 im dickenNullpunkt .7 =
(z,9)? = (22,92, 2y). Dann gilta; = (2,0),a2 = (0,2),a3 = (1,1) und wir er-
halten diesmal drei Karten. Im Newtonpolyeder sind die entsprechenden drei Idealtan-
gentenkegel T, (.¥) = n(e1,e2 —e1), [Ta, (F) = n(e1 — ez, €2) bzW. [Ty, (F) =
n{er,es, €1 — ez, e2 — e1). Dabei sind die ersten beiden Idealtangentenkegel simpli-
zial und unimodular, wahrendlT,, (.#) nicht einmal spitz ist. Es giltiT,,(.#) 2

IT,, (Z)undIT,,(¥) 2 IT,,(#). Die zugehdrige Kart@pec(K [z, y, b Z1) wird
volistandig von der:*-Karte Spec(K [z, %]) bzw. dery?-Karte Spec(K[{,y]) tber-
deckt. Im Newtonpolyeder sieht man, dass der Pyikt) auf der Kante vor(2,0)
nach(0, 2) liegt.

Betrachtet man hingegen die Explosion im Idedl = (2%, 4?), so ist die Explosion

in beiden Karten singulér. Die |dealtangentenkeligl, (_#) =n(e1, ez, 2e; — 2e3)

bzw. IT,,(_7) = n(e1, e2, 2e; — 2e;) sind weder simplizial noch unimodular.
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Beispiel16. Sei diesmalr : A3 — A? die Explosion vonA3 in .7 = (z,y)(z,2) =
(22, 2y, x2,yz), wobei.# das Achsenkreuz:{Achse}u{y-Achse} definiert. Wir er-
halten zu den vier Erzeugem = (2,0,0),a, = (1,1,0),a3 = (1,0,1) bzw.a, =
(0,1, 1) die Koordinatenringds[x, £, Z], K%,y, 2 K[Z, 4, 2] bzw. K[ %, %,y, z]. In
deryz-Karte ist dabei der Koordinatenring isomorph zu

Klz,y, z,w]/(xz — yw), via £ — z, i — w, y — vy, 2 — 2. In deryz-Karte ist die
Explosion somit singulér im Nullpunkt des*. Die anderen drei Karten sind hingegen
glatt.

Im Newtonpolyeder sieht man wieder, dass die Idealtangentenkegel in den &cken
ag, az simplizial und unimodular sind, wahrend,, (-#) von den 4 Vektorere; —
e3,e; — e, ey, e3 erzeugt wird. Dies ist auch das minimale Erzeugendensystem, da-
mit haben wir zum ersten Mal einen nichtsimplizialen Idealtangentenkegel erhalten!

In Beispiel 15 sieht man, dass die Idealtangentenkegelaven A, die keine Ecken

des Newtonpolyeders sind, vernachlassigbar sind. Auf der algebraischen Seite bedeu-
tet das, dass die zxP gehorige Karte schon von anderen Karten tberdeckt wird. Al-
lerdings dirfen wir das Monom?® bzw. den Vektom selbst nicht einfach als Idealer-
zeuger bzw. als Erzeuger in den Idealtangentenkegeln weglassen. Denn sonst fehlen,
wie im zweiten Teil von Beispiel 15, in den Idealtangentenkegeln der Ecken Erzeuger.
Dann ist der Kegel nicht simplizial oder unimodular.

Nach diesen illustrativen Beispielen kénnen wir mit Hilfe des Newtonpolyeders ein
Kriterium fir die Glattheit der Explosion voA™ in .# formulieren.

Kriterium der Glattheit

Satz 7. Sei.# = (x* : a € A) ein monomiales Ideal i [z1,...,z,] UNdN =
N(.#) das assoziierte Newtonpolyeder. Betrachte die Explosion:%" — A" mit
Zentrum.#. Dann gilt fira € A:

(1) Falls a keine Ecke vorV ist, wird die entsprechende-Karte schon von den den
banchbarten Ecken zugeordneten Karten ¥éniiberdeckt.

(2) Falls a eine Ecke vorN ist, so ist die Explosion in dieser Karte genau dann glatt,
wenn der Idealtangentenkegél, (.#) simplizial und unimodular ist.

(3) Fur eine Eckea von N impliziert dies, dass alle Erzeuger vdfl,(-#) primitiv
sind und dass daher der Idealtangentenkegel im Pankiit dem ganzzahligen Tan-
gentenkegel, (N) N Z™ Ubereinstimmen muss.

Beweis. Zuerst widmen wir uns (2): Seai eine Ecke vonV. Die Explosions : Ar
A™ istin dera-Karte genau dann glatt, wenn der zugehérige Koordinatenring
Klzy,...,2,,x* 72 : a’ € A\a] isomorph zu einem Polynomring[y1, ... ,yn]
ist. Wir bezeichnen di¢ = n + |A|] — 1 monomialen Erzeugety, ..., z,,x* 2
des Koordinatenrings der-Karte mitzy, ..., z;. Dann gibt es unter diesef; genau
n Stlck, die schon den ganzen Ring erzeugen (daadfarte glatt ist). Wir wah-
len diesen Erzeuger aus und bezeichnen sie (wie bereits oben}mit . y,,. Sei
z € {z1,...,z211\{v1,...,yn}. Da diey; den Polynomring erzeugen, erfiliteine
monomiale Relation

1 O‘n

z = ylo” R Ty
mit « = (a1,...,a,) € N". Geometrisch ist dies &quivalent zu: S@i,(.¥) =
n(v1,...,v,). Dabeibezeichne; € {e;,...,e,,a’—a: a’ € A\a} den Exponenten
des Monomgy, bzgl.z4, ..., x,. Der Idealtangentenkegel wird schon erzeugt von den
zu deny; gehdrenden Exponenten. Die restlichen Exponenten{es,...,e,,a’ —
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a:a € A\a}\{vy,...,v,} erfillen die zur monomialen Relation analdgresare
Relation
v=a1vi+---+a,vp, =V -q,

wobei V' € Z"*™ die Matrix mit Spaltenvy, ..., v, ist. Diese Gleichung liefert

v € IT,(#) fur alle Exponentenvektoren. Da allen Standardbasisvektoresy in
IT,(.#) enthalten sind, ist ex-dimensional und die Vektorewn,, ..., v, bilden au-
Rerdem eine Basis vdii*. Das ist aquivalent zdet (V') = 1. Der Idealtangentenke-

gel ist somit simplizial und unimodular.

Wir haben bis jetzt nur &quivalente Formulierungen fur die Relationen zwischen dem
Idealtangentenkegel vam und dera-Karte der Explosion benutzt. Daher haben wir
auch schon die Ruckrichtung bewiesen: wargine Ecke vonV ist undIT,(.#) sim-

plizial und unimodular ist, so ist die zugehdérige Karte der Explosion glatt. Damit ist
(2) bewiesen.

Aussage (3) folgt sofort: sei dazu wied€f,(.#) = n(vi,...,Vv,) simplizial und

unimodular. Angenommen ewy, 0.B.d.A.v, ware nicht primitiv. Dann existiert eine
natirliche Zahk > 2, sodas%vl € 7" ist. Das Volumen devy, ..., v,, betragt

1
k- \det(%vl,vQ, v,

€Z>o

ist also echt groRRer gleich. Dies liefert aber einen Widerspruch zur Unimodularitat
des Idealtangentenkegels.

Nun zeigen wir Aussage (1) des Lemmas: Wir betrachten zuersi,alas in einer
Seite vonN liegt. Geometrisch bedeutet “in einer Seite liegen”, dagsder konvexen
Hulle vonm > 2 Vektorena’ # a € A enthalten ist. Wir bezeichnen diese Vektoren
mit ai, ..., a,,. Man kanna darstellen als

a=) Aa,, wobei); € Qxo. ) ) = 1.

j=1 j=1

Wie vorher wird der Idealtangentenkedél, (.#) von den Vektorer, . .. ,e,,a’ —a,
fur allea’ € A\a erzeugt. Allerdings ist jetzt auch der Nullvektor eine nichttrivigle
Linearkombination von Erzeugesi — a von IT,(.#), denn

m

Z)\j(aj —a)= Zx\j(aj - Z)\kak) =a-— Z)\jz/\kak =0.
j=1 j=1 k=1 j=1 k=1

=1
Durch Multiplikation mit einem geeigneteth € N kann erreichen, dass alle :=
A - \; natlrliche Zahlen sind. Man kann al8als nichttrivialeN-Linearkombination
0=>77", aj(a; — a) der Erzeuger voiT,(.#) darstellen. Der Idealtangentenkegel
IT,(.#) ist somit nicht spitz. Dies impliziert aber, dass auch- a; fiir alle j im
Idealtangentenkegel vaN beia enthalten ist. Denn:

a—a; = Zak(ak —a)+ (o —1)(a; —a).

k_ .
k#j
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Dac; groRer gleich 1 ist, ist somit — a; eineN-Linearkombination von Erzeugern
des Idealtangentenkegels.
Wir zeigen noch, dass fijr=1,...,m sogarlT,,(.#) C IT,(.¥) ist: betrachte dazu
den Idealtangentenkegil’,, () = n(ey,...,e,,a" —a; : a’ € A\ay). Es gilt aber
fur alle j
a'—a;=(a —a)+(a—ay).

N—— N —

€ITa(F)  €ITa(HF)
Daher sind alle Erzeuger des IdealtangentenkegelsWbria; in IT,(.#) enthalten,
also ist der ganze Kegé€l IT,(.¥). Algebraisch Uibersetzt bedeutet dies, dass fur alle
j=1,...,mgilt: Spec(k[x,x* 2 : a’ € A\a,]) D Spec(k[x,x* "2 :a’ € A\a]).
Das heif3t, dass die-Karte jedera;-Karte enthalten ist.
Fallsa im Inneren vonV liegt, so ist der za gehorige Idealtangentenkegel gleigh.
Dann ist ebens@ in der konvexen Hulle der Erzeuger véff,(.#) enthalten. In die-

sem Fall ist der Koordinatenring darKarte isomorph zuK[y1, . . ., Yn, y—ll, cee yi].

Bekanntlich istSpec(K[y1, . . ., Yn, i, ., 1)) = A™M\{0}. O

> Yn

Mit diesem Kriterium kénnen wir mit Hilfe konvexer Geometrie bestimmen, wann
die Explosionw : A™ — A™ in einem beliebigen monomialen Idead glatt ist.

Fur die angestrebte aquivariante eingebettete Auflésung einer affinen torischen Hy-
perflacheX suchen wir ein monomiales Ideal, sodass die Explogidrdes affinen
n-dimensionalen Raumes glatt ist, und sodass alle SymmetrieXverhalten blei-

ben. Der erste Kandidat ist das Rosenbergidéal

Dann betrachten wir allgemein Explosionen mit Zentren Monomideale und werden ei-
nige Satze zu Produkten von Koordinatenidealen zeigen.

SchlieBlich kommen wir zu bauchigen Mengen. Wir werden bauchige Mengen nach
[DP] fur Koordinatenideale definieren. Weiters werden wir mit unserem Kriterium zei-
gen, dass die Explosion vad® in einem Produkt von Idealen, die eine bauchige Menge
bilden, glatt ist.

3.3 Explosion im Rosenbergideal

Rosenberg [Ro] betrachtet ein spezielles monomiales el K[z, ..., z,], des-

sen Verschwindungsmengeeine Vereinigung von Koordinatenachsendrh ist. Das
Ideal # wird so konstruiert, dass die Explosion varft mit ZentrumZ glatt ist und
dassZ invariant unter jeder Permutation der Koordinaten atifist, die auchZ inva-

riant 1&sst.

Rosenberg verallgemeinert dieses Ergebnis auZamA™, das Verschwindungsmen-

ge einer Vereinigung von Koordinatenunterrdumen der Dimenkieh r < n ist.
Folgende Idee fihrt zur Konstruktion vad: Betrachte das reduzierte Idea von

Z. Dann ist die Explosion voiA™ in .# singulér. Im NewtonpolyedeN (.#) fuhren

also von bestimmten Ecken zu viele Kanten weg, sodass die zugehdrigen Idealtan-
gentenkegel nicht simplizial sind. Man versucht dah@rdurch Multiplikation bzw.
Durchschnittsbildung mit einem anderen Ideal so zu transformieren, dass die Explo-
sion glatt wird und dass das Radikal unverandert bleibt. Wir werden nun sehen,
was diese Prozedur iV (.#) bewirkt. Fur eine garbentheoretische Interpretation die-
ser Vorgangsweise und weitere Details siehe [RO].
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Seil < s < nund sei.# das reduzierte Ideal der ersteikoordinatenachsen. Dann
ist

s
S = n(.’bl,...,ﬂ?iw..,ﬂin).
i=1

Dieses Ideal wird erzeugt von den Monomegn; mit1 < i < j < sundz; mits < i.
Es bezeichne weitet8 = V(.#). Es seim = (x1,...,z,) das reduzierte |deal des
Nullpunkts desA™. Man sieht sofort, dass die Explosi&‘il mit Zentrum.# singular
ist: In allen affinen Karten, die zu den Erzeugetrnmit s < i gehoren, erfillen die
minimalen Erzeugei”;—f’ﬂxhxj,xk mit j < k < s, Relationen der Form

TjTk

— T — Qij Tk

T

Daher sind die zugehérigen Koordinatenringe nicht isomorph zu einem Polynomring
in n Variablen. Die zugehérigen Kartenausdriicke sind gegeben als

T;TL T T
Spec(K {zl,...,xn,jk,l:l>s}/< J kxi—zjxk:j<k§s>>.
x ; x;

% T %

Diese Varietaten sind singular. Betrachte nun das Newtonpoly€der). Dann ist der
Idealtangentenkegel zu einer Eakemit s < ¢ nicht simplizial, denn: Die minimalen
Erzeuger des Idealtangentenkegels Y6f¥) in einer Eckee; sind die Vektorere;

mit j < sunde;, e; —e; flr j # ¢ > s und zusatzlicle; +e;, —e; flr j < k < s. Der
Kegel ist spitz, daher ist; eine Ecke vonV(.#). Die Anzahl der minimalen Erzeuger
betragt aben + (), daher ist/Te, (.#) nicht simplizial. Fiirs > 2 sind auch alle
Idealtangentenkegel & +e; miti < j < s nicht simplizial, da sie die minimalen Er-
zeugete, —e; —e; Mitk > s, €;, e; unde, —e; undey —e; flrk € {1,...,s}\{7,j}
besitzen (dies sind + s — 2 Vektoren!).

Man versucht nun, eine Eckevon N(.#), von der mehr als Kanten ausgehen, in
mehrere neue Ecken “auseinanderzuziehen”. Jede neue Ecke soll einige Kanten von
v erben, allerdings soll der jeweilige Idealtangentenkegel germainimale Erzeuger
besitzen. Rosenberg schlagt zwei Mdglichkeiten vor, die nichtsimplizialen ldealtan-
gentenkegel zu glatten. Zum Einen kann man die stérende Ecke einfacN (van
abschneiden (vgl. Abb. 5).

Abb. 5: Das Abschneiden einer Ecke mit zu vielen Kanten.

Dies entspricht auf Idealebene dem Schnitt wdmit einem anderen Ideal. Alternativ
dazu kann man die betreffende Ecke strecken, d.h., man ersetzt das Pd¥eder
durch die Minkowski Summe votV(.#) und einem anderen geeigneten Newtonpo-
lyeder. Dies entspricht der Multiplikation vai¥ mit einem anderen Ideal (vgl. Abb.
6).
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Abb. 6: Die Summe zweier Newtonpolyeder.

Durch diese Modifikationen sollte naturlich das Radikal vénunverandert bleiben
und damit die Verschwindungsmenge Wir verwenden zum Glatten des Newton-
polyeders eine Potenz des maximalen IdealDie Wahl des “Glattungsideals” ist
allerdings keineswegs eindeutig! Wir kénnten jedes Idgalwahlen, sodass die Ex-
plosion vonA™ mit Zentrum.# N ¢ bzw..7 - ¢ glattist und sodasg/.¥ N 7 bzw.
V7 - Z dleich. 7 ist.

Wegens Nm = .# betrachten wir das Idea¥ Nm?. Das zugehorige Newtonpolyeder
besitzt immer noch viele Ecken mit nichtsimplizialen Idealtangentenkegeln (in Abb. 7
links ist das Newtonpolyeder va# Nm? fiir n = 3, s = 2 zu sehen). Wir kénnen diese
Ecken jedoch durch einen Schnitt mif oder durch Multiplikation mitn glatten. Da

# Nm? von Monomen mit Grad erzeugt wird, erhalten wir durch jede dieser beiden
Operationen dasselbe Ideal.

Z

Abb. 7: Die Newtonpolyeder vor¥ N m? (links) undZ (rechts).
Definiere schlieRliclz := .# N m3. Es gilt:

VE=vVINmd=Nm=.7.

DasRadikalvon Z ist wie verlangt das urspriinglich€ und daher isV' (#) = V(.#).
Das IdealZ ist invariant unter jedem Automorphismus d&8, der .# unveréndert
lasst. Au3erdem is¥ ganz abgeschlossen.

Satz 8. Sei.# das reduzierte ldeal der erstenKoordinatenachen de&™ wie oben.
Dann ist die Explosion vVoA™ in Z = . Nm3 glatt.

Beweis. Wir zeigen die Glattheit vor.™ mit unserem Newtonpolyederkriterium. Das
NewtonpolyedeN (%) besitzt die Eckenmenge

{2e;+e;:1<i<s,1<j<n,i#j}U{3e :s<i<n}
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Die restlichen Erzeuger va# entsprechen inneren Punkten vai{#) oder liegen
auf Seiten des Newtonpolyeders, wie man leicht nachrechnen kann. Zum Beispiel sind
alle2e; +e; mits < j <nundl < i < s konvexe Linearkombinationen der Ecken:

2ej +e = 1/2(261 + ej) + 1/2(381)

Betrachte nun den IdealtangentenkefBle, o, (#) zu einer Ecke. Die zugehdrigen
Kantenvektoren sine; fir die unendlich fernen Ecker; — e; und e, — e; mit

k ¢ {i, 7} fur die benachbarten Ecken (Beachte: #aganz abgeschlossen ist, sind
alle Gitterpunkte aud/’ (%) N Z" im Idealtangentenkegel zu jeder Ecke enthalten. Da-
her sind diese Erzeuger die primitiven Kantenvektoren!). Dies sind gelaaeuger.
Sei A die Matrix, deren Spalten dieseminimalen Erzeuger des Idealtangentenkegels
bilden. In jeder Spaltel_; sind die Eintrage Elemente der Menfe1, 0}, wobei je-
weils einel und hochstens einel (vone; — e;, e;, — e; bzw. e;) auftauchen. Anders
ausgedriickt: die Matrid ist total unimodular d.h.,det(A) = +1 oder0. (Siehe dazu
Abschnitt Gber Koordinatenideale oder [Sc, ch. 19]). Dardigektoren linear unab-
hangig sind, ist somidet(A) = £1.

Fir eine Eckee; wird der Idealtangentenkegel erzeugt wgr{unendlich ferne Ecke)
und den Vektorer; — ey fur k # i (benachbarte Ecken). Wie oben sieht man, dass
die zugehdriger x n Matrix total unimodular ist und Determinantel besitzt. Damit
haben wir die Simpliziatitat und Unimodularitat der Idealtangentenkegel aller Ecken
gezeigt. Die Explosion vVOA™ mit ZentrumZ ist also glatt. O

Somit haben wir ein nichtreduziertes Zentrum der Explosionddegefunden, das al-
le gewiinschten Symmetrien erhalt. Wenn wir aber die strikt Transformi&rner
singularen affinen torischen Hyperflacke = V(xb+ — xP") betrachten, wird, wie
schon vorher erwéhnt, unsere Invariafits einigen Féallen echt lexikographisch gro-
Rer: Man sieht dies am Beispiel der Flackie= V (2% — y°z%) in A3, wobeia < b. In
diesem Fall istX bzgl. der Permutation vomund z invariant. Wir erhalten also

Die Invariante vonX istZ = (a, b, 1,2). In dery?z-Karte ist die strikt Transformier-
te X’ durch die Gleichung:* = y?*~%2*—¢ gegeben, die Invariante Iauté_gQZ =
(a,2b — a,1,1). FUrb > aist somitI;ZZ > L. Wir konnen flrb > 2aq Uberhaupt
keine Verbesserung messen: Die Ordnung fobleibt konstant gleicl, wahrend der
Grad vony”’ fir b > 2a sogar steigt.

3.4 Explosionen in Produkten von Idealen

Wir betrachten nun einige Anwendungen des Glattheitskriteriums auf Explosionen
von A™ mit Zentren Produkte von monomialen Idealen. Man kann fiir ein beliebig
vorgegebenes monomiales Idedl = (x* : a € A) berechnen, ob die Explosion

von A™ mit Zentrum.# glatt ist. Dazu teste jedes € A den Idealtangentenkegel
IT,(#) in N(.#) auf Simplizialitat und Unimodularitat (z.B. mit MAPLE). Es ist
jedoch schwierig, allgemeine Aussagen zu treffen. Daher betrachten wir im Folgen-
den speziell Produkte von monomialen Idealen. Auf Polyederebene bedeutet dies, die
Minkowski-Summen ihrer Newtonpolyeder zu betrachten.
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Wir nennen ein monomiales ldead = (x* : a € A) in K[z1,...,z,] zahm wenn

die Explosion&” von A™ mit Zentrum.# glatt ist. Entsprechend ist das zugehorige
NewtonpolyedetV(.#) genau danzahm wenn.# zahm ist. Somit werden wir das
Kriterium fir die Glattheit der Explosion des™ (Satz 7) auctZahmheitskriterium
nennen. Wir nehmen im Folgenden immer an, dass die Méngenimalist, d.h., A
enthélt keine inneren Punkte vof(.#). Dann nennen wid die (eindeutig bestimmte)
Wolkevon .#.

Wir zeigen zuerst, dass die Explosion d&s in einem Produkt von zahmen Idealen
glatt ist, wenn ihre Wolken disjunkt sind. Dann spezialisieren wir uns auf Produkte
von Koordinatenidealen und zeigen die Zahmheit fur einige Spezialfélle. Schlie3lich
kommen wir zu bauchigen Mengen von Koordinatenidealen.

Satz 9. Seien ¢, furi =1, ...,k monomiale ldeale itK'[z1, ..., z,]| mit paarweise
disjunkten Wolken. Se¥ := [[_, 7. Istjedes_#; zahm, dann ist aucly zahm.

Zum Beweis dieses Satzes bendtigen wir einige Aussagen Uber Newtonpolyeder. Zuerst
brauchen wir noch ein kleines Lemmalein.

Lemma 2. Sei.¥ = (x* : a € A) C K[x1,...,z,] €in monomiales Ideal mit
C N* x 0" * unds < n. Dann gilt: .# in K[z, ...,z,] ist genau dann zahm, wenn
S =9 NK[xy,...,xs] Zahmist.

Beweis.Es sei.¥ C Klxy,...,xs] zahm. Wir betrachten die beiden Newtonpolyeder
P = N(#) C R* bzw. P = N(.#) C R®. P ist die direkte Summe vo#® und
R™#, d.h., wir kénnenP darstellen als kartesisches Prodiikt= P x R"~* C R™.
Bezeichnea eine Ecke vorP. Dann ist der Punkt

(a,0,...,0)
——

n—s

eine Ecke vonP C R”. Der Idealtangentenkegel vah in a ist n(er,...,es,a’ —

a : a’ € A\a) und dieser ist hach Voraussetzung simplizial und unimodular. Daher
existierens linear unabhangige minimale Erzeugsr, . . ., v, in Z* von IT,(.#) mit
det(vy,...,vs) = £1. Der entsprechende Idealtangentenkedgl, ... 0)(-#) von

P besitzt dien minimalen Erzeugefvy,0,...,0),...,(vs,0,...,0),€511,...,€n.
Durch Anwendung des Laplace’schen Entwicklungssatz auf die Matrix, deren Spalten
diese minimalen Erzeuger bilden, folgt die Unimodularitat van (.#). Der Beweis

der Rickrichtung ist klar. O

Lemma 3. SeienP C R®* und@ C R! Polyeder. Seé eine Ecke vorP undf eine
Ecke vonQ. Dann ist(e, f) eine Ecke vor® x Q C Rs*t,

Beweis.Da e eine Ecke vonP ist, gibt es einen Vektoa € R*® und eine reelle Zahl
amita-e =caunda-p < «furallep € P\e. Dabei bezeichnedas euklidische
Skalarprodukt. Ebenso existieren ¢éinc R? und eing € R, sodas® - f = 3 und
b-q < gBflralleq € Q\f gilt. Wir zeigen nun{e, f) € R*** ist eine Ecke vorP x Q.
Definiere dazw := (a,b) € R***. Dann gilt

(e,f)-c=a-e+b-f=a+p,
und weiters fiir allép, q) € P x Q\{c}
(p,q)-c=a-p+b-g<a+p.
Somit haben wir die Behauptung gezeigt. O
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Lemma 4. Seien.¥; = (x* : a € A),% = (x> : b € B) zwei Ideale in
K[z1,...,x,] mit endlichen Wolked, B C N™ und assoziierten Newtonpolyedern
P bzw.Q. Dann gilt:
()N(A - S) =P+ Q.
(2) WennA N B =  und.#; und.#, zahm sind, so ist auclf; - %, zahm.
(3) Seiend C N* x 0”5, B C 0° x N> sundP = PNR%, Q = Q N R"*. Dann
iStN (.7, - F) = P x Q.
Beweis. Wir zeigen zuerst Aussage (1). Nach Definition der Newtonpolyé&dend
gilt

P+ Q = conv(A+ R ) 4 conv(B + R’ ) = conv(A + B + R"}).
Wegens; - 4, = (x*™ :a € A,b € B)ist N(% - %) = conv(A + B + R%).
Daraus folgt (1).
Fir Aussage (3) kdbnnen wir nach Lemma 2 annehmen, das® = {1,...,n} gilt.
Dann gilt o

P+Q=PoQ=PxQ.

Zusammen mit (1) liefert dies die Aussalyé.#; - %) = P x Q.
SchlieBlich zeigen wir (2): Seien dazu 0.B.d.A.C N® x 0%, B C 0% x N*~*
und P, Q wie oben definiert. Wenia eine Ecke vonP bzw. b eine Ecke vonQ
ist, folgt aus Lemma 3, dass + b eine Ecke vonN (.#; - %) ist. Umgekehrt ist
jede Ecke vonN(.#; - .%;) eine Summe von zwei Eckea = (a,0,...,0) € P
undb = (0,...,0,b) € Q. Die Eckenmenge voiV (.#; - .%;) ist somit{a + b: a
Ecke vonP, b Ecke von@}. Nun missen wir noch zeigen, dass der zu jeder Ecke
a + b assoziierte |dealtangentenkegel vdi(.#; - %) simplizial und unimodular
ist. Es gilt: ITa4u (A - H) wird erzeugt vorey, ..., e,, der Menge der Vektoren
{a’ +b' — (a+b)}, bzw.{a’ — a} und{b’ — b} firallea’ € A\a bzw.b’ € B\b.
Wir kdnnen sofort einige Erzeuger eliminieren: Alle Elemente der ersten Menge sind
N-Linearkombinationen von Vektoren der Gestdlt- a bzw. b’ — b. Daher bleiben
uns nur mehr die Elemente der letzten zwei Mengen und die Standardbasisvektoren
als Kandidaten fur minimale Erzeuger Ubrig. Dies sind aber dieselben Vektoren, die
auchIT,(#) bzw. I'Ty,(.#;) erzeugen! Nach Voraussetzung und Lemma 2 wird der
Idealtangentenkegel der Eckevon P erzeugt vons linear unabhéangigen Vektoren

Vi,...,Vsundegiq,...,e,. Der Idealtangentenkegél}, (%) besitzt das minimale
Erzeugendensystem, ..., es, Wsi1,..., Wy, Mit w; linear unabhéngig GbeR. Es
bezeichney; := (vi;,...,vs) bZW. W, := (wey1 4, ..., Wy, ;). Die minimalen Erzeu-

ger sind von der Formr; = (v;,0,...,0) bzw.w; = (0,...,0,W;). Wir erhalten flr
den Idealtangentenkegel:

ITaer(f]_ . jg) = N<V17 . ,VS,W3+1, e ,Wn>.

Da die Vektorenv; und w; linear unabhangig GbeR sind (disjunkte Wolken!), ist
hiermit die Simplizialitdt des Idealtangentenkegels gezeigt. Die beiden Matrizen
(V... Vs) € Z575, bzW.W = (Wsy1,...,Wy) € Z" %"~ sind unimodular. Wir
betrachten nun die Matrixd der minimalen Erzeuger vofil, 1 (.#; - #2). Nach den
obigen Ausfiihrungen ist sie von der Gestalt

vV o
(o)
also giltdet(A) = det(V) det(W) = +1. Damit ist bewiesen, dass der Idealtangen-

tenkegel jeder Ecke des Newtonpolyeders ¥an .#; unimodular ist. Daher ist dieses
Ideal zahm.
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O

Bemerkung.Das Bilden der Summe der beiden Newtonpolyeftee= N(.#7) und
@ = N(%,) kann man folgendermaRen visualisieren: Wir lasBdast, wahlen einen
Punktp € @ und bewege® durch Translationen so, dgsalle Punkte vorP erreicht.
Dann wird P + @ von Mengen der Forniq + @ : q € P} Uberdeckt. Es gilt also
P+ @Q = Ugyep{a+ @} Man kann auerdem zeigen, dass sogar

P+Q=ru |J {a+Q}

qeopP

gilt.

Wir kénnen nun endlich zum Beweis von Satz 9 tibergehen.

Beweis (von Satz 9)Sei also_# := []/_, 7, wobei_#; = (x* : a € 4;) Ideale in
K[x1,...,x,] sind. Wir wenden Induktion Uibdran: Furk = 1 ist die Aussage trivial.
Far den Induktionsschritt voh auf k& + 1 seien nun 0.B.d.A. die ersténWolken in
N7 fur eins < n enthalten. Dann istl;; C 0° x N”~°, Die Wolke von_# ist

k
A=(JA)U A

=1

Nach Induktionsvoraussetzung ist das Produkti{i@’?;l1 Fi zahmund 7,1, ist nach
\Voraussetzung des Satzes zahm. We{ggl{h:l A;)NAg11 = 0 kdnnen wir nun Lemma
4 auf die beiden Ideal; = Hle Fibzw. 75 = _#,.,1 anwenden. Dies liefert die
Zahmbheit vonN (.4 - %) = N(Hf:f _¥:). Damit haben wir den Induktionsschritt

gezeigt. O

Beispiell7. Seien.#; = (z,y) und % = (22, zw,w?) Ideale inK [z, vy, z,w]. %
ist das reduzierte ldeal demw-Ebene imA* und das nichtreduzierte Idead, defi-
niert diezy-Ebene imA*. Man rechnet leicht nach, dass beide Ideale zahm sind. Die
zugehorigen Newtonpolyeder sifd(.#;) = conv({e1, ez} + RY) bzw. N(%) =
conv({2e3, e +e4, 3e4} + RY ). Nach Satz 9 ist auch die Explosion van mit Zen-
trum

Iy - Iy = (222, y2%, w2w, yrw, zw?, yw?)

glatt. .#; - . ist eine nichtreduzierte Struktur auf der Vereinigung ggiEbene mit
derzw-Ebene.

Beispiell8. Fur nicht disjunkte Wolken stimmt der obige Satz nicht. Sefen= (z, y)

und %5 = (z,2) die reduzierten Ideale der und dery-Achse im affinen dreidi-
mensionalen Raum. Beide Ideale sind zahm, jedoch ist die Expl&ﬁdm Produkt

S - Iy = (22, 2y, 22,y2), dem Achsenkreuz, nicht mehr glatt. Betrachte dazu die
yz-Karte: Der IdealtangentenkegEl, i e, (-71 - -#2) zur zugehdrigen Ecke im New-
tonpolyederN (.#; - %) besitzt das minimale Erzeugendensystem- es, e; — e3,

ez, eg. Somit istIT,, 1o, (# - #) nicht simplizial. In deryz-Karte iStA3 isomorph
zuSpec(K|[z,y, z,w]/(xz — yw)).
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Mehr von Koordinatenidealen

Sei.# C K|x1,...,z,] einKoordinatenidealy = (z; : i € I) mit I C {1,...,n}.
Wie wir schon in Kapitel 2 gesehen haben, i&tzahm.

Dies sieht man auch am NewtonpolyederNQ.¥) = conv({e; : i € I}+R") gilt fir

die Idealtangentenkegel der ECKER., (.#) = n(e1, ... en, e —€; : j € I\i). Es exi-
stieren also» minimale Erzeuger des Idealtangentenkegels Ngr¥) in e;, ndmlich
e;, fallsj ¢ I\i, bzw.e; —e;, falls j € I\i. Daraus folgt, dassT,, (.#) simplizial ist.
Fir die Unimodularitéat betrachten wir diex n Matrix A, deren Spalten die obigen
Erzeuger von'T,, (.#) bilden.

Es istdet(A) = det(eq, ..., e,) = 1. Somitist auch die zweite Bedingung des Zahm-
heitskriteriums erfillt und die Explosion ist in jeder Karte glatt.

Wir wollen nunProduktevon Koordinatenidealen studieren. Wir betrachten die zuge-
horigen Newtonpolyeder, speziell die Idealtangentenkegel in den Ecken. Diese Ideal-
tangentenkegel sind von spezieller Bauart: Alle Erzeuger sind entweder Standardba-
sisvektoren (Verbindung zu den unendlich fernen Ecken) oder von der &o#rey,
(Verbindung einer Eckey zu einer endlichen Ecke;). Weiters liegen alle Ecken auf
einer affinen Hyperebene. Denn: S€i= [];_, .# ein Produkt von Koordinatenidea-
len#; = (z; : j € I;) mitI; C {1,...,n}. Dannist jedes Monom vow¥ ein Produkt

von s Monomenz ;. Alle Erzeuger vons sind von der Form

Tjy Ty, WObeljZ el;.

Daher ist jede Ecke des Newtonpolyeders eine Summes\@®tandardbasisvektoren.
Wir kénnen jede Ecke schreiben alsr = Zle €, = D pope Mty o = s.
Dabei ista,, € N unda; > 0, falls mindestens eip; = k ist. Das wiederum impli-
ziert, dass alle Ecken auf der affinen Hyperflaghe:= {v € R",v - 1 = s} liegen.

(1 bezeichnet den Vektdd, ..., 1).)

Weiters gilt fir die Idealtangentenkegel zu den Ecken %07 ): Diese Kegel mo-

gen zwar nicht notwendig simplizial sein, jedoch brauchen wir uns nie Sorgen bzgl.

Unimodularitat machen. Es gilt namlich folgendes

Lemma 5. Sei.# = (x® : a € A) ein ganz abgeschlossenes monomiales Ideal, und
N = N(#). Wenn der Idealtangentenkegel in einer Ecke 2osimplizial ist, so ist
er automatisch unimodular.

Beweis.Nach Definition des Idealtangentenkegels sind alle Standardbasisvektoren im
Kegel enthalten. Wenn wir alsoe linear unabhangige Erzeuger véf,(.#) finden
kénnen, so muss jeder Standardbasisvektor eine positive ganzzahlige Linearkombi-
nation diesem Erzeuger sein. Das wiederum impliziert zusammen mit der Ganz-
Abgeschlossenheit vorr, dass dien Erzeuger einé-Basis vonR™ bilden. Dies ist

die gewtnschte Unimodularitétsbedingung. O

Lemma 6. Seiens; = (x*:a € A) und.%, = (xP : b € B) zwei monomiale Ideale
in K[x1,...,z,] mt Newtonpolyeder® = N (%) und@Q = N(.%2). Dann werden
die Idealtangentenkegel der Punktet b in P 4 () erzeugt von den Erzeugern von
ITa(jl) Und]Tb(fg).

Beweis.Nach Definition sind

ITy(H#) = nley,...,e,,a’ —a, fura’ € A\a)
ITo(5) = wler,...,en, b —b, firb’ € B\b)
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die ldealtangentenkegel vanbzw. b im jeweiligen Newtonpolyeder. I + Q gilt
also

IToip(F) = nler,...,e,,a +b—(a+b),a+b —(a+b),a’ +b —(a+b))
= n(ey,...,ey,a —a, b’ —b, fira’ € A\a,b’ € B\b)

wobeia’ € A\a undb’ € B\b. Daraus folgt die Behauptung. O

Bemerkung.Wie schon friiher bemerkt, missen nicht alle- b wirklich Ecken im
Summenpolyeder sein. Au3erdem sind i.A. nicht alle- b’ benachbart zu einer Ecke
a+b. Daher sind auch nicht alle Erzeuger des Idealtangentenkegelsvbrin P+ Q)
notwendig. Obige Vektoren bilden daher i.A. kein minimales Erzeugendensystem des
Idealtangentenkegels.

Wir gehen nun der Frage nach, wann ein Produkt von Koordinatenidealen zahm ist.
Wir betrachten zuerst den Fall von disjunkten Wolken, wie in Satz 9:

SeilJN; eine Partition vor{1, ..., n}. Bezeichne 7; := (z; : j € N;) ein Koordina-
tenideal inK[x1,...,z,). Sei ¢ :=[], #;. Dannist_¢ nach Satz 9 zahm.

Im néachsten Lemma zeigen wir, dass die Idealtangentenkegel im Newtonpolyeder ei-
nes Produktes von Koordinatenidealen spezielle Erzeuger besitzen. Betrachte dazu die
Matrix, deren Spalten die minimalen Erzeuger bilden. Wir fuhren folgenden Begriff
ein:

Eine MatrixA € K™*" jsttotal unimodular wenn jede Unterdeterminante vdrden

Wert0, 1 oder—1 hat. Insbesondere ist jeder Eintrag einer total unimodularen Matrix

A entweden, 1 oder—1.

Bemerkung.Total unimodulare Matrizen treten meist in Zusammenhang mit ganzzah-
liger Optimierung auf. Naheres zu diesem Thema und weitere Charakterisierungen von
total unimodularen Matrizen finden sich in [Sc].

Lemma 7. Sei.# ein Produkt vors Koordinatenidealen?; = (x; : j € I;) in
K[zy,...,x,]. Alle Erzeuger des Idealtangentenkegels des Newtonpoly@ders)

in einem Punka = ", axer, Mit) , a; = s unda aus der Wolke von?, sind

von der Formeg bzw.eg — e flr eink mit o, # Ound 5 € {1,...,n}. Wenn
IT,(.#) simplizial ist, so ist er automatisch unimodular. Insbesondere ist mindestens
ein Standardbasisvekter; ein minimaler Erzeuger voiT, (.%).

Beweis.Die Form der minimalen Erzeuger folgt aus Lemma 6. Sei nun der Ideal-
tangentenkegelT,(.#) einer Eckea von N(.#) simplizial. SeiA die Matrix, deren
Spalten dien eindeutigen minimalen Erzeuger véfi,(.#) sind. Jede Spalte voA
enthalt entweder eineundn — 1 Nullen (ein Erzeugee;) oder genau ein&, genau
eine—1 undn — 2 Nullen (ein Erzeugee; — e;). Nach [Sc, ch.19, p.274] ist somit
total unimodular. Da die Erzeuger linear unabhéngig sind, dst(A) € {£1}.

Falls keine; ein minimaler Erzeuger vofil, (.#) ware, so hatte jede Spalte vandie
Forme; — e; flr einige: # j. Wieder nach [Sc, ch.19, p.274] wére datmn(A) = 0.
Widerspruch zur linearen Unabhangigkeit der SpaltenAbn O

Wir werden zunéchst an einem Beispiel einen weiteren Spezialfall von Explosionen in
Produktidealen kennenlernen: Wir betrachten die ExplosionAvbin einem Produkt
von ineinanderenthaltenen Monomidealen.
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Beispiel19. Wir betrachten die Explosion voK [z, y, z] im Ideal .7, - %, = (x,y)
(v,y,2) = (2%, 2y,9?%, v2,y2). Esist.#; C #. Nach Lemma 4 entsteht das Newton-
polyederP = N(.#;-.%3) als Minkowski-Summe vo?, = N (%) undP, = N(%).

In unserem Fall bilden die Ecken vd# das Standardsimplex, wahrend die zwei Ecken
von P; die Verbindungsstrecke vai, 0,0) und (0, 1,0) begrenzen. Durch Verschie-
ben des Standardsimpex entlang dieser Strecke erhalten wir das neue Newtonpolyeder
P.

Rechnerisch: Betrachte die Punkig+ e; miti € {1,2} undj € {1,2,3}. Da die
Wolken nicht disjunkt sind, sind nicht allg + e; notwendig Ecken. In unserem Bei-
spiel iste; + e; = %(Zel) + %(2e2). Dieser Punkt liegt also auf der Kante zwischen
2e, und2es. (Wir kdnnen hier nicht Lemma 3 anwenden, da die SummeRoond

P, nichtdirektist!).

Durch Berechnen der Idealtangentenkegel in den 4 EckerPvaghen wir, dass diese
simplizial und unimodular sind. Daher ist das Produktidéal .7, zahm.

Lemma 8. Wir betrachten zwei Koordinatenidealé := (z; : i € I)und ¢ := (z; :
jeJ)inK[zy,...,z,| mitl C J.Dannists - _# zahm.

Beweis. Wir zeigen die Glattheit der Explosion wieder mit unserem Zahmheitskriteri-
um: Die beiden Newtonpolyedét = N(.#) und@ = N(_#) sind jeweils zahm. Da

die Wolke! von .# in der WolkeJ von _# enthalten ist, kdnnen wir hier nicht Satz 9
anwenden.

Wir werden die Simplizialitat und die Unimodularitat der Idealtangentenkegel in den
EckenvonR = P+@Q durch direktes Berechnen der minimalen Erzeuger zeigen. Seien
0.B.d.A.J={1,...,n}tundl = {1,...,k} mit1l < k < n. (Falls spezielk = 1 gilt,

wird .# nur vonz; erzeugt. Dann ist abe¥ ((z;) - _#) das Newtonpolyedef) ver-
schoben um den Vekter; . Durch diese Translation haben sich die Idealtangentenkegel
in den Ecken vor®) nicht verandert. Sie besitzen inshesondere dieselben Erzeuger.)
Nach Lemma 4 sind alle Ecken vanvon der Forme; + e;, wobeii € [ undj € J.

Wir betrachten zuerst die VektoregH-e; mit4, j € INJ = I. Hier erhalten wir Ecken

der GestalRe; fur allei € I. Die Punktee; + e; fiir i # j € I sind keine Ecken von

R, da sie in der konvexen Hiille dee; enthalten sind. Nach dem Zahmheitskriterium
reicht es also aus, die Idealtangentenkegebderu betrachten. Weiters erhalten wir
Ecken der Forne; + e; mit: € Jundj € J\I.

Der Idealtangentenkegel vah in einer Ecke2e;, wobeii € I, wird nach Lemma 6
von denn Standardbasisvektoren, den Vektorere, — e;, fur allek € I'\i und allen

e; —e; fir j € {1,...,n}\i erzeugt. Folglich ist ein minimales Erzeugendensystem
des Idealtangentenkegelsda; gegeben durch

ITgei<f . f) = N(ei,ej —e; 1 j € {1,,n}\z>

Der Idealtangentenkegel ist somit simplizial. Die Unimodularitét folgt aus Lemma 7.
Fur Ecken der Gestadi; + e;, wobeii € 1,5 € {1,...,n}\I, folgt aus Lemma 6

ITe,ye, (I - 7)=nlex —ei:kcl\i,e;—eje,—e;j:kecJ\(jUI) ej).

Dabei sind dies wie gewiinschtgen@d| — 1) + 1+ (|J| - || - 1)+ 1= |J|=n
Erzeuger. Der Kegel ist wieder simplizial und unimodular, damit ist alles gezeigt.

Bemerkung.Im Beweis sieht man, wie sich die Ecken vémund @ durch die Sum-
menbildung verandern: Jeder Exponentenvekiosnes Monomsk? wird in einer
Koordinatenrichung um eine Einheit verschoben. Er befindet sich nun auf der affinen

49



Hyperebené&_" , a; = 2. Dabei entsprechen die Eckee; im neuen Newtonpolyeder
R mit ihren Idealtangentenkegeln genau den Eakeim P bzw. ). Die Idealtangen-
tenkegel von EckeRle;, miti € I, haben sich nicht verandert. Eckep die nur in
@ vorkommen, werden durch die Summenbildungszu- e;. In diesen neuen Ecken
bleiben die Erzeuger der zugehdrigen Idealtangentenkegel fey, aret & € J\I die-
selben wie inQ. Die Erzeuger; mit k € I\: werden ersetzt durcey, — e;. Fur den
Erzeugere; ergibt sich auch der entsprecher@e/ektore; — e;. (Das gréRere Ideal
dominiert also!) Wir erhalten insgesanit + (|.J| — |I|) - || Ecken inR.

Korollar. Sei.# = (x*: a € A) ein monomiales Ideal i& [z1, ..., z,]. Sei.# zahm.
Dann ist auch#? := .# - .# zahm. Im Newtonpolyeder bleiben alle Idealtangentenke-
gel gleich.

Beweis.Das Korollar folgt fir ein homogenes Idea auch aus der Isomorphie der
Rees-Algebren vor und.#?2 (vgl. [Hs, Ex. 5.10. (b), ] bzw. [EH, Ex. I1I-15]). O

Wir erhalten aus dem obigen Satz weiter: Bar= (z; : i € I) sind die Ecken von

P = N(.#2) gegeben durche;, wobeii € I. Dies impliziert: Falls in einem Produkt
von Koordinatenidealen ein Faktor mit einer Potenz gréRer gleich 2 vorkommt, veran-
dern sich die Idealtangentenkegel der Ecken nicht. GenauerySet 7" - - - .7,**

mit a; > 1 fiir allei. Sei _¢,.q := 41 - - - .9, das zugehorige reduzierte Ideal. Dann
sind die Ecken voiV(_# ) von der Form _ «;e;,, mit j; € I; und die Idealtangenten-
kegellTs: u,e; (#) sind identisch Ml Ty~ ¢, (_Zred).

Wir betrachten nun einen allgemeineren Fall von ineinander enthaltenen Idealen:

Satz 10. Sei.# = []’_, . ein Produkt von Koordinatenideales; = (z; : j € I;).
Sei_# ein Koordinatenideal, dasZ enthélt. Dann gilt: Ist# zahm, so auchy? - .7.

Beweis. Wir betrachten die Newtonpolyedét = N(.#) und@ = N(_¢). Esist zu
zeigen, das® + (@ zahm ist. Die Ecken vo + (@ sind bekannterweise von der Gestalt
a + b, wobeia eine Ecke vonP undb eine Ecke vor) bezeichne. Schreibe fur die
Menge{e,, — ey : m € M} kurzey — eg.
Nach Lemma 2 diirfen wir annehmen, dgis= (z1,...,z,) ist,d.h..J = {1,...,n}.
Fur allej € J gilt:

ITe;(7) = nlen; — e, €;).
Betrachte nunP. Da.¥ = ([[;_, z;, : ji € I;) ist, sind alle Ecken vor® von der
Form)" axey, wobeiay, € N, >, ap = sund allek € I := | J]_, I, sein missen.
Weiters muss fur allé # &’ in I; bzw. I;; gelten:k, k' & I, N I;r.
Nun zu den ldealtangentenkegeln der Ecken PoilNach Lemma 6 folgt

ITS ayer (F) =N(€1 Ky — €kyse - €I \ky — €y €hyse - €k €\T)-

Nach Voraussetzung ist zahm. Wir kdnnen also unter déf | — 1 +-- -+ || — 1+

s+ (n—|I) = X.7_, |I;| + n — |I| Erzeugervektoren genauStiick finden, die linear
unabhéngig sind und die den ganzen Idealtangentenkegel erzeugen. Betrachten wir nun
den Idealtangentenkegel zu einer Eeke: 3 aey + e; in P 4+ Q.Wir mussen zwei

Falle unterscheiden:

1. Fall. Es gebe ein, sodasg € I; N J = I, ist. Nach Lemma 6 gilt

ITy(I 7)) = n(er\ky — €k1s-- €I 0\k, — €ky»©kys- -+ €k, €\, €1\j — €j,€)).

Hier kdnnen wir alle Erzeugeg ;\ ; durche ;\; — e; ersetzen. Dg € I; gilt, muss
es eink; € I; geben, sodasp = k; gilt (es gelte 0.B.d.Ai = 1). Da alle Vektoren
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der Forme ;\; — e; Erzeuger des obigen Idealtangentenkegels sind, sind unter diesen
Erzeugern auch die Vektoren, — e; fir alles > 1. Das wiederum bedeutet, dass wir
die Erzeuger der Form;, — e; schreiben kdnnen ale;, — ex,) + (ex, — e;). Daher

gilt nun schon etwas vereinfacht

ITa(]f) = N(eh\j —ej7...,e15\ks —ej,ej,ek2 —ej,...,eks —ej,eJ\I —ej>.

Die minimalen Erzeuger des ldealtangentenkegelsRon @ in a sind also (bis auf

ex, — e; und diee,\; — e;) von derselben Form wie die minimalen Erzeuger von
ITs o6, (F). Allerdings werden die Erzeugervektoren/ihwie folgt ersetzt: Jeder
minimale Erzeugeer,\x, — ex, VONIT5- ,, ¢, (&) wird transformiert zwe;,\ ., — e;,

bzw. ey, geht Uber auky, — e;, bzw.e;\; ~ e, ; — e;. Dies sind genaw linear
unabhéngige minimale Erzeugervektoren. Nach Lemma 7 ist der Idealtangentenkegel
somit auch unimodular.

2. Fall. Sei nunj € J\I. Analog zum Fall 1 werden diesmal wegen— e;, fur alle

k € J\j, alle Erzeugee,\;,, — e; eliminiert von(e;,\x, — ex,) + (ex, — €;), und
weiters wirdey, zuey, — e;. Wir erhalten also

ITy (I 7)) =n(€1\ky —€k1s- - > €I \k, —€k,s €k —€j, ..., €k, —€j, €1\ ([Uj)—€j, €})

und analog zum 1. Fall finden wir linear unabhangige minimale Erzeuger des Ideal-
tangentenkegels vanin P + Q.

Mit diesen beiden Fallen haben wir alle moglichen Ecken abgedeckt, dabér igt
zahm. O

Das Produkt von zwei Koordinatenidealen
Als nachstes betrachten wir das Produkt zareibeliebigen Koordinatenidealen.

Satz 11. Seien = (z; : i € I)und ¢ = (z; : j € J) zwei Koordinatenideale in
Klzy,...,xy mitl, J C {1,...,n}. Wir setzenK := InJ, weiters seied; = I\ K
undJ; = J\K. Dannist.# - _# genau dann zahm, wenn die beiden Ideale entweder
disjunkte Wolken besitzen oder wenn eine Wolke in der anderen enthalten ist.

Beweis. Wir betrachten die Newtonpolyeddt = N(.#), Q = N(_Z)undR =

P+ Q = N(#_7). Alle Ecken vonR sind bekanntlich von der Gestaif + e; mit

1 € Tundj € J. Dabei missen einige Falle unterschieden werden. Es gelte 0.B.d.A.
IuJ ={1,...,n}. (Sonst kdnnten wir die, so permutieren, dadsJ.J = {1,...,k}

fur eink < n und dann Lemma 2 anwenden.)

1. Fall. Seieni = j € K. Die ldealtangentenkegel vdnin e; werden erzeugt von den
n Vektoreney; — e;,e;,er, — e; bzw.e;, wahrend inQ gilt: ITe,(_7) = n{ex\; —
e;.e;.er,,ey, — e;). Dasimpliziert

ITse, (S - /) =N <eK\i —ej,e;,er —e;,e; —e;).

Der Idealtangentenkegel vé@e; in R ist somit simplizial und unimodular (Genauer:
ITse, (5 - 7)) istgleichIT,,((zr,z)). Wir erhalten in der:?-Karte denselben Kar-
tenausdruck wie in der;-Karte der Explosion im IdeaV’ + 7!

2. Fall. Seieni, j € K, miti # j. Wegene; + e; = %(2e;) + (2e;) iste; + e; keine
Ecke vonR.
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3. Fall. Sei € K undj € J;. Fur den Idealtangentenkegel vénin e; + e; gilt

ITei+ej(j/) = N<eK\i —€;,e,er — ei7eK\i —€;,€; — ej7e11aeJ1\j - ej7ej>

= N(eK\i —€;,er, —€4,,e, — ejae.]l\j - ejaej>'

Wie sich der Leser leicht Uberzeugen kann, sind dies wieder getiagar unabhan-
gige Erzeuger voilTe, o, (-# ¢ ), deren Volument1 betragt. Anders ausgedrickt:
auch die Karterx;z; miti € I NJ undj € J\I sind immer glatt.

4. Fall. Seii € I; undj € K. Symmetrisch zum dritten Fall.

5. Fall. Seien zuletzt € I; undj € J;. Hier bekommen wir Probleme mit der Simpli-
zialitat. Wir erhalten namlich fur den Idealtangentenkegel %on der Eckee; + e;:

ITe e, (I - 7) =n(ex —ej,ex —ej,er\; — €, e, e \; — €j,€j).

Dies sind2| K|+ |I1| + | J1| = n + | K| minimale Erzeuger. Wir kbnnen ein Erzeugen-
densystem mit. Erzeugern im folgenden Fall finden: I&t = I N .J = (), dann bilden

die Wolken der beiden Ideale eine Partition voh ..., n}. Nach Satz 9 ist? - 7
zahm. Sonst ist der Idealtangentenkegelfér/, undj € J; nie simplizial, da immer

zu viele minimale Erzeuger der Forep — e; bzw. e, — e; fir alle £ € K vorhanden
sind.

Die Idealtangentenkegel varin Ecken wie im Fall 5 sind also nur fir Ideale mit dis-
junkten Wolken simplizial, wahrend die Ecken wie in den anderen 4 Falle nie Probleme
machen. Gilt alsd; = () oderl, = (), so ist.# - _# ebenso zahm. Dann existieren
keine Ecken wie im Fall 5 irR. Somit haben wir alle Behauptungen gezeigt. O

Das Produkt von drei Koordinatenidealen

Wir haben in Satz 11 gesehen, wann die Explosion A8mit Zentrum das Produkt

von zwei Koordinatenidealen glatt ist. Nun betrachten wir das Produkt von drei Koordi-
natenidealen. Mit Hilfe von Maple kénnen wir fir drei Faktoren alle Falle fir bestimm-
te n durchprobieren: Wir berechnen wieder die Idealtangentenkegel zu jeder Ecke des
assoziierten Newtonpolyeders. Wesentlich dabei ist, wie sich die Wolken der drei Idea-
le zueinander verhalten. Wir benétigen noch folgende Notation:

Fir zwei Menger, J bezeichnd AJ = (I\J) U (J\I) die symmetrische Differenz
vonl undJ. Speziell furl,J C {1,...,n}git IANT ={k: k¢ INJ}.

Wir betrachten also drei Koordinatenideale, #,. ¢ in K[z1,...,z,] mit & =
(@iziel), f=(xj:jeld), X = (xp:keK)furl,JK C {1,...,n}.

Dabei braucht man mindestens Dimension= 7, um man alle mdglichen Schnitte

der drei Wolken modellieren zu kénnen. Insgesamt gibt es damerschiedene Kon-
figurationen der Wolken (wobei man sofort einige ausschliel3en kann, z.B., wenn eine
Wolke die leere Menge ist). Maple liefert (in annehmbarer Zeit!) eine Liste der zahmen
Ideale.

Sei =7 ¢ - mitWolke P =1UJUK.Dann% zahm, wenn

(1) P = IUJUK,

(2 P=JUK undI C J,
RP=IUJ=IUK=JUKundIAJCK,INK CJ,JAK C1I.
WP=Kmit(JUJ)CK,
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Bemerkung.Seltsam ist hier Punkt (3). Ein Beispiel dazu: Seier= 4 und I =
{1,2,3},J = {1,2,4}, K = {1, 3,4}. Die zugehdrigen Ideale definieren 3 Geraden
im A, die in einem 3 dimensionalen Unterraum uvhenthalten sind.

Hier sieht man schon ein wenig Struktur. Das Produktidéal # - ¢ ist zahm, wenn
schon.# - _# zahm war und zusétzlicK ist disjunkt zul U J ist. Diese Uberlegung
beinhaltet die Félle (1) und (2). Schwieriger ist die Erklarung bei (3) und (4): Hier
wird die Singularitat der Explosion it - ¢ offenbar durch Multiplikation mit’z”
“gezahmt”. Wie beim Rosenbergideal wird eine Ecke mit nichtsimplizialen Idealtan-
gentenkegel voiv (.# - _#) durch Summenbildung miv (.#") gestreckt.

Vermutung fur das Produkt von vier Idealen. Sei nun.y = %, - .%, - %3 - ., mit
jeweiligen Wolkenl; bzw. I. Dann ist.# zahm, wenn

(1) A - H5 - S5 zahmist,und, D I; U, U T3 oderly N (I UI, U I3) = 0 gilt, (Dies
haben wir sogar schon allgemeiner bewiesen, vgl. Satze 9, 10)

(2) die Wolken der vier Ideale wieder von der speziellen Gegtalt I; = I und
LAI; C I furallei # j # k € {1,2,3,4} sind.

3.5 Bauchige Mengen

Wir gehen der Frage nach, wann die Explosion 4&sin einem beliebigen Produkt
von Koordinatenidealen glatt ist. Eine ahnliche Fragestellung kommt beim Problem
der Kompaktifizierung des Komplements von Untervarietaten einer glatten algebrai-
schen Varietat vor. Erstmals wurde die Kompaktifizierung von Konfigurationenrdumen
von Fulton und MacPherson in [FM] studiert. In dieser Arbeit werden Konfigurationen-
raumeF (n, X) von glatten algebraischen Varietat&nbetrachtet. Dabei ist'(n, X)

ein Raum vom-Tupeln von paarweise verschiedenen Punktekin

Fn,X)={(z1,...,2,) € X" 1 ; # a; flri # j}.

Durch eine Folge von Explosionen wird eine Kompaktifizieru¥ign] von F(n, X)
konstruiert, sodass das Komplement des urspriinglichen Konfigurationenraumes ein
normaler Kreuzungsdivisor ist. De Concini und Procesi haben in [DP] diese Idee verall-
gemeinert undvunderbare Modellgon endlichen Familietinearer Unterraume eines
VektorraumsX eingefuhrt. Dabei wird fur ein derartiggsrangementvon linearen
Unterrdumen ein Modell konstruiert, sodass wieder das Komplement dieser Unterréu-
me unverandert bleibt und die Unterraume durch einen normalen Kreuzungsdivisor
ersetzt werden. Eine Famili@ von Unterraumen, die diese Bedingung erfillt, hei3t
bauchige Mengéengl.Building Se}.

Wunderbare Modelle wurden spéater von MacPherson und Procesi in [MP] auf konische
Varietaten UberC verallgemeinert. Dabei verwenden sie konische Stratifizierungen
und verallgemeinern den Begriff der bauchigen Menge. Spezielle Kompaktifizierun-
gen werden auch von Hu [Hu] und Ulyanov [UIl] betrachtet. Eine Verallgemeinerung
auf Kompaktifizierungen von Arrangements von Unterrdumen einer glatten Varietéat
stammt schlieBlich von Li Li, siehe [Li]. Feichtner betrachtet in [Fe] wunderbare Kom-
paktifizierungen vom kombinatorischen Standpunkt aus.

Wir werden nun bauchige Mengen einfuhren. Dabei folgen wir hauptséchlich der Dar-
stellung in [DP], da wir ohnehin nur Verschwindungsmengen von ldedlen (x;, i €

I) betrachten, die uns immer lineare Unterrdume liefern. Dann werden wir mit unse-
rem Zahmheitskriterium beweisen, dass die Explosion in einem Prqqukt;, mit
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G = (z; : j € L), dlattist, wennG := {G,} eine bauchige Menge ist. Allerdings
werden wir auch sehen, dass diese Bedingung zu stark ist. Wir kdnnen sogar schon
in kleiner Dimension ldealeZ; finden, fiir die gilt: Die Ideale bilden keine bauchige
Menge, das Produlf], .#; ist aber trotzdem zahm.

Wir definieren zuerst bauchige Mengen dual und werden dann den Zusammenhang
zwischen den Koordinatenidealen und den zugehdrigen Vektorraumen erlautern.
Betrachte also einen Vektorraur= R"™. SeiVV* der Dualraum z\/. SeiC eine end-

liche Menge von nichttrivialen Unterrdumen véft, die abgeschlossen unter Sum-
menbildung ist. Dabei ist aucti* € C erlaubt. Wir nenner® ein Arrangement/on
UnterrGumen.

SeiU € C. Dann sindJy, ..., U € C mit k > 2 eineZerlegungvon U, wenn
U=U,® - -dU;
und wenn fir jeden Unterraush C U in C auch alleA N U; in C sind und
A=AnU)® @ (ANUy)

gilt. Wenn ein Unterraund/ keine Zerlegung i€ besitzt, so heil3¥/ irreduzibel Die
Menge der irreduziblen Elemented@nbezeichnen wir mitF bzw. F¢.

Beispiel20. (1) SeiV* = g(uy,...,us). SeiC = {Uy,..., Uz} ein Arrangement mit
U = g(up,ug,ug), Uz = g(w), Us = g(ug), Us = g(uz), Us = g(ui,ug),
Us = i {uz,uz) undU; = g(uy,us). DannistlU; = Us ¢ U, eine Zerlegung von
U., denn:Us undUs sind irreduzibel und/s, U; C U lassen sich als direkte Summen
U; NU4 @ U; N Us mit Elementen au€ darstellen.

(2) Es seilC’ = C\{Us}. DannistU; = Uy @ Us keine Zerlegung, d&s C Uy in C’
ist, aberUs N Us = g (uy) ¢ C'. AulRerdem ists weder inU, noch inUs enthalten.

Satz 12. Jeder Unterrauni in C besitzt eine eindeutige Zerlegubg:= @f;l U; in
irreduzible Unterraumé/;. WennA C U irreduzibel ist, so gilt bereitst C U; fur ein
7.

Beweis. Wir zeigen zu Beginn die zweite Behauptung des Satzes. Seidlazd/ =
@le U, die eindeutige Zerlegung in irreduzible Elemente. Dann muss nach Defini-
tion der Zerlegungd = Eszl(A N U;) gelten. Fir einen Unterrau® C A in C
muss ebens® = @Y (BN U;) = @®F_, BN (AN U;) sein. Das impliziert, dass

A reduzibel ist, auBeA C U; fur eini: Dann sind fir allej # i die Unterrdume
ANU;=0¢C.

Fur die Eindeutigkeit nehmen wir an, ddgzwei verschiedene Zerlegung@f:1 U;

bzw. @2:1 W; in irreduzible Komponenten besitzt. Wahle éin C U. Da U; ein
irreduzibler Unterraum voly ist, so musdJ; in einemW; enthalten sein. D& irre-
duzibel ist, muss es in einet),, enthalten sein, d.h., es gli; € W; C U,,. Daraus
folgt U; = U,, (direkte Summe!) und’; = W;. Die Zerlegung ist also eindeutig.

Wir zeigen die Existenz mit Induktion tber die Dimension gnFir dim(U) = 1

ist U = U die einzige Darstellung voiy, und der einzige Unterraumd C U in C

ist U selbst, daher ist auch die zweite Bedingung fir eine Zerlegung erfillt. Fur den
Induktionsschritt nehmen wir an, dass dllé € C mit dim(W) < d eine irreduzible
Zerlegung besitzen. Séi € C von Dimensiond + 1. WennU selbst irreduzibel ist,
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sind wir fertig. Sonst besitZ eine Zerlegun@f:1 Ui, wobeidim(U;) < d + 1 flr
alle i gilt. Daher besitzt jede#; eine irreduzible Zerlegunyy; = @f;l U;; und flr
aleACU;inCistA = @f"’:l(A NU,;). SomitistU = €, ; U;; eine direkte Sum-
me von irreduziblen Unterraumen. Wir missen noch die Bedingung amBafle U
in C nachprifen: Fur jeden Unterrau C U gilt nach Definition der Zerlegung
B = @le(B NU;). DaBNU; € C ein Unterraum voit; ist, existiert die irreduzible
ZerlegungB N U; = @f;l(B NUi;). Alsofolgt B = P, (BN Ui ;). O

Eine Zerlegung wie im obigen Satz nennen wir idieduzible Zerlegungon U.

Wir listen nun einige wichtige Eigenschaften von Zerlegungen auf, die wir fir die
Charakterisierung von bauchigen Mengen brauchen werden.

Korollar. (1) SeiU inC mitU = @le U;, wobei alleU; in C seien. Dies ist genau
dann eine Zerlegung voli, wenn fir jedes irreduzibld in C gilt: Aus A C U folgt

A C U, fur eini.

(2) Fur zwei irreduzible Unterrdumed, B in C ist entwederA + B irreduzibel oder
A @ B ist eine irreduzible Zerlegung.

(3) WennA = > A, gilt, wobei alle 4; in C irreduzibel seien, so sind die irreduziblen
Komponenten vod auch Summen von einiget).

Beweis.Fir (1) sei zuerstU = U; & ... & Uy, eine Zerlegung vor/. Wir kdnnen
jedesU; in seine irreduziblen Komponentéh; zerlegen. Dann muss jedes irreduzible
A C U in C nach dem obigen Satz in eindify; und damit auch in einerdi; enthalten
sein. Die andere Implikation folgt auch sofort: $&i= @, U; und sei jedes irreduzi-
ble A C U; fir eini. Fir einen beliebigen Unterraum C U gibt es eine eindeutige
irreduzible Zerlegund3 = @2:1 B;, sodass jedeB; in einemU; enthalten ist. Dann
ist fur alle der SchnittB N U; = P, B; eine Summe ubef mit B; C U;. Dies
impliziert B = EBf:l(B nU;).

(2) Seien nurA, B C U irreduzibel. Dann gibt es nach dem obigen Satz zwei Unter-
raumeU; undU; aus der irreduziblen Zerlegung vaén sodassA C U; und B C U;.
Somit ist

A fallsl =i,
(A+B)NU, =¢B fallsl=j,
0  sonst.

Nach Definition der Zerlegung ist+ B = @le((AJrB)ﬂUl) = (AnU;)®(BNU;).
Wenni = j ist, dann istd + B irreduzibel, sonstistl + B = A & B die irreduzible
Zerlegung. Dennfirall€ C A@ B CUInCgiltC = (CNU;) @ (CNU;) =
(CnA) @ (Cn B). Damit ist auch (2) erledigt.

(3) schlieflich folgt sofort aus (2). O

Satz 13. SeiU = @le U; in C eine Zerlegung volV. SeiC' C U ein ElementirC,
das maximal irJ ist. Dann existiert ei < k, sodass”; = U; NC'inC, mitC; C U;
maximal inU;, undC' = C; & (B,; Ui).

Beweis. Wir konnenC' = @le(Ui N C) nach Definition der Zerlegung schreiben. Da
C echt inU enthalten ist, existiert mindestens &k := U; N C C U;. Dies liefert

C CCja (B,4Ui) ¢ U.DaC maximal inU ist, muss Gleichheit gelten. Damit
haben wir dag”; mit den gewiinschten Eigenschaften gefunden. O
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Nun kommen wir zur Definition von bauchigen Mengen. Wir werden zwei weitere
aquivalente Charakterisierungen beweisen. Aulerdem kénnte man bauchige Mengen
auch direkt, ohne Ubergang zum Dualraum, definieren. Diese Definition ist aber nicht
sehr handlich.

Sei G eine nichtleere Menge von nichttrivialen Unterraumen ¥6n Sei das Arran-
gementCg die Menge von Unterraumen, die man als Summe von Elementén in
darstellen kann, und sei¢fy = F¢, die irreduziblen Elemente iig.

Dann heif3t7 bauchige Mengenvenn gilt: Jedes Element € Cg ist die direkte Summe
C= @le G, der Menge der maximalen Elemertig, . . . Gy in G, die inC enthalten
sind.

Satz 14. Unter diesen Bedingungen kann man jedesausCg und B C C darstellen
alsB = @le(B NG;),d.h.,C =G @--- @ Gy, ist eine Zerlegung voo'.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass fiir jed@sC C in Cg die direkte Summ@f:1 (BN
G;) wieder gleichB ist. Wahle dazu eil’ € Cg. Nach der Definition der bauchigen
Mengeg gilt C = G1®. . .Gy, wobei dieGG; die maximalen Elemente vahsind, die

in C enthalten sind. Sei nuB C C'in Cg ein Unterraum. Wieder nach Definition der
bauchigen Menge kénnen wi als direkte Summé3 = B’_, B; schreiben, wobei
die B; die maximalen Elemente agssind, die inB enthalten sind. Da di&'; maximal
sind, muss jede8; in einemG; enthalten sein (denn sonst wése + G; C CinC,
was einen Widerspruch zu Maximalitat déf liefern wirde). Daher ist jedeB N G,
eine direkte Summe voR;. Da keinB; in meherererts;’'s vorkommen kann, ist somit

auchB = @le(B NG;). O

Man kann bauchige Mengen auf unterschiedliche Weise charakterisieren, wir zeigen
nun zwei andere aquivalente Darstellungen (vgl. [DP, Thm. 2.3]).

Satz 15. SeiG wie oben eine Menge von Unterraumeriifi. Dann sind aquivalent:
(1) G ist eine bauchige Menge.
(2) Es gelten:
() Fg € Gund
(b) Wenn4, B € G sind undA + B keine Zerlegung ist, dann ist schdrt B € G
(speziell gilt dies naturlich fird N B # {0}).
(3) G erfillt (2) (a) und
(b)Wenn4, B € GundA = @;_, A, die irreduzible Zerlegung voA in g und
B D A, fir eins ist, so ist schom + Bin G.

Beweis. Zuerst zeigen wir die Richtung ) = (2). Zuné&chst die Bedingung (a): Sei
Firreduzibel inCg. Dann hatF' nach Definition eine Zerlegung i§i. Da jedochF’
irreduzibel inC ist, so muss scho#’ selbst inG liegen. Fur (b) nehmen wir an, dass
fur zwei UnterrAumed, B € G die SummeA + B keine Zerlegung ist. Wir kdnnen
A + B als Summe der maximalen Elemente+ B = @, G; in G schreiben. Dann
misserd, B in einemG; enthalten sein, denn: Angenommen es existiert kesndass
A C G; ,wobeiG; € A+ B fiur allei ist. Wahle ein derartige§'; aus der obigen
Zerlegung, wobed N G; # {0}. Da A und G; in G liegen, ist auchd + G, in G.
Allerdings ist ebensal + G; C A + B, was einen Widerspruch zur Maximalitat von
G, liefert. Da A + B keine Zerlegung ist, so ist + B irreduzibel. Daher missen
A, B beide in demselbe&; enthalten sein (hach obigem Korollar, (1)). Daraus folgt
A+ B = Gl €q.
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Wir nehmen nun an, dagsbeide Bedingungen von (2) erflllt. Um (3) (b’) zu zeigen,
seienA, B € G zwei Unterrdaume, sodads O A; fir ein i gilt. Da B eine der irre-
duziblen Komponenten vod enthdlt, ist die Summel + B nicht direkt, also keine
Zerlegung. Daher ist nach Bedingung (b) auth- B in G.

SchlieBlich gelte (3). Wir missen zeigen, dass wir jedem Cg als direkte Sum-
me von maximalen Elementen véhschreiben kdnnen, die zuséatzlichgrenthalten
sind. Wir kénnerC in irreduzible Elemente id zerlegen, als6’ = @ _, C;. Seien

G, die maximalen Elemente if, die in C' enthalten sind. Sei weiters beispielsweise
Gy = A @ ... P A, die Zerlegung in irreduzible Elemente. Dg C G, in C ent-
halten ist, und irreduzibel ist, so muss nach obigem Satz (bzw. Korollar (1)) jgdes
in einemC; enthalten sein. Nach (3) (b’) ist dann auGh + C; C C in G. DaG;
allerdings maximal ist, musS; C G, gelten. Nach Korollar (2) muss jed€s eine
direkte Summe von einigefi; sein. Wenn zwei verschiedenk dasselb&’; enthalten
wuirden, wére auch ihre SummegnDas ist aber ein Widerspruch zur Maximalitat der
G;. Insgesamt gilt: D& alle irreduziblen Elemente enthélt, enthélt es insbesonders die
C;. Jeded’; ist in genau einendr; enthalten. Daher ist jedes; die direkte Summe
von gewisserC;, wobei jede<”; nur in einemG; vorkommt. Daher k6nnen wir auch
C als direkte Summe de¥; darstellen. O

Es bleibt anzumerken, dass die Zerlegung n= @, G; in G eindeutig ist. Dies
folgt aus der Maximalitét def7;. AuRerdem gilt fur alled in G, A C C, dass ein
existiert mitA C G,;. Zum besseren Verstandnis noch einige Beispiele fir bauchige
Mengen.

Beispiele.SeiC ein Arrangement von Unterrdumen.

(1) C ist eine bauchige Menge. Dies ist klar, da wir jedés C als “direkte Summe”

des maximalen Unterraunds darstellen kénnen.

(2) Fc ist eine bauchige Menge. Dies folgt aus Satz 15 (3): Bedingung (a) ist erfuillt
und fir (b”) betrachte zwei Elementé, B € Fg. Dann istA schon die irreduzible
Zerlegung vor4, und fallsB O A, soistB + A = A schon inFg.

(3) Ein konkretes Beispiel: S&* = K3 mit Basisvy, va, vz und seiG = {G1, G,

Gs} = { k(v1,va), k(v1,Vs), k(va,v3)}. Dann istG keine bauchige Menge, da

K? = g(vi,va,v3) =G1 +Go = G1 + G3 = G2 + G

keinedirekte Summe von maximalen Elementen v@rist.

Wenn wir jedochg’ := G U { x(v1, va, v3)} betrachten, so sind alle Summen direkt,
dafg = g/.

Wir kénnen bauchige Mengen auch direkt definieren, ohne in den Dualraum tberzu-
wechseln. Hier arbeitet man dann mit minimalen Schnitten von Unterréumen. Da wir
ohnehin die Ideale der Verschwindungsmengen betrachten, ist es flr uns leichter, im
Dualraum zu bleiben. Der Vollsténdigkeit halber gebe ich noch die géngige Definition
fur den “Primalraum” an (vgl. hierzu auch [Li] und [MP]). Beachte: diese Definiti-
on gilt allgemeiner fir Untervarietaten einer nichtsingularen Varigtaicht nur fir
lineare Unterraume. Zuerst brauchen wir noch den Begriff des Arrangements von Un-
tervarietaten.

Ein (einfachesArrangement von Untervarietateron Y ist eine endliche Mengé&
bestehend aus nichtsingularen, abgeschlossenen UntervarigtdieYi, die folgende
Bedingungen erfullt:

(1) Alle Schnitte), S; sind regulér (schematheoretisch), d.h., die definierenden Ideale
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Is, undIs; von je zweiS; undS; in S erflllen die Gleichund's, + I's; = Is,ns, und
allgemein furk Untervarietéterb;, in S

k
E IS_“ - ISjl ﬂ...r‘ISjk .
i=1

(2) S; N S; ist entweder gleich einetfi, ausS oder leer.

BemerkungBedingung (1) bedeutet, dass ein Arrangement von Untervarietaten insbe-
sondere eitMikado Schemast. (Ein Mikado-Schema ist ein Schema, das eine Vereini-
gung von glatten Komponenten ist, sodass alle mdglichen Durchschnitte dieser Kom-
ponenten (schematheoretisch) regular sind.) Naheres dazu findet sich in [Ha3, Li].

Beispiel2l. (1) SeiS = {51, 52,53} in A3 mit Is, = (z,y), Is, = (x,2) und
Is, = (z,y, z). Dann istS ein Arrangement.

(2) SeinunS = {U,,V,W,UNV,UNW,VNW,UNV N W}, wobeiU die zz-
Ebene mitly; = (y) , V die zy-Ebene mitlyy = (z) und W ein Paraboloid mit
Iy = (22 —y — z) seien. Dann isf kein Arrangement id\?, denn: EsisU NV NW
der Nullpunkt mit Idealz, y, z). Es gilt aber

IU+IV+IW: (yazvxzfyfz) = (x27yaz)‘

Daher ist dieser Schnitt nicht regulér.

SeiS ein Arrangement von Untervarietaten viin Eine Teilmenge&; C S heiRtbau-
chige Mengén S, wenn firr jedess € S alle minimalen Elemente i6, die S enthalten,
einen transversalen Schnitt haben. Zusatzlich muss dieser Schnittgeaau (Trans-
versaler Schnitt von nichtsinguldren Untervarietéfen. . . ; A, bedeutet hier, dass fir
jeden Punky € Y qilt:

Ti,®...0Tx,

d.h., die orthogonalen Komplemente der TangentialrAumg¥ ibilden eine direkte
Summe im Cotangentialrauij;.)

Nun kommen wir wieder zu Produkten von Koordinatenidealen zuriick. Wir haben uns
ja die Frage gestellt, wann ein derartiges Produkt zahm ist. In [Li, Thm. 3.3.] wird in-
duktiv gezeigt, dass die Explosion in einem Produkt von Idealen glatt ist, wenn diese
Ideale eine bauchige Menge bilden. Wir werden dies nun mit unserem Zahmheitskri-
terium beweisen. Allerdings ist die Bedingung, dass die Ideale eine bauchige Menge
bilden, keineswegs notwendig. Wir werden dazu ein Beispiel angeben.

Zuerst Uberlegen wir noch genauer die Beziehung Koardinatenidealenm Koor-
dinatenringK|x1, . .., z,] desA’ zu Koordinatenunterrdumexion K™: Wir identi-
fizieren ein Koordinatenidedk:;,i € I), wobei die Wolkel C {1,...,n} sei, mit
dem Koordinatenunterraum(x;, ¢ € I). Wir nennen daher eine Mengevon Idealen

C; ein Arrangement (von Idealenjvenn die zugehérigen Koordinatenunterrdume ein
Arrangement inA” bilden. Entsprechend heil3t eine Mengeine bauchige Menge
(von Idealen)wenn die zugehdrigen Koordinatenunterraume eine bauchige Menge in
A™ bilden.

Betrachte num\j, = K™ als Vektorraum ibef. In der Schreibweise von oben ist
V = K™. Sei’P ein Arrangement von Unterraumen und Eadie Menge aller Unter-
rdume inV* = V, die dual zu allen Unterraumen ¥ und ihren Schnitten sind. Ist
P = V(x; : i € I) ein Koordinatenunterraum, dann Bt das Erzeugnisgz;,i € I)
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in V*. Mit der dblichen Identifikationl/ = V* (euklidisches Skalarprodukt adif)
kdnnen wir schlie3lichP* = C'in C mit V(x; : ¢ ¢ I) identifizieren. Fir zwei Ideale
C; = (z;,i€I),C; = (xj,7 € J)in einem Arrangemerd gilt

V(Cz + Cj) = V(l‘k,k clU J) = V(Cl) n V(CJ)

Die SummeC; @ C; istdirekt, wennl N J = (.

Die Explosion in bauchigen Mengen

In diesem Abschnitt wollen wir mit unserem Zahmheitskriterium zeigen, dass ein Pro-
dukt von Koordinatenidealen zahm ist, wenn diese Ideale eine bauchige Mednge
ArrangementC = Cg bilden. Beachte dabei: Fir zwei Idealg, C; in C ist immer

Cr = C; + C; in C enthalten. Wir gehen in zwei Schritten vor: Zuerst zeigen wir, dass
das Produkt#; aller IdealeC; € C zahm ist. Wir haben schon gezeigt (Satz 15), dass
in einer bauchigen Mengg in C alle irreduziblen Elemente@’;, C; in C enthalten
sind. Es sind also alle nicht-direkten Summen von Eleme@ted’; in G. Zuséatzlich
sind nicht notwendig einige direkte Summeéha C; in G. (Wenn also z.BG = Fg,
dann sind keine direkten Summen in der bauchigen Menge enthalten)

Im zweiten Schritt zeigen wir, dass man Faktorgn = C; @ C; (beliebige direkte
Summen vorC;) im Produktideal’, = [], C; weglassen kann, ohne die Zahmheit
des Produktideals zu zerstéren.

Lemma 9. Seieny; := (z, : k € I;) Ideale inK|z1, ..., x,]. Sei.¥ := qu(fi +

;) das Produkt der paarweisen Summen gérDann ist die Explosion voA™ in ¥
glatt.

Beweis. Wir betrachten wieder die Idealtangentenkegel zu den Ecken des Newtonpo-
lyeders von.#. Wir missen zeigen, dass der Idealtangentenkegel zu jeder Ecke von
N(.#) simplizial und damit nach Lemma 7 automatisch unimodular ist. Wir werden
die obige Aussage mit Induktion tber die Anzahder Ideale zeigen. Fir = 2 gilt

4 = ¥ + . Dieses Ideal ist klarerweise zahm.

Wir fihren folgende Notation ein: Wir identifizieren eir; mit seiner Wolkel; C
{1,...,n}. Es bezeichnes;; := .#; + .#; und entsprechendi; := I; U I,. Seien

P;; = N(.%;;) die assoziierten Newtonpolyeder.

Nun zum Induktionsschritt vonaufr +1: Angenommen, das Ideat = [[; j=1(-%;)

1<
in K[x1,...,z,]istzahm. Esist zu zeigen, dass auéh % + .7, 1) - - - (ﬂﬂiﬂrﬂ)
zahm ist. Um die Notation zu vereinfachen, setzen yir:= .7, ; mit Wolke J =
I 1. Zuerst behandeln wir wieder die Giblichen Spezialfalle: Weh 7, dann ist
J;+ ¢ = ¢ furalleiund das obige Produkt lautet- 7" = (/- 7). _#"'. Der
erste Faktor ist nach Satz 10 zahm und durch die restlichet Faktoren werden die
Idealtangentenkegel der assoziierten Newtonpolyeder nach Korollar zu Satz 11 nicht
verandert.
Im Weiteren gehen wir folgendermalRen vor: Wir betrachten zuerst den Idealtangenten-
kegel in einer Ecke des Newtonpolyedé$.#) und schauen, wie die minimalen Er-
zeuger dieses Kegels bei der SummenbildungNe ) mitdenN (.#;+ ¢ ) transfor-
miert werden. Dabei wird schrittweise vorgegangen: Zuerst betrachten wir den Ideal-
tangentenkegel in einer Ecke voi( . )+ N (#1+_# ), danninN (#)+N (A1 + 7 )+
N(A2+ 7), etc. Formal: Sea := 3, _. ey, eine Ecke inP := N(.9) = >, . P;;.
Dabei istk;; € I;; furallei < j < r. Es kann also aucly,; = €k, s fur g #£ 'y’
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sein, d.h.,a hat die Form}_;_, aye, mit oy, € Nund >}, o = (3) (Anzahl

der Faktoren voi} [, _; .#;;). Jede derartige Eckeist die Summe von Ecken dé%;.

In den Idealtangentenkegeln bedeutet die Summenbildung eines beliebigen Polyeders
@ mit P;; einfach, dass zum Idealtangentenkeff€) (@) eines Punkteg in Q in
ITqJ,ekij (Q + P;;) die Erzeugee;, — ey, bzw.er, — ey, fur k;; € I;; dazukommen

(nach Lemma 6). Dabei bezeichagr — e;. die Menge{e,, — e, : m € M} fur eine

Wolke M C {1,...,n}. Weiters bezeichne,, — e, fir ein k € M die Menge

{em — e, :m e M\k}.

Zuerst betrachten wir eine Ecke fiir die eink in einem1;; existiert, sodass das zu-
gehorigeay, > 0 ist. Anders ausgedriickt: Zum Vekter, sind in einem Idealtangen-
tenkegell T, (.7;;) die Erzeugee;,\, — e, unde;, — e; enthalten, also sind diese
Erzeuger auch idT,(.#) enthalten.

Behauptung: Es wird eik € I; in mindestens: — 1 verschiedenerd; ausgewabhlt,
sodass die;,\, — e im Idealtangentenkegéll’, (.#) enthalten sind. Denn? ist die
Minkowskisumme von Newtonpolyedei}; mit : < j. Daher existiert in einem be-
liebigenP;; eine Eckee, mit o € I; odera € I;\I;. Angenommen, es existiert ein
sodass ing;; furallej € {1,...,r}\ijeweils eina € I;\I; in I;; ausgew&hlt wurde.
Wenn nun ein weiterek = ¢ mit derselben Eigenschaft existieren wirde, d.h., in allen
I.; ista € I;\I, gewahlt worden, erhalten wir einen WiderspruchZjpnmuss nam-
lich eina € I\ I; gewéahlt werden!

Damit haben wir gezeigt, dass es hochsteng gibt, sodas&eineErzeuger der Form
er\x —ex furallek € I; im Idealtangentenkegéll’, (.#) vorkommen. Somit erhalten
wir fuir jeden Faktor.;; von .7, in demk < I; gewahlt wird, im Idealtangentenkegel
zu einer Ecken die Erzeugeey,,;, — e; und allee;;, — e.

Seien nun 0.B.d.Al4,...,I, mit s > r — 1 die Wolken, die eink mit der obigen
Eigenschaft enthalten. Im Newtonpolyeder.2u (%, + #)--- (s + _#) giltdann
fur alle Ecken, die eine Sumnaet Y _;_, ex, mitmite, € I;UJ sind: Fir jedes Ideal
Z; + _# kommt entweder eie;, mit k ausl; oderk ausJ\I;, sodass;, = ey qQilt,
dazu. D.h., wenrk € I, ist, dann existieren idT,(.#) Erzeuger der Forre;, — ey,
unde;, — ey, die vonIT,, (.#;;) stammen. Denn: Wenn es effy; gibt, sodasg € I;
gewahlt wurde, so sind alle Erzeuger, — e unde;, — e, im Idealtangentenkegel
enthalten. Falls ein weiterds € I; in einem.7;z gewahlt wiirde, enthielte der Ideal-
tangentenkegel die Erzeugetr — e/, insbesondere;, — e/ . ES ist aber auchy: — ey,
ein Erzeuger des Kegels. Widerspruchldy (.#) spitz!

Wir gehen nun schrittweise vor und betrachten zuBrst= P + N (% + 7).

1. Fall. Seia + e; mit j € J\I; die neue Ecke itP;. Im Idealtangentenkegéll’, , .,
(F (A1 + 7)) kommen die neuen Erzeugervektoken (;ur,) — e; (Statt dene ;)
und der zusatzliche Erzeugey, — e; statte;, dazu. Dabei sei; der Vektor, der in
einem.#;; gewahlt wurde (Siehe voriger Absatz: In jedémmit & < s existiert ge-
nau ein solcheg,). Es gilt weiters: Diee;,\;,, —e; = ey, \;;, —€;, + (e;, —e;) sind
uberflissige Erzeuger voil, o, (S (S + #)). Fallse;, ein minimaler Erzeuger
von IT,(.#) war, so besitzi To e, (' (S + 7)) auf (J U 1)\ Uj_, 1; die richtige
Anzahl von minimalen Erzeugern. A@;ZQ I; N J kénnen noch zuviele minimale
Erzeuger vorhanden sein. Fadlg kein minimaler Erzeuger voiiT,(.#) ist, gibt es
einen minimalen Erzeuger, —e;, miti; € I;\I; (d.h., inI;; wurdei;, gewahlt). Wir
kénnen dann keinen der beiden Vektoegn—e;, unde;, —e; eliminieren. Allerdings
muss spater flf;, U J entweder der Erzeugey; — e;, odere;, — e; zum |dealtan-
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gentenkegel volN (S (41 + #)--- (I + 7)) inder Eckea +e; +e;, +---e;,
dazukommen, und wir haben dann keine Probleme mit der Simplizialitat mehr!

Im néchsten Schritt fiP, := P, + N (%, + _# ) mussen wir zwei Félle unterscheiden:
Es kommt bei der Ecka + e; von P; entweder dasselljec J\ (I U I;) dazu (fur ein

j' # 7 € J keine Ecke!) oder ein, € I\ J.

(1) Furj € J\Iy: In diesem Fall bleiben die ; — e; als minimale Erzeuger erhalten
(bzw. auf dem Schnitf; N J haben werden die;,n; — e; wegene;, — e; durch die
er,nJ—e€;, gekillt. Dasiy € 1o kommtvon einem Fakto¥s, mit k < r). Fallsiy # io,
alsoiy ¢ I; N Iy, erhalten wir staté;, wiedere;, — e;. Die Vektorener, 7, —e; kon-
nen danke;, — e; ebenso durch andere Erzeuger dargestellt werden. Unser einziges
Problem ist hier wieder ein etwaiges, — e;,, das aber im Schritf;, U J auf jeden
Fall entsorgt wird. Dann besitzt der IdealtangentenkegelRoim Punkta + 2e; fiir

(J U I U L)\ J;_3 I; die richtige Anzahl an minimalen Erzeugern.

(2) Im anderen Fall kommt, € I, dazu. Fallgs, = j € IoNJ @ndert sich nichts an den
minimalen Erzeugem vohl, .se,, (4 (7 +71)( 7 +.#2)). Seialsay € I>\(JUIL).

In sz2 I; andern sich die Erzeuger nicht, wahrend hingeges rusatzlich zu den
ey ; — e;,e; alle Vektorene; — e;, dazukommen. Also haben wir auch den Erzeu-
gere; — e;, dabei. D.h., wir kénnen die Erzeugey, ; — e;, ausdricken durch die
ey ; — e;. Der minimale Erzeuges; geht Uber auk; — e;,. Damit ist, wie in (1),
auf der MengeJ U I; U I5)\ |J,_5 I; wieder die richtige Anzahl von minimalen Er-
zeugern vorhanden. Bé; := P, + N(%; + _¢ ) haben wir insgesamt vier mdgliche
Eckenfolgen:

(a) Fur den Idealtangentenkegel womr 2e; in P, gilt wieder, fallsj € J\ (1; Ul,UI3),

und falls dieseg in P; dazukommt: InI3 bleiben bis auf den zusatzlichen Vektor
e;, — e; alle minimalen Erzeuger gleich. Werip = i3 oderis = i; alsoiy €

I, N I3 bzw. I; N I3, dann passt die Anzahl der minimalen Erzeuger auf der Men-
ge(JUI UILUI3)\ Uj:4 I;. Wenniy ¢ I3, d.h.,iy € I,)\I3 dann ist auch kein
Vektor zuviel inI3. Insgesamt ist il>3 nach Induktionsvoraussetzung alles klar. Der
Falliy # i3 € I3N I3 kann nicht auftreten, da sonst der Idealtangentenkegbleifiien
Vektorene;, — e;, unde;, — e;, enthalten wirde, was einen Widerspruch zur Ecken-
bedingung liefert. Analog fui; = i3 in I;3.

(b) Wenn inIT, 2¢, (S (7 + 41)( 7 + #2)) jedochiz € I3 dazukommt, sind die
Vektoreney,\;, — e;, schon von Vorneherein dabei, wir erhalten nur zusatzlich zu den
es\; —e; unde; dieVektorere; — e;,, die wir wegene; — e;, aber auch schon durch
die ersteren ausdriicken kdnnen. Der einzige minimale Erzeuger, der sich andert ist
e; ~ e; — e;,. Esistalso wieder alles klar atf U I; U I U I3)\ U, _, I;.

(c) Im anderen Idealtangentenkeg@@h e, e, (-7 (7 + #1)( 7 + #2)) kommt ent-
weder wieder dasselbjec J dazu, dann gilt (wegen der Kommutativitat) dasselbe wie
in Fall (b), oder

(@) in ITase;te,, (A (7 + A1) F + F2)) kommteiniz € [3\(J U 1 U I) dazu.
Dann ist in/3 alles wie gehabt (keine neuen Erzeuger!), wahrend rusatzlich zu

ey — e; auch alle Vektorer; — e;, dazukommen. Dank; — e;, kdnnen wir auch
diese eliminieren. Wir haben nur beide Vektokgn— e;, unde; — e;, als Erzeuger.
Allerdings ist auch das Idea¥s3 ein Faktor von.#, und dieses Ideal liefert fur den
Idealtangentenkeg€lla e, te,, +e;, (F (I + F1)( I + F2)(F + F3)) einen der
beiden Erzeuges;, — e;, odere;, — e;, (Wir konnen also einen der beiden Vektoren
e; — e;, odere; — e;, durch den anderen ausdriicken) Somit erhalten wir dasselbe
Ergebnis wie in den Fallen (a)-(c).

61



Beim néachsten Idedly,+ ¢ ) kann wieder entwedegre J\ I, oderiy € I, dazukom-

men, doch die Erzeuger verhalten sich exakt gleich wie in den obigen 4 Fallen! Somit
habenwiring - (% + #)---(# + _#) alle Ecken abgedeckt, in denen mindestens
einj € J\ szl I; vorkommt. Es fehlt nur mehr die Folge der gewahlten Vektoren
11 — 19 — ... — 14.

2. Fall.In P kommteini; € I; dazu. Dann erhalten wir fUTa e, (7 (7 +71)) le-

diglich die neuen Erzeuger; —e;,, (aufl; und den restlichery, &ndert sich nach I.V.
nichts!) statt den zugehérigen Standardbasisvektoren. Daher ist der Idealtangentenke-
gel wieder simplizial. InP, kommen noch die Vektores; — e;, dazu. Jedoch liefert
dieselbe Uberlegung wie in (d) wieder, dass entwegger- e;, odere;, — e;, schon

im Idealtangentenkegel zuenthalten sind. Das bedeutet, dass wir auf der simplizialen
Seite sind! Wenn nuiy € I3 dazukommt, kdnnen wir wieder gleich argumentieren,
und haben damit auch alle Ecken der Gestajt) -, e;, miti, € I firk=1,...,s
erledigt. Fallss = r sind wir fertig.

Sonst ists = r — 1. Angenommen fir die Ecka von P wurde inZ,. in jedem Iy,
jeweils eini;, € I;\I, gewahlt. Dann sind schon iR jeweils die Vektorere;, — e;,

mit i, € I\ L. fur jedes Ideal,. furallek = 1,...,r — 1 (alsos = r — 1) im Ideal-
tangentenkegdlT, (.#) enthalten. Seinub =a+ )", e;, € P =P +...+ P,_1,

die oben betrachtete Ecke. Wir missen ein letztes Mal zwei Féalle unterscheiden:
(@) Es kommt eire; mit j € J\I,. in b vor, d.h., alle Vektorere ;\; — e;, e; sind

im Idealtangentenkegel Zv von P; enthalten. Wenn wir das letzte |dega¥,. + #)
dazumultiplizieren, kénnen wir diesgse J\ I, wéhlen und erhalten die neuen zusatz-
lichen Erzeugee;, — e;. In J bleibt alles beim Alten. Das gewahljekommt nach
Voraussetzung von einem Ided}, + _#, oBdA seik = 1. Wir haben also alle Vekto-
rene;, — e; als Erzeuger vodTy, (I ( # + A1) --- (£ + F)) in Ps. In A + 2,
muss eini; € I;\I, gewahlt worden sein (sonst keine Ecke!). Somit existieren auch
alle Erzeugee;, — e;,. Insbesondere sind wegepn — e; allee;, —e; echtim Ideal-
tangentenkegel enthalten. Damit bleibt der Kegel simplizial.

Wir hatten aber auch eiy € I,\(I; U... U I,_1) wahlen kdnnen (muss existieren!).
Dann ist entwedef = i,., falls j € I,. N J, also geschieht nichts Neues. Fir den Fall
J € J\I, kommen die neuen Erzeugey \; — e; bzw.e; — e; hinzu. Von den
restlichen Menget, k # r sind schon alle; — e;, fir alle vorhandenenes;, € b
Erzeuger des |dealtangentenkegtl (.7 (_7 + #1) --- (7 + %5)), ebenso wie al-

le e;, — e;, fur alle k # r. Insbesondere sind alle Vektorer). — e;, mite;, € b
unde; — e;, im zugehorigen Idealtangentenkegel enthalten. Durch diese kénnen wir
nunalle e;, — e;, bzw.e; — e;, ersetzen durcle;, — e; bzw.e; — e; unde;
durche; — e;, . Falls inJ noch eine; — e;, existieren sollte, so erhalten wir vdp,
den Erzeugee;, — e;,, also ist hier alles klar. Auch in allen Durchschnitten Iy,

r # k konnen wir wegen den im Idealtangentenkegel enthaltenen Vektgrene;,
alle e;,n1, — €;, durch die anderen ausdriicken. Wir haben also keine uberflissigen
Erzeuger erhalten und somit ist auch hier der Idealtangentenkegel simplizial.

(b) Ahnlich geht es, wena; ¢ b (vgl. (b) oben): wenn wir dann eipe J fur I, U J
wabhlen, erhalten wir zunachst die zusatzlichen Erzeager e; unde  ; — e;. Wei-
ters existieren schon altg, — e;, bzw.e; — e;, fir samtlichee;, € b, insbesondere
allee; —e;, . Wie oben kdnnen wir analog alke; — e;, durch diee \ ; — e; Vektoren
ausdriicken und if,. ebenso. Daher ist der Idealtangentenkegel simplizial.

Wenn wir jedoch,. € I,\([;U...UI._;UJ) fur I, UJ wahlen, dann erhalten wir wie
vorher als neue Erzeuger des simplizialen Idealtangentenkegels in dés Eelkevon

62



P+ Zf;l P; dieey,\;, — e;, (Somit kann man weges;, — e;, alle minimalen Er-
zeuger der Form;, —e;, eliminieren). Auch inJ ist wegen der Existenz der Erzeuger
e;, —e; furallek # r allesklar. Denre; —e;, = (e; —e;, ) + (e;, —e;, ).

O

Lemma 10. Sei.# wie in Lemma 9 und sgj¢ := ]‘[f=1 #;. Dann istauchy - ¢
zahm.

Beweis. Wir nehmen einfach das Idedd;.; := (0) zu den.#; hinzu. Dann istl, ;1 =
() und fur alle.Z; miti < k + 1 gilt I; U I,y = I;. Dies impliziert.7; + %1 = .%;.
Nach obigem Lemma ist das ProdUR{’! ! .7;; zahm. Und das - 7 = [[/]' .7,
gilt, haben wir die Behauptung gezeigt. O

Lemma 11. Seig eine bauchige Menge, dann gilt: Fur je zwei lde@e= (z) : k €
Gi),gj = (xk ke Gj) € g mitG; ﬂGj #* 0,ist¥; —‘rgj €q.

Beweis. Folgt aus Satz 15 (3) (b). O

Satz 16. Seig = {¥;} eine bauchige Menge von Idealenif{z1, ..., x,]. Dann ist
die Explosion vor\™ mit Zentrum[ [, ., % glatt.

Beweis. Wir werden dies mit Hilfe von Lemma 9 beweisen, indem wir zuerst das Pro-
dukt aller moglichenpaarweisen Vereinigunger=(das Arrangemertg) betrachten.

Dann werden wir zeigen, dass man beliebige disjunkte Vereinigungen, die ja nicht not-
wendig in der bauchigen Menge enthalten sind, weglassen kann. D.h., man kann jeden
Faktor¥; + ¢;, wobeiG; N G, = 0 ist, weglassen. Man muss also zeigen, dass die
Idealtangentenkegel in den Ecken des Newtonpolyederd Yign ; ¢; immer noch
simplizial sind, wenn man die Erzeuger, die von beliebidsjunktenVereinigungen
stammen, in einem |dealtangentenkegel %Qﬂﬁ_ecg ;) weglasst. Die so erhalte-

nen Idealtangentenkegel haben dann die selben minimalen Erzeuger wie Idealtangen-
tenkegel in Ecken voV ([ [, < %:)-

Wir kdnnen wieder alle Ideal®; = (z, : j € G;) der bauchigen Menge mit ihren
Wolken G; identifizieren. Nach obigem Lemma sind alle Vereinigungen von nicht-
disjunktenG; U G;, abgekirztG;;, wieder inG enthalten. Wenn eit7; in einem

G; enthalten ist, so ist die Vereinigung; also trivialerweise inG enthalten. Wir
definieren zuerst die ldeal#; := ¥,. Es bezeichne wiedef; fir alle : die Wolke

von .%;. Dann istHK]. Si; - [1; % nach Lemma 9 glatt. Das bedeutet, dass wir al-

le paarweisenVereinigungenG;; U G; abgedeckt haben. In der bauchigen Megge
kénnen aber auch Vereinigungen von mehreren Elementen auftauchen (Im Ebenen-
beispiel imA* mit G; = {1,2},G2 = {1,3},G3 = {1,4} muss auch der Faktor
G1U...UGy = {1,2,3,4} in der bauchigen Menge enthalten sein). Wir setzen also
Hgl+1 =G + %o, I|g |42 = %1 + 93 etc. Mit dieser Methode erhalten wir alle drei-

und vierfachen Vereinigungen der zugehoérigen Wolken. Iteration liefert schlief3lich al-
le mdglichen Vereinigungen von Wolkey, G;, also das ganze Arrangemehy. Da

das Arrangement nur aus endlich vielen Unterraumen besteht, ist auch die Anzahl der
.#; endlich. Die Explosion im IdeaIIIKj ;- 11, i ist nach Lemma 10 glatt. Dieses
Produkt hat nur zwei Schonheitsfehler:

(1) Es kommen Ideale mehrfach vor. Zum Beispiel ist der Faktgr = .#|g|, min-
destens doppelt vorhanden.

(2) Es tauchen auch Summen von Idealen mit disjunkten Wolken auf. Es gibt also Fak-
toren.7; + .#;, fur die I;; = I,UI; gilt. Die zugehérigen Ideale sind allerdings nicht
notwendig in der bauchigen Menge enthalten!
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Im Fall (1) haben wir Dank Korollar zu Lemma 8 kein Problem, da ein Faktbrdie
Erzeuger eines Idealtangentenkegels )N)(nﬁi’“*lﬂ) nicht verandert. Man braucht
sich also nicht um den Faktof*~* kimmern.

Im Fall (2) missen wir schauen, was mit den Erzeugern eines beliebigen Idealtan-
gentenkegels passiert, wenn wir eine disjunkte Vereinigind,; weglassen. Es be-
zeichney = Hz'<j Fi; - 11, S Seia := >, are; eine Ecke im Newtonpolyeder
N([I;<;(#)) und seiens;, .7; zwei Ideale mit disjunkten Wolked, J. Vom Ideal

#;; erhalten wir inN (.#;;)die Erzeuger

{eI\i —ej, e, ey —e;}.

Also sind diese Erzeuger auch im IdealtangentenkEfigl.# ) enthalten. (Wir kénnen
0.B.d.A.i € I wahlen, firj € J funktioniert alles analog!).

Was passiert, wenn wir den Faktgf; aus dem Produk¥ weglassen? Da it¥ .7;; =
Ii<igr 2,5 Z - 1, #% beide Faktorens; und.7; auftauchen, enthalt der Ideal-
tangentenkegel einer Ecke-e; von N (.# /.7;;) alle Vektoren der Fornep,; —e; und
e\ ; — ;. Unser einziges Problem sind dig, ; — e;. Wenn wir also dies;;-Vektoren
weglassen, ist der einzige wirklich fehlende Erzeuger ¥Bp ., (.#\.#;;) der Vektor
e; — e;. Doch diesen benotigen wir flr die Simplizialitat Gberhaupt nicht. Denn:
Probleme mit der Simplizialitat kann es hdchstens auf einer Ménge I, fir ein
1, geben, fur die Erzeugervektorefy — e; undex — e; im Idealtangentenkegel
existieren. Da diese Mend€ auch einen Faktay;, im Produkt der Ideale liefert, sind
Erzeuger der Formag, —e in [T, ¢, (7 /.7;) fireink € K. Die Vektorene, —e;
unde;, —e; sind ebenso Erzeuger dieses Idealtangentenkegels. Daher sind die einzigen
zwei Vektoren, die die Simplizialitat zerstéren kdnnten

er —e; unde; —e;.

Wenn beide Vektoren redundante Erzeuger des Idealtangentenkegelsn/ovi(.#)
sind, haben wir kein Problem. Sonst sei 0.B.&A— e; der minimale Erzeuger in
“Richtung” i von IT,(.#). Dann ist auch der Vektar; — e; in IT,(.#) enthalten. Die
Frage ist nun, ob dieser Erzeuger nicht auch schdffin ., (.#/.#;;) enthalten ist.

1. Fall. Es existiert eine Meng& wie oben, sodass " K # QundJ N K # 0.
Dannmisserdie drei Ideales;;, .#;; und .7, in der bauchigen Menge enthalten
sein (nach Lemma 11). Da die Vektorep — e; bzw. e, — e; Erzeuger des Ideal-
tangentenkegels der Ecke— e; in N(.#/.%;;) sind, mlssen id;;, bzw. I, jeweils

i € I\K bzw.j € J\K gewahlt worden sein. (Denn: Ware z.B.fijy eini’ € I\:
gewahlt worden, enthielte der Idealtangentenkegel auch den \lgktar;, . Dann wére
abere, — e; = e, —e; + (e; — e;/) kein minimaler Erzeuger mehr. Widerspruch!) Da
aber auch die Mengé ;;, vorkommt, muss hier auch entweder dassélbder; ge-
wahlt worden sein. Fj erhalten wir den zusatzlichen Erzeuggr e; und firs den
Erzeuger; —e;. (Wenninl,;, eink € K k # 4, j gewéahlt worden ware, erhielten wir
den Erzeugee; — e;. Widerspruch zur Eckenbedingung!) Wir kénnen also auf jeden
Fall einen der beiden stérenden Erzeuger eliminieren.

2. Fall. I ist disjunkt zu allenK der obigen Form. Damit wir trotzdem den Vektor
e, — e; als minimalen Erzeuger des ldealtangentenkeff€ls ¢, (. /.#;;) erhalten,
muss eine Mengé U L mit k € L N K in G enthalten sein. D& U L) N K # 0 so
muissen auch (wegen Lemma 11) die Faktdied L U K)U JundJ U (KUL)ingG
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sein. Damit sind wir wieder in der Situation vom 1. Fall.
Wenn noch zusatzlichk’ N J = () ist, muss entwedes;, — e; von anderen Erzeugern
gekillt werden oder auch ein Faktgru M mit £ € M N K in G sein (sonst erhalten
wir keinen Erzeugee;, — e;!). Analog zu vorher muss dann auchu K U M) U J im
Produkt enthalten sein, womit wir wieder im 1. Fall waren.

O

Beispiel22. Wir wissen nun, dass ein Produkt von Koordinatenidealen zahm ist, wenn
diese Ideale eine bauchige Menge bilden. Diese Bedingung ist jedoch nicht notwendig:
Seiens; = (x,y), % = (z, z), -3 = (y, ) die reduzierten Ideale der drei Koordina-
tenachsen i\3. Die MengeG = {.#;} ist keine bauchige Menge, da, y, z) nicht in

G enthalten ist (keine direkte Summe!). Die Explosion viohmit Zentrum.#; .%;.73

ist aber trotzdem glatt.

Wir kdnnen dieses Beispiel agf, — 2)-dimensionale Koordinatenunterraumedft
verallgemeinern: Es seie#;; = (z;,z; : 4,7 € {1,...,n}) ldeale inK |z, ..., z,].
Dannist[[, , -%;; zahm. Denn: Fir alle€ {1,...,n} bezeichne #; = (z;) das von

z; erzeugte Hauptideal. Nach Lemma 9fi$f_,(_7; + #;) = [, #i; zahm. Man
sieht auch sofort, dass di€;; keine bauchige Menge bilden.

3.6 Weitere Fragen

Im Laufe dieser Arbeit sind uns immer wieder Probleme begegnet, die wir nur teilwei-
se oder gar nicht I6sen konnten. Zum Abschluss gebe ich noch einen kurzen Uberblick
Uber Fragen, die uns noch weiter beschéaftigen kénnten:

Verallgemeinerung von bauchigen MengenAm Schluss haben wir gesehen, dass
das Konzept einebauchigen Mengeiel zu restriktiv ist. Wir kénnen in jeder belie-
bigen Dimension Koordinatenideale, die keine bauchige Menge bilden, finden, sodass
ihr Produkt zahm ist. Kann man nun auch eine notwendige Bedingung fiir die Zahm-
heit finden? Genauer: Gegeben sei eine endliche Méugkvon Koordinatenidealen.
Welche Bedingung) miissen die Wolken def; erfullen, sodass gilt] [, .#; ist zahm

< (%) gilt?

In Lemma 9 haben wir gezeigt, dass das Produkt aller paarweisen Sumfimen?;
von endlich vielen Koordinatenideales; zahm ist. Gilt dasselbe fir die symmetri-
sche Differenz? Genauer: Es seigh = (24, k € I,), & = (zx, k € I;). Definiere
IiAI; = (k. k € L;Aly). Istdas Produk{[,_, .%;A.%; zahm?

Meine Vermutung hierzu:

VermutungSei{.#; } eine endliche Menge von Koordinatenidealen. Wir ordnen je zwei
Idealen.;, .#; miti # j ein Ideal.%;; = (xy, k € I;;) zu. Dann ist das Produktideal
HKj ;; genau dann zahm, wenn flr alle4 j gilt: ;AL C I;;.

Wir haben schon (mit Hilfe von Maple) bestimmt, wann das Produkt von zwei bzw.
drei Koordinatenidealen zahm igtann man weiters eine einfache Bedingung an die
Wolken stellen, sodass das Produkt von genKoordinatenidealen zahm ist?

SchlieR3lich nochWie kann man bauchige Mengen auf beliebige Monomideale verall-
gemeinern? Was kann man Uber ein Produkt von Monomidealen allgemein aussagen?
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Zur Beweismethode Unsere Beweise der Zahmheit eines monomialen Ideals sind alle
nach demselben Schema abgelaufen: Wir haben zuerst die Ecken des assoziierten New-
tonpolyeders iR™ bestimmt und dann die jeweiligen Idealtangentenkegel berechnet.
Kann man die Beweise vereinfachen, indem man die Polyeder dualiSerauer:
Betrachte den inneren Normalenfacher des Newtonpolyeders, auch genannt der duale
Facher. Dien-dimensionalen Unterkegel des dualen Fachers entsprechen den Tangen-
tialkegeln des Polyeders. Diesen Facher kann man am besten durch Schnitt mit einer
affinen Hypereben®, x; = 1 visualisieren. Das entspricht einer Pojektivisierung des
Fachers. Dadurch erhalt man dim — 1)-Simplex, das durch Polytope (entsprechen
den Tangentialkegeln) unterteilt wird. Dieses Simplex vlaleidoskopgenannt. Es

gilt: ein Newtonpolyeder ist simplizial genau dann, wenn sein Kaleidoskop simplizial
ist. Im Fall von Koordinatenidealen reicht dies auch schon fir die Glattheit.

Durch das Dualisieren und Projektivisieren sparen wir eine Dimension. Das Problem
ist jedoch hier, die Schnittpunkte der Unterpolytope des Kaleidoskops zu bestimmen,
sodass man Aussagen uber die Simplizialitat treffen kann.

Zahmung von Idealen.Im Abschnitt (iber das Rosenbergideal haben wir gesehen,
wie man ein Newtonpolyeder z&hmen kann: Sekin beliebiges monomiales Ideal.
Durch Multiplikation bzw. Durchschnittsbildung voA mit einem weiteren monomia-
len Ideal kann man das zugehdrige Newtonpoly@dey ) zahmen. Aus der speziellen
Struktur vonZ ergab sich als Zahmungsideal eine Potenz des maximalen Idaals.
man fir ein beliebiges” ein (kanonisches) Zahmungsideal finden?

Aquivariante Auflésung. Unser Hauptziel im zweiten Kapitel war es, ein geeigne-
tes nichtreduziertes Zentrum einer Explosion dészu finden, sodass wir zu einer
aquivariante n eingebetteten Aufldsung einer affinen torischen HyperfliédheA™
kommen. Wir haben nun zwar einige Kandidaten fir symmetrieinvariante Zentren be-
stimmt, sodasa” glatt ist, jedoch wird i. AX durch keine dieser Explosionen mit ei-
nem Schlag aufgeltst. Unsere Invarianten werden sogar lexikographisch dféfier.
man ein nichtreduziertes monomiales Zentrghfinden, sodasX durch eine Explo-
sion vonA™ in .# aufgeldst wird? Kann man eine geeignete Invariante Xofinden,
sodass diese bei einer Explosion ighin einem symmetrieinvarianten Zentrum (z.B.:
Produkt von Idealen einer bauchigen Menge) lexikographisch kleiner wird? Verallge-
meinerung auf torische Varietaten niederer Dimension?
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