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Aufgabe 33. Sei V ein Vektorraum mit positiv definitem Skalarprodukt und sei U ein
endlichdimensionaler Unterraum von V . Beweisen Sie, dass U = (U⊥)⊥.

Aufgabe 34. a) Seien u1 = (2,−1, 1, 0)T und u2 = (1,−1, 3,−1)T . Berechnen Sie das
orthogonale Komplement U⊥ des Unterraums U = L({u1, u2}) ∈ R4 bezüglich des Stan-
dardskalarproduktes. Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von U und eine Orthonor-
malbasis von U⊥.

b) Finden Sie die explizite Form der orthogonalen Projektion PU : R4 → U .

Aufgabe 35. Betrachten Sie die folgende Abbildung P : R2 → R2:

P :

(
x
y

)
7→

(
x + y

0

)
.

Zeigen Sie, dass P eine Projektion ist (d.h., P ist linear und P ◦ P = P ) und R2 =
im(P )⊕ ker(P ) (Direkte Summe). Ist P orthogonal?

Aufgabe 36. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und f : V → V eine lineare
Abbildung, sodass f ◦ f = f gilt und sei g = idV − f . Zeigen Sie:

a) g ◦ g = g,
b) g ◦ f = f ◦ g = 0 (Nullabbildung),
c) ker(g) = im(f) und ker(f) = im(g).

Aufgabe 37. Seien U = L({(1, 1, 0, 0)T , (1, 1, 1, 2)T}) ⊂ R4 und v = (1, 2, 3, 4)T ∈ R4.
Finden Sie u ∈ U , sodass ‖v − u‖ ≤ ‖v − z‖ für alle z ∈ U .


