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Aufgabe 23. Sei U ⊂ R3 ein Unterraum gegeben durch die Ebene x − y + z = 0.
Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von U .

Aufgabe 24. Sei (e1, . . . , em) ein orthonormalesm-Tupel in einem Vektorraum V , dimV =
n. Sei v ∈ V . Zeigen Sie, dass

‖v‖2 =
m∑
i=1

|〈ei, v〉|2

genau dann, wenn v ∈ span(e1, . . . , em).

Aufgabe 25. Im C([0, 2π]) sei das Skalarprodukt

〈f, g〉 =

∫ 2π

0

f(x)g(x) dx

definiert.

a) Für f(x) = sin(x) und g(x) = sin(x) + cos(x) berechnen Sie 〈f, g〉, ‖f‖ und d(f, g) =
‖f − g‖, und bestimmen Sie h ∈ C([0, 2π]), h 6= 0, die orthogonal zu f ist.

b) Seien P2 ⊂ C([0, 2π]) (=Menge aller Polynome vom Grad ≤ 2) und B = (1, 1 +
x, 1 +x+x2). Mit dem Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren berechnen Sie eine
Orthonormalbasis des von der Basis B aufgespannten Vektorraum P2.

Aufgabe 26. Sei 〈x, y〉 = xTAy mit

A =

 2 1 −1
1 2 0
−1 0 3


ein Skalarprodukt in R3. Verwenden Sie das Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren
um eine Orthonormalbasis des R3 = span(e1, e2, e3) (die kanonische Basis) hinsichtlich
〈x, y〉 = xTAy zu ermitteln.

Freiwillig: Zeigen Sie, dass 〈x, y〉 = xTAy in R3 tatsächlich das Skalarprodukt ist.

Aufgabe 27. Sei

B =

{(
1
1

)
,

(
2
−1

)}
eine Orthonormalbasis des R2 hinsichtlich eines Skalarproduktes 〈·, ·〉 in R2. Finden Sie
〈·, ·〉 und berechnen Sie

〈
(1, 4)T , (2, 0)T

〉
.

Tipp. Schauen Sie sich noch einmal die Übungen 18b und 26 an.


