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Teil I

ALGORITHMEN UND IHRE GRENZEN



GRUNDLAGEN

In diesem Kapitel betrachten wir die grundlegenden Fragestellungen der numerischen Mathe-
matik und sammeln die wichtigsten allgemeinen Werkzeuge zu ihrer Untersuchung. Begriffe,
die nur fiir spezifische Probleme relevant sind, sollen grundsitzlich erst dort erldutert werden,
wo sie auftreten.

11 GRUNDBEGRIFFE: PROBLEM UND ALGORITHMUS

Die numerische Mathematik beschiftigt sich mit der Entwicklung und Analyse konstruktiver
Verfahren zur Losung von Problemen, die mathematisch formulierbar sind. Ublicherweise
sind dabei ein Modell und Eingangsdaten gegeben, aus denen eine (numerische) Antwort
(die Ausgabedaten) zu ermitteln ist. Mathematisch wird das Modell als eine Funktion f :
X — Y beschrieben, wobei X die Menge der méglichen Eingabe-, Y die Menge der moglichen
Ausgabedaten ist. Ein konkretes Problem ist dann, fiir gegebenes x € X die Ausgabe f(x) € Y
zu berechnen. Das Problem, zwei Zahlen zu addieren, wére dann beschrieben durch

X=R*> Y=R, f:(x1,X2) X1+ X2.

Ein komplizierteres Problem wire gegeben durch die genaue Beschreibung eines Motorblocks
X, das System partieller Differentialgleichungen zur Beschreibung der Warmeentwicklung
im laufenden Betrieb f und die Frage nach der Temperaturverteilung nach einer gewissen
Laufzeit f(x).

Unter einem Algorithmus verstehen wir eine eindeutig formulierte Vorschrift zur Losung
eines Problems." Ein Algorithmus wird spezifiziert durch

« die Eingabedaten, die zur Durchfiihrung benétigt werden,

o die Ausgabedaten, die das Ergebnis des Algorithmus darstellen,

'Das bekannteste nicht-mathematische Beispiel ist sicher das Kochrezept.


http://www.101cookbooks.com/archives/print/001408.html
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« sowie die Beschreibung der durchzufiihrenden Schritte inklusive der benétigten Hilfsgro-
fen.

Von einem Algorithmus erwartet man in der Regel neben der Korrektheit (d. h. er liefert
tatsdchlich eine Losung der Aufgabe), dass er

o durchfiihrbar ist (zum Beispiel, indem nur elementare Schritte” durchgefiihrt werden),

o terminiert (d. h. garantiert nach einer endlichen Anzahl von Schritten abgeschlossen
ist) und

o deterministisch ist (d. h. fur gleiche Eingabedaten stets das gleiche Resultat liefert).?
Ein guter Algorithmus sollte dariiber hinaus die folgenden Eigenschaften erfiillen:

1. Stabilitit: Kleine Fehler in den Eingabedaten sollen nur kleine Fehler in den Ausgabe-
daten verursachen.

2. Genauigkeit: Die Ausgabedaten sollen eine moglichst gute Losung der gestellten Aufga-
be sein.

3. Flexibilitit: Der Algorithmus soll fiir eine grofie Klasse von Eingabedaten anwendbar
sein.

4. Effizienz: Der Algorithmus soll auch fiir umfangreiche Probleme praktisch durchfiihr-
bar sein.

Die Stabilitdt ist ein so fundamentales Problem, dass ihr ein eigenes Kapitel 3 gewidmet
ist. Bei der Effizienz betrachtet man die Komplexitit des Algorithmus, auf die wir weiter
unten eingehen werden. Bei der Beurteilung der Genauigkeit wird man in der Regel eine
Abschitzung des zu erwartenden Fehlers in den Ausgabedaten erwarten. Dafiir bendtigen
wir einige wichtige Begriffe aus der Analysis.

1.2 MESSEN UND SCHATZEN: NORMEN

Der zentrale Begriff fiir jede Art von Messung ist die Norm. Diese ist die fundamentale
Abbildung, mit deren Hilfe Fragestellungen in abstrakten Rdumen (Vektorraume, Funktio-
nenrdume) in die reellen Zahlen iibertragen werden kdnnen, wo man sich der bekannten
Hilfsmittel bedienen kann (etwa der Ordnung).

Definition 1.1. Sei V ein Vektorraum iiber K € {R, C}. Die Abbildung ||-|| : V — K heif3t
Norm auf V, falls gilt

*Was “elementar” bedeutet, hingt natiirlich von dem jeweiligen Kontext ab. Eine Beispiel ist die Anwendung
eines existierenden Algorithmus, dessen Korrektheit bekannt ist.

*In letzter Zeit sind allerdings randomisierte Algorithmen zunehmend populdr geworden, die zwar nicht in
jedem Fall, aber doch mit hoher Wahrscheinlichkeit, erheblich schneller als deterministische sein konnen.
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(N1) ||v|] = O furallev € V, und ||v|| = 0 dann und nur dann, wenn v = 0;
(n2) Firallea € Kundv e Vgilt ||av|| = |al||v]];

(n3) Firalle v,w € V gilt die Dreiecksungleichung

v+ wil < [IvIl -+ [wll.

Das Paar (V, ||-||) heif3t dann normierter Raum.

Beispiel 1.2 (p-Normen auf R™). Wir betrachten V = R™ und x = (x7,...,xn)’ € R™ und

definieren fiir 1 < p < o0
1
n »
Ix[l, = (ZIMI")

i=1
Héufige Spezialfille sind:
@ [Ixlly = X2 xil,
(i) [|x|l, = /X" Ixi[*  (Euklidische Norm),

(iil) ||x[|, = maxi—1, . nlxil (Maximumsnorm).

Spezielle Normen fiir Matrizen werden wir in Kapitel 4 kennen lernen. Wichtige Beispiele
tiir Normen auf unendlichdimensionale Vektorraumen sind die folgenden.

Beispiel 1.3 (Normen auf Funktionenrdumen). Auf dem Vektorraum C([a, b]) aller stetigen

Funktionen vom Intervall [a, b] C R nach R stellen die folgenden Abbildungen eine Norm
dar:

b 3
@ [, = (j f(x)zdx) ,

(ii) [/f]|,, = max [f(x)].
x€la,b]

In einem normierten Raum definiert ||v — w|| auf kanonische Weise einen Abstand zwischen
zwei Vektoren v und w.* Damit haben wir schon ein Mittel zur Hand, um Fehler (den Abstand
zwischen berechneter und gesuchter Grofie) zu berechnen. Allerdings wird iiblicherweise die
gesuchte Grofle nicht bekannt sein; eine wichtige Aufgabe wird also sein, obere Schranken fiir
diesen Fehler anzugeben. Neben der Dreiecksungleichung ist dafiir die folgende Ungleichung
unerldsslich:

“Insbesondere haben wir dadurch einen Konvergenzbegriff: Wir sagen, x, — x*, falls ||x,, — x*|| — 0.
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Satz 1.4 (Holdersche Ungleichung). Fiirx,y € R™ und1 <p,q < oo, 1/p+1/q =1 (bzw.
p=1,q=o00)gilt

byl <l [yl -

Ein wichtiger Spezialfall ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiirp = q = 2,

Tyl < Il lyll,-

Dabei ist (x,y) :=x'y = Z xiYi das Euklidische Skalarprodukt® im R™.

i=1
Mit Hilfe der Holderschen Ungleichung sieht man zum Beispiel, dass man eine p-Norm
durch eine andere abschitzen kann. Dies ldsst sich prézisieren.

Definition 1.5. Zwei Normen ||-||, ||-||" auf einem Vektorraum V heifien dquivalent, falls zwei
Konstanten ¢, ¢, > 0 existieren, so dass fiir alle x € V gilt

crflxll < [x]l” < ealfx].

Satz 1.6 (Aquivalenz der Normen). Auf einem endlichdimensionalen Vektorraum sind alle
Normen dquivalent.

Beispiel 1.7. Fiir x € R™ gilt
@) [Pxlly < [xlly < vRlixll
(i) [[xlloe < [1xll2 < vVRlIXloos

(i) [l < Ixlly < x|

Wozu bendtigt man dann noch andere Normen, wenn man immer die Euklidische Norm fiir
Abschitzungen nehmen kénnte? Zum einen ist es eine der wesentlichen Aufgaben in der nu-
merischen Mathematik, kontinuierliche (und damit unendlichdimensionale) Probleme durch
endlichdimensionale Niherungen zu 16sen. Im Unendlichdimensionalen gilt die Aquivalenz
der Normen aber in der Regel nicht, und dieser Unterschied sollte beriicksichtigt werden.
Dies zeigt sich dadurch, dass die Normen mit wachsender Dimension “auseinander laufen”,
d. h. das Verhiltnis c,/c; immer grofler wird, wie an den Beispielen ersichtlich wird. Fiir
grofle Probleme (d. h. grofSes n) kann dies durchaus bemerkbare Auswirkungen haben.

Zum anderen haben die unterschiedlichen Normen verschiedene “Sichtweisen” So stellt die
Maximumsnorm eine harte Schranke dar; alle Komponenten eines Vektors x miissen vom

*Die Tatsache, dass (x,x) = [|x||* gilt, zeichnet die Euklidische Norm unter allen p- Normen aus. Dies gilt
auch fiir die p = 2-Norm in Beispiel 1.3, die durch das Skalarprodukt (f, g) f f(x)g(x)dx induziert wird.
Physikalisch kann diese Norm als eine Gesamtenergie interpretiert werden; durch die Energleerhaltungssatze
der Physik bekommt sie deshalb zusitzliche Bedeutung. Dies tibertragt sich auch auf die Euklidische
Vektornorm, da numerische Verfahren haufig auf physikalische Probleme angewendet werden.
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Betrag kleiner als ||x||, sein. Die Euklidische Norm ist dagegen eine Schranke im Mittel
(was man leicht sieht, indem man durch die Anzahl der Komponenten dividiert); einzelne
Komponenten diirfen durchaus grofier sein, solange sie nicht zu grof8 oder es zu viele sind.
Dies gilt auch fiir die anderen p-Normen, wobei p = 1 eine Sonderstellung einnimmt: Die
zugehorige Norm bestraft auch bei sehr kleinen Schranken Ausreifler stark. Dies wird in dem
aktuellen Forschungsgebiet des compressed sensing® ausgenutzt.

1.3 DAS SCHWEIZER TASCHENMESSER DER APPROXIMATION: DIE
TAYLORENTWICKLUNG

Ein wesentlicher Schritt in der Konstruktion und Untersuchung von Algorithmen zur Losung
kontinuierlicher Probleme ist deren Approximation durch endliche Darstellungen.

Ein einfaches Beispiel liefert die Berechnung der Exponentialfunktion, definiert durch die
Reihe

k

x_oox _ 1, 13
e _];)H_]+X+§X +EX +....

Bricht man die Summation nach einem festen n ab, so erhdlt man einen endlichen Algorith-
mus, der eine Ndherung der Exponentialfunktion liefert. Der Fehler, der dabei entsteht, ist
ein Approximationsfehler. Diesen abzuschitzen ist eine wesentliche Aufgabe der numerischen
Mathematik.

Ein Werkzeug dafiir stellt die Taylorentwicklung dar, die auch die Approximation anderer
Funktionen durch Reihen ermdglicht.

Satz 1.8 (Satz von Taylor). Seil C R ein offenes Intervall, f eine n+1 mal stetig differenzierbare
Funktion (d. h. die (n + 1)-te Ableitung f(™ V) ist stetig), und x, € L. Dann gilt fiir alle x € 1

gk
100 =) X i R ()
k=0 )
mit Restglied
_ n+1
Ro1(x) = %f“‘“)(a)

fiir ein & € (xo,x) (bzw. & € (X, %o)).

Siehe http://statweb.stanford.edu/~candes/l1magic/examples.html. Dieser Ansatz erlaubt es theoretisch
sogar, eine Digitalkamera zu bauen, die mit einem Bildsensor, der nur aus einem einzigen Pixel besteht, Bil-
der aufnehmen kann: http://terrytao.wordpress.com/2007/04/13/compressed-sensing-and-single-pixel-
cameras/


http://statweb.stanford.edu/~candes/l1magic/examples.html
http://terrytao.wordpress.com/2007/04/13/compressed-sensing-and-single-pixel-cameras/
http://terrytao.wordpress.com/2007/04/13/compressed-sensing-and-single-pixel-cameras/
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Mit Hilfe des Restglieds haben wir auch sofort eine Abschitzung des Approximationsfehlers
zur Hand.

Bemerkung (Taylorentwicklung im R™). Analoglasst sich auch fiir eine Funktion f : R™ — R
die Taylorentwicklung definieren, wenn man Ableitung durch den Vektor (die Matrix etc.)
der partiellen Ableitungen ersetzt. Fiir den Fall der Taylorentwicklung zweiter Ordnung sei
dies exemplarisch dargestellt. Sei Q C R™ offen, f € C3(Q), xo € Q. Dann existiert ein
& € Q, so dass gilt

azf Xo
Z axl ZZ e, (Xt~ (R0 = (x0)y)

i,j=1

6 Z % 0% 0% _(XO)i)(Xi_(Xo)j)(xk—(XO)k).

Sl xkax]axl

Indem man den Gradienten

und die Hessematrix

92 f
W(X) 0x10Xn ( )
V2 f(x) == : :
2 d%f
axanafm (X) v ax(g) (X)

einfithrt, ldsst sich die Taylorentwicklung einfacher schreiben als

1
(1.1) f(x) = flxo) + (VF(xo),x — o) + 5
Dabei sind (x — xo), VFf(xo) und V2f(xo)(x — xo) Vektoren im R™.

Bemerkung. Die Taylorentwicklung ist natiirlich kein Zaubermittel. Zwei wichtige Fall-
stricke:

X — X0, V2(x0) (x — X0)) + R3(x).

(i) Die Differenzierbarkeit von f ist eine zwingende Voraussetzung; insbesondere muss die
n + 1-te Ableitung stetig sein.

(ii) Die Entwicklung wird in der Regel nur fiir x sehr nahe bei x, verniinftige Ergebnisse
liefern. (Dies kann man sich anhand der Restglieddarstellung leicht verdeutlichen.)

1.4 LANDAU-SYMBOLE

Oft ist man nicht an dem Fehler fiir eine feste Grofle n interessiert, sondern an dem asym-
ptotischen Verhalten fiir grof3e n interessiert. Eine kompakte Notation erlauben die Landau-
Symbole,” die den Begriff der Gréenordnung prézisieren:

"Die “Grof$-O”-Notation geht im Wesentlichen auf Paul Bachmann im Jahre 1894 zuriick, Lev Landau prazi-
sierte den Begriff und fiigte 1909 “klein-O” hinzu.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bachmann.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Landau_Lev.html
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Definition 1.9 (Folgen). Seien {f;, }nen, {gnnen C R Folgen. Dann sagen wir,

o fn =0(gn) flirn — oo, falls ein C > 0 und ein n, existieren, so dass gilt

Ifn] < Clgnl fir alle n > ny,

o fn =o0(gn) fiir n — oo, falls fiir alle ¢ > 0 ein n, existiert, so dass gilt

Ifn] < €lgn] fur alle n > ny.

Die zweite Definition ist dquivalent dazu, dass |[f,| < cn|gn| fiir eine (positive) Nullfolge
{Cn}nEN gilt-

Definition 1.10 (Funktionen). Sei I C R ein offenes Intervall, f,g : | -+ Rund xy € R. Dann
sagen wir,

o f(x) = 0(g(x)) fiir x — xo, falls ein C > 0 und ein & > O existieren, so dass gilt

If(x)| < Clg(x)] fur alle [x — xo| < 6,

o f(x) = o(g(x)) fiir x — xo, falls fiir alle ¢ > 0 ein & > 0 existieren, so dass gilt

If(x)| < elg(x)] fur alle [x — x| < 6.

Eine Funktion O(f(x)) verhalt sich also fiir x — xo im Wesentlichen wie f(x), und eine
Funktion o(f(x)) ist fiir x nahe bei x, gegeniiber f(x) vernachldssigbar. Analog definiert man
die Landau-Symbole fiir x — +oo0.

Bemerkung. Auch hier gibt es zwei wichtige Dinge zu beachten:

(i) Die Landau-Symbole sind nur sinnvoll in Verbindung mit der Angabe, fiir welche
Umgebung sie gelten. Fiir eine andere Richtung als die angegebenen kann die Aussage
falsch sein, wie das dritte Beispiel zeigt. Wenn dies aus dem Kontext ersichtlich ist,
wird diese Angabe jedoch hédufig weggelassen. So ist es Konvention, dass n — oo und
¢, h — 0 verstanden wird.

(ii) Die Landau-Symbole stehen immer auf der rechten Seite einer Gleichung; sobald Terme
“unter den Teppich gekehrt” wurden, wird das Gleichheitszeichen zur Einbahnstrafle.®

*Formal steht O(f(x)) firr die Menge aller Funktionen, fiir die C|f(x)| eine obere Schranke ist. Das Gleich-
heitszeichen steht also in Wirklichkeit — aus rein historischen Griinden - fiir eine Mengeninklusion, die
bekanntlich nicht symmetrisch ist.
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Fiir das Rechnen mit den Landau-Symbolen gibt es einige niitzliche Regeln:

Lemma 1.11. Es gilt jeweils fiir x — xo:

(i) f(x) = O(f(x)),
(i) f(x) =o(g(x)) = f(x) = O(g(x)),
(iii) f(x) = O(g(x)) = Kf(x) = O(g(x)) fiir alleK € R,
(iv) f(x) = 0(g1(x)) und gi1(x) = 0(g2(x)) = f(x) = 0(g2(x)),

(v) f1(x) = 0(g1(x)) und f2(x) = 0(g2(x)) = f1(x)f2(x) = O(g1(x)g2(x)),
(vi) f(x) = 0(g(x) +h(x)) und h(x) = O(g(x)) = f(x) = O(g(x)).
Beispiel 1.12. Es sind

(i) 3n+5n2 =5n%2+0(n) = O(n?) firn — oo,

(ii) sin(x) =x — ¢x* + O(x) firx — 0,

(iii) x™ = o(e*) furx — oo .

Fiir das Restglied der Taylorentwicklung (und damit den Approximationsfehler) haben wir
daher sofort, dass gilt

IRn1 ()] = O(Ix —xo||™")  fiir x — xo.

Allgemein konnen wir mit Hilfe der Landau-Symbole die Geschwindigkeit, mit der eine Folge
konvergiert, mathematisch sinnvoll definieren.

Definition 1.13. Sei (V, ||-||) ein normierter Raum, x* € V, und {x,,}Jnen C V eine Folge mit
xn — X*. Wir sagen,

(i) xn konvergiert (mindestens) linear, wenn es ein no und ein C < 1 gibt, so dass gilt
IXni1 —x*|| < Cljxn —x*||) fiirallen > n,.

(Beachte, dass dies eine stirkere Forderung als ||x,,+1 — x*|| = O(||xn — x*||) ist.)

(ii) xn konvergiert (mindestens) superlinear, wenn es ein n gibt, so dass gilt

[Xne1 — x| = of||xn —x*||) flrallen > mny,

(iii) xy besitzt (mindestens) Konvergenzordnung k, wenn es ein C > 0 und ein n, gibt, so
dass gilt

[Xng1 —x*|| = O||xn —x*||*)  fiirallen > n,.

Fiir den Fall k = 2 spricht man von quadratischer Konvergenz.
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Bemerkung. (i) Beilinearer Konvergenz hangt die tatsdchliche Konvergenzgeschwindig-
keit stark von der Konstanten C ab: Fiir C = 0.1 gewinnt man pro Schritt eine Stelle
Genauigkeit, fiir C = 0.9 sind dafiir schon 10 bis 11 Schritte nétig. Ist C sehr nahe bei 1,
kann die lineare Konvergenz sehr langsam sein.

(ii) Quadratische Konvergenz ist sehr schnell, wenn man schon hinreichend nahe der
Losung ist. Ist man jedoch weit von der Losung entfernt, sagt die Abschétzung sehr
wenig aus; tatsachlich ist sehr langsame Konvergenz moglich.

(iii) Man muss auch den Aufwand fiir einen einzelnen Iterationsschritt beriicksichtigen.
Dieser ist fiir ein quadratisch konvergierendes Verfahren in der Regel hoher als fiir ein
linear konvergierendes Verfahren, so dass, am Gesamtaufwand gemessen, ein linear
konvergierendes Verfahren giinstiger sein kann.

1.5 KOMPLEXITAT VON ALGORITHMEN

Die Landau-Symbole erlauben es auch, bequem den Aufwand zu beschreiben, den man fiir
die Ausfiihrung eines Algorithmus in Abhdngigkeit der Problemgréfie n aufwenden muss.
Dabei unterscheidet man iiblicherweise

1. Laufzeitkomplexitit (gemessen z. B. durch die Anzahl der elementaren Schritte) und

2. Speicherkomplexitdit (gemessen z. B. durch die Anzahl und Umfang der benétigten
Hilfsgroflen).

Oft wird man eine niedrigere Laufzeitkomplexitit gegen eine hohere Speicherkomplexitat
oder umgekehrt abwidgen miissen.

Beispiel 1.14 (Komplexitit der Polynomauswertung). Wir betrachten ein Polynom P, (x) =
> 1, aix' mit a; € R. Fir gegebenes xo € R bestimmen wir jetzt den Wert P, (xo) des
Polynoms an der Stelle x, auf zwei verschiedene Arten, wobei wir als elementare Schritte
nur Addition und Multiplikation zulassen. Die naive Variante rechnet die das Polynom Sum-
mand fiir Summand aus, wobei die Potenzen als entsprechende Anzahl von Multiplikationen
berechnet werden.

Algorithmus 1.1 : Polynomauswertung (naiv)

Input: xo, ap,...,an

Output : po

Po < Qo

fork=1,...,ndo // Berechne ayxy
M +— ay
form=1,...,kdo // Berechne Xx§ =X+ Xo
LM(—M'XO

Po < po+ M

10



1 GRUNDLAGEN

Zahlen wir die Operationen pro Schritt, werden n mal je eine Addition und k Multiplikationen
ausgefiihrt. Setzen wir fiir jede Addition und Multiplikation eine konstante Zeit C; bzw. C; an
(und vernachlissigen die Zeit fiir die Zuweisungen), so erhalten wir als Laufzeitkomplexitat

b 1
(Ci +Cok)=Cin+ czzn(n+ 1) = 9(n?).
k=1

Die Speicherkomplexitit ist 2 = O(1), da — unabhéngig von n - nur zwei Speicherplitze, p,
und M, bendtigt werden.

Dagegen basiert das Horner-Schema auf der Umformung
Pa(x) =ao+x(ar +x(- - +x(an_1 +xan))).

Rechnen wir die Klammern von Innen nach auflen durch, erhalten wir den folgenden Algo-
rithmus.

Algorithmus 1.2 : Polynomauswertung (Horner-Schema)

Input: xo, ap,...,an
Output : po
1 Po < An
2 fork=n—1,...,0do
3 LP0<—P0'Xo+ak

Die Speicherkomplexitit ist zwar immer noch 1T = O(1), aber die Berechnung erfordert nur
noch pro Schritt je eine Addition und Multiplikation: Die Laufzeitkomplexitat ist hier also
2n = O(n). Der Unterschied zwischen O(n) und O(n?) kann fiir grof8e n betrichtlich sein.
Dies wird uns im Kapitel iiber lineare Gleichungssysteme wieder begegnen.

WEITERFUHRENDE LITERATUR

R.L. Graham, D. E. Knuth und O. Patashnik (1994). Concrete mathematics. 2. Aufl. A foun-
dation for computer science. Addison-Wesley Publishing Company, Reading, MA. URL:
http://www-cs-faculty.stanford.edu/~uno/gkp.html.
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NUMERISCHE ARITHMETIK

Aus der Algebra wissen wir, dass wir fiir die Losung bestimmter Aufgaben (zum Beispiel
die Nullstellensuche von Polynomen) nicht mit einem diskreten Zahlbegriff auskommen.
Fiir eine numerische Behandlung miissen wir jedoch eine endliche Naherung verwenden. Es
ist klar, dass dies nicht ohne Fehler geschehen kann, die aber bei sorgfaltiger Behandlung
beherrschbar sind. Diese konnen aber nie ganz vermieden werden: Bereits bei der Eingabe
entsteht ein Fehler.

Da sich komplexe Zahlen als Paar reeller Zahlen auffassen lassen, betrachten wir nur das Pro-
blem, reelle Zahlen auf endlichen Maschinen, insbesondere dem Computer, darzustellen.

21 ZAHLDARSTELLUNG

Grundlage der Maschinendarstellung von Zahlen ist die Dezimalbruchentwicklung, allge-
meiner die Basisdarstellungx =+ ° _ a;b'mitb € N\ {1}und a; €{0,...,b—1}und
b > 1. Die Basisdarstellung einfach nach einer festen Anzahl von Stellen abzuschneiden,
stellt keine befriedigende Losung dar, da in einer Rechnung oft Zahlen sehr verschiedener

Groflenordnungen auftauchen.' Deshalb geht man aus von der Gleitkommadarstellung®

m
x = ob® E a;b™ .
i=1

Diese Darstellung enthalt

'Dies spricht auch gegen eine Approximation durch rationale Zahlen, da diese fiir sehr kleine oder sehr grofle
Zahlen unhandlich werden. Auch verhindert die fiir eine eindeutige Darstellung notwendige Kiirzung eine
effiziente Nutzung.

*Die Gleitkommadarstellung wurde bekanntlich schon im Babylon des 19. Jahrhunderts v. Chr. mit der Basis 60
verwendet. Leider kannte man keine Notation fiir den Exponenten, so dass man sich fiir korrekte Rechnung
auf das Verstdndnis des Rechners verlassen musste. Es sind auch (allerdings sehr wenige) Fille bekannt, in
denen falscher Stellenabgleich zu fehlerhafter Addition fithrte. Die moderne Nutzung des Stellensystems
setzt mit der Erfindung des Logarithmus um 1600 ein.

12



2 NUMERISCHE ARITHMETIK

o das Vorzeichen o € {—1,+1},

o die Basisb € NJb > 1,

o die Mantisse a; ...a, mita; €{0,1,...,b — 1} und der Mantissenlinge m,
o den Exponent e € 7 mit epin < € < emax.

Eindeutigkeit der Darstellung ldsst sich iiber zusitzliche Forderungen an die a; erreichen. Die
tiblichste, sogenannte normalisierte Darstellung erhélt man, indem fiir x # 0 gefordert wird,
dass a; # 0 gilt. Ein bekanntes Beispiel ist die wissenschaftliche Notation, etwa 0.14- 1073 mit
b = 10 und e = —3. Fiir die Basis b = 2 fiithrt das zu der gebrauchlichsten Gleitkommadar-
stellung nach dem Standard 1EEE 754, die (seit 1985) Grundlage aller Rechnerarchitekturen
ist.

2.1.1 GLEITKOMMADARSTELLUNG NACH IEEE 754

Der Standard® definiert drei Zahltypen: single, double, und extended precision, die sich in der
Bitldnge (32, 64, bzw. 80 Bit; ein Bit entspricht dem Speicherplatz fiir eine Binérzifter, 0 oder
1) unterscheiden. Ein Bit ist jeweils fiir das Vorzeichen reserviert, die restlichen Bits werden
entsprechend auf Exponent und Mantisse verteilt:

single double extended

Exponent 8Bit 11 Bit 15 Bit
Mantisse 23 Bit 52 Bit 64 Bit

Die Kodierung einer Zahl in 1EEE 754 ist wie folgt definiert (hier am Beispiel single precisi-
on):

’ 310 H 30 ...Exponent... 3 H 52 ...Mantisse... o ‘

« Das Vorzeichenbit o = 0 bezeichnet eine positive Zahl, 0 = 1 eine negative Zahl.

 Der Exponentist als verschobene Bindrzahl gespeichert; die Verschiebung ist so gewéhlt,
dass nur positive Exponenten gespeichert werden miissen. Das Bitmuster 01 ... 1 steht
fiir den Exponenten 0, groflere Bindrzahlen fiir positive und kleinere fiir negative
Exponenten. Bei single precision etwa muss also von der gespeicherten Zahl 127
abgezogen werden, so dass der Wertebereich des Exponenten [—126, 127] ist.

« Die Mantisse speichert die Nachkommastellen der Bindrzahl, wobei die Normalisierung
so erfolgt, dass die Vorkommastelle immer 1 ist (und deshalb nicht gespeichert werden
muss).

*Der im wesentlichen Konrad Zuses Patent von 1936 fiir die “selbstindige Durchfithrung von Rechnungen mit
Hilfe von Rechenmaschinen” folgt; allerdings ohne es zu zitieren.
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2 NUMERISCHE ARITHMETIK

o Zusitzlich existieren spezielle Bitmuster, um Sonderfdlle anzuzeigen. Sind im Exponen-
ten nur Einsen gesetzt, und ist die Mantisse gleich Null, so wird dies als o0 interpretiert.
Ist mindestens ein Mantissenbit gesetzt, so steht dies fiir NaN - “Not a Number”. Dies
kann etwa durch eine nicht definierte arithmetische Operation wie 0 - co ausgelost
werden. Die (positive oder negative) 0 wird durch Nullen in Exponent und Mantisse
ausgedriickt.

Beispiel 2.1. (i) Wir betrachten die Darstellung nach 1EEE 754 der Dezimalzahl 12.375.
Zunachst miissen wir sie in Bindrdarstellung umrechnen:

(12.375)10 = (12)10 4 (0.375)10 = (8 +4) 10 + (5 + 5)10
= (1100), + (0.011), = (1100.011)5.

Die normalisierte Darstellung dieser Binérzahl ist (Kommaverschiebung entspricht
Multiplikation mit Zweierpotenz)

(1100.011), = (1.100011), - 2°.

Die Nachkommastellen (von rechts mit Null aufgefiillt) ergeben genau die Mantisse.
Durch die Verschiebung muss der Exponent nun wegen 3 = 130 — 127 als 130 ebenfalls
in Bindrdarstellung gespeichert werden, d. h.

(130)10 = (128 + 2)10 = 10000010,.

Schliefllich ist die Zahl positiv (o = 0); das gesamte zu speichernde Bitmuster ist also

| 0 || 10000010 [| 1000110...0 |

(ii) Sei umgekehrt das Bitmuster

[ 1] o1111100 [ 010...0 |

gegeben. Wegen o = 1 ist die entsprechende Zahl negativ. Der Exponent ist gespeichert

als
6
(01111100); = <sz> = (124)10 = (=3 4+ 127)10,
k=2 10
d.h. e = —3. Da in der Mantisse nur ein Bit, namlich a,;, gesetzt ist, ist die Nachkom-
mastelle

(0.01); = (27%)10 = (#)10-

Nach 1EEE 754 entspricht dies also der Zahl

23
x=(—-1)° (1 + Z a2312_i> -2 =(-1) <1 + %) 273 = —0.15625.

14



2 NUMERISCHE ARITHMETIK

Die grofste und kleinste darstellbare Zahl wird im Wesentlichen durch en, und en.x be-
stimmt:

kleinste positive Zahl grofite positive Zahl

single prec. 27126~ 14.1038 2128 _1~34.10%8
double prec. 271022 4 22.107308 21024 _71~1.8.1038
extended prec. 2710382~ 3.3.1079962 216384 _ 1 ~1.2.1017¢2

Wihrend die Exponentenlinge den maximalen Wertebereich angibt, bestimmt die Mantissen-
linge die relative Genauigkeit. Ein Nachteil der halb-logarithmischen Darstellung ist namlich,
dass die so darstellbaren Zahlen nicht gleichmaflig im tiberdeckten Zahlenbereich verteilt
sind: So haben die fiir b = 10, m = 1 verfiigbaren zehn Zahlen 0.1,...,0.9 bei e = —1 den
Abstand 0.01, fiir e = 2 jedoch bereits den Abstand 10.

Dem extended precision Format kommt eine besondere Bedeutung zu, da es Grundlage fiir
die interne Berechnung (in den sogenannten Registern) von Computern ist. Auch dies geht auf
den 1EEE Standard zuriick, der fordert, dass genauer gerechnet wird als dargestellt. Deshalb
muss nach jeder Elementaroperation das Ergebnis mit geringerer Genauigkeit abgespeichert
werden: man spricht von Rundung.

2.2 GLEITKOMMAARITHMETIK UND RUNDUNGSFEHLER

Durch die Exponenten- und die Mantissenldnge wird eine endliche Menge darstellbarer
Zahlen definiert. Diese stellen in der Regel keinen abgeschlossenen Korper dar, da das Produkt
zweier solcher Zahlen den darstellbaren Wertebereich verlassen kann. Um dem zu begegnen,
fordert der 1EEE Standard, dass jede arithmetische Operation

o intern immer mit hoherer Genauigkeit durchgefiihrt* und
o danach korrekt gerundet werden soll.

Damit und mit den zusétzlichen “Sonderzahlen” co und NaN wird sichergestellt, dass das
Resultat jeder beliebigen arithmetischen Operation wieder als Gleitkommazahl darstellbar
ist.

In den allermeisten Fallen wird die Rundung zur niachsten darstellbaren Zahl durchgefiihrt.
Durch Einsetzen der Darstellung und Fallunterscheidung zeigt man die folgende Fehlerab-
schitzung.

*Dies kann zu einem arithmetischen Heisenberg-Effekt fithren: Lasst man sich Zwischenergebnisse einer
Rechnung, die eigentlich komplett in den Registern ablaufen wiirde, ausgeben, werden diese dafiir mit
geringerer Genauigkeit gespeichert, was zu Rundungsfehlern fithren wird. Das Beobachten kann also die
Ergebnisse der Rechnung verdndern!
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2 NUMERISCHE ARITHMETIK

Satz 2.2. Seix € [—bemin bemin] \ {0} C R, und sei fl(x) die durch Rundung erhaltene Gleit-
kommazahl. Dann gilt fiir den relativen Fehler

Ix — fl(x)]

Die rechte Seite gibt eine fundamentale Konstante fiir die Gleitkommazahldarstellung an,
den Rundungsfehler. Sie entspricht auch der kleinsten Zahl, fiir die im Rechner 1 + u nicht
gleich 1 ergibt. Eine verwandte hdufig verwendete Konstante ist die Maschinengenauigkeit
eps, die den Abstand zweier benachbarter Gleitkommazahlen zwischen 1 und 2 angibt; es
gilt eps = 2u. Fiir single precision gilt etwa eps = 2723 ~ 1.192 - 10~7, fiir double precision
eps =272 ~4.220-107'°.

Bemerkung. Man kann sich merken: single precision erlaubt etwa 6, double precision etwa
15, und extended precision etwa 19 verléssliche Nachkommastellen.

Wenn man dem 1EEE Standard folgt, ergibt sich daraus eine Fehlerabschitzung fiir Gleitkom-
maoperationen.

Satz 2.3. Sei o € {+,—, X, /} eine arithmetische Operation, und & ihre Realisierung in Gleit-
kommaarithmetik. Dann gilt

x6y =fl{xoy) < (xoy)(1 + eps).

Dadurch, dass der entstandene Fehler von den Eingangsdaten abhingt, ist die Gleitkomma-
arithmetik in der Regel weder assoziativ noch distributiv!

Beispiel 2.4. Wir wihlen der Einfachheit halber b = 10, m = 3. Eine arithmetische Gleit-
komma-Addition wird durchgefiihrt, indem zuerst die Exponenten (auf den grofieren) ange-
glichen werden, die Mantissen addiert werden, das Ergebnis normalisiert und zuletzt gerundet
wird (und dhnlich fiir die Multiplikation).

(i) Wir wahlen x = 6590,y =1,z =4,d.h. x+y + z = 6595. In Gleitkommadarstellung
haben wir fl(x) = 0.659-10%, fl(y) = 0.100-10", fl(z) = 0.4-10', und die Gleitkomma-
Summe ist

(x Fy)Fz=0.659-10* Fz =0.659 - 10%,
xF(yFz) =xF0.500-10" =0.660 - 10%,
wobei das zweite Ergebnis der Rundung nach exakter Rechnung entspricht.

(i) Wir wahlen jetzt x = 0.156-10%,y = 0.157-10% und berechnen (x—y) x (x—y) = 0.01.
In Gleitkommaarithmetik ergibt sich jedoch:

(x y) X(x=y) =0.100- 10",
xy) Ty xx) F(yxy) =—0.100-10"".
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2 NUMERISCHE ARITHMETIK

(iii) Wir wahlen x = 0.73563, y = 0.73441. Dann ist x —y = 0.00122, aber

fl(x) = fl(y) = 0.200 - 1072,

Das letzte Phinomen wird Ausloschung signifikanter Stellen genannt. Hier wurde der relative
Fehler in den Eingangsdaten von etwa 10~° um nahezu vier Gréffenordnungen verstirkt. Die
Subtraktion beinahe gleich grof3er Zahlen sollte also nach Méglichkeit vermieden werden,
insbesondere, wenn danach durch eine sehr kleine Zahl geteilt wird.’

Offensichtlich spielt die Reihenfolge der Operationen also eine wesentliche Rolle; eine un-
giinstige Wahl kann die unvermeidlichen Fehler verstirken, bis das Ergebnis wertlos ist, eine
giinstige Wahl die Fehler hingegen dimpfen. Damit werden wir uns im nichsten Kapitel
genauer beschiftigen.

WEITERFUHRENDE LITERATUR

D. Goldberg (1991). What every computer scientist should know about floating-point arithmetic.
ACM Comput. Surv. 23.1, S. 5-48. DOI: 10.1145/103162.103163.

J. H. Wilkinson (1994). Rounding errors in algebraic processes. Reprint of the 1963 original.
Dover Publications, Inc., New York.

*Was in der Praxis auch unbedingt vermieden werden sollte, ist der Vergleich von zwei Gleitkommazahlen
x und y auf Gleichheit, da eine unterschiedliche Reihenfolge in der Berechnung zweier an sich gleicher
Zahlen in Gleitkommaarithmetik verschiedene Ergebnisse produzieren kann. Besser ist der Vergleich
Ix —yl < eps max([x], [y[).
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FEHLERANALYSE

Wir haben gesehen, dass bei der konkreten Durchfithrung von mathematischen Operationen
unweigerlich Fehler entstehen. Diese lassen sich unterteilen in

o Datenfehler: Die Eingaben vieler Berechnungen sind physikalische Messwerte oder
empirische Untersuchungen, die durch Messungenauigkeiten immer fehlerbehaftet
sind. Sie treten aber auch bei rein mathematischen Berechnungen wie 27t durch die
Darstellung reeller Zahlen als Gleitkommazahlen auf.

o Verfahrensfehler: Haufig kann eine Aufgabe numerisch nur ndherungsweise gelost
werden (etwa die Berechnung von e* durch endlich Summation). Dabei entstehen
Approximations- bzw. Diskretisierungsfehler (wozu auch Abbruchfehler bei iterativen
Verfahren zahlen).

 Rundungsfehler: Sind wie beschrieben die Folge der arithmetischen Grundoperationen
mit Gleitkommazahlen, die die elementarsten Schritte jedes numerischen Algorithmus
darstellen.

Hinzu kommen in der Praxis noch Modellfehler, die darauf beruhen, dass bei der Aufstellung
des mathematischen Modells idealisierte Annahmen getroffen werden, die in der Reali-
tat nicht zutreffen (siehe Sleipner A), und Darstellungsfehler, die auf einer unzureichenden
Interpretation des Ergebnisses beruhen (etwa durch Visualisierung komplexer dreidimen-
sionaler Stromungen, in der wichtige Details zu Gunsten einer ansprechenden Darstellung
vernachldssigt werden'). Nicht zu vernachlassigen sind auch semantische Fehler, die bei der
Implementierung der Algorithmen entstehen (etwa Programmierfehler).

Da der Datenfehler auflerhalb unserer Kontrolle liegt, miissen wir uns zuerst fragen, ob die
gestellte Aufgabe prinzipiell unter dieser Voraussetzung sinnvoll 16sbar ist. Erst dann kdnnen
wir fragen, ob sich ein spezieller Algorithmus fiir deren Losung eignet.

'Dieses oft in der numerischen Stromungsmechanik (engl. “computational fluid dynamics”, CFD) anzutreffende
Phanomen hat den Spitznamen “colorful fluid dynamics” fiir diese Disziplin gepragt.
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3 FEHLERANALYSE

Abbildung 3.1: Schnittpunktbestimmung zweier Geraden. Links: gut konditioniert; rechts:
schlecht konditioniert. (Kreisradius entspricht Fehler).

3.1 KONDITION EINES PROBLEMS

Die erste Frage beinhaltet, wie sensibel die Losung eines Problem (unabhéngig von dem ver-
wendeten Verfahren) auf Stérungen der Eingangsdaten reagiert. Fiihren kleine Anderungen
der Eingabe auch nur zu kleinen Anderungen der Ausgabe, so nennt man ein Problem gut
konditioniert. Kénnen sich hingegen die Ausgaben nur leicht unterschiedlicher Daten stark
unterscheiden, so spricht man von einem schlecht konditionierten Problem.

Ein einfaches Beispiel soll dies verdeutlichen:

Beispiel 3.1. Mochte man den Schnittpunkt zweier Geraden bestimmen (siehe Abb. 3.1), die
anndhernd senkrecht aufeinander stehen, so wird eine kleine Verschiebung einer Geraden
(gestrichelte Linie) den Schnittpunkt nicht viel bewegen. Sind die Geraden hingegen fast
parallel, dndert sich der Schnittpunkt stark, wenn eine Gerade verschoben wird. Das Problem
ist also im Allgemeinen schlecht konditioniert. Wir sehen auch, dass die Kondition von den
Eingabedaten abhéngen kann.

Hinter der Kondition erkennt man sofort eine Stetigkeitsaussage; es liegt also nahe, den
Begrift mathematisch zu prézisieren. Wir wollen dazu wieder ein Problem auffassen als eine
Abbildung f : X — Y, die fiir eine Eingabe x aus der Menge der zulédssigen Eingabedaten X
ein Resultat y = f(x) aus der Menge der moglichen Resultate Y liefert, zusammen mit der
gewiinschten Eingabe x und einem maximalen Datenfehler’ §. Die fehlerbehaftete Eingabe
bezeichnen wir mit X. Die Kondition driickt dann aus, wie stark sich die Eingabefehler auf
das Ergebnis auswirken:

Definition 3.2. Fir ein Problem (f,x, §) ist die absolute Kondition die kleinste Zahl ks, fiir
die gilt

[1T(%) — F(x) || < Kaps||% — x| fur alle ||x — x|| < 6.

*Dieser wird fiir uns in der Regel der Maschinengenauigkeit eps entsprechen.
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3 FEHLERANALYSE

Die relative Kondition ist die kleinste Zahl k., fiir die gilt

(%) = f(x]] % — x|

< Kyl ——— tir alle || —x|| < 6.
()] oIl

Ein gut konditioniertes Problem liegt dann vor, wenn ¢ ~ 1 ist, der relative Fehler also in
der Groflenordnung des unvermeidlichen relativen Eingangsfehlers liegt. Da diese Definition
unabhingig von Problem und Eingabedaten ist, wird man sich in der Regel nur fiir die relative
Kondition interessieren.

Uber die Taylorentwicklung von f(x) erhilt man sofort eine Abschitzung der Konditionen
tiber die Ableitung:

Satz 3.3. Ist f stetig differenzierbar, so gilt fiir das Problem (f,x, d)

X

2
Tecon 207

Kabs = ||f/(X)H + 0(62)> Krel = ||f/(X)||

Analog lasst sich die Kondition eines Problems mit mehreren Eingabedaten x4, ..., x, tiber
die partiellen Ableitungen darstellen, z. B. durch

ﬁ(x).ﬁ

62 rel =
+0(0%), Kp = max o 0

1<j<n

LU

Kabs = mMax
an

1<j<n

‘+(‘)(62).

Fiir Matrizen werden wir noch eine spezielle Definition kennen lernen.

Beispiel 3.4. Fiir die Kondition der Addition (bzw. Subtraktion) betrachten wir fiir festes
y # 0 die Funktion f(x) := x +y. Dann ist f'(x) = 1, es gilt also:

_ x|
Ix +yl

Krel

Wir erkennen das Phdnomen der Ausloschung wieder: ist x ~ —y, so wird der Nenner beliebig
klein, und das Problem ist schlecht gestellt. Die Addition positiver Zahlen ist hingegen gut

konditioniert, da dann immer ‘X‘fy‘ < 1 gilt.

Wir halten fest: Die Kondition ist eine Eigenschaft des Problems, nicht des Losungsverfah-
rens. Es kann aber durchaus moglich sein, eine konkrete Fragestellung durch ein anderes
(mathematisches) Problem auszudriicken, das besser konditioniert ist!
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3 FEHLERANALYSE

3.2 STABILITAT EINES ALGORITHMUS

Fiir ein gut konditioniertes Problem® miissen wir nun entscheiden, ob das eingesetzte Verfah-
ren numerisch stabil ist, d. h. neben den Eingabefehlern auch die Verfahrens- und Rundungs-
fehler nur geringen Einfluss auf das Resultat haben. Wir betrachten also ein numerisches
Verfahren als Niherung f eines Problems f, und fragen uns, wie sich f(x) von f(x) unter-
scheidet. Da Eingabefehler unvermeidlich sind, sind wir zufrieden, wenn (%) — f(x)|| in
der Grof3enordnung von ||f(x) — f(x)|| liegt. Dies lasst sich auf zwei Arten untersuchen:

3.21 VORWARTSANALYSE

Hierbei wird betrachtet, wie das Verfahren den durch die Kondition bestimmten, unausweich-
lichen, Fehler verstarkt oder dampft.

Definition 3.5 (Vorwirtsstabilitit). Sei f ein numerisches Verfahren zur Losung des Problems
(f,x, d). Der Stabilitditsindikator (der Vorwdrtsanalyse) ist die kleinste Zahl o, > 0, fiir die
gilt

1% —x]]
X

[fGl

Ein Verfahren heif3t (vorwirts)stabil, falls o, k. kleiner als die Anzahl der durchgefiihrten
Elementarschritte ist.

< 0y Kped fur alle X mit

~X

Beispiel 3.6. Fiir die arithmetischen Operationen +, —, X, / und ihre Gleitkommarealisie-
rungen +, =, X, / ist 0y K < 1, denn nach Satz 2.3 gilt fiir die Gleitkommaarithmetik x 5y <
(x oy)(1 + eps) und damit

Réy—xoy|<onyN1+mﬁ)—xow

X = eps.
Ix oy Ix oyl P

Da fiir Gleitkommazahlen 5 > eps gilt (wir miissen mindestens mit Rundungsfehlern
rechnen), folgt die Aussage.

In der Praxis ist es jedoch umsténdlich, die Konditionszahl eines Problems und die tatsachliche
Anzahl der Schritte zu bestimmen. Fiir komplexere Verfahren bedient man sich deshalb oft
einer anderen Methode.

*und nur fiir ein solches!
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3 FEHLERANALYSE

3.2.2 RUCKWARTSANALYSE

Die Idee der Riickwirtsanalyse” ist es, den Verfahrensfehler auch wie einen Eingangsfehler zu
behandeln: Das Ergebnis {j = f(%) wird als das exakte Resultat §j = (%) fiir gestorte Daten X
angesehen. Es ist klar, dass das nur moglich ist, falls §j tiberhaupt eine mogliche Losung des
Problems f ist. Ist dies nicht der Fall, kann das Verfahren also sinnlose Ergebnisse liefern,
betrachten wir den Algorithmus von vornherein als instabil.

Definition 3.7 (Riickwirtsstabilitit). Sei f ein numerisches Verfahren zur Losung des Pro-
blems (f, x, 8). Der Stabilitdtsindikator (der Riickwartsanalyse) ist die kleinste Zahl o, > 0,
fiir die fiir alle X mit ||X — x||/||x|| < & ein X existiert mit f(%) = f(X) und

Ein Verfahren heif3t (riickwdrts)stabil, falls o, ~ 1 ist.

Wihrend die Vorwirtsanalyse untersucht, wie gut das Ergebnis des Verfahrens mit der exakten
Losung tibereinstimmt, tiberpriift die Riickwédrtsanalyse, wie gut das Ergebnis das exakte
Problem 16st. Der Vorteil der Riickwirtsanalyse ist dabei, dass der Indikator direkt die Stabilitat
des Verfahrens angibt. Dariiber hinaus gilt:

Lemma 3.8. Fiir ein gut konditioniertes Problem (f,x, ) ist jedes riickwirtsstabile Verfahren f
auch vorwirtsstabil.

Beweis. Nach Definition existiert fiir ein riickwirtsstabiles Verfahren ein %, so dass f(x) =
f(X) und

gilt. Hat f die Kondition k., dann erfiillt der relative Fehler im Ergebnis daher.

I — f) _ IF®) — @I _ [R—%]
R -l SR S

—%
%]

Nach Annahme ist nun das Problem gut konditioniert und daher k. ~ 1. Wegen der
Riickwirtsstabilitat ist weiter o, := 0, ~ 1 und damit auch o, kg ~ 1. Das Verfahren ist also
auch vorwartsstabil. O

*Fiir die Fehleranalyse wurde sie von James Hardy Wilkinson eingefiihrt; die Idee geht jedoch zuriick auf
Cornelius Lanczos.
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3 FEHLERANALYSE

Beispiel 3.9. Wir betrachten die Addition von drei Gleitkommazahlen x1, x2, x3. Da fiir die
Gleitkommaaddition die Reihenfolge eine Rolle spielt, legen wir diese als (xq + x2) + x3 fest.
Wir haben also

(x1 Fx2) Fx3 = ((x1 +x2)(1+82) +x3)(1 + 83)
=%x1(1 4082 4+ 03+ 8203) +x2(1 402 + 83 + 0283) +x3(1 + 83)

:IQ1 +7/22+Q3

tiir je ein &,, 83 < eps. Nun ist fiir eps < 1:

R1—x
% =02+ 83 + 6,03 < 3eps,
1

K2 —x%

M =084+ 03+ 803 < 36p5,
x|

X3 — x3]

— = =3 < eps.
b P

Setzen wir x := (x71,%2,%3) € R3 und analog fiir X, so folgt z. B.

IR—x]l;  Ri—x1] | [R2—x2 | [Rs—x3]
[pafF 1]l 1]l 1l
X1 —x1] X2 — X2 X3 — X3
X1l X2 X3
< 7eps.

Wegen & > ¢ ist die Gleitkommaaddition also auch riickwirtsstabil. Man sieht auflerdem, dass
die zuerst addierten Terme eine grof3ere Fehlerverstarkung erfahren. Es ist also numerisch
vorteilhaft, bei der Addition mehrerer Terme mit dem betragskleinsten zu beginnen.

WEITERFUHRENDE LITERATUR

N.J. Higham (2002). Accuracy and stability of numerical algorithms. 2. Aufl. Society for
Industrial und Applied Mathematics (SIAM), Philadelphia, PA.
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Teil 11

NUMERISCHE LINEARE ALGEBRA



GRUNDLAGEN

In diesem Kapitel werden wichtige Begriffe und Werkzeuge behandelt, die speziell fiir die
numerische Losung von Problemen aus der Linearen Algebra eine Rolle spielen. Dabei werden
im Wesentlichen die allgemeinen Betrachtungen des ersten Teils konkretisiert.

4.1 MATRIXNORMEN

Jede Matrix A € R™*™ lisst sich als Vektor im Raum R(M?) auffassen, womit sich jede der
bereits bekannten Vektornormen zur Untersuchung einer Matrix verwenden liefle. Jedoch
haben Matrizen ein zweites Gesicht: Sie sind auch lineare Operatoren, die auf Vektoren
wirken - und diese Sichtweise wird fiir uns weitaus relevanter sein. Wir verlangen von einer
Matrixnorm daher iiber die Normaxiome in Definition 1.1 hinaus zusatzliche Eigenschaften.

Definition 4.1. Eine Matrixnorm ||-|| auf R™*™ heif$t submultiplikativ, wenn fiir alle A, B €
R ™ oilt

IAB] < [IA[IIB]].

Definition 4.2. Eine Matrixnorm ||-||,, auf R™*™ heif3t vertrdglich mit einer Vektornorm
||-||\> wenn fiir alle A € R™*™ und x € R™ gilt

[AX]ly < ATy

Die wichtigsten Beispiele fiir Matrixnormen sind die Operatornormen.

Definition 4.3. Fiir eine Vektornorm ||-||,, auf R™ heif3t die durch

[AX]|
[Al[p == sup Y
lIx]|£0 x|y

definierte Norm die natiirliche oder die (durch ||-||\,) induzierte Norm.
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4 GRUNDLAGEN

Satz 4.4. Jede natiirliche Norm ist submultiplikativ und mit der sie induzierenden Vektornorm
vertrdglich.

Die am héufigsten gebrauchten Normen sind auch hier die p-Normen, wobei die Euklidische
Norm wieder hervorgehoben ist.

Definition 4.5. Der Spektralradius einer Matrix A € R™*™ ist definiert als

p(A) = max [A,

1<i<n
wobei A; die Eigenwerte von A sind.

Beispiel 4.6 (Induzierte p-Normen auf R™*™).
(i) [|All; = maxigij<n ) i qlayl  (Spaltensummennorm)
(ii) [|All, = maxi<i<n Z]T;] lay;|  (Zeilensummennorm)

(iii) ||A|l, = /P(ATA) (Spektralnorm).

Nicht alle Matrixnormen sind induzierte Normen. Auch die folgende Norm, genannt Frobe-
niusnorm, ist submultiplikativ und vertrdglich mit der Euklidischen Norm:*

[Alle =

Der Wert der Frobeniusnorm besteht darin, dass sie eine scharfe obere Schranke fiir die
— schwer zu berechnende - Spektralnorm darstellt. Wie Vektornormen sind auch alle Ma-
trixnormen aquivalent; insbesondere gelten die folgenden (optimalen) Abschitzungen:

Lemma 4.7. Fiir A € R™*™ gilt

@) Al <Al < vrlAllL

(i) 1Al < Al < vRlA]

(iii) Z=lAlly < AL < vallAlL.
Lemma 4.8. Sei A € R™*™ und ||-|| eine induzierte Norm. Dann gilt:

p(A) < [|A]
Beweis. Sei A der betragsgrofite Eigenwert von A und v der zugehorige Eigenvektor. Dann
gilt mit der induzierenden Vektornorm |||,
AVl = lIAvlly = Av]y < ATV -

Da Eigenvektoren nach Definition ungleich Null sind, konnen wir durch ||x||,, dividieren
und erhalten die Aussage. O]

1Sie entspricht der Euklidischen Norm von A € R™*™, aufgefasst als Vektor in R™".
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4 GRUNDLAGEN

4.2 SPEZIELLE MATRIZEN

Wir werden im Laufe der ndchsten Kapitel erkennen, dass die Stabilitat und Effizienz von
Verfahren zur Losung von Problemen der Linearen Algebra wesentlich von der Struktur der
gegebenen Matrix abhdngt. Hier betrachten wir zwei der wichtigsten Beispiele von Matrizen
mit gilinstiger Struktur.

Definition 4.9. Eine Matrix A € R™*™ heif$t positiv definit, falls gilt®

x"Ax >0 fir alle x € R™\ {0}.
Durch Einsetzen geeigneter Vektoren x zeigt man folgende Eigenschaften positiv definiter
Matrizen.
Satz 4.10. Sei A = (ay;)1j_; € R™*™ positiv definit. Dann gilt:
(i) ayy > O0fiirallel <i<mny

(i) afj < aiiqy, firallei#j, 1 <i,j <n

(iii) es existiert eink € {1,...,n}, so dass max; <i j<nlaij| = axk.
Eine einfache Charakterisierung von positiver Definitheit gelingt fiir symmetrische Matri-
zen.
Satz 4.11. Sei A € R™*™ symmetrisch. Dann ist A positiv definit genau dann, wenn Ay > 0 gilt
fiir alle Eigenwerte A, 1 < i< n, von A.
Fiir eine wichtige Unterklasse lasst sich die Definitheit direkt an den Matrixelementen erken-

nen.

Definition 4.12. A € R™*™ heif3t streng diagonal dominant, falls gilt
laiil > ) layl  fiiralle] <i<mn.
=1
4

Satz 4.13. Sei A € R™*™ symmetrisch und streng diagonal dominant. Dann ist A positiv definit.

*Ist auch Gleichheit méglich, so spricht man von semidefiniten Matrizen; die umgekehrte Ungleichung
charakterisiert negativ definite Matrizen. Ist keine dieser Aussage moglich, nennt man die Matrix indefinit.
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4 GRUNDLAGEN

4.3 DIE KONDITIONSZAHL EINER MATRIX

Der zentrale Begriff fiir die Untersuchung der Kondition von Problemen der linearen Algebra
ist die Konditionszahl einer Matrix. Wir werden diese fiir die Losung linearer Gleichungssys-
teme motivieren; sie ist aber auch fiir viele andere Problemstellungen, die wir im Weiteren
betrachten werden, relevant.

Seialso A € R™*™ und b € R™ gegeben, und derjenige Vektor x € R™ gesucht, der Ax =b
erfiillt. Existiert iberhaupt solch ein x, so ldsst es sich iiber die inverse Matrix A~' berechnen;
esist x = A~"b. Wie in Kapitel 3.1 schreiben wir dies als f : b ~+ A~'b. Dies ist eine lineare
Funktion, es gilt also f'(b) = A~'. Nach Satz 3.3 ist deshalb k,,s = ||A~"|| und

[0y oy — JAXE S
= — AT = AT < AYIIAT.
e = Ty A 7= TR AT < IATIAT

Dies motiviert die folgende Definition:

Definition 4.14. Fiir eine reguldre (d. h. invertierbare) Matrix A € R™*™ und eine Ma-
trixnorm ||-|| heif3t

K(A) = [|A|[JA7Y]

(relative) Konditionszahl von A beziiglich ||-|.

Dabei werden wir (falls nicht anders angegeben) im Weiteren annehmen, dass wir fiir die
Kondition eine induzierte Matrixnorm zugrunde legen. Speziell fiir die Spektralnorm erhalt
man eine niitzliche Darstellung:

Lemma 4.15. Die Konditionszahl einer reguldren Matrix A € R™*™ beziiglich einer induzierten
Matrixnorm ||| ist

max||Ax||,

p(A) = min||Ax|,’

wobei das Maximum und Minimum iiber alle x € R™ mit ||x[|, = 1 genommen wird.

Ist A symmetrisch und positiv definit, so ist

)\max
K2 (A) = )

>\min

d. h. gleich dem Verhiiltnis zwischen betragsgrofstem und betragskleinstem Eigenwert von A.

Wir haben bislang noch nicht beriicksichtigt, dass in der Regel auch die Matrixeintrage von
A, etwa durch Darstellung als Maschinenzahlen, mit Fehlern behaftet sind. Wir miissen
also untersuchen, wie sich die Lésung x verhilt, wenn wir statt Ax = b das System Ax :=
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4 GRUNDLAGEN

(A + 8A)x = b losen. Der folgende Satz’ besagt insbesondere, dass eine kleine Stérung die
Invertierbarkeit einer Matrix nicht dndert.

Satz 4.16. Seien A, A € R™™ und b € R™. Sei weiterhin A invertierbar und x € R™ Losung
von Ax = b.

Gilt |A""||||A — A|| < 1, so ist auch A invertierbar, und fiir die Losung % € R™ von AX = b
gilt fiir eine beliebige Vektornorm und der durch sie induzierten Matrixnorm:

% — x| (A) IA — A

x| T 1_ [A—A] A
I 1 — ) IAAL A

A

Die Konditionszahl bestimmt also die Kondition der Losung von linearen Gleichungssyste-
men, sowohl gegeniiber Stérungen der rechten Seite als auch der Matrix selber. Eine Mog-
lichkeit, die Konditionszahl einer Matrix zu verbessern, liegt in der Skalierung der einzelnen
Zeilen. Zwar ist keine allgemeine Methode bekannt, um dies fiir beliebige Normen zu errei-
chen, aber fiir die Maximumsnorm kénnen wir eine solche angeben:

Sei D € R™*™ eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen

n -1
di = <Z|ai)’|) .
j=1

Die zeilendquilibrierte Matrix DA hat dann die Maximumsnorm

n —1 n —1 n
DA| = max E a; ai;| = max E ai; E aiil =1
H Hoo T<icn 4 ( | 1k|> | 1)| 1<i<n < | 1]| . | 1]| )
j=1 k=1 j=1 j=1

und man kann zeigen, dass ko (DA) < Keo(DA) fiir jede andere Diagonalmatrix D (inklu-
sive der Identititsmatrix) gilt. Analog ldsst sich (durch Multiplikation von rechts mit einer
ahnlichen Diagonalmatrix) eine Spaltendquilibrierung durchfiihren, die die Konditionszahl
beziiglich der Spaltensummennorm minimiert.

n

*siehe z. B. G. Himmerlin und K.-H. Hoffmann (1994). Numerische Mathematik. 4. Aufl. Springer-Verlag,
Berlin, Seite 79-80
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LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME

Das Losen linearer Gleichungssysteme gehort zu den wichtigsten Aufgaben der numerischen
Mathematik. Zum einen sind viele in der Anwendung erfolgreiche mathematische Modelle
linearer Natur (etwa das Leontief-Modell in den Wirtschaftswissenschaften, die Kirchhoff-
schen Gesetze in der Elektrotechnik oder Bilanzgleichungen in der Chemie). Zum anderen
basieren fast alle numerischen Verfahren der hoheren Mathematik (etwa die Losung partieller
Differentialgleichungen) letztlich auf der Reduktion auf lineare Gleichungssysteme. Es ist
also von zentralem Interesse, stabile und effiziente Verfahren fiir dieses Problem zu haben.

Wir beschiftigen uns daher in diesem Kapitel mit folgendem Problem:

» Gegeben:
a2 ... Qin b,
A=| : ER™™ b= b_z € R™,
Anl  eve ovv Qnn b.n

e Gesucht: x € R", so dass Ax = b.

Aus der linearen Algebra wissen wir, wann solch ein Gleichungssystem losbar ist.

Satzs.1. Sei A € R™™ undb € R™. Istdet(A) # 0, so existiert genau ein x € R™ mit Ax = b.

Uber die Determinante lasst sich theoretisch auch die Losung des Gleichungssystems be-
rechnen; die Cramersche Regel besagt, dass x; = % ist, wobei A; die Matrix ist, die
durch Ersetzen der j-ten Spalte von A durch b entsteht. Dies ist allerdings ein denkbar un-
praktikables Verfahren: Die notwendige Berechnung der n + 1 Determinanten erfordert
O((n + 1)!) Operationen; selbst moderne Graphikprozessoren, die 1 Teraflop - also eine
Billion Gleitkommaoperationen pro Sekunde - leisten kdnnen, wiirden fiir die Losung eines
Gleichungssystems mit n = 20 Zeilen 1.6 Jahre benétigen; fiir n = 22 wiren bereits 820

Jahre nétig; und n = 30 wire in 266 Billionen Jahren noch nicht fertig berechnet.
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5 LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME

Die in der Praxis auftretenden Matrizen haben aber tiblicherweise Grofien von mehreren
Hundert bis zu mehreren Millionen Zeilen bzw. Spalten. Die in Frage kommenden Verfahren
miissen also auch solche Probleme behandeln kénnen. Die in diesem Kapitel behandelten
Methoden fallen in zwei Klassen:

1. Direkte Verfahren liefern nach endlich vielen Schritten die Losung (wobei evtl. Run-
dungsfehler zu berticksichtigen sind).

2. Iterative Verfahren liefern ausgehend von einer Anfangsnidherung nach jedem Schritt
eine verbesserte Naherung. Zu den Rundungsfehlern treten hier also noch Verfahrens-
fehler; dafiir weisen diese Methoden eine giinstigere Komplexitét auf.

51 DIREKTE VERFAHREN

Zunichst betrachten wir eine Klasse von Matrizen, fiir die das zugehorige Gleichungssystem
sehr leicht 16sbar ist. Im nichsten Schritt fiihren wir dann den allgemeinen Fall auf dieses
Problem zuriick.

5.1.1 AUFLOSUNG VON DREIECKSMATRIZEN

ajr a2

0 azz
Losung von Ax = b einfach durch sukzessives Einsetzen bestimmen: Zuerst finden wir
X2 = ba/azz, und setzen x; = (by — ajax2)/as;. Fiir den allgemeinen Fall A € R™*™ fiihrt
das auf die folgende Definition.

IDEE: Haben wir eine Matrix der Form A = < > gegeben, so konnen wir die

Definition 5.2. Eine Matrix A € R™*™ heif3t
o obere Dreiecksmatrix, falls ai; = 0 gilt fiir alle i > j,
o untere Dreiecksmatrix, falls a;; = 0 gilt fiir alle i < j.

Ist A eine obere Dreiecksmatrix, so kann man das Gleichungssystem Ax = b durch Riick-
wirtssubstitution bestimmen.

Algorithmus 5.1 : Riickwirtssubstitution
Input $ Qijs bj
forj=mn,...,1do

| x5 (05 — iy o) /ay;
Output : x;
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5 LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME

Dabei miissen %n(n — 1) Additionen und %n(n + 1) Multiplikationen durchgefiihrt werden,
die Komplexitit ist also O(n?). Sind alle Diagonalelemente a;; # 0, so ist der Algorithmus
durchfiithrbar; dies ist (wegen der Dreiecksform) gleichbedeutend mit det(A) # 0.

Analog fithrt man fiir eine untere Dreiecksmatrix eine Vorwirtssubstitution durch.

Algorithmus 5.2 : Vorwértssubstitution

Input $Aijs b]'
forj=1,...,ndo

t Xj 4= (bi - a)'kxk) /aj;
Output : x;

5.1.2 GAUSS-ELIMINATION

IDEE: Eine allgemeine Matrix wird durch Zeilenumformungen auf obere Dreiecksform
gebracht, so dass sich Riickwirtssubstitution zur Losung anwenden lésst."

Zur Herleitung des Verfahrens nehmen wir zunéchst an, dass a;; # 0 gilt. Dann kdnnen wir
geeignete Vielfache der ersten Zeile der Matrix A und der rechten Seite b von allen weiteren
subtrahieren:

fori=2,...,ndo
1M = au

i ar
forj=1,...,ndo

2 1
e =ay—1ay

b =by — 1"y

und wir erhalten eine neue Matrix A(2) und rechte Seite b(%):

a a122 - a12n b;
o |0 ad ] (e
0 a3 ... o b2
Ist nun al3 # 0, so wiederholen wir diesen Schritt mit der Teilmatrix A(2) = (agf) )1—, und

dem Vektor b2 = (b{*)) ,. Da wir in jedem Schritt k nur die Matrixelemente mit i,j > k

betrachten, erhalten wir also garantiert nach n — 1 Schritten eine obere Dreiecksmatrix

!Carl Friedrich Gauf hat dieses Verfahren 1810 in einer Abhandlung zur Untersuchung des Orbits des Planetoi-
den Pallas verwendet (zur Losung eines Gleichungssystems fiir sechs Unbekannte, das er aus einer Reihe von
Beobachtungen ableitete). Das allgemeine Verfahren ist allerdings bereits 200 v.Chr. in dem chinesischen
Text Jitizhang Suanshi: (“Neun Kapitel iber die mathematische Kunst”, dem chinesischen Aquivalent von
Euklids Elementen) unter dem Begriff fangchéng shi (“Vorschriften tiber quadratische Felder”) beschrieben.
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5 LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME

A, die wir per Riickwirtssubstitution aufldsen kénnen. Dabei sind im Schritt k insgesamt
(n—k)((n—k+1)+1) Multiplikationen und Subtraktionen sowie (n—k) Divisionen nétig; der
komplette Aufwand fiir die Gauf3-Elimination betrigt also O(n?). Der Algorithmus scheitert,
wenn wir in einem Schritt durch Null dividieren miissen. Fiir streng diagonal dominante
Matrizen konnen wir das im ersten Schritt ausschliessen; per Induktion zeigt man, dass diese
Eigenschaft auch fiir alle modifizierten Matrizen A (%) erhalten bleibt. Wir halten fest:

Satz 5.3. Fiir eine streng diagonal dominante Matrix A € R™*™ ist die Gauf$-Elimination
durchfiihrbar.

Ist A nicht diagonal dominant, kénnen selbst fiir invertierbare Matrizen® Nullelemente auf
der Diagonalen auftreten. Dies kann durch einen Zeilentausch (entspricht Umsortieren der
Gleichungen) umgangen werden: Taucht im Schritt k ein Diagonalelement a]g,i) = 0 auf, so
sucht man ein a'¥) # 0 mit m > k und vertauscht die Zeilen m und k. Dieses Verfahren
heifdt Pivotsuche, a\*). Pivotelement. Solches Vorgehen ist auch sinnvoll, wenn a\*) sehr klein
ist, um Fehlerverstirkung bei der Berechnung von 1) zu vermeiden. Daher wihlt man

sinnvollerweise als Pivotelement das betragsgrofite a'*) 2

Miissen wir mehrere Gleichungssysteme 19sen, bei denen sich nur die rechte Seite dndert, soll-
ten die O(n3) Operationen nur einmal durchgefiihrt werden. Dies ldsst sich erreichen, indem
man die ndtigen Zeilenumformungen in der Form von Matrixmultiplikationen speichert.

5.1.3 LR-ZERLEGUNG

Wir betrachten wieder zuerst den Fall ohne Pivotisierung. Im Schritt k der Gauf3-Elimination
wird von allen Zeilen mit Index i > k ein Vielfaches der k-ten Zeile abgezogen, was sich als
Multiplikation mit einer geeigneten Matrix darstellen ldsst. Durch explizites Ausschreiben
der Multiplikationen vergewissert man sich, dass gilt

AR+ LkA(k), pk+1) — Lkb(k),
mit A" = A und
10 0
0 0
: 1 :
L= | o =101 W, 0,100, 0),
_1k+1 : —.1() =e]
: 0
0 —1 1

) 0 1
z. B. (1 0

*Merke: Die Pivotsuche verbessert nur die Stabilitit des Verfahrens, eine Zeilenaquilibrierung dagegen nur die
Kondition des Problems. Man wird also beide Techniken anwenden.
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5 LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME

()
wobei 1) = Z}‘;) genau die in der Gauf3-Elimination berechneten Faktoren sind.
kk

Solche Matrizen, die sich nur in einer Spalte von der Einheitsmatrix unterscheiden, heiflen
Frobeniusmatrizen. Wir haben also nach n — 1 Schritten eine obere Dreiecksmatrix

A =L, 4 LA
Durch Nachrechnen sieht man die folgenden Eigenschaften.
Lemma 5.4. Essei L, = 1 —1Xe] eine Frobeniusmatrix. Dann gilt:
(i) L' =1+1Fe],
(i) Li=TIr Lt =1+ 3 1o 109e],
Damit ist L also eine untere Dreiecksmatrix mit nicht verschwindenden Diagonaleintrigen

(= 1), und wir konnen A als Produkt von unteren und oberen Dreiecksmatrizen schreiben
a(j)

ﬁ i<,

. n n )]
A=LR mit R:==A", L=y, Lj:=<; i=j,
0 1>7.

Diese Faktorisierung nennt man LR-Zerlegung; sie hat offensichtlich die gleiche Komplexitat
O(n?) wie die GauB3-Elimination. Wollen wir jetzt die Gleichung Ax = b 18sen, so lasst sich
das schrittweise durchfiihren:

1. Berechne L, R, so dass A = LR gilt,
2. Lose Ly = b durch Vorwirtssubstitution,
3. Lose Rx =y durch Rickwirtssubstitution.

Dabei ist der erste (und aufwendigste) Schritt unabhéngig von b, was eine Ersparnis ermog-
licht, falls man ein Gleichungssystem fiir mehrere rechte Seiten 16sen mochte.

Nun soll auch die Pivotisierung beriicksichtigt werden. Dazu miissen wir die Vertauschung
von zwei Zeilen k und m auch als Matrixmultiplikation schreiben. Es gilt A = P, A fur

1 0 ... 0
0
1
0 ... ... ... 1 +— k-te Zeile
1T ... ... ... 0 <+ m-te Zeile
1
0
0 0 1
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5 LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME

Wird also im Schritt k die notwendige Zeilenvertauschung durch die Permutationsmatrix
Py := Py fiirein m > k (d. h. P, = I fiir k) durchgefiihrt, so ist A1) = [, P, A(®), und
schlief3lich

AN =1, 4P, --L1P;A.

Wir zeigen jetzt, dass wir dies wieder als LR-Zerlegung auffassen kénnen. Dazu verwenden
wir, dass

(i) P.' = Py fiir alle k gilt, und
(ii) Py nur Zeilen mit Index m > k vertauscht.

Damit kénnen wir die P; “an den L vorbeiziehen™ Man erhalt fiir alle m < k

(5.1)  PiLmPx = PeIP — P (1™el )Py =1 — (PLU™)(Ple )T =T —1el =1,
m k

.
und somit PyL,, = L, Py fiir m < k. Also ist
(5.2) AN =1, 4Py - LP L1 PIA =1 Py - LGP PA, L i=PoLy.

Dies lasst sich wiederholen fiir L,, ..., L, ;. Multipliziert man wieder beide Seiten mit den
Inversen der Ly, k = 1,...,n — 1, so erhilt man:

A =177 T T AW =P, ;... P;A = PA
Da [ nach (5.1) und Lemma 5.4 wieder eine Frobeniusmatrix ist, haben wir bewiesen:

Satz 5.5. Fiir jede regulire Matrix A € R™*™ existiert eine Permutationsmatrix P, eine untere
Dreiecksmatrix L und eine obere Dreiecksmatrix R, so dass gilt

PA =LR.

Die Stabilitdt der LR-Zerlegung lasst sich mit Hilfe der Riickwirtsanalyse und Satz 4.16
beweisen.

Der folgende Algorithmus berechnet die LR-Zerlegung einer Matrix A, die dabei iiberschrie-
ben wird. Dadurch wird gewidhrleistet, dass die Permutationen auch auf die Matrixelemente
von L angewendet werden (siehe (5.2)). Die Permutation P speichert man am einfachsten
dadurch, dass jede Zeilenvertauschung auch auf einen Permutationsvektor p = (1,...,n)"
angewendet wird; nach Ende des Algorithmus geben die Eintriage von p die Reihenfolge der
Eintrdge von Pb an (z. B. ist fir p = (3,2, 1) dann Pb = (b3, bz, by)).
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Algorithmus 5.3 : LR-Zerlegung mit Pivotisierung

Input : aij, p;
p<+ (1,...,n) // Initialisiere Permutationsvektor
forj=1,...,n—1do
Finde s > j so dass |a;| = maxj<i<nlai] // Pivotsuche
Vertausche agx und aji firalle T <k <n // Pivotisierung
Vertausche p und p; // Aktualisiere Permutationsvektor
fori=j+1,...,ndo
ayj < 2:1 // Matrix L ( Diagonalelemente sind immer 1)
fork=j+1,...,ndo
L Aikx < QAix — AqjA5k // Matrix R

Oiutput : ]'ij = Qyj (1 > ]), Tij = Qyj (1 < J)) Pj

Zur Losung von Ax = b geht man nun wie folgt vor:
1. Berechne LR-Zerlegung mit Pivotsuche: PA = LR
2. Lose Ly = Pb mit Vorwirtssubstitution

3. Lose Rx = y mit Riickwirtssubstitution

51.4 CHOLESKY-ZERLEGUNG

Fiir eine symmetrisch positiv definite Matrix A kann die LR-Zerlegung vereinfacht werden.
Natiirlich lief8e sich L mit Hilfe der LR-Zerlegung berechnen, aber man kann durch Ausnutzen
der Symmetrie ein giinstigeres Verfahren finden. Die Beziehung A = LL", betrachtet fiir die
einzelnen Matrixeintrige ay;, liefert 2n(n + 1) unabhingige Gleichungen fiir die In(n +1)
Unbekannten ;5,1 > j. Durch eine geeignete Anordnung kann man diese Gleichungen durch
einfaches Einsetzen auflosen. Dies sieht man am einfachsten fiirn = 2, d. h.

ann an lin O T <111 121)
A = L —t L == .
<C121 azz) ’ <1z1 1zz> ’ 0 1l
Ausmultiplizieren von A = LL" liefert dann die Gleichungen

an = (L)%, azr = liilar, az = (1) + (La)%

Da A symmetrisch positiv definit ist, sind die Diagonaleintrige strikt positiv. Wir kdnnen
also durch spaltenweises Vorgehen samtliche Unbekannten in stabiler Weise der Reihe nach
berechnen; eine Pivotsuche ist nicht notwendig. Es bleibt zu zeigen, dass das Verfahren
allgemein fiir symmetrisch positiv definite Matrizen durchfithrbar ist.

Satz 5.6. Jede symmetrische positiv definite Matrix A hat eine Zerlegung der Form A = LLT,
wobei L eine regulire untere Dreiecksmatrix ist.
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Beweis. Wir beweisen dies durch Induktion nach k, indem wir - analog zur LR-Zerlegung -
sukzessive Matrixmultiplikationen betrachten.

e k = 1: Wir definieren

1. [ var 0 m._ (1 0
L —< 1 b In_]>’ A i <O B(U )

an 1

wobei by = (azy...,an1)’, In_; die (n — 1) x (n — 1)—Einheitsmatrix ist, und
B") = (ay;)7'j_, die restlichen Eintrige von A enthilt. Da A symmetrisch und positiv
definit ist, ist a;; > 0, und deshalb L") wohldefiniert. Man rechnet nun leicht nach,
dass gilt

A = L(”A“)(L(”)T.

(1)

. 1
Ausserdem ist ay, = az; > 0.

o k—1 — kfir k > 2: Wir nehmen an, dass A*~1) in der Form

Iy O 0
—-1) . k—1
A= 0 o bl

0 br_1 B—1

vorliegt (mit by, B(¥) analog zu k = 1), wobei al% " > 0 gilt (Induktionsannahme).

Wieder rechnet man nach, dass

Al=1) _ [0 A7) T
gilt, wenn wir
Ik 0 0
— I 0
L) . 0 agli " 0 A = < (k—1) 1 T
) 0 B — e bk—1by 1 |
0 1 b I al(<k ) k]
al[j;” k—1 n—k

setzen (mit by, B(X) analog zu k = 1). Wir miissen nun nachweisen, dass a]gi)] w1 >0
gilt. Da A (und damit A*~1))* symmetrisch positiv definit ist, gilt nach Lemma 4.10

(k—1) (k—1) (k—1) 2
Qg1 G > (@ 1)
und damit
(k) (k1) 1 (k=1) 2
Qb 1k+1 = Db 1,k+1 — ey (a1 %-1)" >0,
e

womit der Induktionsschritt komplett ist.

“Dies sieht man durch geeignete Wahl von x fiir xTAx > 0.

37



5 LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME

Man erhalt also nach n Schritten A™ = I und damit
A=L0 L g T,

Nach Konstruktion sind die L'k) nun Frobeniusmatrizen, und wie bei der LR-Zerlegung
weist man nach, dass ihr Produkt L eine untere Dreiecksmatrix ist. O

Umgekehrt folgt aus A = LLT mit L invertierbar, dass A symmetrisch ist und es gilt
xTAx =x"LL'x = (L™%)" (L) = ||LTX||§ >0 fiir alle x # 0,

d. h. A ist positiv definit.

Dieser Beweis lisst sich konstruktiv umsetzen; man erhalt dadurch die Cholesky-Zerlegung.®

Algorithmus 5.4 : Cholesky-Zerlegung

Input: aj;
fork=1,...,ndo

L <+ \/akk — Z}:]] (lkj)z
fori=k+1,...,ndo
k—T
t Lix < <aik - Zj:1 lijlkj) /k

Output : 11]‘, i > ]

Der Aufwand fiir die Cholesky-Zerlegung betrigt zwar auch O (n?), bei genauerer Betrachtung
sind aber nur halb so viele Operationen notwendig wie fiir eine LR-Zerlegung. Aufierdem ist
keine Pivotsuche notwendig.

5.2 ITERATIVE VERFAHREN

Wir sind nun an Verfahren interessiert, die auch fiir allgemeinere grofle Matrizen mit wenigen
Eintrdgen® den Vorteil besitzen, fiir die Losung eines linearen Gleichungssystems denselben
Speicheraufwand wie fiir ihre Speicherung zu besitzen. Dies wird dadurch erreicht, dass diese
Verfahren im Wesentlichen auf der wiederholten Matrixmultiplikation beruhen. Dadurch
wird man aber in der Regel nie in endlicher Zeit auf die exakte Losung kommen, sondern
Schritt fiir Schritt immer bessere Naherungen erhalten. Die vorrangige Aufgabe wird sein,
die Konvergenz dieser Ndaherungen gegen die exakte Losung zu garantieren.

Wir betrachten hier zwei Klassen von Verfahren.

*Von André-Louis Cholesky um 1905 fiir lineare Ausgleichsprobleme bei der Land-Neuvermessung Frankreichs
entwickelt; die Methode wurde erst 1924, nach seinem Tod im ersten Weltkrieg, publiziert.

®Solche Matrizen nennt man diinn besetzt (engl. “sparse”), falls die Anzahl der von Null verschiedenen Eintrage
nur O(n) (statt O(n?)) ist.
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5.2.1 LINEARE ITERATIONSVERFAHREN

Der zentrale Ansatz fiir diese Verfahrensklasse ist, das lineare Gleichungssystem als eine
Fixpunktgleichung zu schreiben. Es ist Ax = b genau dann, wenn gilt

x=xXx+b—Ax=b+ (I—A)x.
Dies fithrt auf die Fixpunktiteration
XD = (I A,

Dieses Verfahren wird Richardson-Iteration’ genannt; zu seiner Durchfithrung ist nur die
Multiplikation mit der Matrix A notwendig.® Es ist natiirlich nur dann sinnvoll, wenn x(®) —
x* := A~ b fiir k — oo gilt. Um das zu priifen, betrachten wir den Fehler im k + 1-ten Schritt.
Durch Einsetzen der Iterationsvorschrift erhalten wir

x—xFH = —p— (1= A =x* —x — (b — Ax(®)

=x" —x® — (Ax* — Ax®)) = (1— A)(x* —x¥)),
und damit
I =X = 1= A" = x| < 1= Al =%
Es gilt also
e = x| <= AL = xO).

Die Richardson-Iteration konvergiert also dann und nur dann fiir alle Startwerte x(°), wenn
[I—A|l < 1gilt.” Dies ist aber in der Regel nicht der Fall. Die Idee fithrt aber zu brauchbaren
Verfahren, indem wir die Iteration mit einer “besseren” Matrix A = CA (und rechter Seite
Cb) fiir eine geeignete Matrix C durchfiithren:

Definition 5.7. Sei C € R™*" reguldr. Dann heift die Fixpunktiteration
x* 1) = (I— CA)x™® + Cb

lineares Iterationsverfahren, (I — CA) nennt man Iterationsmatrix.

Wir wollen nun die Konvergenz dieser Verfahren sorgfiltiger untersuchen:

"Diese Methode geht auf Lewis Fry Richardson zuriick. Er propagierte auch 1922 die heutige Methode der
Wettervorhersage auf Basis von numerischer Simulation. (Ein eigener erster Versuch von 1910 — durchgefiihrt
von Hand! - war grundsitzlich korrekt, lieferte aber wegen gestorter Eingabedaten ein falsches Ergebnis.)

*Die Matrix muss nicht explizit gegeben sein; es geniigt, eine Prozedur zu kennen, die fiir einen gegebenen
Vektor v den Vektor Av berechnet.

°Dies ist eine sehr einfache Form des Banachschen Fixpunktsatzes 10.1.
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Satz 5.8. Ein lineares Iterationsverfahren mit der Iterationsmatrix (1 — CA) konvergiert fiir
jeden Startwert x°) genau dann, wenn gilt

p(I—CA) < 1.

Beweis. Da das Verfahren linear ist, gilt analog zur Richardson-Iteration fiir den Fehler

ek = x* —x(K)

e® = (I— CA)kel?,

Wir nehmen nun der Einfachheit halber an, dass I — CA diagonalisierbar ist, d. h. es existiert
ein T € R™™ mit

A1
T'(I-CA)T=D= ,

wobei A; die Eigenwerte von (I — CA) sind. Damit ist
e™ = (I-CA)*e!® =TD*T"el?)]

und wir haben
k
_ k _ _
€19, = [TOT e, < [TIIDIEIT e, = (max A ) ITILIT e, 0

falls max;<i<nlAil = p(I — CA) < 1 gilt.
Andererseits sei angenommen, dass A; > 1 fiir ein T < j < n. Nun wihle man als Startwert
x(©) = x* — v; mit v; Eigenvektor zu A;. Dann gilt aber e(®) = v; und somit fiir alle k > 0

k
le™ 1l = (1= CAYvs ]| = [ * v | = [[e]I.

Das Verfahren konvergiert also nicht fiir diesen Startwert. O]

Da jede induzierte Matrixnorm eine obere Schranke fiir den Spektralradius ist, erhdlt man

Folgerung 5.9. Gilt |I — CA| < 1 fiir eine induzierte Matrixnorm, so konvergiert das lineare
Iterationsverfahren fiir jeden Startwert.

Bemerkung. Die Konvergenz des Iterationsverfahrens kann beliebig langsam sein. Ein wichti-
ges Maf fiir die Konvergenzgeschwindigkeit ist, wie stark der Fehler in jedem Schritt reduziert
wird, und damit wie viele Iterationen notwendig sind, um den Fehler unter eine vorgegebene
Schranke zu bringen. Dieser Faktor hangt fiir gegebenes C jedoch sehr von der Struktur und
Grofle der Matrix A ab (nicht aber von der rechten Seite). Ublicherweise erwartet man, dass
zwischen O(1) und O(n) Iteration erforderlich sind.
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Wir betrachten nun konkrete lineare Iterationsverfahren, d. h. konkrete Beispiel fiir die Wahl
der Matrix C. Dabei soll nach Satz 5.8 moglichst CA ~ I sein, idealerweise also C = A~".
Dann wire das Verfahren zwar in einem Schritt fertig, man hatte aber nichts an Effizienz
gewonnen. Wir brauchen deshalb eine Matrix, die “nahe bei” A~ ist, aber leicht berechnet
werden kann.

Die klassischen Methoden gehen dafiir alle von der Zerlegung A = L + D + R mit einer
unteren Dreiecksmatrix L, einer Diagonalmatrix D und einer oberen Dreiecksmatrix R aus.

JACOBI-ITERATION: C=D""!

Diese Wahl'° fiihrt zu der Iterationsvorschrift
XM = (1-D'A)X™ + Dy,

die durchfiihrbar ist, solange a;; # 0 fiir alle 1 < i < n. Nutzt man die Schreibweise
A =L+ D + R, so kann man das Verfahren effizienter schreiben:

Dx® D = b — (L + R)x.

Algorithmus 5.5 : Jacobi-Iteration

Input: Cli)',bi,Xg,k*
fork=1,...,k*do

fori=1,...,ndo
k i-1 k—1 n k—1
t Xi (bi =21 ayXy )i Ay >/aﬁ
Output : x;

Die Komplexitat dieses Verfahren ist pro Schritt O(n), falls A eine diinn besetzte Matrix ist
(und damit die Summen nicht iiber die vollen n Summanden zu berechnen sind); die gesamte
Komplexitit hangt von der Anzahl der Iterationen ab. Dabei erfolgt die Berechnung der x; in
jedem Schritt unabhingig voneinander, das Verfahren ist also sehr gut parallelisierbar. Fiir
die Konvergenz zeigt man leicht:

Satz 5.10. Sei A € R™*™ streng diagonal dominant. Dann konvergiert die Jacobi-Iteration.

Beweis. Es gilt

|ai]'|

< 1. O]

p(I—D'A) =p(D '(L+R)) < [D(L+R)|, fé‘i“éémﬁi

Dies ist eine stark vereinfachte Fassung des Jacobi-Verfahrens fiir die Eigenwertberechnung, welches Carl
Gustav Jacobi 1846 fiir die Berechnung von Stérungen von Planetenbahnen entwickelte.
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GAUSS—SEIDEL-ITERATION: C = (D+ L)™'

Der Iterationsschritt'' dazu lautet also:
XD = (1= (D+L) "Ax™ + (D+1L) .

Dabei berechnet man (D + L)' nicht explizit; da D + L eine untere Dreiecksmatrix ist, lasst
sich das zugehorige Gleichungssystem leicht durch Vorwértssubstitution 16sen:

(D + L)x** 1) = b — Rx¥,

Algorithmus 5.6 : Gauf3-Seidel-Iteration

Input : a;j, by, x), k*
fork =1,...,k* do

fori=1,...,ndo
i1 _
t x¥ (bi — At = Y ayxS 1) /i
Output : x;

Dies entspricht der Jacobi-Iteration, wenn man bereits berechnete x; in der Gleichung fiir x;
einsetzt. Damit ist das Verfahren nicht mehr ohne weiteres parallelisierbar. Auflerdem hingt
die Konvergenzgeschwindigkeit von der Reihenfolge der Berechnung der x; ab, ist aber fiir
wichtige Klassen von Matrizen hoher als bei der Jacobi-Iteration. Fiir die Konvergenz halten
wir fest:

Satz 5.11. Sei A € R™*" streng diagonal dominant oder symmetrisch positiv definit. Dann
konvergiert die GaufS-Seidel-Iteration.

SOR-VERFAHREN (“successive over-relaxation”)

Das SOR-Verfahren'? basiert auf einer anderen Schreibweise der Gauf3—Seidel-Iteration: als
i—1 n
k+1 k k+1 Kk
R (Z aU-X]! " )‘f’Zai]‘X]F ! _bi> /@i
j=1 j=i

Wir addieren also in jedem Schritt eine “Korrektur” zu x.*'. Konvergiert das Verfahren nun zu
langsam, kénnen wir woméglich durch eine stirkere Korrektur die Konvergenz beschleunigen.

"publiziert 1874 von Philipp Ludwig von Seidel
Zentwickelt von David Young fiir seine 1950 verfasste Doktorarbeit {iber die numerische Lésung von partiellen
Differentialgleichungen
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(Konvergiert das Verfahren nicht, konnte eine kleinere Korrektur die Konvergenz wiederher-
stellen.) Wir multiplizieren den Korrekturterm deshalb mit einem Relaxationsparameter w,
und erhalten

Algorithmus 5.7 : SOR-Iteration

Input: a;j, by, xY, k*, w
fork=1,...,k*do

fori=1,...,ndo
- i1 _
t X=x —w (Z}:1 aijx}< + Z?:i aijx}< '— bi) /aii
Output : x;

Durch Wahl des richtigen Parameters ldsst sich die Konvergenz des Verfahrens entscheidend
beschleunigen. Leider ist der optimale Parameter in der Regel nicht bekannt; man kann
aber zumindest beweisen, welche Parameter iiberhaupt zu einem konvergenten Verfahren
fihren:

Satz 5.12. Sei A € R™*™. Dann konvergiert das SOR-Verfahren genau dann, wenn
o w € (0,2) fiir symmetrisch positiv definite A

« w € (0,1] fiir streng diagonal dominante A

5.2.2 GRADIENTENVERFAHREN

Der exponentiellen Anstieg der Moglichkeiten der Computersimulation in der zweiten Half-
te dieses Jahrhunderts iibertrifft deutlich das reine Anwachsen der Leistungsfihigkeit der
verwendeten Computer. Entscheidend war auch die Entwicklung von iterativen Verfahren
zur Losung linearer Gleichungssysteme, die schneller als linear konvergieren konnen. Stell-
vertretend fiir diese Klasse von Verfahren wollen wir uns hier mit dem Gradientenverfahren
beschiftigen.

Wir werden uns von nun an auf symmetrisch positiv definite Matrizen konzentrieren. Fiir
diese gelten ndmlich folgende zentrale Aussagen:

Lemma 5.13. Sei A € R™*™ symmetrisch positiv definit. Dann gilt:

a) (x,Y)» = x' Ay definiert ein Skalarprodukt auf R", mit induzierter Norm Hx||f\ = xTAx
(Energienorm).

b) Fiirb € R™ hat die Funktion f : R™ — R, f(x) := x"Ax —b"x ein eindeutiges Minimum
in x* genau dann, wenn Ax* =b.

43



5 LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME

Beweis. a) Man priift leicht die Axiome fiir das Skalarprodukt.
b) Es gelte Ax* = b, und sei e # O ein beliebiger Vektor in R™. Dann gilt (wegen der

Symmetrie von A)

f(x*+e)==(x"+e)TA(x*+e)—b'(x* +e)

= x*TAX* —b"x* + %X*TAe + %eTAx* —b'e+ %eTAe

1
= f(x*) +x*TAe — (Ax*)Te + ZeTAe

N

1
= f(x*) + §||e|\f\ > 0.
Jede Verdanderung des Arguments vergrofiert also den Wert von f, weshalb f(x*) minimal

sein muss.

Umgekehrt ist eine notwendige Bedingung dafiir, dass f(x) in x* ein Minimum hat, dass gilt

0= VF(x*) = ((0x,F)(x*),..., (05, F)(x*))" = Ax* —b. O

IDEE: Statt Ax = b zu l6sen, wird ein Minimum von f(x) gesucht, und zwar mit folgender
Iteration:

X0 (1) (k) ()

Wie wihlt man nun die Abstiegsrichtung ') und die Schrittweite o*)2

1. Aus der Analysis ist bekannt, dass der Gradient Vf senkrecht auf den Hohenlinien von
f steht. Der steilste Abstieg ist also entlang des negativen Gradienten:

d™ = —vf(x™) =b— Ax =}
d. h. entlang des Residuums ().

2. Die optimale Schrittweite fiir eine vorgegebene Richtung d'*) ist das Minimum von

1
gla) == f(x™ + xd™) = z(x(k) + oxd™NTAS + ad™) — T (x* 4+ xd™).

Wir setzen also fiir d(%) = r(*)
T T T T
0=g'(«) =1 Ax™ 4 or " Ar() _pTpll) = (T (k) )7 A (k)

Da A positiv definit ist, ist der letzte Term ungleich Null, solange das Residuum nicht
Null ist (und dann wiren wir ja bereits fertig). Wir konnen also nach « auflésen und
erhalten
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Abbildung 5.1: Konvergenz der Iterierten x) gegen die exakte Losung x* fiir das Gradienten-
verfahren (rot) bzw. CG-Verfahren (griin). Die schwarz gezeichneten Ellipsen
zeigen Niveaulinien der Funktion f(x) = 1|x — x*||3.

Damit erhalten wir das Gradientenverfahren (oder steepest-descent-Verfahren)

Algorithmus 5.8 : Gradientenverfahren
Input : A, b, x% k*
fork=1,...,k* do

Tk b — AxK]

ok (TR /(PR T AR

XK XK1 4 okrk

Output : x

Fiir festes « = 1 entspricht dies der Richardson-Iteration. Und tatsdchlich kann auch dieses
Verfahren unter Umstinden sehr langsam konvergieren: Wenn die Hohenlinien von f (die
Ellipsen darstellen, deren Hauptachsen durch die Eigenwerte von A gegeben sind) stark
verzerrt sind (was einer schlechten Kondition von A entspricht), dann wird der Abstieg in
immer kleineren Schritten erfolgen, die jeweils paarweise (anndhernd) senkrecht stehen
(siehe Abbildung 5.1).

Ein deutlich besseres Verfahren erhalten wir, wenn wir nicht stur den Gradienten im Punkt
x®) verwenden, sondern auch die bereits gemachten Schritte beriicksichtigen. Wir wollen
also in jedem Schritt f(x) minimieren, und zwar entlang aller zuvor berechneten Richtungen
d® firi =1,...,k — 1. Dazu schreiben wir f(x) als

1

1
(x —x")TA(x —x*) — =x*TAX* = EHX — x*Hi\ —c,

) = 5

N —
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wobei ¢ nicht von x abhdngt, wir also nur den ersten Term minimieren miissen:
LRI | *\T * 1 %12 .. (i)
Minimiere z(x—x ) A(x —x") = sz—x |'a Uberalle x € span{d'"'}.

Dieses Problem kann durch (A-)orthogonale Projektion gelost werden:

Lemma 5.14 (Orthogonale Projektion). Sei K., ein m-dimensionaler Unterraum von R™,
m < n, mit A-orthogonaler Basis {po,...,pm—1} (d. h. (pi,pj)o = O fiir alle i # j). Fiir
v e R™ gilt

=Vl = min ffu—v],

genau dann, wenn gilt i € K, und
(W—v,w), =0 fiirallew € K.

Die eindeutige Losung dieser Gleichungen ist gegeben durch

Fir A = I entspricht dies dem aus der linearen Algebra bekannten Resultaten, und in der Tat
ist der Beweis wortlich identisch.

Nehmen wir K., = span{r(®), ... r(m=1} 5o erhalten wir den folgenden Algorithmus:

Beginne mit x(©) = 0, r'® = b, Ky = span{r(®)}.
fork=1,... do
a) Bestimme x(*) durch A-orthogonale Projektion auf Ky
b) Erweitere den Unterraum Ky ; = span (K, U {r(®)})
c) Bestimme A-orthogonale Basis {po, . .., px} von Ky 4

Statt der Gradienten nehmen wir also A-orthogonalisierte bzw. A-konjugierte Gradien-
ten. Deshalb heift dieser Algorithmus auch Methode der konjugierten Gradienten oder CG-
Verfahren (nach engl.: “conjugate gradients”). Dass dieses Verfahren iiberhaupt konvergiert,
liegt an der Orthogonalitit'® der Residuen:

Lemma 5.15. Die Residuen {r\®),... r(m=V}im CG-Verfahren bilden eine Orthogonalbasis
von K, falls vV 0 firi =0,...,m—1.

Beweis. Durch Induktion nach m: Fiir m = 1 ist Ky = r(%), Sei jetzt {r(®, ... r{m~=D} eine
Orthogonalbasis von K,,. Dann ist fiir i < m

)T

PR — 0T _ Ax(m)) = (07

Ax* —xm) = —(r(”,x* — x(m))A =0,

da x(™) die A-orthogonale Projektion auf x* in K,y ist. O

*aber nicht A-Orthogonalitat!
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Satz 5.16. Sei A € R™*™ symmetrisch positiv definit und b € R™. Dann gilt fiir die Iterierte
x™) im CG-Verfahren Ax™ = b.

Beweis. Aus Lemma 5.15 folgt, dass die Residuen (%), ..., r("=1) orthogonale Vektoren sind,
ihr Spann K, hat also Dimension n und ist daher gleich R™. Damit ist x(™) nach Konstruktion
der Minimierer von ||x* — x|| , iiber ganz R™, d. h. es muss x™) = x* = A~'b sein. O]

Damit kénnte man das CG-Verfahren auch zu den direkten Verfahren zahlen, da es nach n
Schritten die exakte Losung liefert. Freilich gilt dieses Resultat nur in exakter Arithmetik,
und eine hinreichend gute Naherungslosung erhilt man in der Regel in deutlich weniger
Schritten.

Dass diese Methode zu den beriihmtesten Algorithmen gehort, liegt daran, dass die oben
genannten Schritte effizient rekursiv berechenbar sind - auch wenn es auf den ersten Blick
nicht so aussieht.

A) A-ORTHOGONALE PROJEKTION Sei{po,...,pr_1}eine A-orthogonale Basis von
K. Dann haben wir

k—1 k=2
MISI el TAPjp -y X TAPjp X TApi_ -
. = : kf .
SPitAP T S piTART P AP
Da einerseits {po, ..., px_2} eine A-orthogonale Basis von Ky_ ist, ist die erste Summe

gerade die Projektion von x* auf Ky_4, also x*=1) Andererseits folgt aus der Symmetrie von
A, dass x*TA = (Ax*)T = b'. Wir erhalten also die Rekursionsformeln

bTpr;
(5.3) ol = — o
Pr—1 Apx_1’
(5.4) x(K) = x (k=10 4 oc(k)pk_1.

B) ERWEITERUNG DES SUCHRAUMS Auch das neue Residuum r*) kann rekursiv be-
rechnet werden: Indem (5.4) auf beiden Seiten mit A multipliziert und von b subtrahiert
wird, erhalten wir

(5.5) ) ==l qDAp, .
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C) A-ORTHOGONALE BASIs Da die po,...,pk_1 bereits A-orthogonal sind, miissen
wir nur noch einen A-orthogonalen Basisvektor py berechnen. Dazu wenden wir das Gram-
Schmidt-Verfahren auf den Vektor r(*) an (der ja senkrecht auf Ky steht, also linear unabhéngig
zu allen bisherigen pj ist) und erhalten

k—1
Z )p]
= (PiPi)a

Der Clou des CG-Verfahrens ist nun, dass wir gar nicht die komplette Summe berechnen
miissen. Fiir j < k — 1 gilt ndmlich wegen (5.5)

(0 po) = (1) Ap) = (+(¥)) —— (r) — 701

1 k j+1
T oG (rt, ) =0

nach Lemma s5.15. Es ist also nur der letzte Summand von Null verschieden, und wir erhalten
als letzte Rekursion

.

(5-6) B(k) = ——k) Apki] y
Pr—1 Apr_1

(5.7) pr =1+ pMpy .

Die Gleichungen (5.3), (5.4), (5.5), (5.6) und (5.7) ergeben zusammen den berithmten CG-
Algorithmus:'*

Algorithmus 5.9 : CG-Verfahren
Input: A, b, k*

0=0,p°=1"=b
fork=1,...,k*do
ok (rk—lTrk—l)/(pk—lTApk—l)
XK o XK1 g akpkeT
R kT ok Apk-T
Bk ( kT k)/(rk—ﬂrkq)
Output : x

Dabei wurden die Gleichungen fiir «* und B* mit Hilfe von (5.4) etwas umgeformt, um
die Anzahl der zu berechnenden Skalarprodukte zu minimieren. In jedem Schritt ist nur
eine Matrixmultiplikation nétig, der Aufwand pro Schritt entspricht also dem eines linearen
Iterationsverfahrens.

Fiir die Konvergenzgeschwindigkeit kann man zeigen:

"“Durch Magnus Hestenes und Eduard Stiefel unabhingig voneinander entdeckt und 1952 gemeinsam publiziert.

48


http://de.wikipedia.org/wiki/Gram-Schmidtsches_Orthogonalisierungsverfahren
http://de.wikipedia.org/wiki/Gram-Schmidtsches_Orthogonalisierungsverfahren
http://www.springerlink.com/content/w7050t0w24107l76/fulltext.pdf
http://de.wikipedia.org/wiki/Eduard_Stiefel
http://dx.doi.org/10.6028/jres.049.044

5 LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME

Satz 5.17. Sei A € R™*™ symmetrisch positiv definit und b € R™. Dann gilt fiir die Iterierte
x®) im CG-Verfahren und x* := A~"b

k
A)—1
!Ix“‘)—X*\IA@(—KZEA; ]> =
K2 +

Da die Klammer auf der rechten Seite kleiner als 1 ist, folgt die Konvergenz des CG-Verfahrens
fir symmetrisch positiv definite Matrizen. Zusatzlich kann man Satz 5.17 entnehmen, dass das
CG-Verfahren desto schneller konvergiert, je ndher die Konditionszahl k,(A) an 1 liegt, d. h.
je kleiner das Verhaltnis zwischen dem betragsgrofiten und -kleinsten Eigenwert ist. (Zum
Vergleich: Die Konvergenzgeschwindigkeit von stationdren Iterationsverfahren hingt dagegen
direkt von der Grofle der Eigenwerte ab.) Ganz analog zu den linearen Iterationsverfahren
lasst sich also die Konvergenz beschleunigen, indem man fiir eine geeignete Matrix M das
Gleichungssystem MAx = Mb betrachtet. Dies bezeichnet man als Pridkonditionierung, M
als Prikonditionierer.

Bemerkung. Verfahren, die in jedem Schritt den Fehler in solch einer Folge von wachsenden
Unterraum minimieren, heiflen Krylov-Raum-Verfahren (die K., sind Krylov-Rdume). Von
diesen ist fiir symmetrisch positiv definite Matrizen das CG-Verfahren das beste. Weitere
wichtige Verfahren, die nicht nur fiir symmetrisch positiv definite Matrizen konvergieren,
sind

« MINRES fiir indefinite, aber symmetrische Matrizen (auch mit garantierter Konver-
genz),

o GMRES fiir unsymmetrische, indefinite Matrizen,

o BICGSTAB fiir unsymmetrische, indefinite Matrizen.
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Die bislang betrachteten Verfahren setzen voraus, dass die Matrix A quadratisch ist. In zahlrei-
chen Anwendungen ist dies jedoch nicht der Fall, so dass wir in diesem Kapitel Methoden zur
Behandlung von linearen Gleichungssystemen mit nichtquadratischen Matrizen A € R™*™

untersuchen wollen.

Wir betrachten hier nur den Fall m > n. Das Gleichungssystem Ax =b, A € R™*™ b ¢ R™
ist dann iiberbestimmt, so dass wir in der Regel keine Losung erwarten diirfen. Wir miissen
also unseren Begriff von “Losung” erweitern: Statt exakter Gleichheit erwarten wir nur noch,
dass Ax “so nahe wie mdglich” bei b liegt. Ahnlich wie in Abschnitt 5.2.2 fithrt dies auf ein
Minimierungsproblem: Wir nennen x* € R™ Ldsung des linearen Ausgleichsproblems, talls

x 2 i 2
IAX" = b]l; = min[|Ax —bl[;

gilt. Dass hierbei die Euklidische Norm ||-||, verwendet wird, ist fundamental, genau wie die
Minimierung des Quadrats der Norm. Aus diesem Grunde wird dieser Ansatz auch “Methode
der kleinsten (Fehler-)Quadrate”, engl. “least squares”, genannt.

Aus der Fiille der Anwendungen in Mathematik und Praxis seien hier zwei genannt.

Beispiel 6.1. (i) In der Anwendung miissen haufig Groflen bestimmt werden, die nicht
direkt messbar sind. Gesucht sind etwa die Werte x4, ..., X, (z. B. Temperatur in gleich-
maflig verteilten Punkten eines Stabes, der zum Teil in einer Wand versenkt ist), verfiig-
bar ist jedoch nur ein Messwert ¢ (z. B. die Temperatur am frei liegenden Stabende), der
abhdngig ist von den Unbekannten x; sowie einem kontrollierbaren Parameter t (z. B.
die Umgebungstemperatur). Letzterer erlaubt es, mehrere unabhingige Messungen ;,
1 <j < m, durchzufiihren. Ist nun die Abhéngigkeit ¢; = @(t;;x1,...,x2) bekannt,
so kann man hoffen, eine Schitzung der x; zu bekommen, indem man diejenigen x;
bestimmt, fiir die

m
Z|(p(tj;xh- .. )Xn) - (pj|2
=1
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minimal ist. Im einfachsten Fall einer linearen Abhangigkeit

n

n
@(tx1,...,%2) = Z ai(ty)x; = Z QAi5Xq
i=1

i=1

mit bekannten Koeflizienten a;; fiithrt dies auf das lineare Ausgleichsproblem [|Ax —
¢||3 — min.

(ii) Eine weiteres Beispiel ist die Funktionsapproximation, deren einfachster Spezialfall
die Suche nach der Regressionsgerade ist. Hierbei handelt es sich um das Problem,
zu vorgegebenen Werten xi,...,x, und yi,...,yn eine Gerade y = ax + b so zu
finden, dass die Punkte (x;,y;) moglichst nahe bei ihr liegen. Mit der Schreibweise
e(x;3a,b) =ax;+b,x = (X1, .y Xm) LYy = (Y1y-- o, ym) L L = (1,..., )T € R™
tithrt dies auf das lineare Ausgleichsproblem

1a(3)

6.1 DIE NORMALENGLEICHUNGEN

2 n
= Zlcp(xj;a,b) —y;/* — min.
2 j=1

Wie schon bei der Herleitung des Gradientenverfahrens miissen wir eine quadratische Funk-
tion, hier f(x) = ||Ax — b||3, minimieren, und betrachten dafiir die notwendige Bedingung

0 =Vf(x) = V[{(Ax —b,Ax — b)] = V [(Ax, Ax) — 2(Ax,b) — (b, b)]
=2ATAx—2ATb.

Jedes Minimum x* von f(x) erfiillt also die Normalengleichungen
ATAx =ATb.

Geometrisch bedeutet dies, dass das Residuum b — Ax* senkrecht steht auf dem Bild von A
(sieche Abbildung 6.1).

Wir erhalten das folgende Resultat iiber die Losbarkeit des Ausgleichsproblems
Satz 6.2. Sei A € R™*", b € R™. Dann gilt
(i) x* ist Minimum von || Ax — b5 genau dann, wenn ATAx* = ATb gilt.

(ii) Die Normalengleichungen ATAx* = ATb haben immer eine Losung. Ist der Rang von A
gleich n, so ist diese Losung eindeutig.
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Y2

{Ax}

Y

Abbildung 6.1: Die Minimierung von ||Ax — b||3 ist dquivalent dazu, dass b — Ax* senkrecht
auf dem Bild von A (der Menge {Ax : x € R™}) steht. (Hierrm =2,n =1.)

Beweis. Die Aussage (i) zeigt man vollig analog zu Lemma 5.14).

Zu (ii). Die Existenz folgt aus der Tatsache, dass f(x) = [|[Ax — b |\§ als positive quadratische
Funktion stets ein Minimum hat, welches nach (i) identisch mit der Losung der Norma-
lengleichungen ist. Die Eindeutigkeit zeigen wir durch einen Widerspruch: Angenommen,
ATAx = ATb hitte keine eindeutige Losung, AT A ist also nicht injektiv. Dann miisste es ein
x # 0 geben, fiir das AT Ax = 0 gilte. Fiir dieses x wiirde dann aber auch gelten

0=x"ATAx = ||Ax]|3,

was nur fiir Ax = 0 moglich ist. Hat A aber vollen Spaltenrang (d. h. Rang(A) =n), soist A
injektiv, d. h. es gilt Ax # 0 fiir alle x # 0. Damit hat unsere Annahme zu einem Widerspruch
gefithrt, weshalb ATA € R™*™ also invertierbar sein muss. [

Insbesondere folgt aus dem Beweis, dass bei vollem Spaltenrang x"ATAx > 0 fiir x # 0
gelten muss, ATA also (symmetrisch und) positiv definit ist.

Wir betrachten jetzt die Kondition des linearen Ausgleichsproblems. Dazu miissen wir uns
zuerst darauf einigen, was mit der Konditionszahl einer nichtquadratischen Matrix gemeint
sein soll: Diese war ja iiber die Norm der inversen Matrix definiert, welche nur fiir quadrati-
sche Matrizen existiert. Wir haben allerdings in Lemma 4.15 eine dquivalente Darstellung
kennengelernt, die auch fiir nichtquadratische Matrizen einen Sinn ergibt. Fiir eine Matrix
A € R™*™ definieren wir die Konditionszahl deshalb als

B max||Ax||,

K2(A) =

min||Ax||,’
wobei das Maximum und Minimum iiber alle x € R™ mit ||x||, = 1 genommen wird.

Damit ldsst sich das folgende Resultat iiber die Kondition des linearen Ausgleichproblems
beweisen.
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Satz 6.3. Sei A € R™ ™, b, b € R™. Fiir das Minimum x* von || Ax — b||3 und das Minimum
% von || Ax — b||3 gilt:

Ibll, o —Dbll,
[Ax*][, bl

[ — x|,

(RSP

< K2(A)

Im Unterschied zur Losung eines linearen Gleichungssystem wird fiir das lineare Ausgleichs-
problem im Allgemeinen nicht ||Ax*|| = ||b|| gelten. Die Kondition k,(A) II/U\illez hingt also
wesentlich von der Grofie des Residuums b—Ax* ab: Ist dieses klein (giltalso ||Ax*||, ~ ||b]|,),
so verhilt sich das Ausgleichsproblem wie ein lineares Gleichungssystem. Ist aber das Residu-
um grof3, so ist ||Ax*||, klein obwohl ||b||, dies nicht ist, und das Problem wird schlechter

konditioniert.

Aus Satz 6.2 folgt, dass fiir eine Matrix A mit vollem Spaltenrang die Matrix AT A invertierbar
und sogar symmetrisch und positiv definit ist, so dass die Normalengleichungen stabil mit
dem Cholesky- oder CG-Verfahren gelost werden kdnnen. Dieses Vorgehen hat fiir grof3ere
Matrizen allerdings zwei entscheidende Nachteile:

(i) Um die Cholesky-Zerlegung auf die Matrix AT A anzuwenden, muss diese erst durch
eine Matrix-Matrix-Multiplikation berechnet werden. Das ist jedoch eine aufwindige
Operation (Komplexitit O(mn?)).

(ii) Esgiltka(ATA) = k2(A)?; die Normalengleichungen werden also eine deutlich schlech-
tere Kondition haben, was sich negativ auf die Konvergenzgeschwindigkeit des CG-
Verfahrens auswirkt.

6.2 QR-ZERLEGUNG

Eine fiir das Ausgleichsproblem vorteilhaftere Zerlegung erhalten wir, indem wir fordern,
dass einer der beiden Matrixfaktoren orthogonal ist:

Definition 6.4. Eine Matrix Q € R™*™ heif3t orthogonal, falls Q" = Q' gilt.
Lemma 6.5. Sei Q € R™*™ orthogonal. Dann gilt:

(1) Qx| = [Ix[l,»

(i) x2(Q) =1,
(iii) ist Q € R™*™ orthogonal, so auch QQ.

Wir suchen also eine Zerlegung A = QR, wobei Q € R™*™ eine orthogonale Matrix und
R € R™*™ eine obere Dreiecksmatrix ist. Hat A vollen Spaltenrang, so hat R die Form

(6.1) R— (‘2‘) ,
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wobei Ry € R™*™ eine obere Dreiecksmatrix ist und O fiir einen (m —n) x n-Block mit Null-
Eintrégen steht. Nehmen wir an, wir haben solch eine Zerlegung gefunden. Partitionieren
wir auch die rechte Seite als

(6.2) Qb = <C1>

C2
mit ¢; € R™ und ¢, € R™ ", dann erhalten wir

(6.3) |Ax —b|3 = |QRx — b||5 = |Q(Rx — Q"b)||3 = |[Rx — QTb||3

2 2
= [|[Rix —c1[5 + [[e2 |3

wegen der Orthogonalitidt von Q und Lemma 6.5 (i). Wenn A vollen Spaltenrang hat, dann
ist auch der Rang von R; gleich n; die Gleichung R;x = ¢, hat also eine eindeutige Losung.
Da der zweite Term auf der rechten Seite von (6.3) nicht von x abhidngt, ist diese Lésung auch
das eindeutige Minimum des Ausgleichsproblems. Wir halten fest:

Satz 6.6. Sei A € R™*™ mit Rang(A) = n, Q € R™ ™ orthogonal und R € R™*™ eine
obere Dreiecksmatrix, mit A = QR. Dann ist das Minimum x* von ||[Ax — bH% die Losung von
Ry1x = ¢y, und fiir das Residuum gilt ||Ax* — b||§ = ||02H§ (mit Ry aus (6.1) und cq,c, aus

(6.2)).

Die gewiinschte Zerlegung ldsst sich analog zu der LR-Zerlegung konstruieren: Wir brin-
gen die Matrix A stufenweise durch Elementarumformungen auf Dreiecksform, wobei wir
allerdings nur solche Umformungen zulassen, die durch Multiplikation mit orthogonalen
Matrizen reprisentiert werden konnen. Wir iiberlegen uns die Idee in R?. Dann ist die
Grundaufgabe, die Matrix A in die folgende Form zu bringen:

ay; ag2
A= —
azi1 az2

Der Vektor (a1, az1)" soll also durch eine ldngenerhaltende' Transformation in den Vektor
(a};,0)7" tiberfithrt werden. Dies ldsst sich zum Beispiel durch eine Rotation bewerkstelligen
(sieche Abbildung 6.2), eine Alternative wire die Spiegelung an der Winkelhalbierenden. Der
erste Ansatz fithrt auf die Givens-Rotationen, der zweite auf die Householder-Reflexionen; wir
beschrianken uns hier auf Erstere.

Algebraisch wird eine Rotation um den Winkel ¢ im Uhrzeigersinn durch Multiplikation
mit der Matrix

cos(@) sin(e)
<— sin(¢) cos(cp))

'vergleiche Lemma 6.5 (i)
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X2

(a1, az )T

(‘1§1>0)T X1

Abbildung 6.2: Der Vektor (a1, az1)" soll durch Rotation im Uhrzeigersinn in den Vektor
(aj;,0)T transformiert werden.

ausgedriickt (Jacobi- oder Drehmatrix). Es 1af3t sich leicht nachrechnen, dass diese Matrix
immer orthogonal ist. Da der Winkel selber nicht von Interesse ist, reicht es, folgende Aufgabe
zu losen:

Finde fiir gegebene a, b ein Paar c, s so, dass

. c s
(i) <—s c) orthogonal und

0 (5 960

Dies fiihrt auf die Bedingungen

c?+s?= 1,
a’ +b* =12,
—sa+cb =0,
die erfillt sind fur
a
r=4va?+ b2, c=—, s=—.
T T

Die Rotationsmatrizen sind bis auf das Vorzeichen von r eindeutig (da sowohl eine Drehung
um ¢ im Uhrzeigersinn als auch eine Drehung um 7 — ¢ gegen den Uhrzeigersinn den
Vektor in die (x1, 0)-Ebene rotiert). Ublicherweise wird das Vorzeichen so gesetzt, dass s > 0
gilt.

Im R™ wird die zweidimensionale Rotation so in eine Identititsmatrix eingebettet, dass die
Rotation in der (i, k)-Ebene erfolgt.

55



6 LINEARE AUSGLEICHSRECHNUNG

Definition 6.7. Fir 1 <1i < k < m heif$t Gy, € R™*™ Givens-Rotation (von a € R™), falls
firr=+y/af+af,c=%unds =% > 0gilt

10
0 aq aj
1 . . : :
C e e el s «i-te Zeile ai_1 ai—1
. ai "
it ait1
Ax—1 Ak—1
. ax 0
. . . Ak+1 a
—S v eer e c +—k-te Zeile b
1
am am
0

Givens-Rotationen haben folgende wichtigen Eigenschaften:
Lemma 6.8. Sei Gy, € R™*™. Dann gilt:

(i) Gix ist orthogonal und

(ii)) Multiplikation mit Gy verdndert nur die i-te und k-te Zeile.
Die QR-Zerlegung von A besteht nun darin, durch Givens-Rotationen Gj,x,, ..., Gix, in der
richtigen Reihenfolge solange Matrix-Elemente zu annullieren, bis G; x, - - - Gi,, A obere
Dreiecksform hat. Dabei konnen wir ausnutzen, dass dabei jeweils der Vektor a unverandert
bleibt, wenn (a;, ax) = (0,0) gilt. Indem wir von unten nach oben und links nach rechts

vorgehen, konnen wir also fiir jedes zu annullierende Element die zugehorige Givens-Rotation
berechnen, wobei bereits erzeugte Nullelemente nicht wieder aufgefiillt werden.

BEISPIEL: A € R**3 (x Eintrag ungleich Null, ® verinderter Eintrag)

* ok ok ko k% * ok ok ® ® ®
A * k% GA % ok ok GA ® ® ® % 0 ® ®
* k% ® ® ® 0 ® ® 0 * =
* ok k 0 ® ® 0 *x = 0 *x =
* %k * % ok ¥ ok k
Gy |0 x x| G5 [0 ® ®| 65 |0 * x|
1o ® @ — o o ® — 10 o o =R
0 0 ® 0 0 =« 0O 0 0
Am Ende ergibt sich also
(6.4) R =(G%,G53G5,G12G23G34)A = QTA.

Dabei ist QT und daher auch Q als Produkt orthogonaler Matrizen orthogonal.

Fiir den allgemeinen Fall geht man analog vor. Wir halten wir fest:
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Satz 6.9. Sei A € R™*™. Dann existieren eine orthogonale Matrix Q € R™*™ und eine obere
Dreiecksmatrix R € R™*™, so dass A = QR gilt. Mit obiger Vorzeichenkonvention sind Q, R
eindeutig bestimmt.

Zur Losung des linearen Ausgleichsproblems wird die QR-Zerlegung nicht explizit gespeichert,
sondern die einzelnen Givens-Rotationen gleich auch auf die rechte Seite b angewendet, um
Qb zu berechnen (vgl. (6.4)). Sowohl Matrix als auch rechte Seite konnen dabei in jedem
Schritt iiberschrieben werden. In der Praxis werden fiir die Givens-Rotationen auch nicht
die volle m x m-Matrix aufgestellt, sondern nur die entsprechenden 2 x 2-Matrizen auf die
betroffenen Zeilen angewendet.

Algorithmus 6.1 : Ausgleichsrechnung mit QR-Zerlegung

Input: A,b
1 forj=1,...,ndo
2 fori=mm—1,...,5+1do
3 Berechne Givens-Rotation G;_; ; so, dass a;; =0
4 A+ Gif1,iA 2 QTA =R
5 b« Gi1,ib /1 Qb =c
6 Setze A’ = (aij){tj:]; b’ = (bi)i,
7 Lose A’x = b’ durch Riickwirtssubstitution /1 Ryx = ¢
Output : x
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EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

In diesem Kapitel betrachten wir das folgende Problem: Gegeben sei eine reelle’ quadratische
Matrix A € R™*™. Wir suchen ein A € C und einv € C™ \ {0}, die die Eigenwertgleichung

AV = Av

erfiillen. Die Zahl A heif3t Eigenwert, der Vektor v Eigenvektor zum Eigenwert A.

Dies ist ein sehr hiufiges Problem in Physik und Technik; Schwingungsvorgiange lassen
sich zum Beispiel als Eigenwertprobleme auffassen (wobei die Eigenwerte zum Beispiel
Resonanzfrequenzen entsprechen). Zwei weitere Beispiele:

Beispiel 7.1. (i) Der fiir die Konditionsbestimmung wichtige Spektralradius einer Matrix
wird durch die Bestimmung des betragsgrofiten Eigenwerts berechnet.

(ii) Googles Erfolg als Suchmaschine beruht zu einem grofien Teil in dem PageRank-
Algorithmus, der dafiir sorgt, dass aus der - moglicherweise mehrere Millionen Seiten
umfassenden - Liste der Treffer zu einem Suchbegriff die (vermutlich) relevantesten
Seiten zuerst erscheinen. Die Grundidee ist dabei die folgende: Eine Seite ist wichtig,
wenn sie von vielen wichtigen Seiten verlinkt wird. Man ordnet also jeder Seite i eine
“Wichtigkeit” x; zu. Diese Zahl “verteilt” die Seite nun gleichmaf3ig auf alle Seiten, die
von ihr verlinkt werden (sind also 4 Seiten verlinkt, so erhlt jede dieser Seiten 7). Die
Summe dieser Beitrage von allen Seiten, die auf eine Seite j linken, ergibt die Wichtigkeit
X;. Man definiert nun eine Verkniipfungsmatrix A durch a;; = -, falls Seite j einen von
insgesamt m Links auf Seite i hat, und ai; = 0, falls Seite j nicht auf Seite i linkt. Damit
lasst sich der Vektor x der Wichtigkeiten als Losung der Gleichung Ax = x berechnen.

Von der inzwischen entwickelten Vielzahl von Verfahren betrachten wir hier nur eine Auswahl
der einfachsten. Vorher sollen aber einige wichtige Grundlagen zusammengetragen werden.

'Die hier vorgestellten Methoden lassen sich auch auf komplexe Matrizen iibertragen.
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71 ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

Wir beginnen mit der Charakterisierung von Eigenwerten als Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms.

Lemma 7.2. Die Zahl A € C ist Eigenwert von A genau dann, wenn gilt

det(A — AI) = 0.
Diese Charakterisierung ist nur von theoretischem Nutzen, da die Nullstellenberechnung
fiir Polynome sehr schlecht konditioniert ist (die Nullstellen hdngen nicht stetig von den
Koeffizienten ab). Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt aber sofort, dass eine Matrix

A € R™ ™ genaun Eigenwerte hat, die komplex sein kdnnen und nicht unbedingt verschieden
sein miissen. Die Menge aller paarweise verschiedenen Eigenwerte

o(A):={A e C : det(A—AI) =0}
heif$t Spektrum von A. In manchen Féllen kann man die Eigenwerte explizit angeben:
Beispiel 7.3. Sei A € R™*™ mit Eigenwerten A;, 1 <i<n.

(i) Ist A obere (oder untere) Dreiecksmatrix, so ist \; = a;;. (Dies gilt insbesondere fiir
Diagonalmatrizen.)

(ii) Ist A reguldr, so hat A~" die Eigenwerte A; .

(iii) AT hat die selben Eigenwerte wie A.

Gilt B = T 'AT fiir eine invertierbare Matrix, so heiflen A und B dhnlich. Zwei dhnliche
Matrizen haben das selbe Spektrum.

Lemma 7.4. Sei A € R™*™. Dann gilt fiir jede nichtsinguldre Matrix T € R™*™
o(A) = o(T TAT).

Eine Matrix, fiir die ein T existiert, so dass T~' AT eine Diagonalmatrix ist, heif3t diagonali-
sierbar.

Satz 7.5 (Schur-Faktorisierung). Sei A € R™*™. Dann existiert eine orthogonale Matrix
Q € R™*™, so dass gilt
R4 *
(7.1) Q'AQ = =R,
0 Rimm

wobei alle Ry; reell und entweder 1 x 1- oder 2 x 2-Matrizen sind. (In letzterem Fall hat Ry; ein
Paar komplex konjugierter Eigenwerte.) Weiterhin gilt

o(A) = [ olRur).

i=1
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Folgerung 7.6. Ist A € R™*™ symmetrisch, so ist R in (7.1) eine Diagonalmatrix. A hat also
nur reelle Eigenwerte, und die Spalten der Matrix Q bilden eine orthogonale Basis von R™ aus
Eigenvektoren von A.

Wir schlieflen mit einer einfachen, geometrischen, Abschétzung fiir die Eigenwerte von A.

Satz 7.7 (Gerschgorin-Kreise). Sei A € R"*™. Dann gilt

O'(A) C UKi, Ki = {ZG C: |Z—(lﬁ‘ < Z|aii|}'

j#L

Beweis. Sei A € o(A), und v der zu A gehorende Eigenvektor. Wahle i so, dass v; = ||v|| .,
und betrachte die i-te Zeile von Av = Av, d. h.

n
Z aijvj = 7\\)1.
j=1
Bringen wir nur v; auf die linke Seite und bilden den Betrag, erhalten wir:

Jas = Alvil < D laglvl < ) lagglivil.
j#L j#L
Da Eigenvektoren von Null verschieden sind, konnen wir durch |v;| # 0 dividieren, und
erhalten die Aussage. O

Bemerkung. Die Eigenwerte von A liegen also in der Vereinigung der Gerschgorin-Kreise
K;. Beachten Sie, dass nicht gesagt ist, dass in jedem Kreis ein Eigenwert liegt! Man kann
aber zeigen, dass die Vereinigung von k Gerschgorin-Kreisen, die die restlichen Kreise nicht
schneidet, genau k Eigenwerte enthilt.

Zuletzt betrachten wir die Kondition des Eigenwertproblems:

Satz 7.8. Sei A € R™*™ diagonalisierbar fiir T € R™*™ (d. h. T-' AT ist diagonal) mit Eigen-
werten Ay, ...\, und sei SA € R™ ™. Fiir jeden Eigenwert u der gestorten Matrix A + dA
gilt

min [A; — pf < k2(T)[[BA];.

1<ign

Der Abstand eines gestorten zum nichstgelegenen ungestorten Eigenwert ist also nicht durch
die Konditionszahl der Matrix A sondern durch die der Eigenvektorbasis T bestimmt. Fiir
symmetrische Matrizen ist diese Basis orthogonal (Folgerung 7.6) und daher k,(T) = 1. Das
symmetrische Eigenwertproblem ist also immer gut konditioniert.

Da es fiir Polynome vom Grad hoher als vier keine geschlossene Formel fiir die Nullstellen
geben kann, ist auch kein direktes Verfahren fiir die Eigenwertberechnung maglich. Alle
Verfahren sind also iterativ.
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7.2 VEKTORITERATION

Die Vektoriteration (oder Potenzmethode) ist ein einfaches Verfahren zur Bestimmung des
betragsgrofiten” Eigenwerts Ay und des dazugehorigen Eigenvektors vy. Ausgangspunkt
ist die folgende Beobachtung: Unter gewissen Voraussetzungen konvergiert fiir gegebenes
x € R™\ {0} und eine beliebige Norm

Akx

M—)C\H, fir k — oo,c € R.

(7.2)

Um dies zu zeigen, nehmen wir an, dass A; € R ein einfacher Eigenwert ist, d. h. es gilt
(73) Al > A2 = = Al

(Da komplexe Eigenwerte reeller Matrizen immer in komplex konjugierten Paaren auftreten,
muss dann auch A; € R sein.) AufSerdem nehmen wir der Einfachheit an, dass A diagonali-
sierbar ist. Dann hat R™ eine Basis {vy,...,v,} aus Eigenvektoren von A und wir kdnnen
daher jedes x € R™ schreiben als

x=&Vvi+Evy+ -+ Epvn.

Damit ist

ARx = E ARV + A Y, 4+ En ARV,
= E N+ oAy - E AR,

) A\ K A\ K
:7\1 Eivi+ & | —= Vot 4+E€n [ — | val.
Aq M

Wegen (7.3) gilt

Mol ol

T>—=>...> —
A1l Al

die entsprechenden Terme konvergieren also fiir k — oo gegen Null. Falls nun &; # 0 ist, so
gilt fiir A; >0

K

|

k> — V7 =

k—oo v
(Ist Ay < 0, so existieren zwei Teilfolgen, von denen eine gegen V;, die andere gegen —V;
konvergiert.)

A2

1

Ak {61\11 +0 <

Akx
[ARx]|

(7.4)
IAK|

A2
A1

&1V +O<

*Im folgenden gehen wir immer davon aus, dass die Eigenwerte des Betrags nach abfallend geordnet sind.
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(k) _ _A¥x(©

o IAR©T
von v;. Um daraus eine Néherung des zugehorigen Eigenwerts A; zu bestimmen, kann man

folgenden Ansatz nutzen: zu gegebenem x¥) suchen wir diejenige Zahl A, die das Residuum
der Eigenwertgleichung

Die Vektoriteration liefert also fiir passendes® x° € R™ eine Approximation x

XA — Ax(|13

minimiert. Dies ist ein lineares Ausgleichsproblem fiir A mit der “Matrix” x(¥) € R™*! und
der rechten Seite Ax'®) € R™. Die Normalengleichungen dazu sind

T T
LT 00 = T A ()

Da x®) nach Konstruktion die Norm ||x*)|| = T hat, ist x(*) # 0. Wir kénnen daher nach A
auflosen und erhalten den Rayleigh-Quotienten*

Wihlt man auch in (7.2) die Euklidische Norm, ergibt das die Vektor- oder von-Mises-Iteration:

Algorithmus 7.1 : Vektoriteration
Input: A, x° #£0, ¢
repeat

k<< k+1

W AxKT

X< = w/llwll,

AR (x*)TAxK
until [|Akx* — Ax¥|, < ¢
Output : x*, \¥

Zur Konstruktion haben wir nur die lineare Unabhdngigkeit der Eigenvektoren verwendet.
Fiir die Konvergenz des Verfahrens folgt also aus den obigen Uberlegungen und der Stetigkeit
des Skalarprodukts:

*Ein zufallig gewahlter Vektor ungleich 0 wird in der Regel eine Komponente in v; -Richtung haben. Ist dies
nicht der Fall, erzeugen Rundungsfehler wihrend der Iteration einen solchen Anteil.

*John William Strutt, dritter Baron Rayleigh (1842-1919), ist in der zweiten Halfte des 19. Jahrhunderts durch
seine Beitrage zu fast allen Bereichen der Physik, insbesondere zu Schwingungsphdanomenen, berithmt
geworden.

*Vorgeschlagen 1929 durch Richard von Mises, der in der ersten Halfte des 20. Jahrhunderts zur angewandte
Mathematik (etwa im Bereich der Flugzeugkonstruktion) viel beigetragen hat.
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Satz 7.9. Hat A € R™*" genau n linear unabhingige Eigenvektoren, gilt [\| > |A;| und
(x1%vq) #£ 0, so folgt fiir die Iterierten der Vektoriteration:

)
)

)

Az

+x (K — =0
[E=4 vill; N

A2

A — A, =0
H 1”2 ( }\]

Ist A symmetrisch, gilt sogar

A2

A1

AN = A, =0 (

7.3 INVERSE VEKTORITERATION

Die Vektoriteration kann auch zur Berechnung weiterer Eigenwerte und Eigenvektoren
verwendet werden. Ist ndmlich A € o(A) und p ¢ o(A), so gilt

Ax=Ax< A—puDx=A—px< (A—ul) "x=A—pn) 'x.

Ist [A—p| also klein genug, dann ist I}\_Lm der betragsgrofite Eigenwert von (A—pI)~'. Kennen
wir also eine gute Schitzung von A, so kénnen wir die Vektoriteration zur Berechnung des zu-
gehorigen Eigenvektors (und einer verbesserten Niaherung des Eigenwerts) einsetzen. Diesen
Ansatz nennt man inverse Vektoriteration mit Spektralverschiebung.® Natiirlich wird die Matrix
(A — ul)~! dabei nicht explizit gebildet, sondern das zugehorige lineare Gleichungssystem
gelost.

Algorithmus 7.2 : Inverse Vektoriteration
Input : u, A, x° # 0, ¢
Berechne LR-Faktorisierung von A — pl
repeat
k< k+1
Lose (A — ul)w = x*~ ! durch Vorwirts-/Riickwirtssubstitution
X< w/wll,
AR (WTqu)—‘ T
until [|A*x* — Ax¥|, < ¢
Output : x*, A¥

*Helmut Wielandt - eigentlich ein reiner Mathematiker - entwickelte diese Methode 1944 wihrend seiner
Arbeit an der Aerodynamischen Versuchsanstalt Gottingen.
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Dabei haben wir in der letzten Zeile verwendet, dass der Rayleigh-Quotient
(K)HA =D 7xE = () Tw = (A — )~
eine Niherung fiir den betragsgrofiten Eigenwert (A — )" darstellt.

Die Konvergenz der Iteration hangt vom Abstand von p zum ndchsten benachbarten Eigen-
wert ab. Je ndher p am gewiinschten Eigenwert A;, und je weiter weg vom néchstgelegenen
Eigenwert A, desto schneller konvergiert die Iteration. Préziser wird der Fehler in jeder
Iteration um den Faktor

max 2L H

i A —
reduziert. Die Konvergenzgeschwindigkeit kann wesentlich gesteigert werden, indem in
jedem Iterationsschritt der Rayleigh-Quotient als Verschiebung 1 = A*~1) verwendet
wird (Rayleigh-Iteration). Allerdings steigt dadurch der Rechenaufwand stark an, da die
LR-Zerlegung von (A — A*~1]) in jedem Schritt neu durchgefiithrt werden muss. Eine ge-
eignete Wahl von p ist in der Praxis schwierig; jedoch kénnen die Gerschgorin-Kreise aus
Satz 7.7 einen ersten Ansatz liefern.

Um weitere Eigenwerte und Eigenvektoren zu bestimmen, kann man eine Deflation durch-

fihren. Sind Ay, ..., A, die Eigenwerte von A mit zugehorigen orthogonalen Eigenvektoren
V1i,...,Vn, so hat die Matrix
-
~ V1V
A= — M\ ]2
v ll2
die Eigenwerte 0, A, ..., A,, mit zugehorigen Eigenvektoren vy, vy, ..., v,. Man kann also,

beginnend mit dem betragsgrofiten (oder betragskleinsten) saimtliche Eigenwerte und Ei-
genvektoren durch Vektoriteration (bzw. inverse Iteration) der Reihe nach berechnen. In der
Praxis ist dieses Verfahren jedoch zu aufwendig, falls mehr als die ersten paar Eigenwerte
gesucht sind.

7.4 DAS QR-VERFAHREN

Ein sehr elegantes Verfahren, samtliche Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix zu be-
rechnen, ist das QR-Verfahren.” Dabei wird im Wesentlichen mit Hilfe der Vektoriteration und

“In der heute verwendeten Form geht das Verfahren auf die unabhéngigen Veroffentlichungen von Wera
Nikolajewna Kublanowskaja (1961) und John G. E. Francis (1961/62, inklusive impliziter Shifts) zuriick. Der
Kerngedanke, eine Matrixzerlegung fiir die Eigenwertberechnung einzusetzen, stammt von Heinz Rutis-
hauser, der 1954 eine Rekursion fiir die Eigenwertberechnung basierend auf Nullstellen charakteristischer
Polynome (den gd-Algorithmus) herleitete, und erkannte, dass diese in Matrixschreibweise genau dem LR-
Verfahren LIKR(K) = A(K) A (k+1) — RIKL(K) entspricht. Die Details sind nachzulesen in M. H. Gutknecht
und B. N. Parlett (2011). From qd to LR, o1, how were the qd and LR algorithms discovered? IMA Journal of
Numerical Analysis 31.3, S. 741-754. DOT: 10.1093/imanum/drq@e3.
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der QR-Zerlegung die reelle Schur-Faktorisierung einer Matrix (ndherungsweise) konstruiert.
Der Algorithmus selber ist duflerst einfach:

Algorithmus 7.3 : QR-Verfahren

Input: A, m*

A A

form=1,...,m*do
Q(m),R(m) +— Alm=T) // QR-Zerlegung von A
Alm) R(m)Q(m)

Output: A™ Q™)

Die Iterierten A%} im QR-Verfahren konvergieren (unter bestimmten Voraussetzungen)
gegen eine obere Dreiecksmatrix, deren Diagonalelemente die Eigenwerte von A sind, und
die Q*) konvergieren gegen eine orthogonale Matrix, deren Spalten die zugehérigen Eigen-
vektoren sind.

Wir nahern uns der Konstruktion dieses Verfahrens in mehreren Schritten. Wir nehmen
dabei der Bequemlichkeit halber an, dass alle Eigenwerte von A einfach sind, d. h.

(7.5) Al > (A2 > > (A,

die zugehorigen Eigenvektoren vy, v, ..., Vv, also eine Basis des R™ bilden.

SCHRITT 1: (Unterraumiteration)

Die Vektoriteration liefert fiir ein x mit x™v; # 0 eine Folge x(™ = A™x, die fiir m — oo
gegen cv; fiir ¢ € R konvergiert, d. h. ein Element aus dem von vy aufgespannten Unterraum.
Ein naheliegender Ansatz fiir die Berechnung mehrerer Eigenvektoren ist also, die Vektorite-
ration fiir einen Unterraum mit einer grofSeren Dimension 1 < k < n durchzufiihren. Dafiir

wihlen wir k linear unabhingige Vektoren x4, ..., xy und setzen
Sk =span{xq,..., Xk},
Te = span{vy,...,V},
Uy = Span{vk+1 yoo. >vn} .

Mit A™Sy = {A™x : x € S} kann man dann zeigen, dass
AmSk — Tk firm — o,
falls S, N Uy = {0} gilt. Sei dafiir x € S beliebig, und schreibe

x = (Evi 4 4 Evi) + (Exravier + -+ &nvn) .
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Dann gilt

AT = (EIATV1 + -+ EATVK) + (Bt AL Vi + - + EnAltvn)

}\ m
= A [(& <}\—;> v1+---+£kvk>
A m A\
+ <Ek+1 < ];\:1) Vgl o+ &n (E) Vn>:| .

Wegen (7.5) sind samtliche Briiche in der ersten Klammer grofler als 1, und samtliche Briiche
in der zweiten Klammer kleiner als 1. Fiir m — oo konvergiert die zweite Klammer also
gegen 0. Es gilt also

A™x — v € T.

Da Sy und Ty die gleiche Dimension haben und wegen x ¢ Uy die erste Klammer nicht
verschwindet, muss also A™Sy gegen Ty konvergieren.

SCHRITT 2: (Basisiteration)

Fiir die praktische Durchfithrung der Unterraumiteration wahlt man eine Basis {x1, ..., xx}
und berechnet {A™xy, ..., A™xy}. Allerdings gilt wegen (7.4), dass A™x; fiir (fast) alle x;
gegen v konvergiert;® diese Basis wird also mit fortschreitender Iteration immer schlechter
konditioniert sein. Auflerdem ist eine Normalisierung nétig, damit die Iterierten beschrankt
bleiben. Deshalb wird in jedem Schritt eine neue Orthonormalbasis {q\™, ..., ¢\™} von
A™Sy bestimmt. Der Name des QR-Verfahrens stammt nun daher, dass dies durch eine
QR-Zerlegung geschehen kann. Seien ay,..., a, die Spalten von A, und q1,...,q, die
(orthonormalen) Spalten von Q, so folgt ndmlich aus A = QR:

a; =171 = span{a;} = span{q1},
a; =(qi1T12 + (2722 = span{a, a,} = span{q1, q2},
an = anln+"'+annn = SPan{ahab---)an}:Span{thIz)--qu}-

Um alle Eigenvektoren zu bestimmen, fithren wir also jeweils einen Basisiterationsschritt
auf den n orthonormalen Vektoren q§°’, U q%o " durch, und berechnen dann durch QR-
Zerlegung eine neue orthonormale Basis. Dann gilt fiiralle 1 <k < n:

SU™ := span {qﬁ‘“), e q]({m)} =A"Sy — Th.

Da die Spalten von Q orthogonal sind, ist q\™ € A™S, orthogonal zu A™S,_; fiir alle
2 < k < n. Somit konvergiert q\™ € A™S; gegen den (einzigen) Basisvektor v, von Ty;

Swenn auch nicht mit der gleichen Geschwindigkeit
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damit konvergiert q™ € A™S, gegen den zu v; orthogonalen Basisvektor v, von T,; und
so weiter. In anderen Worten, die Spalten ¢\™, 1 < i < n, konvergieren simultan gegen die
entsprechenden Eigenvektoren von A.

Wihlen wir also eine Matrix Q®) mit orthonormalen Spalten (etwa die Identitit), so lassen
sich die obigen Uberlegungen mit Hilfe der QR-Zerlegung in Matrixform schreiben:’

{ glm) — AQ(m—U

(7.6) QUMIR(M) — g(m)

Die Spalten der Matrizen Q'™ konvergieren dann gegen eine orthonormale Basis aus Eigen-
vektoren.

SCHRITT 3: (Schur-Faktorisierung)

Die Spalten der Matrizen Q™ konvergieren also gegen eine Basis aus Eigenvektoren. Dies
liefert uns eine iterative Approximation der reellen Schur-Faktorisierung (7.1):

(7.7) Al .= Q(m)TAQ(m)

konvergiert gegen eine obere Dreiecksmatrix, auf deren Diagonalen die Eigenwerte von A
stehen. Um das zu zeigen, betrachten wir (7.7) spaltenweise. Bezeichne die j-te Spalte q]-(m)

von Q™. Da q;™ im Unterraum A™S; liegt, welcher gegen T; konvergiert, konnen wir
diesen Vektor schreiben als

j
qj(m) = Z crvie + €™,
k=1
mit einer Folge sﬁ‘“) — 0 € R™ fiir m — oo. Dann gilt:

j
(m) § (m)
qum = Ck7\k\1k+£2m,
k=1

mit einer neuen Nullfolge ¢\™ € R™. Da A™S; gegen T; konvergiert, konvergieren die qgm],
1 < i < j, gegen eine Basis von Tj. Es ldsst sich also umgekehrt jeder Eigenvektor vy € T;
darstellen als

j
(m) _(m) (m)
Vk:de?; q; —|—€3m,

i=1

°Die Vektoren AqT™, ..., Aq sind ja gerade die Spalten von AQ™.
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wobei wieder ¢ (™ — 0 mit m — oo konvergiert. Zusammen gilt also

j
Aqf™ = 3 aMalr + e,
k=

wobei wir alle auftretenden Nullfolgen in ¢ ™) gesammelt haben. Da die qk ) nach Konstruk-
tion orthogonal sind, folgt fiir i > j:

(a;™ TAq] Z ™A (g™ g™ (g™ Tel™ = (gI™)Tem) 0.

Die Subdiagonaleintrige von (Q™))*AQ™) konvergieren also gegen Null. Weiterhin sind
die Diagonalelemente genau die Rayleigh-Quotienten zu den q™, die wie in der Vektorite-
ration gegen die entsprechenden Eigenwerte von A konvergieren.

SCHRITT 4: (QR-Algorithmus)

Der Algorithmus 7.3 konstruiert genau die in (7.7) definierten Matrizen A(™) fiir Q(©) =
Dies zeigt man durch Induktion nach m: Der Induktionsanfang fiir m = 0 ist klar. Bezeich-
ne nun R(™, Q™ Alm) die Matrizen aus dem QR-Verfahren, und R(™, Q(™) A(™) die
entsprechenden Matrizen aus (7.6) und (7.7). Einsetzen von (7.6) fiir m + 1 in (7.7) ergibt
dann

Alm) — (Q(m))*AQ(m) — [(Q(m))*Q(mH)} R(m+1) _. QR.

Da die QR-Zerlegung (nach Festlegen des Vorzeichens) eindeutig ist, muss nach Indukti-
onsvoraussetzung QR auch die QR-Zerlegung von A (™) sein. Es folgt also aus Schritt 4 im
QR-Algorithmus 7.3:

A(er]) — RQ — R(er]) [(Q(m))*Q(er]]]

= ((QM* ) AQM™) Q™)) Qi)
:(Q (m+1) ) AQ (m+1) :A(m+1))

wobei wir in der letzten Zeile die Gleichung Q(™/R(™) = AQ(™~1) aus (7.6), aufgeldst nach
R(™)| verwendet haben.

Wir fassen zusammen:

Satz 7.10. Sei A € R™*™, gelte fiir die Eigenwerte von A, dass [Ai| > [Az| > --- > [\,| und fiir
die Eigenvektoren

(7.8) span{eq, ..., e} Nspan{vi1,...,vn} = {0} fiiralle1 <k <n,

so konvergieren die Iterierten A'™ im QR-Verfahren gegen eine obere Dreiecksmatrix, deren
Diagonalelemente die Eigenwerte von A sind, und die Spalten von Q™) konvergieren gegen die
Eigenvektoren von A.
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Bedingung (7.8) entspricht dabei der Voraussetzung in der Unterraumiteration, dass S, \U; =
{0} gilt. Sie ist in der Praxis so gut wie immer erfiillt. Aus der Herleitung ist auch ersichtlich,
dass die Eintriige auf der Diagonalen von A(™) nach ihrem Betrag sortiert sind.

Bemerkung. Hat A auch Paare von komplex konjugierten Eigenwerten, so kann man zeigen,
dass die A™ gegen die obere Block-Dreiecksmatrix in (7.1) konvergieren. Ist A dagegen
symmetrisch, konvergieren die A™ gegen eine Diagonalmatrix.

Das QR-Verfahren in der Form von Algorithmus 7.3 hat folgende Nachteile:
1. In jedem Schritt ist eine QR-Zerlegung notwendig, die O(n?) Operationen benétigt.

2. Die Konvergenz hingt von dem Maximum {iiber alle ‘—}l‘}\%", 1 <j <n—1,ab. Liegen
)
also zwei Eigenwerte sehr nahe beieinander, kann die Konvergenz (fiir alle) beliebig

langsam sein.

In der Praxis bedient man sich deshalb verschiedener Techniken, um das Verfahren zu
beschleunigen. Wir betrachten hier stellvertretend jeweils die einfachsten Varianten.

TRANSFORMATION AUF HESSENBERGFORM Eine Matrix A hat obere Hessenbergform,
falls ay; = 0 fir i > j + 1 gilt. Im Gegensatz zu einer oberen Dreiecksmatrix diirfen hier also
auch die ersten Eintrage direkt unterhalb der Diagonalen von Null verschieden sein. Hat nun
A obere Hessenbergform, so kann man diese durch Givens-Rotationen in O(n?) Schritten auf
obere Dreiecksform bringen (da ja pro Zeile nur ein Element “wegrotiert” werden muss):

Gt GAM =RM),

wobei G;_1 ; so berechnet wird, dass das Element a;_ ; zu O wird. Geht man dabei wie zuvor
von links nach rechts vor, bleibt im QR-Verfahren

A(m+1) — R(m)G']FZ L. GT

n—1I,n

die obere Hessenbergform erhalten. Wir betrachten dies anhand eines Beispiels A € R***:

* ok k% * k% % ® ® * x
(m) _ | * * * * G34G23G12 0 * % = GT. ® ® * x
A_O*** 00**400**
0 0 % = 0 0 0 = 0 0 0 x
¥ ® ® ¥ ¥ ® ®
Sh|* ® ® x| ol |[* * ® & e
0 ® ® =* 0 « ® ® :
0 0 0 = 00 ® ®
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7 EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Nutzt man die Assoziativitidt der Matrixmultiplikation, kann man die berechneten Givens-
Rotationen sofort anwenden, ohne sie zwischenzuspeichern:

AT = (G (- (G12A™)GH,) -+ )Gy,

n—1I,n

(Beachten Sie, dass die Givens-Rotation Gy k1 weiterhin so berechnet wird, dass der (k, k—1)-
te Eintrag von (Gy_1 2 - - G21)A(™) annulliert wird.)*°

Um nun eine beliebige Matrix A auf obere Hessenbergform zu bringen (ohne dass sich
die Eigenwerte dndern), kann man wieder Givens-Rotationen verwenden: Analog zur QR-
Zerlegung eliminiert man Eintrage unterhalb der Diagonalen von unten nach oben, wobei
man jede Givens-Rotation sofort wieder von rechts anwendet und die nichste Rotation fiir
die so gednderte Matrix berechnet. Ein Beispiel soll dies wieder verdeutlichen:

* ok x ok * ok ok ok * ok ® @ * ok ok %
A— ¥ % %k k| G- ¥ ok % % -G1, ¥ x ® ®| Gu- ® ® ® ®
*ox ok ok ® ® ® ® * ok ® @ 0 ® ® ®
* k% % 0 ® ® ® 0 * ® ® 0 * *
* ® ® * *  x k X ¥ k ® ®
Gl | ® ® x| G | x x ok x| (GLT | x x ® ® A
0 ® ® = 0 ® ® ® 0 » ® ®
0 ® ® =* 0 0 ®» ® 0 0 ®» ®
Wegen

A= (G (G1A)GH)) )G = QTAQ

(m)

mit Q orthogonal ist A dhnlich zu A, hat also die selben Eigenwerte A; (mit Eigenvektoren
Qv;y, fiir deren Berechnung man also Q speichern muss).

SPEKTRALVERSCHIEBUNG Die Konvergenzgeschwindigkeit des QR-Verfahrens hingt ab
vom (grofiten) Verhiltnis der Eigenwerte Ri1l Haben wir also eine Néherung p fiir einen

A5
Eigenwert A; so, dass )
W —Ail < [u—N;|  firallej #1

gilt, und wenden das QR-Verfahren auf A — pul an, dann wird der betragskleinste Eigenwert
Ai — pvon A — pl sehr rasch angendhert. Macht man die Spektralverschiebung wieder

'*Tatsichlich kann A (™) sofort bei Anwendung der berechneten Givens-Rotation von links und rechts iiber-
schrieben werden. Dass das funktioniert, ist nicht offensichtlich, und folgt aus der Eindeutigkeit der QR-
Zerlegung sowie der linearen Abhingigkeit von Vektoren der Form G(a,0)" und G(b,0)" fiir jede Rotation
G. Letzteres sorgt dafiir, dass die zusitzlich erzeugten Subdiagonaleintrége bei der nichsten Rotation wieder
verschwinden.
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riickgéngig, erhilt man eine bessere Naherung A(m+1):

Q(m)R(m) —Alm) _ ul,
Alm+1) R(m)Q(m) + ul.

Wegen
Alm+1) (Q(m))T(A(m) _ HUQ(m) +ul = (Q(m))TA(m)Q(m)

gilt immer noch o(A™*1)) = ¢(A). (Die obere Hessenbergform bleibt durch Addition einer
Diagonalmatrix natiirlich erhalten.)

Wie bei der inversen Vektoriteration kann man nun in jedem Schritt einen neuen Parameter
1™ wihlen, um die Konvergenzgeschwindigkeit weiter zu verbessern. Da die Diagonaleintri-
ge von A(™) gegen die Eigenwerte von A konvergieren, liegt die Wahl eines Diagonaleintrags
fiir '™ nahe. Nun ist die urspriingliche Spektralverschiebung so gewihlt, dass A; — p der
betragskleinste Eigenwert von A — ul ist. Da die Diagonalelemente im QR-Algorithmus
betragsmifRig abfallend sortiert werden, strebt also der Eintrag a\in) — w schnell gegen A; — .
Man wihlt daher sinnvollerweise den Rayleigh-Shift

u(m) — a](;ni)_
DEFLATION Bei Anwendung der Spektralverschiebung wird der Eintrag a:jj_1 in der

m)

Regel quadratisch gegen 0 gehen. Sobald aT(mF] = ¢ klein genug ist, hat A(™) die Form

*
*

wobei A,, eine gute Niherung von A, und A € R(~1)*("=1) eine obere Hessenbergmatrix ist,

deren Eigenwerte ungeféhr gleich den Eigenwerten A;, j # 1, der Matrix A sind. Es liegt also
nahe, die Iteration mit A(™*1) = A fortzusetzen, und so mit jedem berechneten Eigenwert
die Dimension der auftretenden Matrizen zu reduzieren.

Algorithmus 7.4 beschreibt das QR-Verfahren inklusive der oben beschriebenen Modifika-
tionen (mit expliziten Rayleigh-Shifts). Sind zusitzlich die Eigenvektoren von A gesucht,
miissen zumindest im letzten Schritt die Givens-Rotationen aufmultipliziert werden, um die
Matrix Q(™ zu erhalten (und genauso fiir die Givens-Rotationen bei der Transformation
auf Hessenbergform).
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Algorithmus 7.4 : Beschleunigtes QR-Verfahren
Input: A e R m =0,
1 Transformiere A auf obere Hessenbergform — A(©)
repeat
Alm) o Alm) _ g

[

z Alm+1) . A(m)

5 fork=1,...,ndo

6 L Berechne Givens-Rotation Gy _1 i fiir A(™
. Alm+1) Gk—1,kA(m+”G{,1,k

8 Alm+1) o Alm+1) o 01(112)1

9 m<+— m+1

o | if[al™ | < Tthen

u An — ali,

" A (af™M)rt,

13 nen-—1

4 untiln =0
Output : A\;

-
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POLYNOM-INTERPOLATION

Die Interpolation ist ein grundlegender Bestandteil einer konstruktiven Theorie der Funk-
tionen: Zu einer diskreten Menge gegebener Werte soll eine Funktion konstruiert werden,
die diese Werte annimmt. Praziser stellen wir folgende Interpolationsaufgabe: Gegeben seien
die

Stiitzstellen xo, ..., xn € [a,b] C Rund

Funktionswerte f(xo),...,f(xn) € R;

gesucht ist eine (einfache) Funktion g : R — R, so dass gilt

g(xi) =f(x;) fiuralle0 <i<n.

Urspriinglich entstammt diese Fragestellung der Tabelleninterpolation; vor der Verbreitung
von Rechenmaschinen waren spezielle Funktionen wie Kosinus, Logarithmus oder die Expo-
nentialfunktion in lange Listen von Argumenten und Funktionswerten niedergeschrieben.
War man etwa am Wert von log 0.456 interessiert, so suchte man zum Beispiel den Eintrag
tiir log 0.45 und log 0.46, und interpolierte linear:

log 0.46 —log 0.45
0.46 —0.45

log 0.456 ~ log 0.45 + (0.456 — 0.45) = —0.7925

(der exakte Wert ist etwa —0.785262). Eine hohere Genauigkeit ist natiirlich zu erwarten,
wenn statt einer linearen Funktion eine Funktion verwendet wird, die dem Verlauf der Loga-
rithmusfunktion besser folgt. Heutzutage' wird die Interpolation hauptséchlich als Grundlage
tiir Verfahren der numerischen Analysis verwendet: Um zum Beispiel eine Funktion nédhe-
rungsweise zu integrieren oder zu differenzieren, bestimmt man fiir sie eine interpolierende
Funktion, welche exakt integriert (oder differenziert) werden kann.

"Tatsdchlich wird dieses Prinzip unter dem Namen lookup table immer noch in integrierten Schaltungen
verwendet, wenn eine sehr grofle Zahl von Berechnungen pro Sekunde erforderlich ist. Insbesondere
moderne Grafikprozessoren konnen lineare Interpolation und Tabellenzugriffe mit wesentlich héherer
Geschwindigkeit ausfiihren, als sie z. B. die ersten Glieder der Sinusreihe aufsummieren konnen.
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8 POLYNOM-INTERPOLATION

Als “einfache” Interpolationsfunktionen betrachten wir in diesem Kapitel hauptsédchlich
Polynome, genauer gesagt, Funktionen aus dem Vektorraum

n
Pn = {Z ajxj D5 € R}
§=0

der Polynome vom Hochstgrad n. (Alternativen wéren trigonometrische Funktionen oder
stiickweise Polynome, genannt Splines.) Aus der Definition ist sofort ersichtlich, dass die
Monome 1,x,x?,...,x™ eine Basis von P, darstellen und P,, also die Dimension n + 1 hat.

8.1 LAGRANGE-INTERPOLATIONSFORMEL

Wir suchen also zu den gegebenen Stiitzstellen xo, ..., xn € R mit zugehérigen Funktions-
werten f(xo), ..., f(x,) ein Polynom p,, € P;, so dass pn(x;) = f(x;) fiir alle 0 < i < n gilt.
Es ist einleuchtend, dass die n + 1 Interpolationsbedingungen an paarweise verschiedenen
(was wir in Folge annehmen wollen) Stiitzstellen gentigen, um die n + 1 Koeflizienten eines
Polynoms vom Grad n eindeutig festzulegen. Durch eine geschickte Wahl der Basis von
P, kann man diese Koeflizienten explizit berechnen, ohne ein Gleichungssystem losen zu
miissen.

Definition 8.1. Fiir 0 < j < n sind die Lagrange-Polynome” definiert durch

(8.1) nlx) = [ 225

, x € R.

XE;S

j — Xk

=&
Sl

0
j

Man sieht sofort, dass die 1j,, Polynome vom Hochstgrad n sind. Durch Einsetzen erkennt
man auch, dass gilt

1 firj=1i,
bn(xi) = L
0 firj #1,
(siehe Abb. 8.1).° Eine Losung der Interpolationsaufgabe ist also gegeben durch

n

Pn = Z f(Xj)ljn.

j=0

*Joseph-Louis Lagrange hat in der zweiten Halfte des 18. Jahrhunderts zahlreiche Beitridge zur Mechanik,
Wahrscheinlichkeitstheorie, Algebra und Zahlentheorie geleistet. Auf das Interpolationsproblem fithrten
ihn seine Arbeiten zur Umformung unendlicher Reihen.

®Aus dieser Eigenschaft folgt sofort, dass die 1;,, linear unabhangig sind und daher eine Basis von P, (genannt
nodale Basis) bilden.
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—lo4
—lia

(S
— 134
— g4

-2 —1 0 1 2

Abbildung 8.1: Die Lagrange-Polynome 1;4 zu den Stiitzstellen {—2,—1,0, 1, 2}.

Diese Losung ist sogar eindeutig: Seien p, q € P, zwei Polynome mit p(x;) = f(xi) = q(x)
firalle 0 <1 < n.Dannhatp—q € P, dien+1 Nullstellen xo, . .., x,,. Nach dem Hauptsatz
der Algebra kann aber ein von Null verschiedenes Polynom vom Héchstgrad n hochstens n
reelle Nullstellen haben; das Polynom p — q muss also identisch Null sein, das heift es gilt
p = g. Wir halten fest:

Satz 8.2. Fiir paarweise verschiedene xo, ..., xn € Rund f(xo),...,f(xn) € R existiert genau
ein Polynom py, € Py, so dass pn(xi) = f(xi) fiir alle 0 < i < n gilt.

Die Lagrange-Darstellung hat jedoch wesentliche Nachteile: Einerseits besteht bei nahe
beieinander liegenden Stiitzstellen die Gefahr der Ausloschung bei der Berechnung von (8.1).
Andererseits miissen alle Lagrange-Polynome neu berechnet werden, falls sich eine Stiitzstelle
andert oder eine neue hinzukommt. Wir werden deshalb Algorithmen diskutieren, die - je
nach Aufgabenstellung - besser geeignet sind.

8.2 POLYNOMAUSWERTUNG NACH AITKEN-NEVILLE

Ist man nur an (wenigen) Werten des Interpolationspolynoms interessiert (etwa bei der
Tabelleninterpolation), so benétigt man die explizite Darstellung des Polynoms gar nicht.
Der Algorithmus von Aitken und Neville wertet p,, rekursiv aus durch lineare Interpolation
von Interpolationspolynomen niedrigeren Grades.

Um das Verfahren einfach darstellen zu konnen, definieren wir p; i als Interpolationspolynom
vom Hochstgrad k mit den Stiitzstellen x;_y, ..., x;. Das folgende Lemma stellt dann den
Rekursionsschritt dar.

76



8 POLYNOM-INTERPOLATION

Lemma 8.3 (Aitken®). Fiirallen € N und x € R gilt

. o X —Xp
(8-2) Pn(X) - pn‘n (X) - Xy — Xopn,n—1 (X) +

Xn —X (x)
X — Xopn—I,n—l .

Beweis. Wir iiberpriifen die Interpolationsbedingungen:
(i) Fir0 <i<ngilt

Xi —Xo Xn — Xj
: pn,n—] (Xi) + h :
0

Xn — X Xn — X0 Xn — Xo Xn — X0

da x; Stiitzstelle sowohl fiir das Interpolationspolynom py, 1 als auch fiir pn_1 n—1
ist.

(i) Fiiri=0 gilt

X0 —Xo Xn — X0

Opn,nf1 (XO) + Pn—1,n—1 (XO) =Pn—-1,n-1 (XO) = f(XO))

Xn —X Xn —Xo

da x, Stiitzstelle fiir py_q n_1 ist.
(iii) Firi = n gilt analog

Xn —Xo

Xn—X
pn,n—1 (Xn) + - =
0

- Pn—-1n-— n) = Pn,n— n:fn~
Xn_x()p 1n-1(Xn) = Pnn-1(xn) (%n)

Xn — X
Nun sind py, n—1 und pn_1 n—1 nach Definition Interpolationspolynome vom Hochstgrad
n — 1. Die rechte Seite von (8.2) ist also auch ein Interpolationspolynom vom Hochstgrad n.
Aus der Eindeutigkeit der Interpolationsaufgabe folgt daher, dass dieses identisch sein muss
mit dem Interpolationspolynom p,. ]

Da es sich bei py, n—1 und pn_1 n—1 ebenfalls um Interpolationspolynome (nun vom Hochst-
grad n — 1) handelt, lassen sich diese ebenfalls mit Lemma 8.3 (mit entsprechend angepassten

Stiitzstellen) berechnen; es gilt firallek =0,...,nundi=k,...,n
X —Xi— Xi—X
(8:3) Puk(d) = = Paie1 (X)L P ()

Dies fithrt auf das rekursive Schema von Neville® zur Auswertung von p,, an der (festen) Stelle
x: Man berechnet jeweils fir k = 0,...,nund i =k, ...,nalle p; 1 (x) (mit p;,0(x) = f(x1)).

*Alec Aitken (1895-1967) war einer der bedeutendsten Mathematiker Neuseelands. Er hatte ein phinomenales
Gedéchtnis und war ein Meister im Kopfrechnen.

*Eric Harold Neville (1889-1961) war ein britischer Mathematiker, hauptsichlich im Bereich der Geometrie
tatig. Als er 1914 als Gastprofessor in Indien war, konnte er den indischen Ausnahmemathematiker Srinivasa
Ramanujan iiberreden, mit ihm zuriick nach England zu kommen.
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Dies wird in folgendem Tableau verdeutlicht, in dem spaltenweise von oben nach unten jeder
Wert durch Interpolation der beiden Werte direkt links und links oberhalb berechnet wird:

Pio Pi1 Pi2 “*° Pin
xo | f(xo)

x1 | f(x1) pi1(x)

x2 | f(x2) p2,1(x) p22(x)

X.n f(xn) pn,; (X) pn,; (X) o pn,n(x) = pn(x)

Dabei sind fiir k = 1 insgesamt 6n Operationen nétig, fiir k = 2 sind es 6(n—1) Operationen,
und so weiter, bis zur Berechnung fiir k = n mit 6 Operationen. Nach Hinzunahme einer
weiteren Stiitzstelle x,, ;; kann man dann den Wert des Interpolationspolynon p,,; in x
einfach durch Berechnung einer weiteren Zeile aus den bisher bestimmten Werten konstruie-
ren. Dafiir muss fiir jedes k nur p,1 x(x) berechnet werden, was nun in O(n) Operationen
moglich ist.

8.3 POLYNOMDARSTELLUNG NACH NEWTON

Mochte man aber das Interpolationspolynom an vielen Stellen auswerten, ist es effizienter,
das Polynom explizit zu berechnen. Auch fiir den Fall, dass man das Polynom differenzieren
oder integrieren mochte, benotigt man eine Darstellung des Polynoms als Linearkombination
von Basis-Polynomen. Wiahlt man die Basis geschickt, so lassen sich die entsprechenden
Koeffizienten rekursiv mit Hilfe des Aitken—-Neville-Schemas berechnen. Wir wéhlen dafiir
die so genannte Newton-Form des Interpolationspolynoms

Pnlx) = ao +ai(x —xo) + az(x —xo) (x —x1) + an(x —%x0) - - (X — Xn_1).

Dabei handelt es sich offensichtlich um ein Polynom vom Grad n; auflerdem gilt nach
Konstruktion

(8.4) Prl(x) =pni1(x) + anlx —x0) -+ (x —Xn_1).

Die Koefhzienten ay kdnnen wir damit nacheinander aus den Interpolationsbedingungen
berechnen:

f(x0) = polxo0) = ao = ao = f(xo),
f(x1) = polx) + a1 (x1 — xo) 5 a =%§O"°),

f(x2) —p1(x2)
(x2 —x0)(x2 —X1)’

f(x2) = p1(x2) + az(xz2 —xo)(x2 — x1) = a =
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und so weiter. Fiir die Koeffizienten der Newton-Darstellung gilt also

f(xx) — Pr_i(x
ay = Bae) = pici 0 = [X0y . vy XidT, k=0,...,mn
(xk —%0) -+ (X — Xp—1)

mit ap = [xolf = f(xo). Diese Koeflizienten [xo, . .., xi]f heiflen k-te dividierte Differenzen.
Aus dem Aitken-Neville-Schema erhilt man eine rekursive Formel fiir [hre Berechnung:
Einsetzen von (8.4) und (8.3) ergibt

X0y -+ oy xidf (x —x0) -+ (x = xk—1) = Pr(x) —Ppr_1(x)

_ X — Xk . Xk —X B

- (Xk PN e (x) Xk — g PRk (X)) Pr—1,k—1(x)
X —X

~ _;0 (Pr,k—1 (%) = Pr—1,x-1(%))
X_

= i ([x1,...,xk]f(x—x1)---(x—xkq)
Xk — Xo

— [X0yeeeyXi1]f (X —%0) -+ (x —Xk_2) + O (Xk—Z) ))

wobei wir alle Polynom-Terme niedrigerer Ordnung im Landau-Symbol zusammengefasst
haben. Fithrt man nun in dieser Gleichung einen Koeffizientenvergleich fiir x* durch, so
erhélt man daraus die Rekursionsformel

[Xh-")xk]f— [XOV")ka]]f

[Xo, .. .,Xk]f =
Xk — Xo

Das allgemeine Schema fiir k = 0,...,nund i =k, ..., n lautet nun

[Xi]f - f(xi))

(8.5) Xit1yeeey X — [Xiy e ooy X
[Xi)-.-)xk]f: Rl d ka—XiU s )

bzw. in Tableau-Form

Dalf Deioryxadf oo, xion,xilf Ixios,.ooyxilf
xo | f(xo)
x1 [ f(x1)  [xo,x1lf
x2 [ f(x2)  [x1,%xlf [xo0, %1, %2]f
x3 | f(x3)  [x2,x3lf [x1,%2,x31f  [x0,X1,%2,X3]f

Wieder geht man spaltenweise von oben nach unten vor und liest am Schluss die Koefhizi-
enten ay auf der Diagonalen ab. Hat man die Koeffizienten in der Newton-Darstellung des
Interpolationspolynoms p,, einmal berechnet, kann man die Auswertung an der Stelle x
effizient mit dem Horner-Schema durchfiihren:

pr(x) = a0+ (x —x0) (a1 + (x =x1) (- - + (x =xn—2) (an—1 + (x —=xn_1)an))).
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8.4 INTERPOLATIONSFEHLER

Wir untersuchen nun den Interpolationsfehler, d. h. die Differenz zwischen der zu interpolie-
renden Funktion und dem Interpolationspolynom aufSerhalb der Stiitzstellen.

Satz 8.4. Seif € C™*'([a,b]), a =x0 < -+ <X = b, und p,, € Py, das Interpolationspoly-
nom zu diesen Stiitzstellen. Dann existiert fiir alle x € [a, b] ein & € [a, b] mit

. f(n—H ) (E,)
(8.6) (x) —pnlx) —(X—Xo)"'(X—Xn)m-

Beweis. Sei also x € [a,b] gegeben. Fiir x = x; sind beide Seiten von (8.6) gleich Null;
deshalb reicht es, nur x # x;, 0 < i < n, zu betrachten. Wir definieren fir K € R

g(t) == f(t) =pn(t) =Kt —xo) - - (t —xn).

Diese Funktion ist n+1-mal stetig differenzierbar, und hat die Nullstellen x;,0 < i < n,dap,
die Interpolationsbedingungen erfiillt und der letzte Term in den Stiitzstellen verschwindet.
Wihlt man nun

f(x) —pnl(x)

R o PO

so ist auch x eine Nullstelle von g; insgesamt hat g also n + 2 Nullstellen. Nach dem Satz von
Rolle hat die Ableitung g’ daher n + 1 Nullstellen (je eine zwischen zwei Nullstellen von g).
Weiter hat g also n Nullstellen, g”” hat n — 1 Nullstellen, et cetera. Schliefllich hat g™+ ")
genau eine Nullstelle & € [a, b]. Fiir diese gilt also:

87) 0=gm"(E)

_ gy _ gy T = Pa(x) e (e
= 1000 = ple () — PR () (k=)
gy - )Pl gy

(x —=%0) -+ (x = xn)

Dabei haben wir verwendet, dass p,, ein Polynom vom Grad n ist (dessen (n+1)-te Ableitung
daher verschwindet), und die letzte Klammer ein Polynom vom Grad n—+1 ist, dessen hochster
Koefhizient gleich 1 ist - also die Ableitung (n + 1)! hat. Losen wir die Gleichung (8.7) nach

f(x) — pn(x) auf, erhalten wir die Behauptung. l
Bemerkung. Gilt ||[f(™"||_ < M, so erhilt man aus (8.6) die Abschitzung
M
f— n g n R E
1= Pl < leonllro

tiir das Stiitzstellenpolynom w,, (x) := (x —xo) - - - (X — Xy, ). Ist also die n 4 1-te Ableitung
von f beschrankt, so kann der Fehler in der Interpolation trotzdem sehr grof$ sein, w,, fiir
grofSe n sehr starke Oszillationen aufweisen und die rechte Seite daher beliebig grof3 sein
kann (Runge-Phdnomen).
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Eine moglicher Ausweg ist, die Stiitzstellen so zu wihlen, dass ||w., ||, minimal ist. (Dieser
Ansatz fithrt auf die Interpolation mit Tschebyscheff-Polynomen.) Eine andere Moglichkeit
besteht darin, statt mit einem Polynom hohen Grades mit stiickweisen Polynomen kleineren
Grades zu arbeiten, was auf die Spline-Interpolation fiihrt.

8.5 NUMERISCHE DIFFERENTIATION

Die Polynomdarstellung nach Newton ldsst sich z. B. ausniitzen, um die Ableitung einer
Funktion numerisch zu berechnen: Wir wéhlen Stiitzstellen x,, . . ., X,,, interpolieren f durch
ein Polynom p,, € P,,, und differenzieren dann das Polynom. Da wir Polynome exakt diffe-
renzieren konnen, wird nur der Interpolationsfehler die Genauigkeit dieser Approximation
bestimmen.

Angenommen, wir wollen eine Funktion f : [a,b] — R in einem Punkt xo € [a, b] aus-
werten. Wir betrachten dafiir zu den Stiitzstellen xo, . .., x,, das Interpolationspolynom in
Newtonform:

Pn(x) = f(x0) + [xo, x11f (x —X0) + - -+ + [X0y - oy Xnlf (X —%0) - -+ (X =X 1)
und den Interpolationsfehler

fr(E(x))

Palx) = (e o) (x ) e

Ist f € C"*2)([a,b]), so konnen wir beide Gleichungen differenzieren und x = x, einset-
zen:

Pr(x0) = [xo, x11f + [x0y, X1, X2]f (X0 —%7) + -+ -
+[XO>-'->Xn]f (XO_X1)"'(XO_Xn—1)>

F D (E(x0))

T (x0) = (o —x1) -+ (X0 — Xn) m+1)!

Dabei haben wir ausgeniitzt, dass alle Terme, die aufgrund der Produktregel entstehen und
(x — xo) enthalten, beim Einsetzen von x = x, wegfallen; tibrig bleiben lediglich die Terme,
in denen der Faktor (x — x¢) wegdifferenziert wurde. Dadurch erhalten wir:

f'(x0) = pplx0) + 71 (x0).

Je mehr Stiitzstellen hinzugenommen werden, desto genauer wird also die Approximation
sein. Andererseits konnen wir Interpolationspolynom und -Fehler auch weiter differenzieren,
um hohere Ableitungen ndherungsweise zu berechnen. Insbesondere erhalten wir fiir die
n-te Ableitung:
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8 POLYNOM-INTERPOLATION

Satz 8.5. Ist f € C™""?([a,b]) und sind x; € [a,bl,j = 0,...,n, paarweise verschieden, so
existiert ein & € [a, b], so dass gilt:

()

P x0) = gy oy Xl (0 = 31) =+ (X0 = %)

Sind die Stiitzstellen im Abstand h > 0 um x, verteilt, erhélt man die klassischen Differen-
zenquotienten:

Beispiel 8.6.

(®)

(ii)

Vorwirtsdifferenzenquotient fiir die erste Ableitung: x; = xo + h,

/(x0) = i (xo) + 74 (xo) = oy x1]f + (xo = x1) 1" ()

- f(XO + h) B f(XO) h "
= h — 5.

Der Verfahrensfehler ist also O(h) fiir h — 0.

Zentrale Differenzenquotienten: x; = xo + h, x, = xo — h. Die drei Stiitzstellen legen
ein Interpolationspolynom vom Grad n = 2 fest, das wir verwenden kdnnen, um die
erste oder die zweite Ableitung von f in x, berechnen zu kénnen.

Fiir die zweite Ableitung verwenden wir Satz 8.5 und die Rekursionsformel (8.5) und
berechnen (Ubung!)

1
" (x0) = 2!xo, X1, X2If 4+ (x0 — %1) (X0 — Xz)gf”’(é)

o f(XO + h) _2f(XO) + 1:(XO - h) . 21 "
- - n 21" (E).

Die erste Ableitung erhalten wir wieder aus der ersten Ableitung des Interpolationspo-
lynoms und der Rekursionsformel:

f'(x0) = pa(x0) +13(%0)

= [xo, X711 + [x0, X7, X2]f (xo0 — x1) + (X0 — x1) (X0 —Xz)lf”’(i)

6
o f(XO + h) — f(XO — h) . 21 "
= m ho2f7(E).

In beiden Fillen ist der Fehler O(h?) fiir h — 0.

82



8 POLYNOM-INTERPOLATION

8.6 TRIGONOMETRISCHE INTERPOLATION UND FFET

Fiir die Interpolation von Werten, die durch periodische Vorgénge wie zum Beispiel Schwin-
gungen erzeugt werden, ist es sinnvoll, ebenfalls periodische Funktionen zu verwenden. Wir
nehmen der Einfachheit an, dass die Periodenldnge 27t ist, also f(x) = f(x + 27) fiir alle x
gilt.° Besonders einfach wird die Aufgabe dann, wenn wir unsere Interpolationspolynome auf
dem komplexen Einheitskreis betrachten. Dazu verwenden wir die Variablentransformation
z:10,2n) — C, x — e** und definieren das trigonometrische Polynom

n

pnlz(x)) = i cz(x)* =) o (e™)* = i cet .
k=0 k=0

k=0

Dabei ist es im Unterschied zu bisher vorteilhaft, n (statt n + 1) gleichverteilte Stiitzstellen
zu verwenden. Wir betrachten also folgendes Problem:

Gegeben: x; :z@ und fj := f(x;) € Cfirj=0,...,n—1

Gesucht: ¢y, € Ctirk =0,...,n— 1, so dass gilt

n—1 i

2mikd .
ZCkeﬂl“:fj, ]:O,...,TL—1,
k=0

oder, in Matrixform
MC = T,
mit &= (co,...,cn_1)" € C", = (fo,...,fn_1)T € C™ und

n—1 nxn 2
M = (mkj)k’jzo eC N my; =€ n,

Dieses Problem hat eine eindeutige Losung, da die Matrix M invertierbar ist. Die inverse
Matrix lasst sich sogar direkt angeben als

wobei MT die transponierte Matrix mit den komplex konjugierten Eintrigen von M ist. Mit
etkx = e~k folgt

®Das lasst sich zum Beispiel durch eine geeignete Skalierung von x erzwingen.
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8 POLYNOM-INTERPOLATION

Um dies zu zeigen, betrachten wir die Eintrige des Produkts MTM:

_— nol n—1 n—1 )
—_— z _2milk i b o1 (k=)
(MTM)k] = Z mlkmlj — e 27tiF 627'[1,n _ z e 2t
1=0 1=0 1=0
n—1 .
1= I=n falls k = j,
g\ L s
n—1 i) _ ]—e2milk—j)
1=0 (e n i—— ) sonst,

wobei wir im zweiten Fall die geometrische Summenformel } |_, q* = 11_161‘41 verwendet
haben. Der letzte Bruch verschwindet aber, da gilt

e~ 2mi(k—i) — (e=mi)2(k—) ((_1)2)'“" =1.

Es ist also in der Tat MTM = nl, und die eindeutige Losung der Interpolationsaufgabe ist
gegeben durch

¢= %Wﬁ
oder, wieder komponentenweise fiir k = 0,...,n—1:
e e
(8.8) ck:T—L;fje_zmn, k=0,...,n—1.
j—

Dies bezeichnet man auch als diskrete Fouriertransformation (DFT). Mit ihrer Hilfe kann
man zum Beispiel periodisch abgetastete Signale in ihre Grundschwingungen zerlegen (cy
gibt dabei die Amplitude der Grundschwingung mit der Frequenz k an), was fundamental
fiir die gesamte digitale Signalverarbeitung (und damit die mathematische Basis fiir CDs,
MP3-Musikkompression, JPEG-Bildkompression etc.) ist. Die inverse DFT entspricht der
Polynomauswertung

n—1
2midk .
fj:E cre ™ty j=0,...,n—1.
k=0

SCHNELLE FOURIERTRANSFORMATION

Ein Nachteil der diskreten Fouriertransformation ist ihr Aufwand von O(n?) (entsprechend
einem Matrix-Vektor-Produkt). Bei einer Anzahl von 10° gegebenen Werten” benétigt ein
Prozessor, der eine Milliarde Operationen pro Sekunde schafft, bereits 17 Minuten. Die
Berechnung kann aber mit der schnellen Fouriertransformation (FFT, “fast Fourier transform”)®
wesentlich beschleunigt werden.

"was etwa 20 Sekunden Musik in CD-Qualitét entspricht
*Publiziert 1965 von James Cooley und John Tukey in einem Artikel, der immer noch zu den am éftesten
zitierten mathematischen Artikeln zahlt. Das Verfahren war aber - wie so oft — bereits Gauf$ bekannt.
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8 POLYNOM-INTERPOLATION

Der klassische Ansatz geht davon aus, dass n gerade ist.” Dann ldsst sich die Symmetrie der
Einheitswurzeln'°

ausnutzen, um den Berechnungsaufwand zu halbieren. Es gilt ndmlich offensichtlich
2 —amit\? —2mit 1/2
wy, = (e ) =e T =wn =w,/;.

Wir zerlegen jetzt die Summe in (8.8) in je eine Summe fiir die geraden und fiir die ungeraden
j, die wir mit j = 2j’ beziehungsweise j = 2j" + 1 durchzéhlen:

neg= Y wifi+ Y wlf

j gerade j ungerade
n/2—1 n/2—1
_ K2j’ Z K(2j/+1
— Z wnl ij"" wn( ) )ij’+1
j'=0 j’=0
n/2—1 n/2—1
- Z wn/Zfz) + wn Z wn/sz] +1
j’=0
= ¢ + wkcy.
Fiir k < % — 1 sind die ¢y, gerade die DFT zu den % Werten fo, f2,...,f,_, die ¢}/ diejenige
zu den 5 Werten fy, f3,..., f,,_;. Fiir diese k lassen sich die Koefﬁzienten ¢k also durch zwei

DFTs der Lange 5 berechnen. Die Arbeitsersparnis entsteht dadurch, dass die restlichen cy
auch mit Hilfe der c;, ¢,/ ausgedriickt werden konnen. Ist ndmlich k > %, also k = 5 +k/,
0<k/ <3 —1,s0gilt

Wk = IR — IR () = WK j :O,...,%—L
wk = kM2 = K N2 = WK e = @K',
Firk =k’ + 3 > 5 — 1 haben wir daher
X' n

ncyx = Ck/ w Ck/

Der Aufwand A(n) fiir eine DFT der Lange n entspricht also (bei Vorberechnung der Ein-
heitswurzeln) dem von zweier DFTs halber Linge sowie n Additionen, & 2 Multiplikationen
und n Divisionen:

A(n) =2A (%) + gn.

°Es existieren Varianten, bei denen dies nicht notwendig ist.
S0 genannt, da w?* = 1 gilt. Sie werden in diesem Kontext auch gerne als “twiddle factors” bezeichnet.
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Ist nun 5 wieder gerade, lassen sich die DFTs der Lange 5 wieder durch zwei DFTs halber
Lange ausdriicken. Dies lasst sich m mal wiederholen, wenn n = 2™ eine Zweierpotenz ist,
bis man bei der trivialen DFT der Linge 1, offensichtlich gegeben durch ¢y = fy, ankommt
(siehe Algorithmus 8.1). Fiir die rekursive Berechnung der DFT erhdlt man so per Induktion
den Aufwand

A(n) = 0O(nlog,(n)).

Auf diese Weise lasst sich eine DFT der Linge 10° in A(10°) & 10”7 Operationen durchfiihren,
was bei einer Milliarde Operationen pro Sekunde etwa 0.1 Sekunden benétigt.

Algorithmus 8.1: FFT

Input: fo,...,fn_1,n:2m

if n = 1 then

tVCo€—f0

agy...,an — FFT(fo, fayenn, fnfz)

bo,...,b%;4—-FPTTf1,f3,...,fn,1)

fork=0,...,5 —1do
ck « (ag + e 2™/np ) /n
Crsn < (ap —e 2™/ My ) /2

Output:co,...,cn

REELLE TRIGONOMETRISCHE INTERPOLATION

Sollen reelle Funktionswerte f; interpoliert werden, méchte man in der Regel auch ein reelles
Interpolationspolynom finden. Als periodische Ansatzfunktionen kommen Sinus und Kosi-
nus in Frage. Wegen der Beziehung e™ = cos(x) 41 sin(x) konnen wir auch die Koeffizienten
des reellen trigonometrischen Interpolationspolynoms mit Hilfe der FFT berechnen.

Die Idee lasst sich besonders einfach darstellen, wenn n = 2p + 1 ungerade ist. Dann kdnnen
wir die Koeffizienten des komplexen Interpolationspolynoms wie folgt umnummerieren:

Coy yeroy Cpy Cps1y yeery Cn—i
Co y--ey Cpy Cp yeeouy Cq
jn=1 —2ait i Pl _2miP . .. . . .
Da analog e*™"% = e ?™w ..., e’ w = e ?™n gilt,"" konnen wir die Interpolationsbe-

dingungen schreiben als

P
f(X]’) = Z Ckeikxj.

k=—p

"'Es ist egal, ob wir n — k Schritte gegen den Uhrzeigersinn oder k Schritte im Uhrzeigersinn gehen.
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8 POLYNOM-INTERPOLATION

Wenn jetzt f(x;) € Rfiirallej =0,...,n — 1 ist, so miissen sich die Imaginérteile auf der
rechten Seite zu Null summieren. Wegen et*x = e~** bedeutet das, dass T, = ¢_ (und
insbesondere ¢y € R) sein muss.

Schreiben wir ¢, = c] + ic}, erhalten wir damit (durch die Symmetrie von Sinus und
Kosinus)

f(x;) = co +

l\/]-c

(CkelkX] + C—ke—ika )

=~
Il

I\/]w:

co+ Y ((cf +1icy)(cos(kx;) + isin(kx;) + (cf —icy)(cos(kx;) — isin(kx;))

=~
Il

M=

co+ ) (2c] cos(kx;) — 2cy sin(kx;)) .

k

—_

Damit haben wir gezeigt, dass das eindeutige reelle Interpolationspolynom eine Linearkom-
bination der {1, cos(kx),sin(kx) : k = 1,..., “T”} ist, und die Koefhizienten mit Hilfe der
komplexen FFT berechnet werden kénnen.

WEITERFUHRENDE LITERATUR
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NUMERISCHE INTEGRATION

Die numerische Berechnung bestimmter Integrale ist eine der dltesten Aufgaben der Mathe-
matik: Sie liegt der Bestimmung des Inhalts krummliniger Flichen zugrunde. Das bekannteste
solche Problem ist die Quadratur des Kreises (d. h. die Bestimmung der Seitenlédnge desjenigen
Quadrats, das den selben Flicheninhalt wie ein Kreis gegebenen Durchmessers hat). Aus die-
sem Grund wird die numerische Integration auch heute noch Quadratur genannt. Sie kommt
auch zum Einsatz, falls eine Funktion integriert werden soll, fiir die eine Stammfunktion nicht
bekannt oder schwierig auszuwerten ist. Als dritte, heutzutage wohl wichtigste, Anwendung ist
wieder die numerische Lésung von Differentialgleichungen zu nennen. So kann zum Beispiel
die Gleichung y’(x) = f(y, x) d4quivalent ausgedriickt werden alsy(x) = [ f(y, x) dx+C. Wir
betrachten daher folgende Aufgabe: Gegeben sei eine Funktion f € C([a, b]) fiira < b € R;
gesucht ist ein Naherungswert I fiir I(f) := i Z f(x) dx.

Dabei berechnen wir diese Ndherung wieder aus Funktionswerten an vorgegebenen Stiitzstel-
len.

Definition 9.1. Fiir Stiitzstellen xo,...,xn € [a,b] und Gewichte wy,...,w, € R heifit

ij(Xj)

et
3
=
[l
T\“I\/]ﬁ
o

Quadraturformel (der Ordnung n). Wir nennen sie exakt vom Grad m, falls gilt:

b
I.(q) :J q(x)dx firalle q € Py,.

Wir fordern also, dass Polynome vom Grad m durch die Quadraturformel exakt integriert
werden. Dies ist wichtig bei der numerischen Integration von polynomialen Ansatzfunk-
tionen, etwa in der Methode der Finiten Elemente, erlaubt aber in Kombination mit der
Taylorentwicklung auch Aussagen iiber die Genauigkeit fiir andere Funktionen.
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9 NUMERISCHE INTEGRATION

9.1 INTERPOLATIONSQUADRATUR: NEWTON—-COTES-FORMELN

Eine nahe liegende Idee ist, die Stiitzstellen zur Bestimmung eines Interpolationspolynom
zu verwenden, welches dann exakt integriert werden kann. Zu den Stiitzstellen xo, ..., x
betrachten wir also das Interpolationspolynom in Lagrangeform

pn(x) =D (%)l (),
j=0
und damit erhalten wir die Quadraturformel

b n b
I (f) := J pu(x)dx =) f(xj)J Lin(x) dx.
a j=0 a

Die Lagrangepolynome l;,, sind aus (8.1) bekannt; diese Integrale koénnen also einmal be-
rechnet und anschlielend als Gewichte wj := fz Lin (x) dx verwendet werden. Diese Qua-
draturformeln sind nach Konstruktion exakt vom Grad n, da wegen der Eindeutigkeit der
Polynominterpolation jedes Polynom q € P,, sein eigenes Interpolationspolynom vom
Hochstgrad n oder grofier ist.

Fir d4quidistante Stiitzstellen mit a = xo < x, = b erhélt man die Newton-Cotes-Formeln.'
Wir betrachten zuerst die zwei einfachsten Beispiele, und untersuchen deren Exaktheit und
Genauigkeit.

TRAPEZREGEL (n = 1) Der Einfachheit halber betrachten wir a = 0, b = h und setzen
xo = 0 und x; = h. Dann ist

h

"x—h X h
I (f) = £(0) L o h dx + f(h) L r— dx = E(f(O) + f(h)).
Die Trapezregel ist exakt vom Grad 1. Fiir den Quadraturfehler folgt aus der Darstellung (8.6)
des Interpolationsfehlers

h
(01)  II(F) — L, (f)] = [1(f) — I(py)| = j f(x) — p1(x) dx

0

h] 1 h
J L6 (£ x)) (x = x0) (x — x1) dx| < zuf"uooj (x— 1) dx
0

0 2
1 h?

I f/l .
Sl

Je kleiner also das Integrationsintervall, desto genauer wird die Quadraturformel.

'Roger Cotes (1682-1716) war mit der Vorbereitung der zweiten Ausgabe von Newtons Principia betraut.
Dabei arbeitete er Newtons Idee zur numerischen Integration aus und publizierte die Gewichte fiir die
Quadraturformeln bis n = 10.
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9 NUMERISCHE INTEGRATION

SIMPSON-REGEL (n =2) Jetzt setzen wir xo = 0, x1 = % und x, = h. Wir erhalten dann
analog die Simpson-Regel®

L(f) = % (f(O) + 4f <%> + f(h)> .

Diese Formel ist sogar exakt vom Grad 3: Ist q € P3, und p, € P, dessen Interpolationspoly-
nom, so gilt

) = p2l) = & x-0) (x5 ) (v )

wobei q”” nicht von x abhingt, da q ein kubisches Polynom ist. Der Interpolationsfehler
erfiillt also:

b h "o 1 1 x=h
tta) - ala) = | Gox(x= ) -m = L0 |3 = G Jnie| o,
a x=0

da der letzte Term sowohl fiir x = 0 als auch fiir x = h verschwindet. AufSerdem lasst sich

zeigen, dass fiir beliebige f gilt:

1
1(f) — L (f)] < sz ||| 1O,

o0

Diese erhohte Exaktheit und Fehlerordnung trifft auf alle Newton-Cotes-Formeln mit gera-
demn zu.

Allgemein lauten die Newton-Cotes Formeln fiir fz f(x) dx:

In(f):(b—a)ijf(xj) fir x5 :a—l—%(b—a).
j=0

Die Gewichte und Genauigkeiten der ersten vier Quadraturformeln sind in der folgenden
Tabelle gesammelt:

n Name Wj exakt Fehler

1 Trapez 1,3 1 "], O(h%)
2 Simpson 1,42 3 |t 0Mm>)
3 Newtons 3 53,2, % 30 It 0Mm)
4 Mine &, 35,5555 O )L 0(R)

Ab n = 8 treten allerdings negative Gewichte wj; auf, so dass Ausléschung ein Problem
werden kann.

*Thomas Simpson (1710-1761) war ein britischer Mathematiker und Autor zahlreicher, zu seiner Zeit beliebter,
Lehrbiicher. Die heute iiblichen Bezeichnungen Sinus, Kosinus, Tangens und Kotangens wurden erstmals
von ihm verwendet. Die nach ihm benannte, 1722 publizierte, Formel war allerdings schon Cavalieri (um
1639) bekannt.
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9 NUMERISCHE INTEGRATION

9.2 SUMMIERTE QUADRATURFORMELN

Um eine hohere Genauigkeit zu erreichen ohne Quadraturformeln héherer Ordnung zu
verwenden, kann man analog zur Spline-Interpolation das Integral stiickweise berechnen.

Wir unterteilen dafiir das komplette Integrations-Intervall [a, b] in die N Teilintervalle
[0, %11, [X1,%2], ..., [XN—1,Xn], und wenden auf jedes Intervall eine Quadraturformel an.
Definieren wir

L(filgy el = 10 dx

Xj

und
Tn (F; 5, %5 11]) o= (%541 —x Zw]kfttk

(wobei t; i die Stiitzstellen im Intervall [x;, x;;1] und wj . die entsprechenden Gewichte
sind), so ist unsere summierte Quadraturformel gegeben durch

ZI X]ax]—b—]])

Fiir jede Newton-Cotes-Formel kann man solch eine summierte Quadraturformel aufstellen.
Wir betrachten als einfaches Beispiel die summierte Trapezregel. Wir nehmen wieder an, dass
Intervalle die gleiche Lange haben, d. h. xj;1 —x; = hfiiralle 0 < j < N. Dann ist

— D ) + g

Iy (3 [x5, %j41]) >

und deshalb

N—-1

a1

Fiir den Gesamtfehler gilt wegen (b — a) = Nh

NIJ‘

f(x;) + f(xj41)) =h (%f(xo) +f(x1) 4+ -+ f(xno) + %f(xN)> .

N—1

— h3
1(f) — IV (f)] < )Zoun (f; %5, X5411) — T (f3 [x5, %5 41]) ZO 51

h3 1 hz "
= N = ], (b — )
Durch die Summation verliert man also eine Fehlerordnung gegeniiber der einfachen Qua-
draturformel; dafiir kann man h (und damit den Fehler) durch feinere Unterteilung beliebig

klein machen, ohne negative Gewichte zu bekommen. Die summierte Formel hat auflerdem
die gleiche Exaktheit wie die zugrunde liegende Newton-Cotes-Formel.
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9 NUMERISCHE INTEGRATION

9.3 GAUSS-QUADRATUR

Die summierten Quadraturformeln erreichen zwar bei vergleichsweise wenig Aufwand eine
beliebig hohe Genauigkeit, in manchen Anwendungen ist es jedoch wichtig, dass Polynome
vorgegebenen Grades exakt integriert werden. Dies erfordert aber eine Quadraturformel ent-
sprechend hohen Grades.” Um negative Gewichte zu vermeiden, sind dquidistante Stiitzstellen
also nicht geeignet (man vergleiche das Runge-Phédnomen bei der Polynominterpolation).
Wir fragen uns also, welche Stiitzstellen (und Gewichte) wir verwenden sollten, um Polynome
moglichst hohen Grades exakt zu integrieren.

Da wir nun fiir eine Quadraturformel I, die n+1 Gewichte und n+ 1 Stitzstellen (also 2n-+2
Freiheitsgrade) optimal wéhlen konnen, liegt die Vermutung nahe, dass wir Polynome vom
Grad 2n + 1 exakt integrieren konnen. Das ist auch der héchstmogliche Grad: Angenommen,
wir konnten mit den n+1 Stiitzstellen xo, . . . , X, Polynome vom Grad 2n+-2 exakt integrieren.
Dann gilt dies insbesondere fiir das Polynom

q(x) = (x —=x0)% ... (x = xn)? € Pansa.

Da q(x) > 0 fiir x # x; gilt, ist wegen der Monotonie des Integrals auch
b n
0< | a0 = Y wiatx) =0,
a i=0

was einen Widerspruch darstellt.
Wir suchen also Stiitzstellen xo, ..., X, € [a, b] und Gewichte wy, ..., w, € R so, dass gilt
b

I.(q):= ijq(xj) :J q(x)dx furalleq € Paniq.
j=0

a

Um die Bedingungen herzuleiten, die die Stiitzstellen erfiillen miissen, definieren wir wieder
das Stiitzstellenpolynom wq, (x) := (x —xo) ... (x —Xn) € Pny1. Die Polynomdivision zeigt,
dass jedes Polynom q € P,,,;1 geschrieben werden kann als

q=wnp+1r mitp,reP,.

Setzen wir dies ein, erhalten wir

b b
I(q) = J wn (x)p(x) dx+J r(x) dx,
I.(q) = ZWj(wn(Xj)P(Xj)) + ZWJ‘T(X]’)-
=0 =0

*Freilich spricht nichts dagegen, die Ansitze dieses und des vorherigen Abschnitts zu kombinieren.
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Nun ist wy (x;) = 0 fiir alle 0 < j < m, der erste Term von I, (p) verschwindet also. Solange
die Stiitzstellen xo, . .., x,, paarweise verschieden sind, kdnnen wir wie in Abschnitt 9.1 die
Gewichte wy, ..., wj; so bestimmen, dass die Quadraturformel I,, (mindestens) exakt vom
Grad nist. Dar € P, ist, gilt dann

b

L.(r) = ijr(xj) = J r(x) dx.

j=0 a

Dies legt die Gewichte fest; fiir die Stiitzstellen erhalten wir damit die Bedingung

b
I(q) — L.(q) :J wn(x)p(x)dx =0 firalle g € P2y 1.

a

Anders gesagt miissen also die Stiitzstellen xo, . . ., x,, Nullstellen eines Polynoms w, sein,
tiir das gilt

b
(9.2) J wn (x)p(x) dx =0 fir allep € P,,.

Solche Polynome nennt man Orthogonalpolynome,* und sie sind sehr griindlich untersucht.
Insbesondere weifd man, dass fiir gegebene [a, b] solch ein Polynom in P,,, ; eindeutig existiert
und n+ 1 paarweise verschiedene, reelle Nullstellen hat. Diese kann man aus (9.2) bestimmen,
indem man fiir p sukzessive alle Basisvektoren von P,, einsetzt.

Wir miissen also die Stiitzstellen x; als Nullstellen eines Orthogonalpolynoms wahlen, und
dann die Gewichte wj als Integrale iiber die zugehorigen Lagrange-Polynome berechnen.

Satz 9.2. Zun € Nund a,b € R existieren xg,...,Xn € [a,b] undwo,...,w, € R, so dass
die zugehorige Interpolationsquadraturformel exakt ist vom Grad 2n + 1.

Aus der Exaktheit kann man wieder schliessen, das der Quadraturfehler (bei genligender
Differenzierbarkeit von f) von der Ordnung O(h?™*3) ist.

Diese Quadraturformeln nennt man Gauf-Formeln. Fiir das Intervall [a, b] = [—1, 1] erfiillen
die so genannten Legendre-Polynome die Orthogonalititsbedingung (9.2); ihre Nullstellen
lassen sich in der Regel nur numerisch berechnen. Die ersten drei sind aber exakt bekannt
sind und lauten

n X; Wj exakt

0 0 2 1
11

1 -k 1,1 3

)
3 3 5 8 5
2 —\/;0»\/; e O

Formeln fiir beliebige Intervalle [a, b] erhdlt man daraus durch Transformation auf das
Intervall [—1, 1] mit Hilfe der Substitutionsformel.

“Da sie senkrecht auf dem Raum der Polynome vom Grad n stehen beziiglich des Skalarprodukts (p, q) :=
Jop(x)q(x) dx.
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NICHTLINEARE GLEICHUNGEN

Viele mathematische Modelle aus Physik (Mehrkorperprobleme in der Mechanik), Biologie
(Populationswachstum) und Chemie (Reaktionskinetik) sind nicht linear. Wir betrachten
daher nun die Aufgabe, fiir eine gegebene Funktion f : [a,b] — R ein x* € [a,b] zu
bestimmen mit f(x*) = 0. Wie das Beispiel f(x) = x> — x + 1 zeigt, kann es im Allgemeinen
kein direktes Verfahren fiir die Losung dieses Problems geben; wir miissen wieder iterative
Verfahren betrachten.

Eine einfache Methode fiir skalare Funktionen f : R — R ist das Bisektionsverfahren, das auf
der Tatsache beruht, dass eine stetige Funktion zwischen zwei Punkten mit unterschiedlichem
Vorzeichen eine Nullstelle haben muss. Dieses Intervall, in dem die Nullstelle liegen muss,
wird nun wiederholt halbiert:

Algorithmus 10.1: Bisektionsverfahren

Wihle ay, by mit x* € [ag, bo] und f(ay)f(bgy) < 0
fork =0,1,... do
X(k) « aszrbk

if f(x™))f(ax) < O then

| @it ¢ ag, by < x
else

L a1 xF by« by

(k)

In jedem Schritt wird dabei die Linge des Intervalls, in dem x**!) und x* liegen miissen,
um den Faktor 2 kleiner. Deshalb konvergiert die Iteration zwar lediglich linear, aber dafiir
unabhingig davon, wie weit ap und by von x* entfernt liegen. Die Erweiterung fiir Funktionen
f: R™ — R ist allerdings nicht offensichtlich.’

'Allerdings enthalten viele kompliziertere Verfahren als Teilschritt eine Schrittweitensuche (wie etwa die
Bestimmung von «'%) im Gradientenverfahren), die mit dem Bisektionsverfahren durchgefiihrt werden
kann.
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10.1 FIXPUNKTITERATION

Eine sehr allgemeine Klasse” von Verfahren beruht auf der Formulierung der Nullstellensuche
f(x) = 0 als Fixpunktgleichung ®©(x) = x fiir eine geeignete Funktion @ (x). Wahlen wir eine
Funktion g(x) mit g(x*) # 0, so konnen wir zum Beispiel schreiben:

(10.1) fx*) =0 < x"=x"—gx")f(x") = O(x").

(Oft sind nichtlineare Modelle, die etwa Gleichgewichtszustinde beschreiben, auch direkt
als Fixpunktpunktgleichungen gegeben.) Die Losung dieser Fixpunktgleichung kann nun
iterativ durch Fixpunktiteration bestimmt werden.

Algorithmus 10.2 : Fixpunktiteration
Wihle x(©) € [a, b]
fork =0,1,... do

| XD @ (x (M)

Wir miissen uns nun fragen, in welchen Fillen diese Fixpunktiteration konvergiert, d. h. wann
limy_,, x!*) = x* gilt. Der Banachsche Fixpunktsatz sagt uns, dass dies der Fall ist, wenn @
eine Kontraktion ist.

Satz 10.1 (Banachscher Fixpunktsatz). Gilt ® € C([a,b]), ®([a,b]) C [a,b], und
(10.2) |@(x) —D@(y)|| < Lix —yl fiirallex,y € [a,b]

mit L < 1, so konvergiert fiir jedes x\°) € [a, b] die Fixpunktiteration gegen den (eindeutigen)
Fixpunkt x* von .

Beweis. Die Konvergenz der Fixpunktiteration folgt aus der Tatsache, dass die x(*) eine
Cauchyfolge bilden. Aus der Iterationsvorschrift und der Bedingung (10.2) folgt ndmlich,
dass gilt

XD =1 = (xS — D) < L = xS < < T ),
Deshalb ist
Hx(m+k) H < HX (m+k) (m+kf1) _‘_X(erkf]) . _|_X(k+1) _X(k)H
< HX (m+k) (m+kf1)H 4t Hx(k+1) _X(k)H
I—Lm

S D =X = L =)

11—

*Alle Ausfithrungen in diesem Abschnitt gelten unverindert, wenn man das Intervall [a, b] durch ein Gebiet
D C R™ ersetzt und die Begriffe der Norm und der Ableitung entsprechend anpasst.
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Da L < 1 gilt, konvergiert L* — 0 fiir k — oo. Also gilt [|x(m*%) — x| — 0 fiir alle m € N
und k — oo. Die Cauchyfolge x'*) konvergiert daher gegen einen Punkt x* € [a, b].

Dass der Grenzwert x* ein Fixpunkt von @ ist, folgt aus der Stetigkeit von ®:

x* — ®(x*) =x* — lim ®(x™) =x* — lim x**" =x* —x* = 0.
k—o0 k—o0

Die Eindeutigkeit erhilt man aus der Kontraktionsbedingung (10.2). Seien x* = @ (x*) und
x** = ®(x**), dann gil

[ =x" [ = @ (") = @) < Lix* — x|
mit L < 1. Dies kann aber nur gelten, wenn ||x* — x**|| = 0 ist. H
Fiir differenzierbare Funktionen kann man die Kontraktionsbedingung (10.2) recht einfach
nachpriifen.
Folgerung 10.2. Ist ® € C'([a, b]) mit ®([a,b]) C [a,b], und gilt |®'|| , < 1, so konvergiert

die Fixpunktiteration fiir jeden Startwert x°).

Beweis. Aus dem Mittelwertsatz folgt fiir x,y € [a, b] sofort die Existenz eines & € [x,y] mit

10(x) — @(y)]| = |0 (&)(x =yl < [[®[|clIx —yl. N

Umgekehrt kénnen wir damit auch entscheiden, wann eine Fixpunktiteration nicht konver-
giert: Gilt im Fixpunkt ||®’(x*)|| > 1, so folgt aus der Stetigkeit von ®@’, dass eine Umgebung
U um x* existiert, so dass || @’ (x)|| > 1 gilt fiir alle x € U. Dann liefert aber der Mittelwertsatz
fiir x(®) € Uein & € [x®),x*] € U mit

P = = (o (x ™) — o (x| = | (&) (x™ — x| > [x™ —x7].

Der Fehler wird also grofSer, sobald man in die Ndhe von x* kommt. Ein Fixpunkt x*, fiir den
@’(x*) > 1ist, wird abstoffend genannt; die Fixpunktiteration wird niemals gegen solch einen
Fixpunkt konvergieren. (Ist ||®’(x*)|| = 1, so kann man keine definitive Aussage treffen; eine
Konvergenz ist jedoch in der Regel nicht zu erwarten.)

Falls die Fixpunktiteration konvergiert, ist auch ihre Konvergenzgeschwindigkeit interessant.
Dazu benutzen wir den Begriff der Konvergenzordnung aus Definition 1.13. Um die Konver-
genzordnung der Fixpunktiteration zu bestimmen, entwickeln wir ® € C?([a, b]) in eine
Taylorreihe um x*. Dann gilt fiir alle x € [a, b]

O(x) = D(x*) + @' (x")(x —x*) + O(]|x —x*||2).
Fiir x = x™ folgt daraus
D — x| = [ @ (x ™) = D ()| < @ (x)Ix™ — x| + O(|[x™ —x*1%).

Wir halten fest.
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(i) Die Fixpunktiteration wird in der Regel nur linear konvergieren. (Anschaulich: Der
Fehler pro Iteration wird um den Faktor ¢ = ||®’|| , reduziert).

(i) Gilt ®’(x*) = 0, so wird die Iteration superlinear konvergieren, sobald x*) nahe genug
bei x* liegt. Falls @ zweimal stetig differenzierbar ist (man also obigen Fehlerterm in der
Taylorentwicklung angeben kann), ist die Konvergenz sogar quadratisch. (Anschaulich:
Die Anzahl korrekter Stellen verdoppelt sich in jedem Schritt.)

(iii) Ist ||D’(x*)|| > 1, so ist die Funktion © fiir die Fixpunktiteration ungeeignet; es gibt
keine Konvergenz.

Ein Beispiel soll dies verdeutlichen:

Beispiel 10.3. Wir berechnen /2 als Nullstelle von f(x) = x? — 2 durch Fixpunktiteration.
Jede der folgenden Funktionen hat v/2 als Fixpunkt:

(i) Setze @ : (0,00) — (0,00), D(x) = "73 Dann ist aber ®’(+/2) = 3 > 1; diese Fixpunk-
titeration konvergiert also nicht, da v/2 ein abstoffender Fixpunkt ist.

(ii) Setze ® :[1,2) — [1,2), ®(x) =1+ x — 3x*. Hierist ®'(x) =1 —x € (—1,0] und
damit |®'(x) < 1|, weshalb die Fixpunktiteration fiir jedes x°) € [1,2) konvergiert. Da
®'(v/2) =1—+/2 # 0ist, ist die Konvergenz lediglich linear.

(iii) Setze @ :[1,2] — [1,2], ®(x) = Ix+ L. Alsoist ®'(x) = 3 — L, und [|®']| , = < 1.
Diese Fixpunktiteration konvergiert deshalb fiir jeden Startwert x(°) € [1, 2]. Weiterhin
ist ®'(v/2) = 0, weshalb das Verfahren sogar quadratisch konvergiert.

Es liegt also auf der Hand, fiir die Nullstellenbestimmung die Iterationsfunktion @ so zu
wibhlen, dass @’ (x*) = 0 erfullt ist: Dies fithrt auf das Newton-Verfahren.

10.2 NEWTON-VERFAHREN

Zur Herleitung des Newton-Verfahrens zur Nullstellenbestimmung einer Funktion f €
C'([a, b]) greifen wir wieder auf den Ansatz (10.1) zuriick:

O (x) =x —g(x)f(x),

wobei g(x*) # 0 gelten soll. Wir bestimmen jetzt g so, dass @'(x*) = 0 ist und wir damit
superlineare Konvergenz haben. Wir fordern also

0=0'(x*) =1—g'(x")f(x*) — g(x*)f'(x*) =1 — g(x*)f'(x*).

Gilt f'(x*) # 0, so konnen wir nach g auflésen und erhalten
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Da f’ stetig ist, existiert eine Umgebung U um x*, so dass f'(x) # 0 fiir alle x € U gilt.
Innerhalb dieser Umgebung kénnen wir also die Funktion

(10.3) D(x) =x—

betrachten, fiir die f(x*) = 0 und ®’(x*) = 0 gilt. In dieser Umgebung kénnen wir also die
Fixpunktiteration durchfithren und erhalten daraus das Newton-Verfahren, das — wenn es
konvergiert — nach Konstruktion superlinear konvergiert.

Aus der Stetigkeit von f’ folgt nun, dass es eine Umgebung V von x* gibt, so dass ®’(x) < 1
fir alle x € V N U gilt. In dieser Umgebung U NV konvergiert also die Fixpunktiteration
nach Konstruktion superlinear; damit erhalten wir das Newton-Verfahren:

Algorithmus 10.3 : Newton-Verfahren

Wihle x(©) “hinreichend nahe” bei x*
fork =0,1,... do

(k+1) (o) _ fx™)
t X — X )

Beispiel 10.4. Wir betrachten wieder f(x) = x* — 2. Das Newton-Verfahren ergibt die
Iterationsvorschrift

(k) (x¥)? =2

(
X
(k1) (k) _ :x(k)——+——

X
womit wir Beispiel 10.3 (iii) hergeleitet haben.’

Ist f zweimal stetig differenzierbar, konvergiert das Newtonverfahren, und das sogar sogar
lokal quadratisch.

Satz10.5. Sei f € C2([a,b]) und gelte f(x*) = 0, f'(x*) # O fiir ein x* € [a, b]l. Dann existiert
eine Umgebung U von x*, so dass fiir alle x(®) € U die Iterierten x'*) im Newton-Verfahren gilt:

oy (k1) 1 £7(&) (x* — x(9)2

* 2P (xM)

fiir ein &y € UL

Beweis. Zuerst halten wir fest, dass wegen der Stetigkeit von " und f'(x*) # 0 eine Umgebung
U; von x* existiert, so dass f'(x) # 0 fiir alle x € U, ist. Also gilt fiir @ aus (10.3)

fx)f"(x)

)= TEpr

fur allex € U,;.

*Dieses Verfahren zur Wurzelberechnung war den Babyloniern schon lange vor Newton bekannt.
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Aus der Stetigkeit von f, ', und f” sowie ®’(x*) = 0 folgt nun die Existenz einer Umgebung
U, von x* mit @’(x) < 1 fiir alle x € U,. Aus Folgerung 10.2 folgt nun, dass das Newton-
Verfahren auf U := U; N U, eine Kontraktion ist, d. h. fiir x(©) € U gilt auch x(*) € U. Damit
konvergiert das Newton-Verfahren lokal.

Fiir die Konvergenzordnung betrachten wir nun die Taylorentwicklung von f im Punkt x(¥),
1
(10.4) f(x) = fF(x™) + £/ (x") (x —x™) + (&) (x = xk))2,
Fiir x = x* erhalten wir also
:
0 = f(x") = F(x)) + F/(x") (" = xI¥) + S(E1) (" = x¥)2

Aufldsen nach x(®) — x* ergibt dann

f(x¥) 1 £"(&)
(k) _ "\™ 7 w0 \BKJ o ox
) X (x* —x

* T 28 (x™)

k+1) k)

woraus wegen x 1) = x(k) — ff,((xx—((i)))) die Behauptung folgt. O
Fiir einen hinreichend guten Startwert wird das Newton-Verfahren also quadratisch gegen eine
einfache Nullstelle einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion konvergieren. Liegt eine
mehrfache Nullstelle® vor, geht die superlineare Konvergenz verloren. Liegt der Startwert nicht
nahe genug bei der gesuchten Nullstelle, kann man im Allgemeinen gar keine Konvergenz
beobachten. Eine gute Anfangsnaherung fiir das Newton-Verfahren kann man zum Beispiel

mit dem Bisektionsverfahren konstruieren, das global konvergent ist.

Das Newton-Verfahren hat auch eine einfache geometrische Interpretation. Betrachtet man
die Taylorentwicklung (10.4) von f im Punkt x(¥) mit &, € [a, b] und vernachlissigt den
quadratischen Term, so erhilt man eine lineare Niherung an f im Punkt x(¥),

y = () 4+ /(33 (e = x ),

namlich die Tangente an f im Punkt (x(*); f(x(¥))). Thr Schnittpunkt mit der x-Achse ist
y=0,d.h.

k
(k1) () f(x(¥)
’ f/(x(})’

welcher im Allgemeinen eine bessere Naherung an die Nullstelle x* liefert.”

“Fir eine allgemeine nichtlineare Funktion f ist die Mehrfachheit einer Nullstelle x* definiert als die grofite
Zahl m, fiir die f) (x*) = 0,0 < k < m, gilt.

*Diese Idee der iterativen Linearisierung fithrte auch Newton auf das nach ihm benannte Verfahren. (Er
entwickelte es 1669 zur Losung einer kubischen Gleichung.)
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Dieser Ansatz kann auch auf Funktionen F : R™ — R™ fiirn > 1 (d. h. Systeme von n
nichtlinearen Gleichungen fiir n Unbekannte) verallgemeinert werden. Die lineare Naherung
ist hier analog zur Taylorentwicklung (1.1)

F(x) = F(x'™) + VF(x ) (x — x™)),

wobei VF(x) € R™*™ die Jacobi-Matrix der partiellen Ableitungen bezeichnet. Ist diese
Matrix nun invertierbar, so kann man dieses lineare Gleichungssystem — mit den Verfahren
aus Teil IT - nach s := x — x(®) 16sen und dann x**1) := x(¥) + s(k) setzen. Auch diese
Iteration konvergiert (unter geeigneten Voraussetzungen an F € C? und hinreichend gute
Startwerte) lokal quadratisch, wobei der Beweis hier natiirlich wesentlich aufwendiger ist.

WEITERFUHRENDE LITERATUR
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Teil IV

NUMERISCHE LOSUNG VON
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN



ANFANGSWERTPROBLEME

Gewohnliche Differentialgleichungen charakterisieren Funktionen durch ihre (zeitliche) An-
derungsrate. Wichtige Beispiele kommen aus der Populationsdynamik (zeitliche Anderung der
Bevolkerungszahl), Reaktionskinetik (zeitliche Anderung von chemischen Konzentrationen)
oder der Mechanik (zeitliche Anderung von Ort und Impuls).

11.1 THEORETISCHE GRUNDLAGEN

Zu einer gegebenen Funktion
f:RxR" = R, y° e R

(im Folgenden auch als rechte Seite bezeichnet), einer Anfangszeit to € R, einem Anfangswert
y° € R™ und einer Endzeit T € (to, o] wird eine Funktion y : R — R™ gesucht, die das
Anfangswertproblem

{y/(t):f(t)y)> te (tO)T]>
(11.1)

y(to) = yov

erfiillt. Da nur die erste Ableitung von y(t) = (yi(t),...,yn(t)) vorkommt, spricht man
von einem System erster Ordnung; tauchen in der Gleichung auch m-te Ableitungen auf, liegt
entsprechend ein System m-ter Ordnung vor. Diese lassen sich auf ein (grofleres) System
erster Ordnung zuriickfithren, indem man alle Ableitungen von y als neue Unbekannte
einfiihrt.

BEISPIEL: In einer idealisierten Feder ist die Riickstellkraft proportional zur Auslenkung.
Da Kraft gleich Masse mal Beschleunigung ist, erfiillt die Auslenkung x(t) die Differential-
gleichung zweiter Ordnung
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wobei k die Federkonstante und m die Masse bezeichnet. Als Anfangsbedingungen miissen
wir aus physikalischen Uberlegungen Startposition x(0) = x° und Startimpuls x'(0) = x'
vorschreiben, um eine eindeutige Losung zu erhalten. Setzen wir jetzt

yi(t):

x(t),
y2(t) i==x

(1),

differenzieren jeweils auf beiden Seiten, und driicken tiberall die Ableitungen von x durch
die entsprechenden y; aus, so ergibt das

y“t) ZUZ(t)> y1(0) :X())

Y =—Swt), w0 =x"

Mit f(t, (y1,Y2)) = (Y2, —=y1 (1)), y° = (x°,x") undy = (y (t),y2(t)) erhalten wir wieder
ein System erster Ordnung in der Form (11.1).

Der folgende zentrale Satz in der Theorie von Anfangswertproblem besagt, unter welchen
Voraussetzungen das Problem (11.1) gut konditioniert ist.

Satz 11.1 (Picard-Lindelof). Sei f(t,y) : R x R™ — R™ stetig in t und lokal Lipschitzstetig in
Y, d. h. es existieren 5, L > 0 mit

1(t,y) = f(t, 2)[| < Ly — 2]

fiir alle y,z € R™ in einer Umgebung von y° und alle t € [to, to + 8]. Dann existiert eine
eindeutige Losung y(t), t € [to, to + €l fiir ein € > 0, von (11.1). Weiterhin gilt fiir eine Losung
y zum Anfangswert y° und eine Losung () zum Anfangswert §° die Abschitzung

(11.2) ly(t) —g(0)] < e" |y =% fiirallet € [to, to + el

Ist die rechte Seite lokal Lipschitzstetig, so existiert also (lokal)' eine eindeutige Losung, die
stetig von den Anfangswerten abhédngt. Wir nehmen daher in Folge an, dass die Vorausset-
zungen von Satz 11.1 erfiillt sind und eine Losung auf dem gesamten Intervall [0, T] existiert.
Der Kiirze halber setzen wir von nun an auch ty = 0.

Wir untersuchen nun die Stabilitit des Anfangswertproblems fiir lingere Zeitraume. Es ist
zweckmifig, dies durchzufithren am Beispiel der Testgleichung

(11.3) y'(t) = Ay(t), AeC.
Fiir t > 0 ist die Losung gegeben durch

(11.4) y(t) = eMy(0),

'Starkere Bedingungen, die fiir alle t und y, z gelten, erlauben freilich auch starkere Aussagen iiber globale
Existenz und Eindeutigkeit.
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wie man leicht durch Differenzieren nachpriift. Wir betrachten nun zwei Anfangswerte y°
und z° (letzteren darf man sich als “gestorten Anfangswert” vorstellen). Die zugehdrigen
Losungen y(t) und z(t) der Testgleichung erfiillen dann fiir alle t > 0 die Abschitzung

ly(t) — z(t)]| = [le (y® —2°) || < MY y® —2°,
wobei JR(A) den Realteil der komplexen Zahl A bezeichnet.
Wir konnen nun drei Fille unterscheiden:

1. Gilt ®R(A) <0, soist e Mt < 1 fiir alle t > 0, und die Anfangsstorung bleibt fiir alle
Zeiten beschrankt; das Problem ist stabil.

2. Gilt R(A) < 0, so geht e®Mt — 0 fiir t — oo, und die Differenz der Losungen wird
sogar immer kleiner; das Problem ist asymptotisch stabil.

3. Gilt R(A) > 0, so geht e™ Mt — oo fiir t — oo; ein beliebig kleiner Anfangsfehler wird
also nach einer gewissen Zeit beliebig grof3. Solch ein Problem ist instabil, und man
kann nur fiir sehr kleine t eine sinnvolle Losung erwarten.

Die Untersuchung allgemeiner Anfangswertprobleme y’(t) = f(t, y) lasst sich (etwa durch
Diagonalisierung linearer Systeme oder Linearisierung nichtlinearer Systeme) auf die Be-
trachtung von Testgleichungen dieser Art zuriickfithren. Die Testgleichung stellt damit einen
geeigneten Priifstein fiir die Stabilitdt numerischer Verfahren dar.

11.2 EINSCHRITTVERFAHREN: PROTOTYPEN UND FUNDAMENTALE
KONZEPTE

Wir betrachten hier drei verschiedene Methoden zur numerischen Losung des Anfangswert-
problems (11.1), die beispielhaft die Konstruktion und Analyse solcher Verfahren aufzeigen.

Allen Ansitzen liegt die Idee zugrunde, die gesuchte Losung fiir t € [to, T] durch eine Folge
von diskreten Funktionswerten zu approximieren. Dafiir definieren wir die Zeitschritte

O=to<t1 <---<tn=T
mit der Schrittweite
hj =1t —tj_1.
Die numerische Ndherung der exakten Losung y(t) bezeichnen wir mit

yj%y(tj)a j:O)---aN°
Da yo ~ y(to) = y° bekannt ist, brauchen wir nun eine Vorschrift, um aus y;_; den Wert

y; zu konstruieren; man spricht daher von Zeitschrittverfahren. Diese bekommen wir durch
Diskretisierung der Differentialgleichung.
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METHODE 1: Die Ableitung y’(t) wird durch den Vorwirtsdifferenzenquotienten in t;_;
ersetzt:

y(t;) —ytj_1)
h;

~y'(tj—1) = f(tj_1,y(tj—1)).

Durch Ersetzen von y(t;) durch die diskrete Naherung y; und Aufl6sen erhalten wir daraus
das explizite Eulerverfahren

Y; = yj—1 + hf(ti_1,y5-1), i=1,...,N,

Yo IUO-

METHODE 2: Die Ableitung y’(t) wird durch den Riickwirtsdifferenzenquotienten in t;
ersetzt:

y(ty) —y(tj—1)
h;

~y'(t) = f(t;, y(t)).
Analog erhalten wir daraus das implizite Eulerverfahren

y]':y]'—1+hjf(tj>yj)> j=1,...,N,

Yo =1y°.
Um bei bekanntem yj_; den neuen Werty; zu bestimmen, muss dabei die Gleichung (bzw. das
Gleichungssystem) y; —h;f(t;,y;) = y;—1 gelost werden. Im Gegensatz dazu ist im expliziten
Eulerverfahren y; direkt durch Einsetzen von y;_; in die rechte Seite gegeben. Allgemein
nennt man Zeitschrittverfahren implizit, falls in jedem Zeitschritt ein Gleichungssystem
gelost werden muss, und explizit, falls das nicht erforderlich ist.

METHODE 3: Integrieren wir die Differentialgleichung y’ = f(t,y) auf beiden Seiten
tiber einen Zeitschritt und wenden den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung an,
erhalten wir die dquivalente Integralgleichung

Y
(115) ylty) =it + |ty

1

Indem wir das Integral auf der rechten Seite durch eine Quadraturformel approximieren,
erhalten wir eine weitere Klasse von Zeitschrittverfahren. Die Trapezregel

J ] f(t,y(t)) dt ~ %(f(tj—hy(tj—ﬂ) + f(tj»y(tj)))

tithrt auf das Trapezverfahren

h; .
Yi =Yj—1 + f(f(tjfhy]’fl) +f(tj)yj))’ )= 1)--->N)

yo =y°.
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Auch das Trapezverfahren ist implizit, da y; auch in der rechten Seite vorkommt.

Alle drei Methoden sind Beispiele von Einschrittverfahren, da nur der letzte Zeitschritt t;_,
zur Berechnung von t; verwendet wird. Allgemein haben Einschrittverfahren die Form

0

(11.6) Y = Yj-1 + i Or(ti1, 4,51, Y5), i=1,...,N,
Yo=Y .

mit einer Verfahrensfunktion @, deren Definition natiirlich von der gegebenen rechten Seite
f abhangt.”

Eine wesentliche Frage ist nun, wie genau diese Verfahren sind, wie gut also die mit ihnen
berechnete diskrete Naherung y; die exakte Losung y(t;) anndhert. Wir betrachten zuerst
den lokalen Fehler, der in einem Schritt gemacht wird.

KONSISTENZ beschreibt, wie gut das diskrete Zeitschrittverfahren die gewohnliche Diffe-
rentialgleichung approximiert; wir untersuchen hier also den Diskretisierungsfehler. Um das
zu prazisieren, schreiben wir das Einschrittverfahren (11.6) in der Form

Yhy; = y)_h¢ — O¢(tj_1,t5,Y5-1,Y5) =0
)

und untersuchen, wie gut die exakte Losung y(t) diese Gleichung erfiillt.’

Definition 11.2. Der lokale Fehler ist definiert als

&=y = [XEZ Y ey 1wty
)

Ein Verfahren hat Konsistenzordnung p, falls fiir alle 1 < j < N gilt
d; = O(h}’).
Es heifit konsistent, falls es mindestens Konsistenzordnung p = 1 besitzt.
Da es sich hier um einen Diskretisierungsfehler handelt, konnen wir die Konsistenzordnung
direkt an der zur Konstruktion des Verfahrens verwendeten Approximation ablesen:

(i) Explizites Eulerverfahren: Hier ist

y(t) —ytj_1)
h;

y(t) —yltj_1)
h;

Yhy(t) =

—f(tj_1,y(ty1)) = —y'(tj—1) = O(hy),

wie in Beispiel 8.6 gezeigt wurde. Die Konsistenzordnung ist daher p = 1.

*Fir das explizite Eulerverfahren etwa ist ®¢(tj_1, tj, yj—1,Y;) = f(tj_1,Yj—1).

*Vergleichen Sie dies mit der Verwendung des Residuums b — Ax(*) zur Fehlermessung im Gradientenverfah-
ren. Da die diskrete Naherung y; nur an den Zeitschritten t; definiert ist, ist eine Ableitung nicht definiert,
und wir koénnen yj nicht in die Differentialgleichung einsetzen. Deshalb wird hier umgekehrt die exakte
Losung in das numerische Verfahren eingesetzt.
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(ii) Implizites Eulerverfahren: Hier liegt auch die Konsistenzordnung p = 1 vor, da der
Riickwirtsdifferenzenquotient die selbe Fehlerordnung besitzt.

(iii) Trapezverfahren: Mit Hilfe der Quadraturfehlerabschitzung (9.1) erhalten wir aus (11.5),
dass gilt

y(t) = yltio) + 2 (1t y(50)) + f(t, y(5))) + 0.

Umformen und durch Division durch h; ergibt

Wy(t) = y(t) —}3(‘%1) — %(f(tjny(t;’ﬂ) + f(tj)y(tj))> = 0(hy).

Das Trapezverfahren hat daher Konsistenzordnung p = 2.

KONVERGENZ beschreibt dagegen, wie nahe die diskrete Losung an der exakten Losung
liegt. Im Gegensatz zu dem lokalen Fehler miissen wir hier alle bisherigen Zeitschritte be-
riicksichtigen.

Definition 11.3. Der globale Fehler ist definiert als
e = |ly(t;) —y'|.
Ein Verfahren hat Konvergenzordnung p, falls fiir alle 1 <j < N und h := max;¢j<n hj gilt
e; = O(hP).

Es heif3t konvergent, falls es mindestens Konvergenzordnung p = 1 besitzt.

Der globale Fehler misst also zusitzlich, wie sich die Diskretisierungsfehler iiber die Zeit-
schritte aufsammeln.

NULLSTABILITAT bedeutet, dass die Fehler in fritheren Schritten durch die folgenden
Schritte nicht ibermissig verstirkt werden, der globale Fehler also durch den lokalen Fehler
bestimmt wird.

Dazu definieren wir in den Zeitschritten to, .. ., tn zwei Folgen von Werten
X0y -+ -y XN und Z0y -+ yZN,
und setzen wieder h := max;¢j<n (t; — tj_1).

Definition 11.4. Ein Verfahren heif3t nullstabil, falls hy > 0 und K > 0 existieren, so dass fiir
alle xg, ..., xn und zo, ..., zn mit h < hy die Abschatzung

(117) It — 2l < K [lxo = 2o + max [Wix; — Waz]
1<j<n

fir alle 1 <n < Ngilt.
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Satz 11.5. Fiir ein nullstabiles Einschrittverfahren gilt:
(i) Aus Konsistenz folgt Konvergenz;

(ii)) Die Konsistenzordnung ist gleich der Konvergenzordnung.

Beweis. Setzen wir in (11.7) fir x; die exakte Losung y(t;) und fiir z; die diskrete Losung
y; ein, so erhalten wir sofort aus der Definition des globalen und des lokalen Fehlers die
Abschitzung

e; < K max d;. O]
1<j<n

Die Abschdtzung (11.7) ist eine diskrete Form von (11.2). Tatsdchlich kann man zeigen, dass
ein Verfahren nullstabil ist, wenn @ Lipschitzstetig beziiglich y; (und y;_;) ist. Da wir f als
Lipschitzstetig vorausgesetzt haben, erkennen wir sofort, dass beide Eulerverfahren sowie das
Trapezverfahren nullstabil sind. Die Eulerverfahren haben also auch Konvergenzordnung
p = 1, wahrend das Trapezverfahren Konvergenzordnung p = 2 hat.

A-STABILITAT ist die Forderung, dass das numerische Verfahren, angewandt auf die
Testgleichung (11.3), eine Naherung liefert, die das gleiche Abklingverhalten wie die exakte
Losung (11.4) liefert. Wir verlangen also, dass fiir R(A) < 0 die diskrete Losung

(11.8) [ysll < llyj—ll, fir1<j <N
erfillt. Wir betrachten das am Beispiel des expliziten Eulerverfahrens:

Yj = Y1 + hf(t-1,Y5-1) = yj-1 + hjAy;
= (1 +h)’7\)yj,1.

Damit (11.8) erfiillt ist, muss also
T+ hA <1

mit h = max; h; gelten. Je kleiner also 93(A) < 0, desto kleiner muss die maximale Zeitschritt-
weite sein, um die gewiinschte monoton fallende Néherung zu garantieren. Auch fiir andere
Verfahren spielt das Produkt hA eine Rolle, was die folgende Definition rechtfertigt:

Definition 11.6. Der absolute Stabilitdtsbereich eines Zeitschrittverfahrens ist
A ={z e C : fir Ah = z gilt (11.8)}.

Das Verfahren heiflt A-stabil, falls {z € C : 9(z) < 0} C A gilt.

A-stabile Verfahren produzieren fiir alle stabilen Testgleichungen monoton fallende Néhe-
rungen, unabhingig von der gewahlten Schrittweite.
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i) Fir das explizites Eulerverfahren haben wir bereits gezeigt, dass
A={zecC:[1T+2/<T}
(der Kreis um —1 mit Radius 1) ist. Das explizite Eulerverfahren ist also nicht A-stabil.

ii) Fur das implizite Eulerverfahren erhdlt man

(1—=hA)y; =yj-1,

1
<.
'1—11)\‘

Der absolute Stabilitatsbereich ist daher
A={zeC:[1—2z>1}

(alles auflerhalb des Kreises um 1 mit Radius 1). Das implizite Eulerverfahren ist also
A-stabil.

und daraus die Bedingung

ili) Das Trapezverfahren kann man umformen zu
h; h;
(] — ?J}\> yj = (] + ék) yjfh

woraus folgt:

p
1+3
da der Zahler genau dann kleiner als der Nenner ist, wenn %i(z) < 0 gilt. Auch das
Trapezverfahren ist damit A-stabil.

A:{ZE(C:

<1}:{ZEC : R(z) <0},

Die A-Stabilitdt ist besonders wichtig fiir steife Differentialgleichungen. Diese sind charakteri-
siert durch ein extrem rasches “Einschwingen” auf einen stationdren Zustand, unabhingig
vom Anfangswert. Betrachten wir zum Beispiel fiir y© > 0 das Anfangswertproblem

y'(t) = —100(y(t) —sin(t)),  y(0) =y°,

so sehen wir, dass sich fiir sehr kleine t die rechte Seite wie f(t,y) ~ —100y(t) verhalt, die
Losung y(t) also exponentiell abfillt. Sobald aber y(t) ~ sin(t) erreicht wird, ist f(t,y) ~ 0
und daher y(t) ~ sin(t). Fiir grofle t reichen also sehr grofe Zeitschritte, um die langsam
variierende Losung korrekt zu berechnen. Trotzdem ist die schnell abklingende Komponente
noch vorhanden, sodass sie liber den absoluten Stabilititsbereich die maximale Zeitschrittwei-
te mitbestimmt. Wegen —100 < 0 muss diese daher sehr klein sein, obwohl fiir den Zweck
der Genauigkeit eine viel groflere Schrittweite ausreichen wiirde. Hier ist also ein A-stabiles
Verfahren vorteilhatt.

Allgemein kann man zeigen, dass fiir explizite Verfahren der absolute Stabilitétsbereich A =
{z € C : |g(z)| < 1} durch ein Polynom g(z) bestimmt ist. Polynome kdnnen aber prinzipiell
die Exponentialfunktion nur fiir kleine |z| gut annahern.” Dagegen fithren implizite Verfahren

“Es gilt X — 0 fiir x — —o0, aber p(x) — oo fiir jedes Polynom.

110



11 ANFANGSWERTPROBLEME

auf rationale Funktionen g(z), die auch das asymptotische Verhalten der Exponentialfunktion
wiedergeben konnen.

Merke: Explizite Verfahren sind fiir steife Differentialgleichungen ungeeignet!

(Dies wird auch oft als pragmatische Definition der Steifheit verwendet.)
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ZWEIPUNKT-RANDWERTPROBLEME

Wir betrachten das folgende Problem: Gesucht isty € C?(a,b) mit

y”(t) = f(t,y(t),y'(t),y"(t))  tela,bl,
U(Cl) = Ya,
y(b) =yo.

Da wir nicht zwei Anfangswerte, sondern die Werte in den beiden Randpunkten a und b
haben, konnen wir diese Differentialgleichung zweiter Ordnung nicht mehr auf ein System
von Differentialgleichungen erster Ordnung zuriickfiihren. Es handelt sich um ein Rand-
wertproblem. Ist in den Randpunkten der Funktionswert von y vorgeschrieben, spricht man
von Dirichlet-Bedingungen; ist dagegen die Ableitung von y gegeben, handelt es sich um
Neumann-Bedingungen. (Schreibt man in einem Punkt den Funktionswert, im anderen die
Ableitung vor, so liegen gemischte Randbedingungen vor.)

Die eindeutige Losbarkeit des Randwertproblems hiangt dabei von der Art der Randbedin-
gungen ab. So kann man leicht nachpriifen, dass fiir jedes ¢ € R die konstante Funktion
y(t) = ¢ € R Losung des Neumann-Problems y”(t) = 0,y’(a) = y’(b) = 0 ist. Wir werden
im weiteren annehmen, dass eine eindeutige Losung existiert.

Im folgenden soll anhand eines einfachen Modellproblems eine der wichtigsten Methoden
zur Losung von Randwertproblemen vorgestellt werden: Die Methode der Finiten Elemente.
Da diese nicht nur fiir gewohnliche, sondern auch fiir partielle Differentialgleichungen von
Bedeutung ist, passen wir die Notation entsprechend an.

Wir suchen also u € C?(0, 1), so dass

—(c(x)u'(x))’

f
(12.1) u(0) =0
u 0

(x)  xe(01),
wobei c(x) € C'(0,1) eine gegebene Funktion ist, die folgende (wichtige) Bedingung er-
tallt:

(12.2) c(x) >co>0 fur alle x € [0, 1].
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12 ZWEIPUNKT-RANDWERTPROBLEME

Gleichung (12.1) beschreibt zum Beispiel die Temperaturverteilung in einem unendlich diin-
nen Stab mit dem Wirmeleitkoeffizienten c, der an beiden Enden auf 0 Grad gekiihlt und im
Inneren durch die Warmequelle f geheizt wird.

121 SCHWACHE FORMULIERUNG

Wir bringen zuerst das Randwertproblem in eine giinstigere Form, indem wir die Differen-
tialgleichung (12.1) mit einer Testfunktion v € C'(0, 1) multiplizieren und dann tiber (0, 1)
integrieren:

1 1
J f(x)v(x) dx = —J (c(x)u'(x))"v(x) dx

0

Fordern wir zusitzlich, dass auch v die Bedingung v(0) = v(1) = 0 erfiillt, so fallt der erste
Term weg, und wir erhalten

1 1
J c(x)u'(x)v'(x) dx = J f(x)v(x) dx.
0 0
Hier kommt keine zweite Ableitung von u mehr vor. Akzeptieren wir als Losung des Randwert-
problems nun ein u € C'(0, 1), das die Gleichung fiir allev € C'(0,1) mit v(0) =v(1) =0
erfiillt, so nennt man dies Variationsformulierung.' Dieser Losungsbegriff lasst sich sogar
noch weiter abschwichen, indem man sich iiberlegt, welche minimalen Anforderungen die
Definition von Integral und Ableitung erfiillen miissen, um fiir moglichst viele Randwert-
probleme eine (sinnvolle) Losung zu erhalten. Dies ist wichtig, um etwa auch stiickweise
konstante Warmeleitkoefhizienten (fiir die (12.1) nicht definiert ist) behandeln zu kénnen.

Fiir den Integralbegriff fiihren diese Uberlegungen auf das Lebesgue-Integral und damit auf
den Funktionenraum

1
LZ(O,H:{f:[O,H—HR : J |f(x)|2dx<oo},
0

wobei natiirlich das Lebesgue-Integral zu Grunde liegt. In diesem Vektorraum definiert man
nun die Norm

1
1912 = j 00 dx

'Tatséchlich fithren viele mathematische Modelle zuerst auf solche Variationsformulierungen, bevor in einem
zweiten Schritt daraus ein Randwertproblem hergeleitet wird.
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und das Skalarprodukt

1
(t,9) zj f(x)g(x) dx.

0

Die Ableitungen kommen in der Variationsformulierung nur im Integranten vor, und zwar
multipliziert mit Testfunktionen. Wir benétigen also nur einen Ableitungsbegriff, der in
diesem Fall die partielle Integration erlaubt.

Definition 12.1. Die Funktion w € L?(0, 1) heif$t schwache Ableitung von f € L?(0,1), falls
gilt

1 1
J w(x)e(x)dx = —J f(x)@'(x) dx fir alle @ € C'(0,1) mit @(0) = @(1) =0.
0 0

Offensichtlich erfiillt eine klassische Ableitung diese Definition; sie existiert aber fiir eine
grossere Klasse von Funktionen. Zum Beispiel gilt fiir die Funktion f: (0,1) — R, f(x) =
Ix — %l, und eine beliebige Testfunktion ¢

1 1 1
—L flx) @’ (x) dxz—J = De'(x) dx—J (x — 1)’ (x) dx

Weiterhin gilt fiir

auch

1

1
wlit: = L w(x)[* dx = L Tdx =1 < oo,

und damit ist w schwache Ableitung von f. Allgemein kann man so zeigen, dass stetige und bis
auf einzelne Punkte stetig differenzierbare Funktionen eine schwache Ableitung besitzen.

Wir bezeichnen die schwache Ableitung von f, wenn sie existiert, ebenfalls mit f’. Den
Raum der Funktionen, die eine schwache Ableitung in (0, 1) besitzen und zusitzlich die
Randbedingungen erfiillen, bezeichnet man mit

H(0,1) = {f € L*(0,1) : ' € L*(0,1),(0) = (1) =0}.
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Die zugehorige Norm ist

1
(12,3 112, =J () dx.
0

Fiir alle Funktionen in H} (0, 1) gilt die Poincaré-Ungleichung

(12.4) Ifllc2 < Crllflly

Hier sind die Null-Randbedingungen wichtig, denn sonst wire die Ungleichung fiir konstante
Funktionen nicht erfiillt. Die einzige konstante Funktion in HJ (0, 1) ist aber die Nullfunkti-
on, fiir die beide Seiten gleich Null sind. Der Ubersichtlichkeit halber fithren wir noch die
Schreibweise

a(u,v) = J; c(x)u’(x)v'(x) dx

ein. Da die Ableitung und das Integral linear sind, ist a eine Bilinearform: Halt man v fest, ist
a(u,v) eine lineare Funktion in u, und umgekehrt.

Damit erhalten wir die schwache Formulierung des Randwertproblems.
Definition 12.2. Die Funktion u € H}(0, 1) heiflt schwache Losung von (12.1), wenn gilt

(12.5) a(u,v) = (f,v) fiir allev € H} (0, 1).

Hier ist nun - im Unterschied zur Variationsformulierung - das Lebesgue-Integral und die
schwache Ableitung gemeint. Eine schwache Losung ist im Allgemeinen keine klassische
Loésung von (12.1).

12.2 GALERKIN-VERFAHREN

Um eine diskrete Néherung fiir die schwache Losung u von (12.5) berechnen, schrianken wir
unsere Suche auf einen endlichdimensionalen Unterraum V;, von H} ein, und verlangen
lediglich, dass die Variationsformulierung fiir alle Testfunktionen in diesem Unterraum erfiillt
ist. Mit Hilfe einer Basis von V}, werden wir sehen, dass dies auf endlich viele Gleichungen
tiir endlich viele Koeffizienten fithrt. Man bezeichnet dieses Vorgehen als Galerkin-Ansatz,
und es ist in gleicher Weise zur numerischen Losung von partiellen Differentialgleichungen
anwendbar.

Wir suchen also ein u, € Vy, fiir das gilt
(12.6) a(up,vn) = (f,vn) fur alle vy, € Vy.

Die Tatsache, dass u;, die selbe Gleichung wie u erfiillt (nur eben fiir eine kleinere Klasse
von Testfunktionen) und ebenfalls in H} (0, 1) ist, ist hierbei fundamental.

115



12 ZWEIPUNKT-RANDWERTPROBLEME

Wir zeigen zuerst, dass (12.6) eine eindeutige Lésung uy, € Vj, hat. Da Vy, die Dimension

n < oo hat, existiert eine Basis {@1, ..., @} von V4. Damit lasst sich uy, darstellen als
n
(12.7) un(x) = ) wiei(x)
i=1
mit dem Koeffizientenvektor (uy,...,u,)" € R™. Auflerdem geniigt es, als Testfunktionen
die Basiselemente ¢; fiir i = 1,...,n zu betrachten, da jedes weitere vy, aufgrund der

Linearitdt von (12.6) in vy, keine linear unabhdngige Gleichung liefern wiirde. Einsetzen von
(12.7) in den Galerkin-Ansatz (12.6) liefert also

Zuia(@i»@j)=<f,(f)j>, ji=1,...,m.
i=1

Der Galerkin-Ansatz fithrt damit auf ein lineares Gleichungssystem Az = b fiir die (offensicht-
lich symmetrische) Matrix A € R™*™ mit a;; := a(i, @;), den Vektor b := (by,...,b,)" €
R™ mit b; = (f, ¢;) und die Losung z := (uy,...,uy)".?

Wir zeigen jetzt dass dieses Gleichungssystem eine eindeutige Losung besitzt, indem wir
nachweisen, dass A positiv definit ist. Fiir einen beliebigen Vektory = (yi,...,yn) € R"

definieren wir

Yn = Zyi(Pi-
i=1

Dann gilt aufgrund der Bilinearitit von a

YAy = ) viayy; = ) valen o)y;=a <Z Yii, ) Y; @j)
i,j=1 i,j=1 i=1 i=1
1
= a(yn,yn) = J ¢yt )y (x) dx = collynlliy
0
wegen (12.2) und der Definition (12.3). Aufgrund der Normeigenschaft (siehe Definition 1.1,
(N1)) folgt daraus, dass y" Ay > O fiir alley € R™ gilt, und y" Ay = 0 dann und nur dann,
wenn Y, = 0 und damity = 0 ist. A ist also positiv definit und deshalb invertierbar, und die
eindeutige Losung x des linearen Gleichungssystems liefert uns iiber die Darstellung (12.7)
die eindeutige Losung von (12.6).

Als nichstes untersuchen wir, ob diese Losung stabil ist, kleine Anderungen in f also nur
kleine Anderungen in w;, erzeugen. Sei w;, eine Lésung zu f und i, eine Losung zu f.
Ziehen wir beide Gleichungen voneinander ab, so sehen wir, dass die Differenz der Lésungen
W, := Uy, — Uy Losung ist der Gleichung

a(wn,vn) = (f — f, Vi) fur alle vy, € Vy.

*Aus der Anwendung in der Elastizititstheorie haben sich die Namen Steifigkeitsmatrix fir A und Lastvektor
fir b eingebiirgert.
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Es geniigt also zu zeigen, dass die Norm der Losung von (12.6) durch die der rechten Seite
abgeschitzt werden kann. Dazu setzen wir als Testfunktion v, die Losung uy, € V4, ein, und
verwenden wieder die Abschéitzung durch die H} (0, 1)-Norm und erhalten

collunlly < alun, un) = (f,un) < [fl 2 lunllie < Cellfllalunly,

wobei wir zuerst die Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung und dann die Poincaré-Ungleichung
(12.4) verwendet haben. Wenn uy, # 0 ist, diirfen wir durch ||uy||,,: dividieren, und erhal-
ten

C

[unllye < == [1fll2-
Co

(Aufgrund der Eindeutigkeit der Losung kann wy, = 0 nur fiir f = 0 gelten, und dann ist die
Ungleichung trivialerweise erfiillt.)

Die Losung uy, kann also fiir kleine Daten f nicht beliebig groff werden. Die gerade bewiesene
Existenz, Eindeutigkeit und Stabilitét ist ein Spezialfall des Satzes von Lax-Milgram.

Wir untersuchen nun den Diskretisierungsfehler |[u — uy||. Da sowohl u als auch uy, die selbe
Gleichung erfiillen, kdnnen wir in der schwachen Formulierung (12.5) als Testfunktion ein
beliebiges vi, € Vi, C H} (0, 1) einsetzen; es gilt also

a(u,vy) = (f,vn) fur alle vy, € V;..

Subtrahieren wir von dieser Gleichung den Galerkin-Ansatz (12.6), erhalten wir die soge-
nannte Galerkin-Orthogonalitit

a(u—up,vu) =0 fur alle v, € V4.

(Der Fehler e := u — uy, steht also senkrecht auf dem Unterraum V4,.) Da mit u und uy, auch
e in V liegt, konnen wir wieder abschétzen
5 Vi
collelli < ale,e) = ale,u—wy) + ale,wn —up)
—

1
— ale,u—wy) = L c(x)e’ () (w — wy)'(x) dx

< max e(x]l [lefly u—wn -
Dabei haben durch Addition mit der “produktiven Null” ein beliebiges wy, € V}, eingefiigt
und die Galerkin-Orthogonalitit ausgenutzt. Da diese Abschatzung fiir alle wy, gilt, gilt sie
auch fiir das Minimum, und wir erhalten

(12.8) i =l < < min | u
' Ul Co whEIVh W Wil

Der Diskretisierungsfehler ist also nur durch den Approximationsfehler beschréankt, d. h.
dadurch, wie gut wir die Losung u iiberhaupt mit Funktionen in Vy, annéhern konnen. Dies
ist wieder ein Spezialfall eines allgemeineren Resultats, des Céa-Lemmas.
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Bislang haben wir uns noch nicht darum kiitmmern miissen, wie der Unterraum V}, definiert
ist. Um den Approximationsfehler weiter abschétzen zu konnen, ist das aber notwendig. Eine
spezielle Wahl von V;, sind die Finiten Elemente.

12.3 METHODE DER FINITEN ELEMENTE

Die Methode der Finiten Elemente (“finite element method”, FEM) entsteht aus dem Galerkin-
Verfahren, indem der Unterraum V}, durch stiickweise Polynome konstruiert wird. Wir
betrachten hier nur den einfachsten Fall. Wir definieren dafiir eine Zerlegung xo, . .., x, des
Intervalls [0, 1],

O=xpg<x1 < - <xp=1,

mit hj := Xj41 — %; und h = max; h;. Dann betrachten wir die linearen Splines, die die
vorgeschriebenen Randbedingungen erfiillen:

Vh — {f c C(O’ ]) : f|[Xj,X)’+1] € P],f(O) = f(]) = O} .

Die Funktionen in V}, sind nach Konstruktion stetig, und auf jedem Teilstiick [x;, x;1] eine
lineare Funktion und damit stetig differenzierbar. Es gilt also wie gefordert, dass V;, € H} (0, 1)
ist.

Wir kénnen nun den Approximationsfehler abschitzen. Dafiir geniigt es, den Interpola-
tionsfehler zu betrachten, denn min,,, ey, ||[uw — wn || ;1 ist sicher kleiner als |[[u — Inul|,y1,
wenn I u € Vy, derjenige lineare Spline ist, der u in den Knoten xo, ..., x, interpoliert.
Indem man den Fehler auf jedem Teilintervall [x;, x; 1] separat betrachtet, kann man dort
die Fehlerdarstellung (8.6) verwenden und damit durch Integration und Differentiation die
Abschitzungen

1
e = Tnulle < 57|z
1
=Ty < SRl

herleiten, falls u” € L?(0, 1) ist; vgl. Kapitel 9.2 und 8.5. Ist die schwache Losung u also glatt
genug, folgt daraus und aus dem Céa-Lemma (12.8) die Fehlerabschitzung

(12.9) u—unflpr < Chu”| 2.

Insbesondere gilt ||u —uy||,;; — 0 fiir h — O; fir immer feinere Zerlegungen konvergiert
also die Galerkin-Nédherung u;, gegen die schwache Losung u.

Fiir das Aufstellen der Steifigkeitsmatrix A miissen wir jetzt eine Basis von V}, angeben. Dafiir
bestimmen wir zuerst die Dimension von V},, indem wir untersuchen, wieviele Freiheitsgrade
ein f € V}, hat. Wir betrachten zunéchst das Intervall [xo, x1]. Dort ist f|(, x,] ein lineares
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A
1 Po P1 P2 Pn
X0 X1 i i Xn—1 Xn
Abbildung 12.1: Die Hut-Funktionen ¢; fiir i =0, ..., n im Intervall [xo, x,].

Polynom, hat also 2 Freiheitsgrade, von denen aber einer durch die Bedingung f(0) = 0
festgelegt ist. Das nichste Teilstiick f|(, x,] ist auch ein Polynom vom Grad 1, muss aber in
x; die Bedingung erfiillen, dass

(ﬂ [xo,x1]) (Xl) = (ﬂ[)q,xz}) (X1)

ist. Ubrig bleibt also nur noch ein Freiheitsgrad. Die gleiche Uberlegung gilt fiir f|ix, x,.,) im
Punkt x; fiir2 < i < n—2. Imletzten Teilstiick f[(, , x,) muss zusétzlich die Randbedingung
f(xn) = 1 erfiillt sein, so das kein Freiheitsgrad iibrigbleibt. Insgesamt ergibt dies (n — 1)
Freiheitsgrade.

Wir definieren nun fiir 0 < 1 < n die linearen B-Splines (oder Hut-Funktionen)

X—Xi-1 i 3 3
Sp— fur xi_1 < x < x4,
. — Xit1—X . . .
(PI(X) C Xir1—X1 tir Xi <X < Xit1,y
0 sonst,

sieche Abbildung 12.1. Durch Einsetzen erkennt man leicht, dass gilt

1 fallsi=j,
Pilx;) = .
0 fallsi#j.

Wir kénnen also (analog zu den Legendre-Polynomen) jedes f € V), als Linearkombination
der @; darstellen. Die Bedingungen f(0) = f(1) = 0 legen dabei die Koefhizienten fiir
©o und @, bereits als Null fest. Ubrig bleiben die n — 1 linear unabhingigen Funktionen
@®1y..., Pn_1, die die gewiinschte Basis von V}, sind.

Fiir die praktische Realisierung ist niitzlich, dass die B-Splines einen kompakten Trager haben:
nur benachbarte Hut-Funktionen kdnnen in einem Punkt von Null verschieden sein. Genauer
gilt

@i(x)@j(x) =0falls i —j| > 1.
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Daraus folgt sofort, dass ai; = a(@s, @;) = 0 fiir i —j| > 1; die Steifigkeitsmatrix A ist also
diinn besetzt und insbesondere tridiagonal. Aufierdem ist ¢’ konstant auf jedem Intervall,
was die Berechnung von ay; vereinfacht.

Zum Abschluss skizzieren wir kurz das praktische Vorgehen zur Losung des Randwertpro-
blems (12.1) mit der Methode der Finiten Elemente:

1. Konstruiere eine Zerlegung {xo, ..., Xn} von [0, 1], fiir die h klein genug ist, um nach
(12.9) die gewiinschte Genauigkeit zu erreichen.

2. Fir jedes Intervall [xy, X\ 1] werden alle i, j bestimmt, fiir die @;@; von Null verschie-
den ist.

3. Durch Transformation auf das Intervall [0, 1] und Gaufl-Quadratur (mit geniigend
hoher Ordnung, damit ¢; und ¢{¢; exakt integriert wird) berechnet man dann die

Xk+1

Integrale ka c(x)@i(x)@j(x) dx und f::z“ f(x)@;(x) dx.
4. Durch Aufsummieren @iber alle k erhdlt man dadurch a;; und bj,j =1,...,n—1.

5. Das tridiagonale, symmetrisch positiv definite lineare Gleichungssystem 16st man je
nach Grofle mit einer Cholesky-Zerlegung oder dem CG-Verfahren.

6. Als Losung erhdlt man den Vektor (uq,...,uq—1) mitu; = up(xi) =~ u(xq).

Dieses Vorgehen lasst sich effizient in Software realisieren.

WEITERFUHRENDE LITERATUR

W. Zulehner (2008). Numerische Mathematik: eine Einfiihrung anhand von Differentialglei-
chungsproblemen. Band 1. Stationdre Probleme. Mathematik Kompakt. [Compact Mathe-
matics]. Birkhduser Verlag, Basel.

Zum Thema Finite Elemente fiir partielle Differentialgleichungen:

D. Braess (2013). Finite Elemente. 5. Aufl. Theorie, schnelle Loser und Anwendungen in der
Elastizitatstheorie. Springer.

S.C. Brenner und L. R. Scott (2008). The mathematical theory of finite element methods. 3.
Bd. 15. Texts in Applied Mathematics. Springer, New York.

Software-Pakete:

M.S. Alngs u. a. (2015). The FEniCS Project Version 1.5. Archive of Numerical Software 3.100.
DOI:10.11588/ans.2015.100.20553.

W. Bangerth, R. Hartmann und G. Kanschat (2016). deal.II Differential Equations Analysis
Library, Technical Reference. URL: http://www.dealii.org/8.4.0.

120


https://doi.org/10.11588/ans.2015.100.20553
http://www.dealii.org/8.4.0

ANHANG

121



EINE KURZE EINFUHRUNG IN MATLAB

A1l ALLGEMEINES

MaTtLAB (Matrix Laboratory) ist eine interaktive Umgebung fiir wissenschaftliche numeri-
sche Berechnung und Visualisierung. Die besondere Starke fiir unsere Zwecke liegt in dem
sehr einfachen Debugging: saimtliche Zwischenergebnisse lassen sich leicht anzeigen und
manipulieren.’

Wichtigstes Merkmal: MATLAB kennt nur einen Datentypen: (reelle und komplexe) Matrizen.
Das bedeutet:

o Skalare sind 1 x 1-Matrizen
o Zeilenvektoren der Dimension n sind 1 x n-Matrizen

o Spaltenvektoren der Dimension n sind n x 1-Matrizen

A.1l1 DIE KOMMANDOZEILE

Startet man M ATLAB, so sieht man zuerst eine Kommandozeile (>>, Octave: octave: 1>). Dort
kann man:

o Befehle eingeben: sin(1), exp(-1), sqrt(2). Das Ergebnis wird sofort angezeigt. Schlief3t
man einen Befehl mit ; ab, so wird die Ausgabe unterdriickt. Mit , kann man mehrere
Befehle in einer Zeile verbinden, ohne dass die Ausgabe unterdriickt wird.

o Variablen zuweisen: x = cos(pi);,null = 4-4;. Die so zugewiesenen Variablen konnen
in folgenden Zeilen verwendet werden: y=x*2;. Der Befehl who zeigt alle bekannten
Variablen an. Der Wert einer Variable kann durch Eingabe des Variablennamens ausge-
geben werden: x, y. Der Befehl clear x 16scht die Variable x aus dem Arbeitsspeicher.

o Hilfe erhalten: help befehl zeigt eine kurze Dokumentation zu befehl.

'Alle Ausfithrungen hier gelten - wo nicht anders angegeben - unverindert auch fiir OcTAVE
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o Laufzeiten messen: tic; befehl; toc fiihrt befehl aus und gibt die dafiir notige Rechen-
zeit aus. (Diese kann auch mit t = toc einer Variablen zugewiesen werden.)

« Mit den Pfeiltasten auf und ab lassen sich frithere Befehle zuriickholen.

o« MATLAB rechnet intern mit double precision; dies 1af3t sich auch nicht éndern. Je-
doch kann das Ausgabeformat mit dem Befehl format long beeinflusst werden (siehe
help format).

A.1.2 SKRIPTE

Mochte man eine Serie von Befehlen spater wieder verwenden, so kann man sie in Form
eines Skripts speichern. Dazu gibt man die Befehle im Editor-Fenster” ein, und speichert sie
mit der Erweiterung .m ab (etwa meinskript.m).

o Skripte lassen sich wie Befehle aufrufen: meinskript;. Dafiir miissen sie im aktuellen
Arbeitsverzeichnis liegen. Das aktuelle Verzeichnis erhdlt man durch Eingabe von
pwd, durch cd verzeichnis wechselt man in das Unterverzeichnis verzeichnis. Den
Verzeichnisinhalt gibt s aus.

o Skripte konnen mit Kommentaren versehen werden: Alles, was auf ein % folgt, wird
von MATLAB ignoriert.

o Skripte haben Zugrift auf simtliche Variablen, die auf der Kommandozeile (oder in
fritheren Skripten) definiert wurden. Genauso sind nach Beendigung eines Skriptes
simtliche Variablen, die im Skript definiert wurden (und Anderungen an bereits defi-
nierten Variablen) auf der Kommandozeile verfiigbar.

A.13 FUNKTIONEN

Eine besondere Art von Skripten sind Funktionen, die neue Befehle definieren. Um ein Skript
als Funktion zu deklarieren, gibt man als erste Zeile ein:

function [outl,out2,...,outn] = meinefunktion(in1,in2,...,inm)

Diese Funktion sollte dann als meinefunktion.m abgespeichert werden. Von der Kommando-
zeile (bzw. aus Skripten oder weiteren Funktionen) lasst sich die Funktion durch

[outl,out2,...,outn] = meinefunktion(inl,in2,...,inm);

*Octave bringt keinen eigenen Editor mit; Skripte lassen sich aber mit jedem Texteditor (wie Notepad) erstellen.
Komfortabler ist ein Editor, der farbliche Hervorhebung von Schliisselwortern beherrscht, unter Windows
z.B. Atom.
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aufrufen. Gibt es nur eine Ausgabevariable, so konnen die eckigen Klammern weggelassen
werden:

out = meinefunktion(in);

Im Unterschied zu Skripten sind bei Beginn der Funktionsausfithrung nur die Eingabevaria-
blen in1,...inm bekannt; genauso sind nach Durchfithrung nur noch die Ausgabevariablen
verfiigbar. Auch sind alle Anderungen, die die Funktion an den Eingabevariablen durchfiihrt,
nach der Ende der Funktion “vergessen”

Wird in der Funktion der Befehl keyboard eingefiigt, so wird die aktuelle Funktion angehalten,
sobald der Befehl erreicht wird. Man kann dann auf der Kommandozeile den aktuellen Stand
samtlicher Variablen anzeigen und verandern. Der Ablauf der Funktion wird durch den
Befehl return fortgesetzt.

A.2 MATRIZEN

Fiir die Erzeugung von Matrizen stehen folgende Moglichkeiten zur Verfiigung:

e A=[1,2,3;4,5,6;7,8,9] erzeugt
1 2 3
4 5 6
7 8 9

Die Eingabe erfolgt also zeilenweise: Kommata (oder Leerzeichen) trennen Spalten,
Strichpunkte Zeilen.

o zeros(m,n) erzeugt eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten, die nur 0 als Eintrége hat.
o ones(m,n) erzeugt eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten, die nur 1 als Eintrdge hat.

e rand(m,n) erzeugt eine Matrix mitm Zeilen und n Spalten, die als Eintréage gleichverteilte
Zufallszahlen zwischen 0 und 1 hat.

o eye(m,n) erzeugt eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten, die auf der Diagonale 1 und
sonst O als Eintrédge hat. (Insbesondere erzeugt eye(n,n) die nxn Einheitsmatrix.)

o i:jerzeugt den Zeilenvektor [i,i+1,...,j-1,3j].
Der einfache Zugriff auf Matrixelemente ist die Starke von MATLAB:

e A(i,j) ist das Element der Matrix A in der i-ten Zeile und j-ten Spalte. Fiir Spalten-
oder Zeilenvektoren x liefert x (i) die i-te Komponente. (Achtung: A(i) liefert den i-ten
Eintrag der Matrix A, spaltenweise gezahlt (d. h. A(2)=4 im obigen Beispiel).)

o A(il1:i2,j1:j2) ist die Submatrix aus der i1-ten bis i2-ten Zeile sowie der j1-ten bis
j2-ten Spalte.
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o A(:,j) ist die komplette j-te Spalte von A; genauso ist A(i,:) ist die komplette i-te
Zeile von A. (Mehrere Spalten bzw. Zeilen lassen sich mit A(:,j1:j2) bzw. A(i1:i2,:)
auswihlen.)

o size(A,1) bzw. size(A,2) ist die Zeilen- bzw. Spaltenanzahl von A; size(A) liefert den
Zeilenvektor [Zeilenanzahl, Spaltenanzahl)].

« length(x) gibt die Anzahl der Elemente des (Zeilen- oder Spalten-)Vektors x aus.

 Der Index end bezeichnet den grifStmaoglichen Index: x(end) ist die letzte Komponente
des (Zeilen- oder Spalten-) Vektors x; A(:,end) ist die letzte Spalte, A(end, :) die letzte
Zeile der Matrix A.

Die folgenden Operationen sind fiir Matrizen definiert:

o +,-,x bezeichnet die Addition, Subtraktion bzw. Multiplikation von Matrizen (bzw.
Vektoren). Dabei miissen natiirlich die Dimensionen der Operanden stimmen!

., ./ bezeichnet die komponentenweise Multiplikation bzw. Division von Matrizen
(bzw. Vektoren). Beispiel: [1 2 31.%[1 2 3] liefert [1 4 91.

~ ist die (Matrix-)Potenz (A*2 entspricht der Matrixmultiplikation AxA); die komponen-
tenweise Potenz ist .* ([1 2 3].*2liefertalso [1 4 91.).

o A'ist die Transponierte der Matrix A (bzw. die hermitesch-konjugierte Matrix, falls A
komplex ist). Insbesondere erzeugt (i:j)' einen Spaltenvektor.

o A\b (der Backslash-Operator) gibt die Losung x des linearen Gleichungssystems Ax=b
aus.

« Die eingebauten Funktionen wie sin und exp arbeiten komponentenweise, falls ihnen ei-
ne Matrix bzw. ein Vektor tibergeben wird. Beispiel: exp([0 1 21) liefert [1.0000 2.7183 7.38911.

A.3 ABLAUFSTEUERUNG

Wie die meisten hoheren Programmiersprachen bietet auch MATLAB:

o Bedingte Anweisungen:

if (AUSDRUCK)
ANWEISUNGEN
else
ANWEISUNGEN2
end
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A.4

fithrt den Block ANWEISUNGEN aus, falls AUSDRUCK wahr ist, ansonsten ANWEISUNGEN2. Fir
AUSDRUCK wird in der Regel ein Vergleich stehen, etwa x==y, x<y, x>=y oder x~=y (letzteres
steht fiir x##y). Mehrere Ausdriicke kdnnen per 8& (logisches und) bzw. || (logisches
oder) verkniipft werden.

Schleifen:

for VARIABLE = VEKTOR
ANWEISUNGEN
end

fithrt den Block ANWEISUNGEN wiederholt aus, wobei VARIABLE der Reihe nach als Wert
die Komponenten von VEKTOR zugewiesen bekommt. Beispiel: for i = 1:n

Bedingte Schleifen:

while (AUSDRUCK)
ANWEISUNGEN
end

tithrt den Block ANWEISUNGEN aus, solange AUSDRUCK wahr ist. Dabei wird AUSDRUCK vor
jedem Schleifendurchlauf gepriift, insbesondere wird der Block ANWEISUNGEN gar nicht
ausgefiihrt, wenn AUSDRUCK vor Beginn der Schleife falsch ist.

Vorzeitiger Abbruch: Die Anweisung return verlédsst die aktuelle Schleife, bedingte
Anweisung oder Funktion.

GRAPHISCHE AUSGABE

plot(x,y) zeichnet einen Graphen, wobei fiir die x-Achse die Komponenten des Vektors
x und fiir die y-Achse die Komponenten des Vektors y verwendet werden (beide miissen
die selbe Lange haben). plot(x,y1,x,y2) zeichnet sowohl y1 als auch y2 in Abhédngigkeit
von x, plot(y) ist gleichbedeutend mit plot(1:length(y),y).

surf(z) zeichnet die Matrix z als zweidimensionale Funktion; die Hohe des “Funkti-
onswerts” an der Stelle (i, j) entspricht dabei z(i, j).

spy (A) zeigt die von Null verschiedenen Eintrage der Matrix A an.
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