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UBERBLICK

Der Inhalt dieser Vorlesung kniipft direkt an die Numerische Mathematik 1 an und behandelt
weitere Verfahren fiir die (ndherungsweise) numerische Lésung von Problemen der linearen
Algebra und Analysis.

Im ersten Teil iiber numerische lineare Algebra betrachten wir iterative Verfahren
zur Losung linearer Gleichungssysteme und Eigenwertprobleme; der Schwerpunkt liegt
dabei auf modernen Projektionsverfahren und insbesondere auf Krylovraum-Methoden.
Im Gegensatz zu den sogenannten direkten Verfahren wie zum Beispiel der LR-Zerlegung
liefern iterative Verfahren zwar immer nur Ndherungslosungen, benétigen jedoch in jedem
Schritt nur die Multiplikation eines Vektors mit einer Matrix. Dies ist insbesondere fiir
Probleme mit diinn besetzten Matrizen wichtig, die nur wenige von Null verschiedene
Eintrage in jeder Zeile haben: In diesem Fall wachst der Aufwand fiir eine Matrix-Vektor-
Multiplikation nur linear mit der Anzahl der Zeilen, wéhrend der der LR-Zerlegung kubisch
wichst. Auflerdem sind die Faktoren der LR-Zerlegung in der Regel voll besetzt. Da in vielen
Anwendungen routineméflig (diinn besetzte) Matrizen mit mehreren Hunderttausend bis
hin zu Milliarden Zeilen auftreten, kommen hier selbst auf modernsten Grofirechnern nur
noch iterative Verfahren in Betracht.

Im zweiten Teil iber numerische Differentialgleichungen betrachten wir Verfahren zur
Losung von gewohnlichen Differentialgleichungen und untersuchen deren Genauigkeit und
Stabilitdt. Wie iblich in der numerischen Analysis beruht dies auf der Frage, wie und wie gut
die gesuchte exakte Losung durch Polynome approximiert werden kann; wir werden sehen,
dass solche Polynome effizient durch Zeitschrittverfahren berechnet werden kénnen. Zum
Schlufl behandeln wir einfache finite-Differenzen-Verfahren fir Randwertprobleme; diese
fuhren auf die Losung linearer Gleichungssysteme mit grof3en diinnbesetzten Matrizen,
womit sich der Kreis der Vorlesung schlief3t.
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1 ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

In diesem Kapitel stellen wir einige grundlegende Definitionen und Eigenschaften zusam-
men. Diese sollten aus fritheren Vorlesungen bereits bekannt sein, weshalb in den meisten
Fallen auf Beweise verzichtet wird; der Zweck liegt in erster Linie im Festhalten von Nota-
tion. Im Allgemeinen betrachten wir dabei komplexe Vektorrdume; auf Eigenschaften, die
nur fiir reelle Matrizen gelten, wird explizit hingewiesen.

1.1 VEKTOREN UND MATRIZEN

Wir beginnen mit der Festlegung von Notation. Sei n € N beliebig. Ein Vektor x € C" ist
stets ein Spaltenvektor; er hat die Eintrdge x; € C,1 < i < n. Der zugehorige Zeilenvektor
wird mit x” = (x, ..., x,) bezeichnet. Der adjungierte Vektor zu x ist x* := X = (X,...,%n).
Hier ist z die komplex konjugierte Zahl zu z € C.

Eine Matrix A € C™" hat die Eintrage a;; € C,1 < i, j < n, wobei der erste Index (hier
i) den Zeilenindex und der zweite Index (hier j) den Spaltenindex bezeichnet. Die Matrix
A € C?* hat also die Eintrige

apn a2
A= .
az azz

Sind n Vektoren ay, . . ., a, € C" gegeben, konnen wir daraus eine Matrix A € C™" bilden,
deren j-te Spalte der Vektor a; ist. Dies driicken wir aus durch

A=layay,...,a,].

Die transponierte Matrix zu A € C™" bezeichnen wir mit A; sie hat die Eintrige a;;. Die

—T _
adjungierte Matrix A* := A" hat dagegen die Eintrage aj;. Ist A € R™", so ist natiirlich
A* = Al

Damit konnen wir nun bestimmte Klassen von Matrizen unterscheiden. Die Matrix A €

C™" heif3t
« symmetrisch, falls AT =A gilt,
« selbstadjungiert, falls A* = A gilt,
« schiefsymmetrisch (bzw. schiefadjungiert), falls AT = —A (bzw. A* = —A) gilt,
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« normal, falls A*A = AA* gilt,

« unitdr, falls A*A = I gilt, wobei I die Einheitsmatrix (oder Identitit) bezeichnet. (Ist
A € R™" g0 bedeutet dies, dass ATA = I ist, und man nennt A orthogonal.)

Ein Unterraum von C" ist eine nichtleere Teilmenge U c C", die abgeschlossen beziiglich
Addition und Multiplikation mit (komplexen) Skalaren ist. Eine Menge {uy, ..., u;} ¢ C",
k € N, von Vektoren erzeugt einen Unterraum U C C" - genannt Spann der u; — indem
wir die Menge aller Linearkombinationen der u; betrachten:

k
U =span{uy,...,ug} == {Zaiui a4, €C, 1< Sk}.
i=1

Sind die u; linear unabhéngig, so bilden die Vektoren uy, ..., ux eine Basis von U, und U
hat die Dimension k (geschrieben: dim(U) = k).

Eine Matrix A € C™" definiert nun zwei wichtige Unterrdume von C":

« Das Bild von A ist der Spann aller Spalten von A, kurz
Im(A) := {Ax : x € C"}.

Der (Spalten-)Rang von A ist definiert als die maximale Anzahl der linear unabhangi-
gen Spalten von A:
rank(A) := dim(Im(A)).

« Der Kern von A ist die Menge aller Vektoren, die durch A auf 0 € C" abgebildet
werden:
Ker(A) = {x e C" : Ax =0}.

Falls Ker(A) # {0} ist, heif}t A singuldr, ansonsten reguldr. In letzterem Fall hat das
lineare Gleichungssystem Ax = b fiir alle b € C" eine eindeutige Losung x™ € C".

Ein Fundamentalsatz der Linearen Algebra ist nun, dass jeder Vektor x € C" eindeutig als
Summe eines Vektors aus dem Bild von A und eines Vektors aus dem Kern von A* (und
umgekehrt) dargestellt werden kann. Der Raum C" ist also die direkte Summe aus Bild und
Kern:

C" =Im(A) ® Ker(A") = Im(A™) @ Ker(A).

Oft werden wir auch das Bild eines Unterraums U C C" unter einer Matrix A € C™"
betrachten, geschrieben
AU ={Ax : xe U}

Gilt AU c U, so nennen wir U invariant unter A.
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1.2 VEKTOR- UND MATRIXNORMEN

Da ein iteratives Verfahren immer nur Naherungen an einen gesuchten Vektor liefern kann,
ist es wichtig, Fehler messen zu konnen. Dafiir werden Vektornormen eingefiihrt.

Die Abbildung ||-|| : C" — R heif}t Norm, falls
(N1) ||x|| > 0 fir alle x € C", und ||x|| = 0 genau dann, wenn x = 0;
(n2) fiir alle « € C und x € C" gilt ||ax|| = |a|||x]l;

(n3) fir alle x, y € C" gilt die Dreiecksungleichung

[l + yII < llxll + [yl

Die wichtigsten Beispiele sind die p-Normen auf C":

1
n ;
llxl, = (Z|xi|P) fur1 < p < oo,
i=1

||| := max |x;]|.
i=1,...,n
Wie wir sehen werden, hat die euklidische Norm |||, unter allen p-Normen eine ausge-
zeichnete Stellung. Wir vereinbaren daher, dass — soweit nicht anders angegeben — eine
nicht weiter spezifizierte Norm ||x|| stets die euklidische Norm ||x||, bezeichnet.

Auf endlichdimensionalen Vektorrdaumen (also insbesondere auf C") sind alle Normen
aquivalent: Sind ||-|| und ||| zwei Normen, so existieren zwei Konstanten c;,¢; > 0, so
dass fiir alle x € C" gilt

cillxll < lIx|l” < eallx]l.

Jede Matrix A € C™" lasst sich als Vektor im Raum c) auffassen, womit sich jede
dieser Normen auch zur Untersuchung einer Matrix verwenden liefe. Jedoch sind Matrizen
auch lineare Operatoren, die auf Vektoren wirken. Um dies zu beriicksichtigen, verlangen
wir von einer Matrixnorm iiber die Normaxiome hinaus zusatzliche Eigenschaften. Eine
Matrixnorm ||-||as : C™" — R heif3t

o submultiplikativ, falls ||AB||p < ||Allp|| Bl as fur alle A, B € C™" gilt.

« vertrdglich mit einer Vektornorm |||y, wenn fiir alle A € C™" und x € C" gilt

lAx[ly < [|Allmllx]lv.
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Fiir eine Vektornorm ||-||y auf C" heif3t die durch

A
(1) Al = sup 12XV
U el

definierte Norm die (durch ||-||v) induzierte Norm. Jede induzierte Norm ist submultiplikativ
und mit der sie induzierenden Vektornorm vertraglich. Auch hier stellen die p-Normen
die wichtigsten Beispiele, und wir bezeichnen die durch die p-(Vektor-)Norm induzierte
Matrixnorm wieder mit |||, wo dies nicht zu Verwechslung fithren kann. Einige induzierte
p-Normen haben eine explizite Darstellung.

n
« p =1 (Spaltensummennorm): ||A||; = max izlllai il

n
« p = oo (Zeilensummennorm): ||Al|c = max E ;.
<i<n <
<n“5

Wieder hat die Norm fir p = 2 (die sogenannte Spektralnorm) eine besondere Stellung; fiir
diese existiert aber keine explizite Darstellung tiber die Eintrage (sie kann aber mit Hilfe
von Eigenwerten charakterisiert werden).

Nicht alle Matrixnormen sind induzierte Normen. Auch die Frobenius-Norm ist submulti-
plikativ und vertraglich mit der euklidischen Norm;'" sie ist definiert durch

n
IAllF = [ D] laij12.
=i

Der Wert der Frobeniusnorm besteht darin, dass sie eine scharfe obere Schranke fur die
- schwer zu berechnende - Spektralnorm darstellt. (Wie Vektornormen sind auch alle
Matrixnormen dquivalent.)

1.3 SKALARPRODUKT UND ORTHOGONALITAT

Eine Abbildung (:,-) : C" X C" — C heif3t Skalarprodukt, falls
(s1) fiir alle x, y € C" gilt (x, y) = (y,x);
(s2) firalle o, € Cund x, y,z € C" gilt

(ax + By, z) = alx, z) + By, 2),
(z,ax + By) = &z, x) + Bz, y);

'Sie entspricht der euklidischen Norm von A € C™*", aufgefasst als Vektor in c,
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(s3) fur alle x € C" gilt (x,x) > 0, wobei (x, x) = 0 genau dann gilt, wenn x = 0 ist.?
Jedes Skalarprodukt induziert eine Norm durch
1)l = (x, x),
und fiir eine so induzierte Norm gilt die Cauchy—-Schwarzsche Ungleichung

|G m < lixllvll.
Das kanonische Skalarprodukt im C" ist
(6, y)e = y'x = D %7
i=1

welches die euklidische Norm ||x||; induziert. In den nachfolgenden Kapiteln wird das
kanonische Skalarprodukt daher in der Regel einfach mit (., -) bezeichnet.

Von besonderem Interesse fiir uns ist das Zusammenspiel von Matrizen und Skalarproduk-
ten. Zunachst folgt aus der Definition des kanonischen Skalarprodukts und der adjungierten
Matrix sofort, dass fiir alle A € C™" und x, y € C" gilt

(Ax, y) = (x, A"y).
Eine reelle Matrix A € R™" heif3t positiv definit, wenn gilt
(Ax,x) >0 furallex € R"\ {0}.

Ist A € R™" selbstadjungiert und positiv definit, so wird durch

(x,¥)a = (x,Ay)

ein Skalarprodukt definiert. Dieses induziert die sogenannte Energienorm ||x||124 = (x, Ax).
Beide werden fiir die Krylovraum-Verfahren von fundamentaler Wichtigkeit sein. (Diese
Begriffe konnen auf komplexe Matrizen iibetragen werden; dies wird im néachsten Kapitel

behandelt.)
Aus (1.3) folgt auch, dass fur jede unitidre Matrix Q € C™" gilt

(1.2) |10x]|2 = ||x]|2 fiir alle x € C".

Unitare Matrizen sind also Isometrien, d. h. langenerhaltend.

Zwei Vektoren x, y € C" heiflen orthogonal (beztiglich des Skalarprodukts (-, -)), falls
(x, y) = 0 gilt. Eine Menge {x3,...,xp,} C C" heif3t orthogonal, falls ihre Elemente paar-
weise orthogonal sind, d. h. es gilt

(xi,x;) =0 furallei # j.

*Wegen (s1) ist (x, x) = (x, x) und damit (x, x) € R.
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Ist zusétzlich (x;, x;) = 1 fir alle 1 < i < m, so nennt man die Menge orthonormal. Zwei

Mengen {x1, ..., X} und {1, ..., ym} heilen biorthogonal, wenn fir alle1 < i, j < m gilt
1, =],
Xi, Yj) = Oij =
(xi, ¥j) j {O, P£ ]

Ein Vektor x € C" heifit orthogonal zu einem Unterraum U C C" (geschrieben x L U), falls x
orthogonal zu allen u € U ist. Aus der Sesquilinearitat des Skalarprodukts (Eigenschaft (s2))
folgt, dass eine dquivalente Bedingung dafiir die Orthogonalitat zu einer Basis uy, .. ., Uy,
von U ist, d. h.

x1U & (xu;)=0 furalle 1<i<m.

Die Menge aller zu U orthogonalen Vektoren nennt man das orthogonale Komplement von
U,
Ut={xeC": xLU}.

Insbesondere ist (C")* = {0}. Weiterhin ist (U*)* = U fiir jeden Unterraum U. Auflerdem
gilt fiir jeden Unterraum U c C", dass
(1.3) C'=UeU"

ist. Jeder Vektor x € C" kann also auf eindeutige Weise dargestellt werden als

xX=u+u,, ueU, uleUl.

1.4 EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Eigenwerte (und Eigenvektoren) sind niitzliche Begriffe, um die Abbildungseigenschaften
von Matrizen zu charakterisieren. Sie stellen daher sehr wichtige Hilfsmittel zur Analyse
iterativer Verfahren dar. Wir sammeln deshalb einige fundamentale Konzepte. Kernpunkt
dieses Abschnitts sind die Jordan-Normalform und insbesondere die Schurfaktorisierung
als zentrales Werkzeug in allen weiteren Kapiteln dieses Teils.

Sei A € C™" Ein A € C heifit Eigenwert von A, falls es einov € C" \ {0} gibt mit
Av = Av.

Solch ein v heif3t dann Eigenvektor zum Eigenwert A; das Tupel (A, v) wird auch Eigenpaar
genannt. Wenn v ein Eigenvektor ist, dann ist auch jedes skalare Vielfache von v ein
Eigenvektor zum selben Eigenwert. Wir konnen daher stets einen Eigenvektor mit Norm 1

finden.

Damit A ein Eigenwert ist, muss also die Matrix A—AI singulér sein, und umgekehrt. Dies ist
aber dquivalent mit der Bedingung det(A — AI) = 0. Aus dem Fundamentalsatz der Algebra
folgt nun, dass jede Matrix in C"™" genau n Eigenwerte besitzt (die nicht verschieden sein
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miissen, und auch bei reellen Matrizen komplex sein konnen). Umgekehrt bedeutet dies,
dass A singulér ist genau dann, wenn 0 ein Eigenwert von A ist.

Die Menge aller Eigenwerte von A nennt man das Spektrum von A,
o(A) ={AeC : det(A-AI) =0}.
Der Spektralradius von A ist definiert als der betragsgrofite Eigenwert,

A) = Al.
p(A) fé&}ﬁ)' |

Aus der Charakterisierung von Eigenwerten iiber die Determinante folgt direkt: Ist A
Eigenwert von A, so ist

. A Eigenwert von AT und

« 1 Eigenwert von A™.

Einen Eigenvektor zum Eigenwert A von A* nennt man auch Links-Eigenvektor zum Eigen-
wert A von A. Will man den Unterschied betonen, spricht man vom Rechts-Eigenvektor v
zum Eigenwert A von A, wenn Av = Ao gilt.

Eine weitere niitzliche Charakterisierung ist folgende: Ist v Eigenvektor zum Eigenwert A
von A, so gilt (fiir das kanonische Skalarprodukt)

_ (Ao, 0)
"~ (v0)

Dies bedeutet, dass selbstadjungierte Matrizen reelle Eigenwerte haben: Ist namlich o ein
normierter Eigenvektor der selbstadjungierten Matrix A € C™" zum Eigenwert A, so gilt

(1.4)

A = (Av,v) = (v, Av) = (Av,0) = A,

weshalb der Imaginérteil von A gleich 0 sein muss. Fiir Eigenwerte selbstadjungierter
Matrizen gilt auch das folgende min-max-Prinzip.

Satz 1.1 (Courant—Fischer). Sei A € C™" selbstadjungiert und seien
M>A =22

die Eigenwerte von A. Dann gilt fiiralle1 <k <n

. (x, Ax) . {x,Ax)
Ak = min max = max min .
S,dim(S)=n—k+1xes\{0} (x,X)  Sdim(S)=k xeS\{0} {x, x)

10



1 ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

Folgerung 1.2. Seien A;, 1 < i < n, die wie in Satz 1.1 geordneten Eigenwerte von A € C™".
Dann gilt

(x, Ax)
Ay = max ,
xeCm\{0} {x,X)
- {x,Ax)
A, = min

~xeCr\(0) (x,x)

Damit erhalten wir die folgende explizite Darstellung der Spektralnorm einer Matrix
A e C™m:

| Ax]|3 (Ax, Ax) (x, A* Ax)
= = max =

All2= ma = m — = — L =0y,
ATl xeCn\(0) [|x]|2  xeCr\{o} (x,x)  xeCm\{0} (x,X) !

wobei 07 der grofite Eigenwert der (selbstadjungierten) Matrix A* A ist. Da wegen (x, A*Ax) =
(Ax, Ax) = ||Ax||? > 0 und Satz 1.1 alle Eigenwerte von A*A nichtnegativ sind, erhalten

wir
|All2 = Vp(A*A).

Umgekehrt konnen wir den Spektralradius einer Matrix durch eine beliebige Matrixnorm
abschéatzen.

Lemma 1.3. Sei A € C™" und ||-||» eine Matrixnorm, die vertrdglich ist mit der Vektornorm
||-[lv. Dann gilt

1

p(4) < (I451m)"  firallek N,
Beweis. Sei A € C ein Eigenwert von A mit zugehorigem Eigenvektor v. Dann ist

k k k k
A" [lollv = IA0]ly = |A]lv < |A%mllollv-

Division auf beiden Seiten mit ||o||y # 0 liefert die gewiinschte Abschiatzung. O

Fiir positiv definite Matrizen erhalten wir aus der Charakterisierung (1.4), dass alle Eigen-
werte A > 0 erfiillen: Sowohl Zahler als auch Nenner miissen positiv sein. Wir bekommen
sogar eine quantitative Abschatzung.

Satz 1.4. Sei A € R™" positiv definit. Dann ist A nicht singuldr, und es existiert ein o > 0 mit

(Ax,x) > al|x|| fiir alle x € R".

11
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Beweis. Wire A singular, so misste ein x € R” \ {0} mit Ax = 0 existieren. Dann wire
aber (Ax, x) = 0, was im Widerspruch zur Definitheit von A steht. Um die Abschiatzung zu
zeigen, schreiben wir

1 1
A= 5(A+AT) + 5(A —AT) = 5, + ;.
Man priift leicht nach, dass S; symmetrisch und positiv definit ist, und dass (x, Szx) = 0
fir alle x € R" gilt. Folgerung 1.2 ergibt dann, dass fiir beliebiges x € R™ \ {0} gilt

(Ax, x) ) (Ax, x) ) (x, S1x)
> min = min =
(x,x)  xeRM\{0} (x,x)  xeRm\{0} (x,x)

n»

wobei o, der kleinste Eigenwert von S; ist. Da A positiv definit ist, konnen wir ¢ = o, > 0
wihlen. O

Da eine selbstadjungierte Matrix A € C™" reelle Eigenwerte hat, kann man obige Uberle-
gungen auch auf komplexe selbstadjungierte und positiv definite Matrizen (d. h. (Ax, x) > 0
gilt fur alle x € C™"\{0}) anwenden. (Im Gegensatz zum reellen Fall ist positive Definitheit
aber nur fur selbstadjungierte Matrizen definiert.)

1.5 AHNLICHKEITSTRANSFORMATIONEN

In diesem Abschnitt betrachten wir die Geometrie der Eigenvektoren genauer. Insbesondere
fragen wir uns, ob es eine Basis des C" gibt, in der die Eigenwerte einer Matrix direkt
ablesbar sind. Matrizen, die dieselbe lineare Abbildung, aber beziiglich unterschiedlicher
Basen, vermitteln, nennt man dhnlich.

Definition 1.5. Zwei Matrizen A, B € C™" heiflen dhnlich, falls eine regulire Matrix X €
C™" existiert mit
A=XBX".

Ist X unitér (bzw. orthogonal), so nennt man A unitdr (bzw. orthogonal) dhnlich zu B.

Ist A ein Eigenwert von B mit Eigenvektor v, so ist A auch Eigenwert von A mit Eigenvektor
w := Xv, denn
Aw = X (Av) = XBu = AXo.

Der einfachste Fall ist sicherlich, wenn die Matrix B diagonal ist (d.h. b;; = 0 fiir i # j gilt),
da dann die Eigenwerte genau die Diagonaleintriage sind. Solche Matrizen nennen wir dia-
gonalisierbar. Die Spalten von X bilden in diesem Fall eine Basis von C" aus Eigenvektoren
von A.
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1 ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

Satz 1.6. Eine Matrix A € C™" ist genau dann diagonalisierbar, wenn A genau n linear
unabhdingige Eigenvektoren hat.

Beweis. Sei X € C™" regulir und D € C™" eine Diagonalmatrix mit A = XDX ™! bezie-
hungsweise AX = XD. Dies ist d4quivalent zu der Bedingung, dass alle Spalten x;, 1 < i < n,
von X linear unabhéangig sind und dass Ax; = d;;x; gilt. Das bedeutet aber, dass d;; Eigenwert
von A mit Eigenvektor x; ist fir alle1 <i < n. O

Man priift leicht nach, dass Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten linear un-
abhangig sind. Allerdings gibt es Matrizen mit mehrfachen Eigenwerten (d. h. A; = A; fiir
i # j), deren zugehorige Eigenvektoren zusammenfallen. Was konnen wir in diesem Fall
erwarten?

Verlangen wir nur Ahnlichkeit zu einer Block-Diagonalmatrix, so liefert uns die Jordan-
Normalform das Gewlinschte.

Satz 1.7. Jede Matrix A € C™" ist dhnlich zu einer Block-Diagonalmatrix J € C™",

N 0 Ji 0 A1 0
J Jiz
J= S . Jw= ol
0 ]p 0 ]imi 0 /11‘

wobei jeder Block J; zu einem verschiedenen Eigenwert A; von A und jeder Unterblock Ji zu
einem verschieden Eigenvektor v, zum Eigenwert A; korrespondiert.

Die Jordan-Normalform ist ein sehr wichtiges theoretisches Hilfsmittel, aber nicht fiir
numerische Berechnungen geeignet, da sie sehr schlecht konditioniert ist. Fiir unsere
Zwecke geniigt es jedoch, eine obere Dreiecksmatrix R zu finden (d.h. r;; = 0 fiir alle
i > j), da auch dort die Eigenwerte auf der Diagonalen stehen. (Dies folgt direkt aus dem
Laplaceschen Entwicklungssatz fiir det(A — AI).) Dass dies immer moglich ist, garantiert
die Schur-Normalform.

Satz 1.8. Sei A € C™". Dann existiert eine unitdre Matrix Q € C™" und eine obere Dreiecks-
matrix R € C™" mit A = Q*RQ.

Beweis. Wir verwenden Induktion nach n. Fiir n = 1ist die Aussage trivial. Sei nun n > 1
und A € C™" beliebig. Dann hat A einen Eigenwert A mit zugehorigem Eigenvektor v, den
wir normiert wiahlen kénnen (||o|| = 1). Die Menge {0} kann dann zu einer orthonormalen
Basis v, u, ..., u, erginzt werden, die wir als Matrix V. = [0, U] mit U = [uy,...,u,]
schreiben. Dann ist AV = [Ao, AU| und deshalb

« |0 _ (A AU
(1.5) VAV = [U*} [0, AU| = (0 U*AU)'

13



1 ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

Wir wenden nun die Induktionsvoraussetzung auf B := U*AU € C(n=Dx(n=1) an und erhal-
ten eine unitire Matrix Q; € C(=D)x(n=1) ynd eine obere Dreiecksmatrix R; € C(n~Dx(n-D)
mit R; = QfBQ;. Multiplizieren wir nun (1.5) mit der unitaren Matrix

A 1 0
o= )
von rechts und mit O* von links, so ergibt das

Q*(V*AV)Q:(A U*AU):()L U*AU)’

0 QiBO 0 R

mit einer oberen Dreiecksmatrix R;. Da die Spalten von V nach Konstruktion orthonormal
sind, ist Q := VQ € C™" als Produkt unitarer Matrizen unitar, woraus die Aussage folgt. O

Die Spalten von Q werden als Schurvektoren bezeichnet; ist A normal, so sind die Schur-
vektoren auch Eigenvektoren. Fiir eine reelle Matrix A ist auch eine rein reelle Zerlegung
moglich. Da die Eigenwerte komplex sein kdnnen, erhalten wir in diesem Fall nur noch
eine obere Block-Dreiecksmatrix, genannt reelle Schur-Normalform.

Folgerung 1.9. Sei A € R™". Dann existiert eine orthogonale Matrix Q € R™", so dass

R1 *

(1.6) 0TAQ = =R
0 Rn

gilt, wobei alle R; reell und entweder 1 X 1- oder 2 X 2-Matrizen sind. (In letzterem Fall hat R;
ein Paar komplex konjugierter Eigenwerte.) Weiterhin gilt

m

o(A) = U o(R;) .

i=1

Die Schurform erlaubt uns, einige interessante Aussagen iiber normale Matrizen zu bewei-
sen.

Lemma 1.10. Sei A € C™" normal und habe obere Dreiecksform. Dann ist A eine Diagonal-
matrix.

Beweis. Fiir eine normale Matrix A gilt A*A = AA*. Berechnen wir das Matrixprodukt und
betrachten jeweils das erste Diagonalelement, so erhalten wir

n

|6111|2 = [A"A]ly = [AA"]n = Zlaljlz-
j=1

14



1 ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

Dies ist aber nur méglich, wenn a;; = 0 ist fiir 1 < j < n. Damit bleibt auch im zweiten
Diagonalelement von A*A nur der quadratische Term tibrig, und wir folgern ebenso, dass
azj = 0 fir 2 < j < nist. Wenn wir diese Prozedur bis zum (n — 1)-ten Diagonalelement
fortsetzen, erhalten wir wie gewtinscht, dass a;; = 0 ist fir alle i < j. O

Damit kénnen wir nun folgendes Resultat beweisen.

Satz 1.11. Eine Matrix A € C™" ist normal genau dann, wenn sie unitdr dhnlich zu einer
Diagonalmatrix ist.

Beweis. Wenn A unitéar dhnlich zu einer Diagonalmatrix ist, dann existiert eine unitare
Matrix Q und eine Diagonalmatrix D mit A = QDQ". Damit gilt

A'A = (QDQ")"(QDQ") = QD™ (Q"Q)DQ" = QD" DQ"
= QDD"Q" = QD(Q"Q)D"Q" = (QDQ")(QDQ")"
= AA*’

da Diagonalmatrizen miteinander kommutieren.

Sei nun umgekehrt A normal. Die Schurform von A ist dann A = Q*RQ mit einer unitiren
Matrix Q und einer oberen Dreiecksmatrix R. Daraus folgt

Q"R'RQ = (Q"'R'Q)(Q"RQ) = A"A = AA" = (Q"RQ)(Q"R'Q) = Q"RR°Q.

Multiplizieren wir mit Q von links und Q* von rechts, erhalten wir R*R = RR*. Also ist R
eine normale, obere Dreiecksmatrix und darum nach Lemma 1.10 diagonal. Die Schurform
liefert also die gesuchte Ahnlichkeitstransformation. m|

Eine normale Matrix ist also diagonalisierbar, und ihre Eigenvektoren — die genau die
Spalten von Q bilden - sind orthonormal.

Folgerung 1.12. Sei A € C™" normal. Dann bilden die Eigenvektoren von A eine Orthonor-
malbasis von C".

Normale Matrizen sind gewissermaflen der Idealfall fiir viele Algorithmen. Das gilt beson-
ders fiir die selbstadjungierten Matrizen, die offensichtlich auch normal sind. Wir haben
bereits gesehen, dass solche Matrizen reelle Eigenwerte besitzen. Umgekehrt muss eine
normale Matrix mit reellen Eigenwerten selbstadjungiert sein: Ist A normal, so gibt es eine
unitare Matrix Q und eine Diagonalmatrix D mit A = QDQ". Da A und D die gleichen (re-
ellen) Eigenwerte haben, muss D = D* sein, also A = QDQ* = QD*Q* = (QDQ*)* = A*.

15



2 STATIONARE VERFAHREN

In diesem und den folgenden Kapiteln suchen wir zu gegebener regulirer Matrix A € C™"
und gegebenem b € C" die Losung x* € C" des linearen Gleichungssystems Ax = b. Wir
betrachten hier iterative Verfahren, die ausgehend von einem Startwert x° € C" immer
bessere Naherungen x', x, ... an x* konstruieren. Die Verfahren, die wir in diesem Kapitel
behandeln, verwenden fiir die Berechnung der neuen Naherung x**1 nur die Informationen
des letzten Schrittes x*.

Ein klassisches Beispiel ist die Richardson-Iteration', die auf folgender Idee beruht. Wenn
Ax™ = b gilt, so ist

(2.1) x"=x"—Ax" +b.
Dies fithrt auf die Fixpunktiteration

(2.2) = (1= A)xF +b.
Allgemein hat ein stationdres Iterationsverfahren die Form
(2.3) = GxF + ¢

fiir feste G € C"™" und ¢ € C" sowie ein frei gewihltes x°. Natiirlich kénnen G und ¢ nicht
beliebig sein. Damit zum Beispiel der Grenzwert X = Gx + ¢ von (2.3) die Gleichung Ax = b
16st, muss

(2.4) (I-G)le=%x=A""

gelten. Insbesondere ist die Richardson-Iteration also ein stationares Iterationsverfahren
mitG=1—-Aundc=>b.

'Diese Methode geht auf Lewis Fry Richardson zuriick. Er propagierte auch 1922 die heutige Methode
der Wettervorhersage auf Basis von numerischer Simulation. (Ein eigener erster Versuch von 1910 -
durchgefithrt von Hand! — war grundsitzlich korrekt, lieferte aber wegen gestorter Eingabedaten ein
falsches Ergebnis.)
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2 STATIONARE VERFAHREN

2.1 KONVERGENZ STATIONARER ITERATIONSVERFAHREN

Wir sagen, das Iterationsverfahren (2.3) konvergiert (in einer geeigneten Norm ||| und
damit in jeder Norm), wenn gilt

(2.5) klim Ix¥ —x*]| =0 fiir jeden Startwert x°.
—00

k

Betrachten wir nun den Fehler e := x* — x* im Schritt k und verwenden die Fixpunktglei-

chung x* = Gx™ + ¢, so erhalten wir

(2.6) X —x =G e —x" =G - Gx*
=G(xF 1 —x") = G*(x 2 —x*) = ...
= GF(x" — x*) = GFe.

Damit haben wir

k k k k
(2.7) eIl = IG* el < IIGX el < NGIF [l

wobei ||-|| eine beliebige vertrdgliche Matrixnorm sein kann.

Ist also ||G|| < 1, so konvergiert das Iterationsverfahren. Da die Anwendung der Submulti-
plikativitat nur eine sehr grobe Abschétzung liefert, suchen wir eine schérfere notwendige
Bedingung fiir die Konvergenz. Dafiir benotigen wir folgendes Resultat iiber Matrixpoten-
zen.

Lemma 2.1. Fiir A € C™" gilt ||A¥|| — 0 genau dann, wenn p(A) < 1 ist.

Beweis. Es gelte ||A¥|| — 0. Betrachte den betragsgroiten Eigenwert 1; von A mit zugeho-
rigem Eigenvektor o mit ||o|| = 1. Dann gilt A%y = /lfv, und damit

(2.8) (Al = (125l = [[A%]| < |A¥|[llo]] — o.

Dies kann aber nur dann sein, wenn p(A) = |A;| < 1ist.

Sei umgekehrt p(A) < 1, und betrachte die Jordan-Normalform von A = XJX .. Dann ist
(2.9) AR = xJkxT

Es geniigt also zu zeigen, dass ||J¥|| gegen Null konvergiert. Dafiir verwenden wir die
Struktur der Jordan-Matrix: Das Produkt von Block-Diagonalmatrizen ist wieder eine
Block-Diagonalmatrix, das heif§t in unserem Fall

A
(2.10) Jk = .
Tk

17



2 STATIONARE VERFAHREN

Also koénnen wir die Jordan-Blocke separat untersuchen. Jeder Block hat die Form

o L, k=j+1,
(2.11) Ji = AI + E; € Cli) (Ei)jk = {
0, sonst.
Die Matrizen E; sind nilpotent, da Efi = 0 gilt. Fur k > [; ist also nach der binomischen
Formel (die Identitat kommutiert mit jeder Matrix)

;-1
i k L
(2.12) JF= I+ E) =2 ( )/1" JE].
j

J=0

Die Dreiecksungleichung liefert daher

-1
i k » .
(2.13) AR (].)I/L-Ik TNE].

j=0

Da |4;| < 1 gilt, konvergiert jeder Term in der endlichen Summe gegen 0 (fir festes j ist
(];) = O(k’)), und damit auch || ]l.k || = 0. Daraus folgt die Aussage. O

Wir konnen also die Konvergenz stationérer Iterationsverfahren wie folgt charakterisie-
ren.

Satz 2.2. Die Iteration (2.3) fiir G € C™" und ¢ € C" konvergiert fiir alle Startwerte x° € C"
gegen (I — G)71c, wenn p(G) < 1 gilt. Ist p(G) > 1, so existiert zumindest ein Startwert, fiir
den die Iteration nicht konvergiert.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus Lemma 2.1. Fiir die zweite Aussage, betrachte

x% = x* + v, wobei v ein Eigenvektor zu einem Eigenwert |A| > 1 ist. m]

Da jede Norm eine obere Schranke fir den Spektralradius darstellt, konvergiert also die
Richardson-Iteration (2.2) gegen die Losung x* von Ax = b, wenn ||I — A|| < 1ist. Dies
bedeutet, dass A bereits ,nahe“ an der Identitit sein muss, was offensichtlich eine sehr
schwere Einschrankung darstellt. Deshalb sucht man nach besseren Iterationsmatrizen,
die auch in anderen Féllen zur Konvergenz fithren. Einige klassische Ansétze werden im
nachsten Abschnitt beschrieben.

Aus der Darstellung des Iterationsfehlers e = G¥e® lasst sich auch eine Abschitzung der
Konvergenzgeschwindigkeit herleiten: Im (geometrischen) Mittel wird der Fehler um den
Faktor ||G¥||/* reduziert. Ist man an der asymptotischen Rate interessiert (also fiir k — o),
kann man folgendes Lemma verwenden, dessen Beweis ahnlich dem von Lemma 2.1 auf
der Jordan-Normalform basiert.
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2 STATIONARE VERFAHREN

Lemma 2.3. Sei ||-|| submultiplikativ und vertrdglich mit einer Vektornorm. Dann gilt fiir
A c Cnxn
(2.14) Jim [|ASME = p(a).

Daraus kann man abschitzen, wie viele Schritte notig sind, um den Fehlern unter eine
vorgegebene Schranke # := ¢||e°|| zu bekommen: Umformen von IG¥|* < & und Grenz-
iibergang auf einer Seite ergibt

Ine
. k> .
(2.15) 2 o

2.2 KLASSISCHE ZERLEGUNGS-STRATEGIEN

Ist C € C™" eine regulare Matrix, so gilt Ax* = b genau dann, wenn CAx™ = Cb ist. Die
zugehorige Fixpunktiteration lautet

(2.16) 1 = (I = CA)x* + Cb.

Wir suchen also Matrizen, fir die ||I — CA|| < 1ist, das heifit CA ~ I gilt.

Die klassischen Methoden gehen dafiir alle von der Zerlegung A = L + D + R mit einer
strikten unteren Dreiecksmatrix L, einer Diagonalmatrix D und einer strikten oberen
Dreiecksmatrix R aus (d. h. die Diagonaleintrage von L und R sind gleich 0).

Jacobi-Iteration: C = D!

Diese Wahl? fiithrt zu der Iterationsvorschrift
(2.17) X = (I-D'A)x* + Db,

die durchfithrbar ist, solange a;; # 0 ist fiir alle 1 < i < n. Einsetzen von A =L+ D +R
liefert

(2.18) Dx**' = b — (L + R)x*.

Durch zeilenweise Betrachtung erhélt man daraus den folgenden Algorithmus.

?Dies ist eine stark vereinfachte Fassung des Jacobi-Verfahrens fiir die Eigenwertberechnung, welches Carl
Gustav Jacobi 1846 fiir die Berechnung von Stérungen von Planetenbahnen entwickelte.
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2 STATIONARE VERFAHREN

Algorithmus 2.1 Jacobi-Iteration

Input: a;j,b;,x), e > 0,k =0
1 while ||b — Ax¥|| > ¢||b — Ax°|| do

2: fori=1tondo
3: xlkﬂ = bi - J 1 al]x Zn i+l al]x ) /all
4: k—k+1
.k
Output: x;

Die Konvergenz kann nur fiir bestimmte Klassen von Matrizen gezeigt werden. Eine Matrix
A € C™" heifit streng diagonal dominant, falls

n
(2.19) laii| > Zlaij| furalle1 <i < n.

j=1
J#i

Satz 2.4. Sei A € C™" streng diagonal dominant. Dann konvergiert die Jacobi-Iteration.

Beweis. Es gentigt zu zeigen, dass fiir eine beliebige induzierte Matrixnorm ||I — CA|| < 1
gilt. Wir wiahlen die Zeilensummennorm und erhalten

|aij|

(2.20) Il =D7'Alleo = IDH(L +R) || = max Z <1,
]il | ll|
da A streng diagonal dominant ist. Aus Satz 2.2 folgt dann die Konvergenz. m]

Dieses Verfahren wird trotz seiner im Allgemeinen vergleichsweise schlechten Konvergen-
zeigenschaften in der Praxis noch o6fters verwendet (nicht zuletzt wegen seiner einfachen
Implementierung). Ein weiterer Vorteil ist, dass die Berechnung der x; in jedem Schritt
unabhingig voneinander erfolgt; das Verfahren ist also sehr gut parallelisierbar.

Gauf-Seidel-Iteration: C = (D +L)™

Der Iterationsschritt3 dazu lautet also
(2.21) XM= (I-(D+L)A)x*+(D+L) .

Dabei berechnet man (D + L) ™! nicht explizit; da (D + L) eine untere Dreiecksmatrix ist,
lasst sich das zugehorige Gleichungssystem leicht durch Vorwartssubstitution l9sen:

(2.22) (D + L)x**' = b — Rx*.

3publiziert 1874 von Philipp Ludwig von Seidel
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2 STATIONARE VERFAHREN

Fithrt man Matrix-Multiplikation und Substitution zeilenweise aus, erhalt man das folgende
Verfahren.

Algorithmus 2.2 Gauf-Seidel-Iteration

Input: a;j, b, x?, e > 0
1 while ||b — Ax¥|| > ¢||b — Ax°|| do
2: fori=1tondo
3: xk = (b; - 3;11 aijxf+1 -2 i aijxf) /aii
4 k—k+1
Output: xlk

Dies entspricht der Jacobi-Iteration, wenn man bereits berechnete x; in der Gleichung fiir
x; einsetzt. Damit ist das Verfahren nicht mehr ohne weiteres parallelisierbar. Auflerdem
hangt die Konvergenzgeschwindigkeit von der Reihenfolge der Berechnung der x; ab, ist
aber fiir wichtige Klassen von Matrizen hoher als bei der Jacobi-Iteration.

Satz 2.5. Sei A € C™" streng diagonal dominant oder symmetrisch positiv definit. Dann
konvergiert die Gauf3—Seidel-Iteration.

SOR-Verfahren (“successive over-relaxation”)

Das SOR-Verfahren#* basiert auf einer anderen Schreibweise der Gauf3—Seidel-Iteration
k k = k z k
1 _ -1 +1
(2.23) x;p o =x; +ay; |bi— le aijx;" - Z a;jx; | -
Jj= j=i

Wir addieren also in jedem Schritt eine “Korrektur” zu xlk. Konvergiert das Verfahren nun
zu langsam, konnen wir womoglich durch eine starkere Korrektur die Konvergenz beschleu-
nigen. (Konvergiert das Verfahren nicht, konnte eine kleinere Korrektur die Konvergenz
wiederherstellen.) Wir multiplizieren den Korrekturterm deshalb mit einem Relaxationspa-
rameter v, und erhalten

Algorithmus 2.3 SOR-Iteration

Input: a;;, bi,x?, e>0,k=0,0
1 while ||b — Ax¥|| > ¢||b — Ax°|| do
2: fori=1tondo
3: xf” = xlk +w|b; — ;;11 aijxj.‘“ - Z;’:i a,-jxf) /aii
4: k—k+1
Output: xf

4entwickelt von David Young fiir seine 1950 verfasste Doktorarbeit tiber die numerische Lésung von
partiellen Differentialgleichungen
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Durch Wahl des richtigen Parameters lasst sich die Konvergenz des Verfahrens entscheidend
beschleunigen. Leider ist der optimale Parameter in der Regel nicht bekannt; man kann
aber zumindest beweisen, welche Parameter iiberhaupt zu einem konvergenten Verfahren
fithren.

Satz 2.6. Sei A € C™". Dann konvergiert das SOR-Verfahren genau dann, wenn gilt
« w € (0,2) fiir symmetrisch positiv definite A,

« w € (0,1] fir streng diagonal dominante A.
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3 ORTHOGONALITAT UND PROJEKTIONEN

Moderne Iterationsverfahren nutzen in fundamentaler Weise die Geometrie des euklidi-
schen Vektorraums C" aus. Diese Geometrie wird im Wesentlichen durch den Begriff des
Skalarprodukts und der dadurch definierten Orthogonalitét vermittelt.

Wir erinnern: Fur jeden Unterraum U C C" kann nach (1.3) jeder Vektor x € C" auf
eindeutige Weise dargestellt werden als

(3.1) X=u+u,, ueU, u, €U,

wobei U+ das orthogonale Komplement von U bezeichnet. Durch die Zuordnung x — u
wird daher eine lineare Abbildung P : C" — U definiert, die P(P(x)) = P(x) fur allex € C"
erfiillt. Solche Abbildungen nennt man Projektionen, und sie stellen die Grundlage vieler
moderner Iterationsverfahren dar. In diesem Kapitel werden wir daher ihre fundamentalen
Eigenschaften untersuchen, die in den folgenden Kapiteln ausgeniitzt werden. Wir werden
dabei nach Bedarf zwischen drei verschiedenen Sichtweisen wechseln: die geometrische
(iber die verwendeten Unterraume), die algebraische (iiber P als lineare Abbildung), und
die numerische (iiber die konkrete Matrixdarstellung).

3.1 PROJEKTIONEN

Wir betrachten zundchst moglichst allgemeine Projektionen, bevor wir auf den Spezial-
fall der orthogonalen Zerlegung zuriickkommen. Im folgenden sei (-, -) ein beliebiges
Skalarprodukt und ||-|| die dadurch induzierte Norm.

Definition 3.1. Eine lineare Abbildung P : C* — C" heif3t Projektion, falls gilt
P*:=PoP=P.
Die folgenden Eigenschaften sind eine direkte Folgerung aus der Definition.

Lemma 3.2. Sei P eine Projektion. Dann gilt:

« I — P ist eine Projektion;
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3 ORTHOGONALITAT UND PROJEKTIONEN

« Ker(P) =Im(I — P);
« Ker(P) N Im(P) = {0}.

Aus den letzten beiden Eigenschaften und der Gleichung x = x — Px + Px = (I — P)x + Px
folgt sofort
C" = Ker(P) & Im(P).

Sind umgekehrt zwei Unterrdume M und S mit C" = M @ S gegeben, konnen wir mit ihrer
Hilfe eine Projektion P definieren: Haben wir die (eindeutige) Darstellung x = v + w mit
v € Mund w € S, so setzen wir Px := v. Wir nennen dann P die Projektion auf M entlang S.
Offensichtlich ist Im(P) = M und Ker(P) = S. Wir halten also fest: Eine Projektion wird
durch ihr Bild und ihren Kern eindeutig festgelegt.

Oft ist es bequemer, statt S das orthogonale Komplement L := S* zu spezifizieren. Wir
sprechen dann von der Projektion auf M senkrecht zu L. Wieder gilt: Durch M und L wird
eine Projektion P eindeutig festgelegt, wenn C" = M & L~ ist. In diesem Fall haben wir
dann

M =ImP, L = Ker(P)* =Im(I - P)*,

woraus auch sofort die niitzliche Tatsache folgt, dass Px = 0 genau dann gilt, wenn x L L
ist. Wir halten fest

Satz 3.3. Seien M und L Unterrdume von C" mit dim(M) = dim(L) =m < nund M N L+ =
{0}. Dann wird durch die Zuordnung P : x — v mit

(i) veM,
(ii) (x —v) LL,
eine Projektion P : C" — M eindeutig festgelegt.

Die durch die Zerlegung in (3.1) vermittelte Projektion erkennen wir also als den Spezialfall
M = L = U wieder, der sich durch einige niitzliche Eigenschaften auszeichnet.

Definition 3.4. Eine Projektion heifit orthogonal, wenn Ker(P) = Im(P)* ist. Eine nicht-
orthogonale Projektion nennt man schiefe Projektion.

Um orthogonale Projektionen zu charakterisieren, ohne Kern und Bild bestimmen zu
missen, betrachten wir zuerst die zu einer (beliebigen) Projektion P adjungierte Abbildung
P*, definiert durch

(3.2) (P*x,y) = (x,Py) furallex,ye C"
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3 ORTHOGONALITAT UND PROJEKTIONEN

Diese ist selber eine Projektion, denn fiir alle x, y € C" gilt

((P")%x, y) = (P*x,Py) = (x, P’y) = (x,Py) = (P*x, y).

Also ist (P*)?x — P*x € (C")* = {0} und damit (P*)? = P*. Weiterhin folgt aus (3.2),
dass y € Ker(P) impliziert, dass y L Im(P*) ist, und umgekehrt. Genauso ist x € Ker(P")
aquivalent zu x L Im(P). Es gilt also:

{Ker(P*) =Im(P)*,

(3.3) Ker(P) = Im(P*)*.

Da Bild und Kern die Projektion eindeutig charakterisieren, folgern wir, dass P* die Projekti-
on auf Ker(P)* senkrecht zu Im(P) ist. AuBerdem bedeutet (3.3) auch, dass eine Projektion
P orthogonal ist, wenn P* = P, also P selbstadjungiert ist. Tatsdchlich gilt auch die Umkeh-
rung.

Lemma 3.5. Eine Projektion P ist orthogonal genau dann, wenn sie selbstadjungiert ist.

Beweis. Dass selbstadjungierte Projektionen orthogonal sind, folgt direkt aus der Definition
und (3.3). Sei nun P eine orthogonale Projektion. Dann ist

Ker(P) = Im(P)* = Ker(P"),
Im(P) = Ker(P)* = Im(P%),

wieder nach Definition und (3.3). Da eine Projektion durch Bild und Kern eindeutig festge-
legt wird, muss P* = P gelten. m]

Wir sammeln nun einige niitzliche Eigenschaften orthogonaler Projektionen. Ist P eine
orthogonale Projektion, so gilt Im(P) = Ker(P)* = Im(I — P)*. Daraus folgt sofort
(Px,(I - P)x) =0 furalle x € C".
Also ist fiir x € C*
IxI? = lIPx + (I = P)x|I* = |Px|I” + || = P)x]I%,
da der gemischte Term verschwindet. Weil der letzte Summand nichtnegativ ist, muss

1Px]|* < Jlx|f®

gelten. Da ||Px|| = ||x|| fiir x € Im P gilt, folgt aus der Definition der induzierten Norm,
dass (falls P # 0)
(3.4) IPll =1

ist.! Die fiir uns wichtigste Eigenschaft ist jedoch die Optimalitit der orthogonalen Projek-
tion beziiglich bestimmter Minimierungsprobleme.

'Dagegen gilt fiir schiefe Projektionen stets ||P|| > 1!
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3 ORTHOGONALITAT UND PROJEKTIONEN

Satz 3.6. Sei P eine orthogonale Projektion auf einen Unterraum U C C" und z € C" gegeben.
Dann ist
||Pz — z|| = min||x — z||.
xeU

Beweis. Sei x € U beliebig. Dann ist auch Pz — x € U und wegen U = Im(P) = Im(I — P)*
ist (z — Pz, Pz — x) = 0. Daraus folgt aber
Ix = zl|* = llz = Pz + Pz = x||* = |lx = Pz||* + ||z = Pz||* > ||z - Pz|]%,

mit Gleichheit fir x = Pz € U. O

Aus Satz 3.3 folgt daraus sofort die folgende Charakterisierung von Minimierern, die wir
spater verwenden werden.

Folgerung 3.7. Sei U ein Unterraum von C" und z € C". Dann ist

llx" — z|| = min||x — 2|l
xeU

genau dann, wenn
*

x*eU und x*—z1U

gilt.

Um Projektionen einfach berechnen zu kénnen, suchen wir nun nach Matrixdarstellungen
von schiefen und orthogonalen Projektionen. Dazu bendtigen wir eine Basis der betroffenen
Unterraume. Seien M und L wieder Unterraume von C" der Dimension m < n, und P
die Projektion auf M senkrecht zu L (beziiglich des kanonischen Skalarprodukts). Wir
betrachten nun eine Basis vy, ..., v,, von M und eine Basis wy, ..., w, von L, sowie die
Matrizen

Vi=o1,...,0ml, W= [wy,..., wy] € C™™,

Sei nun Px € M beliebig. Dann existiert ein £ € C™ mit

m
Px = Z gﬂ)i = Vé’/
i=1
und die Bedingung x — Px L L ist dquivalent zu
wi(x =V =(x-VEw;) =0 firallel1<j<m.
Schreiben wir diese m Bedingungen als einen Vektor, so erhalten wir die Gleichung

W*(x - V&) =0eC™,
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3 ORTHOGONALITAT UND PROJEKTIONEN

d.h. W*V¢ = W*x. Da nach Voraussetzung M N L+ = {0} (also kein nicht-trivialer Vektor
in M orthogonal zu L) ist, ist W*V € C™™ nicht singular (sonst miisste w;v = 0 fiir ein
v=VEe M, &+ 0,und alle 1 < i < m sein, im Widerspruch zur Voraussetzung). Wir

erhalten dann
Px = V(W*V) 'W*x.

Ist P eine orthogonale Projektion auf M und vy,...,v, eine orthonormale Basis, dann
vereinfacht sich (3.1) zu

(3.5) Px =VV*x.

Es ist hilfreich, diese Matrixmultiplikation komponentenweise zu betrachten: Der i-te
Eintrag des Vektors V*x ist v}x. Die Matrixmultiplikation mit V' bildet dann eine Linear-
kombination der Spalten von V:

m
(3.6) VVix = Z(x, ;)0;.

i=1

Dies entspricht der gewohnten Berechnung der Projektion mit Hilfe einer Orthonormalbasis.
Effiziente und stabile Algorithmen zur Konstruktion solch einer Basis stellen also einen
Kern aller projektionsbasierten Verfahren dar.

3.2 ORTHONORMALISIERUNGSVERFAHREN

Jeder Unterraum besitzt eine orthonormale Basis, die sich aus einer gegebenen Basis

X1, - . ., Xm mit Hilfe des Gram—Schmidt-Verfahrens konstruieren lasst. Dabei wird schritt-
weise die neue Basis g, . . ., g, so konstruiert, dass die einzelnen Vektoren g; normiert
(d.h. ||lgi]| = 1) und orthogonal zu den bereits konstruierten Vektoren g; fiir j < i sowie

im Spann der x; fiir k < i sind. Wir subtrahieren von x; also alle Beitrédge, die bereits in
Richtung der g; liegen. Bezeichnet P; die orthogonale Projektion auf {g;}, so setzen wir

gi == xi = Pix; = Pox;y — - - = Piyx;

und normieren anschlieflend
qi = 11G:ll G-
Mit Hilfe der Darstellung (3.6) der Projektion auf {v;} erhalten wir den Algorithmus 3.1,

von dem man sich leicht vergewissert, dass er genau dann vorzeitig abbricht, wenn die x;
linear abhéngig sind, und ansonsten orthonormale Vektoren produziert.

Betrachten wir Schritt 6 und 11 in Algorithmus 3.1 und 16sen wir nach x; auf, so erhalten

wWI1r )
J
x]' = Z r,-jqi.
i=1

27



3 ORTHOGONALITAT UND PROJEKTIONEN

Algorithmus 3.1 Gram-Schmidt-Verfahren
Input: xy,...,x, € C"\ {0}

u oy =[xl

22 q1=x1/rn

3: for j=2,...,mdo

4 fori=1,...,j—1do

5 rij = {xj, qi)

6 G=x;- X g
7: Fjj = llqll

8 if rjj = 0 then

9 stop

10 else

1 qj =q/rjj

Output: q,....qnm

Bezeichnen wir mit R die obere Dreiecksmatrix mit den Eintrdgen r;;, i < j, und schreiben
Q= [q1,...,qm], so ist x; die j-te Spalte von QR und daher

X :=[x1,...,xm] = OR.
Weiter ist Q unitér (da die Spalten von Q nach Konstruktion orthonormal sind). Das Gram-
Schmidt-Verfahren berechnet also die QR-Zerlegung der Matrix X.

Aufgrund von Rundungsfehlern kann die Orthogonalitdt der Vektoren aber verloren gehen,
wenn viele Projektionen subtrahiert werden miissen. Ein numerisch stabileres Verfahren
erhilt man, indem man statt der Subtraktion jeweils auf das orthogonale Komplement von

{q;} projiziert:
Gi:=I—=Piy)...(I-P)(I- Py)x;.

Dieses Vorgehen fithrt auf das modifizierte Gram-Schmidt-Verfahren (Algorithmus 3.2).
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3 ORTHOGONALITAT UND PROJEKTIONEN

Algorithmus 3.2 Modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren
Input: xy,...,x, € C"\ {0}
t o = ||

2 q1:x1/r11
3: for j=2,...,mdo

4: C]:x]'

5 fori=1...,j—1do
6 rij = (4. 9i)

7 q=q-rijqi

8 rij = 114l

9 if rj; = 0 then

10: stop

1 else

12: qj :c]/rjj

Output: q,....qnm

Neben Projektionen bieten sich auch Givens-Rotationen und Householder-Reflexionen als
Grundlage fiir Orthonormalisierungsverfahren beziehungsweise die Berechnung der QR-
Zerlegung einer Matrix an. Wir werden spater auch spezialisierte Verfahren kennenlernen,
die an die Struktur der Basisvektoren bestimmter Unterraume angepasst sind.
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4 PROJEKTIONSVERFAHREN

Die meisten modernen iterativen Verfahren beruhen auf Projektionen auf geeignete Un-
terraume. Es ist daher hilfreich, zuerst allgemeine Projektionsverfahren fiir die Losung
linearer Gleichungssystem zu betrachten und die einfachsten eindimensionalen Beispiele
kennenzulernen, bevor man zu verbreiteten Verfahren wie CG und GMRES tibergeht. Die
in diesem Kapitel vorgestellten Methoden stellen auflerdem Prototypen fiir die spater
behandelten Algorithmen dar.

4.1 ALLGEMEINE PROJEKTIONSVERFAHREN

Die Grundidee von Projektionsverfahren ist, die Losung x* € C" des linearen Gleichungs-
systems Ax = b fir A € C™" und b € C" durch ein X in einem gegebenen Unterraum
K c C" anzundhern. Hat K die Dimension m < n, so hat x genau m Freiheitsgrade, die
durch m linear unabhingige Bedingungen festgelegt werden konnen. Dafiir fordert man,
dass das Residuum b — Ax orthogonal zu einem weiteren Unterraum £ C C" der Dimension
m ist. Man sucht also ein X, das die Galerkin-Bedingungen'

xeK
b-Ax L L
erfiillt. Ublicherweise werden in einem Projektionsverfahren eine Folge solcher Nidherun-
gen x (jeweils mit neuen Unterrdumen K und £) berechnet, wobei man in jedem Schritt
die bereits berechnete Niherung ausnutzt. Man sucht fiir einen gegebenen Startwert x°
also eine neue Naherung

$ex’+K = {x0+5x : 5x€‘K}.

Die Orthogonalititsbedingung ist in diesem Fall b — A(x? + §x) L £. Fithren wir das
Residuum des Startwerts r° := b — Ax? ein, so kann man ein die Galerkin-Bedingungen
erfiillendes x konstruieren durch

(i) Berechne 8x € K, so dass (r’ — ASx, w) = 0 fiir alle w € L ist,

'Nach Boris Grigorjewitsch Galjorkin, einem russischen Bauingenieur. Sein Verfahren der Finiten Elemente,
publiziert 1915, beruht auf einem dhnlichen Ansatz.
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(i) Setze X = x° + dx.

Istoy, ..., v, eine Basis von K und wy, . . ., wy, eine Basis von £, so konnen wir den Projek-
tionsschritt in Matrixform schreiben, indem wir wieder die Matrizen V = [ovy,...,0y] und
W = [wy, ..., wy] einfithren und den Koeffizientenvektor £ € C™ mit V& = §x betrachten.
Die Galerkin-Bedingungen sind dann dquivalent zu

=x"+V¢
WHAVE = W*r’.
Ist W*AV € C™ invertierbar, so ist die neue Naherung explizit gegeben durch
F=x"+ V(W AV) w0,

Ein abstraktes Projektionsverfahren hat also die folgende Form:

Algorithmus 4.1 Allgemeines Projektionsverfahren

Input: AcC”" beC,x"ecC" k=0
' =b- Ax°
2: while ||r¥]|; > 0 do

Waihle Unterraume K, L

3:
4 Waihle Basen V, W von ‘K und £
5. E= (WrAV)twrrk
6: X = xk Ve
7 rk+1 —ph- Axk+l
8: k—k+1
Output: x*

Die tatsdchlich verwendeten Verfahren stellen in der Regel die Matrix W*AV nicht explizit
auf, sondern nutzen die Struktur von K und £ und ihrer Basen aus, um den Schritt 5
effizient zu berechnen.

Man unterscheidet jetzt zwei wichtige Klassen von Verfahren:
(i) Ritz—Galerkin-Verfahren sind orthogonale Projektionsverfahren mit £ = K.

(ii) Petrov—Galerkin-Verfahren sind schiefe Projektionsverfahren mit £ # K. Als beson-
ders attraktive Wahl wird sich in diesem Fall £ = AK erweisen.

Ritz-Galerkin-Verfahren: £ =%

Als erstes miissen wir iiberlegen, wann wir Invertierbarkeit der Matrix W*AV garantieren
konnen. Dafiir ist es nicht ausreichend, dass A invertierbar ist, wie man am Beispiel

ol vl
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4 PROJEKTIONSVERFAHREN

erkennt: Es darf kein Vektor in AK orthogonal zu £ = K sein. Dies ist der Fall, wenn A
selbstadjungiert und positiv definit ist.

Lemma 4.1. Sei K c C" ein Unterraum, A C C™" selbstadjungiert und positiv definit, und
V,W e C™™. Bilden die Spalten von V und W jeweils eine Basis von K, dann ist W*AV
invertierbar.

Beweis. Unter den Voraussetzungen an V und W existiert eine invertierbare Matrix X €
C™™ mit W = VX, und es gilt

W*AV = X*"V*AV.
Es geniigt also zu zeigen, dass V*AV invertierbar ist. Da A positiv definit ist, gilt
(VFAVE E) = (AVEVE) =: (An,n) > 0 furalle £ € C™\ {0},

da V vollen Spaltenrang hat und daher injektiv ist. Also ist auch V*AV selbstadjungiert
und positiv definit und damit invertierbar. ]

Aufgrund der Eigenschaften von A definiert (-, -)4 := (-, A-) ein Skalarprodukt. Wir erhalten
daher eine A-orthogonale Projektion, die analog zu Folgerung 3.7 Optimalitdtseigenschaften
beziiglich der induzierten Norm ||-||4 hat.

Satz 4.2. Sei K ein Unterraum von C", x° b € C" beliebig und A € C™" selbstadjungiert
und positiv definit. Setze x* := A™'b. Dann ist

I¥ = x"[la = min_ [lx —x7|la
xexO+K
genau dann, wenn gilt

ex’+K
b—-Ax L K.

Beweis. Wir gehen wie im Beweis von Satz 3.6 vor. Fiir alle v € K folgt aus den Galerkin-
Bedingungen

(X —x",0)4 = (x —x", Av) = (A(x — x*),0) = (Ax — b,v) = 0.
Fiir beliebiges x € x° + K ist dann x — X € K, und es gilt

=115 = flr = %4 % = I3 = Il = I + 200 = %% — x4+ 1% - 275

S 2
> [|x = x"|| 4,

weshalb das Minimum fiir x = X € x° + K angenommen wird. m]
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Fiir die Konvergenzanalyse von Projektionsverfahren nutzt man aus, dass auch der Fehler
e := x*—x durch eine Projektion charakterisiert werden kann. Definieren wir den Startfehler
e’ := x* — x0, erhalten wir die Relation

Aé = Ax* — Ax = Ax* — A(xX° + 6x) = A(e - 6x).
Da Ax* = b gilt, ist die Galerkin-Bedingung b — Ax L K dquivalent zu
0= (b— A% 0) = (A(e” — 6x),0) = (® — 6x,0)4

fiir alle v € K. Also ist 5x € K die A-orthogonale Projektion von e® auf K. Aus

e =x"—x"—Sx+6x=¢+6x

folgt weiter, dass ¢ = e’ — §x A-orthogonal zu K ist. Solche Verfahren nennt man daher
auch Fehlerprojektionsverfahren. Bezeichnen wir die A-orthogonale Projektion auf K mit
P, : C" — K, erhalten wir die Relationen

Sx = Pye’,
é=(I—Py)e.

Da mit P4 auch I — P4 eine A-orthogonale Projektion (ndmlich auf das A-orthogonale
Komplement von K ist, folgt aus (3.4) sofort ||é]|4 < ||e°||4. Schérfere Abschitzungen und
insbesondere Konvergenzresultate erhilt man erst, wenn man die spezielle Wahl von K
beriicksichtigt.

Petrov-Galerkin-Verfahren: £ = AKX

Seien wieder die Spalten von V' = [oy,...,0,] eine Basis von K und die Spalten von
W = [wy, ..., wy] eine Basis von AK. In diesem Fall konnen wir die Invertierbarkeit von
W*AV in Algorithmus 4.1 fiir jede nichtsinguldre Matrix A garantieren.

Lemma 4.3. Sei K c C" ein Unterraum, A C C™" invertierbar, und V,W € C™™, Bilden
die Spalten von V eine Basis von K und die Spalten von W eine Basis von AK, dann ist auch
W*AV invertierbar.

Beweis. Unter den Annahmen gilt W = AVX fur eine invertierbare Matrix X € C™™.
Damit ist

W*AV = X*V*A*AV = X*(AV)*AV
invertierbar, da (AV)*AV nicht singular ist (sonst wire [|[AV¢||, = 0 fur ein & # 0 - ein

Widerspruch zur Invertierbarkeit von A und linearen Unabhangigkeit der Spalten von
V). O
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Da £ # K gilt, konnen wir in diesem Fall die Eigenschaften orthogonaler Projektionen nicht
verwenden. Die spezielle Wahl von £ gestattet dennoch, dhnliche Optimalitéatsresultate
wie im orthogonalen Fall zu beweisen.

Satz 4.4. Seien K ein Unterraum von C", x°, b € C" beliebig, und A € C™". Dann gilt

|b — Ax||z = min_[[b— Ax]|;
xexO+K

genau dann, wenn gilt
xex"+ %K,
b—-Ax L AK.

Beweis. Setze j := AX. Dann ist j € Ax® + AK und b — j L AK. Also ist j — Ax° die
orthogonale Projektion von b — Ax° auf AK, und wie im Beweis von Satz 4.2 zeigt man
nun, dass y das Minimierungsproblem min ¢ a0, a%||b — y||2 16st. O

Dieses Projektionsverfahren minimiert also das Residuum iiber alle Vektoren in K. Setzen
wir r% := b — Ax® und 7 := b — A%, so erhalten wir analog zum Ritz-Galerkin-Verfahren

F=b—-A(x"+8x) =r’ — Abx.

Aus der Bedingung 7 = 1~ Adx 1 AK folgt, dass ASx € AK die orthogonale Projektion von
r® auf AKX ist, und 7 im orthogonalen Komplement von AK liegt. Bezeichnet P : C" — AK
die orthogonale Projektion auf A%K, dann folgt
Adx = Pr',
F=(-P)r’

und damit ||7||; < ||7°||2. Solche Verfahren nennt man auch Residuumsprojektionsverfahren,

und die Fehleranalyse basiert dementsprechend auf der Betrachtung des Residuums.

4.2 EINDIMENSIONALE PROJEKTIONSVERFAHREN

Wir betrachten nun die einfachsten Beispiele fiir die oben untersuchten Klassen, in denen
die Unterraume jeweils eindimensional sind, d. h. fir o, w € C" \ {0} wahle

K = span {v}, L = span {w}.
In diesem Fall vereinfacht sich Schritt 5 im Projektionsverfahren (Algorithmus 4.1) zu®
k _ <rk9 W> _.
(Av,w)
*Zum Beispiel lasst sich das Gauss—Seidel-Verfahren als Projektionsverfahren interpretieren, wobei die

Aktualisierung der einzelnen Komponenten in der innersten Schleife einem Projektionsschritt fiir K =
L = span {e;} entspricht.

£=(w"Av) 'w'r Q.
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Gradientenverfahren: £ =K

Wir nehmen an, dass die Matrix A € R™" symmetrisch und positiv definit ist. Aus Satz 4.2
wissen wir, dass ein Schritt im Projektionsverfahren den Fehler ||x — x*||4 entlang des
Vektors v minimiert. Der grofite Abstieg in der Norm geschieht dabei entlang des negativen
Gradientens der Funktion f(x) = ||x — x* ||124 = (x —x*, A(x — x¥)), also

-Vf(x) = -2(Ax — Ax™) = 2(b — Ax) = 2r.

Im Schritt k wahlen wir daher K = £ = span {r*} und erhalten

1 rk=b— Axk

2 ag = (rk, r%) J(rk, Ark)

3 XM = xF 4 gk
Da A symmetrisch und positiv definit ist, bricht das Verfahren nur ab, wenn rk = 0 ist. In
diesem Fall ist aber x* bereits die gesuchte Losung (ein sogenannter ,lucky breakdown®).
Eine weitere niitzliche Beobachtung ist, dass das Verfahren nach Konstruktion die Ritz-
Galerkin-Bedingungen erfiillt und daher insbesondere das Residuum r**' = b — Ax**!
orthogonal zu K} = span {r*} ist.

Man kann eine Matrix-Vektor-Multiplikation sparen, indem man die Berechnungen etwas
rearrangiert. Multipliziert man Schritt 3 mit —A und addiert b, erhalt man

(4.1) = b — A = b — AxF — o APF = FF — g AFR

Fuhrt man den Hilfsvektor pk := Ark ein, erhilt man das Gradientenverfahren.3

Algorithmus 4.2 Gradientenverfahren
Input: Ac R™ beR", x°eR", e>0,k=0
0 =b— Ax°, p° = Ar°
2: while ||r¥]|, > ¢ do
=R

3

4 X = k4 gy rk

5: rk+1 — rk _ Ofkpk

6 pk+1 = Ark+

7: k—k+1
Output: x*

Fiir den Beweis der Konvergenz benétigen wir das folgende Resultat, das eine Art Cauchy—
Schwarz-Ungleichung fiir Eigenwerte darstellt.

3von Augustin-Louis Cauchy 1847 publiziert
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Lemma 4.5 (Kantorovich*-Ungleichung). Sei A € R™" symmetrisch und positiv definit mit
Eigenwerten
M2 24,>0,

und sei k = A1/ A, die Konditionszahl von A (beziiglich der euklidischen Norm). Dann gilt

(x, Ax) (x, A" x) - 1
(x, x)? !

2
(K% + K_%) fur allex € R" \ {0}.

Beweis. Sei p = (/ln/h)% das geometrische Mittel der beiden extremalen Eigenwerte und
setze B := y ' A+pA~L. Dann ist B symmetrisch und positiv definit und besitzt die Eigenwerte
p A+ pA fiir 1 < i < n. Weiter ist fiiralle 1 < i < n

1 -1 -1 -1
K2=p Ay Sp A S p A = k2.

N

Da die Funktion z +— z + z7! auf (0,1] und [1, ) monoton (fallend bzw. steigend) ist,
erhalten wir aus der ersten bzw. zweiten Ungleichung (je nachdem, ob z~!A; < 1 oder nicht)

- - 1 1 .
A+ pAt < kT4, 1<i<n

Mit dieser Abschatzung der Eigenwerte von B und dem Satz von Courant-Fischer erhalten
wir daher 1 1
1, Ax) + (e, A7x) = (x, Bx) < (k2 +k72)(x, x).

Wir wenden jetzt auf die linke Seite die (verallgemeinerte) Youngsche Ungleichung
1 -1 4 1 1 -1
(ab)z = (p~a)2(pb)2 < 2 (1 'a+ pub)

fiir a = (x, Ax) und b = (x, A™'x) an, quadrieren beide Seiten, und erhalten die Kantorovich-
Ungleichung. m]

Damit kénnen wir nun eine Fehlerabschétzung fiir das Gradientenverfahren zeigen (natiir-
lich in der Energienorm, da es sich um ein orthogonales Projektionsverfahren handelt).

Satz 4.6. Sei A € R™" symmetrisch und positiv definit und sei x* = A'b. Dann gilt fiir die
Niéherungen x* im Gradientenverfahren

k
K—1
I = < (5] I =l

4Leonid Witaljewitsch Kantorowitsch, zwischen 1934 und 1960 Professor fiir Mathematik an der Universitét
Leningrad und spater Forschungsdirektor am Moskauer Institut fiir Nationale Wirtschaftsplanung. Fir
seine Anwendung der Linearen Programmierung in der Wirtschaftsplanung teilte er sich 1975 den Wirt-
schaftsnobelpreis. Auflerdem leistete er viele Beitrage in Funktionalanalysis und Approximationstheorie.
Der hier gefithrte Beweis geht auf Dietrich Braess zurtick.
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Beweis. Ist r* = 0, so ist Ax* = b und damit x* — x* = 0, und die Abschitzung ist trivialer-
weise erfiillt. Sei nun r* # 0. Wir betrachten den Fehler

k k k

L=y — ok gk = e — gk,

ek+1 — x* —x

der die Gleichung
Aek+1 — Ax* _Axk+1 — rk+l

erfiillt. Verwenden wir die Rekursion fiir 7*! und die Orthogonalitit der Residuen r* und
r**! aus den Galerkin-Bedingungen, erhalten wir

||€k+1||124 — <€k+1, Aek+l>
— <€k+l, rk+l>

— <€k _ OCkrk, l"k+1>

= ek, rF — o AFF)
= (A7, PRy — o (AT, AR
() )

=AY Y 1 - g — L
( ) ( ATy

Einsetzen von r* = Ae¥ und der Definition von ¢y ergibt

3 (rk,rky (R ek )
(rk, Arky (rk, A-1rky |

k+1)12 k2
115 = et 11 (1

Auf den Bruch wenden wir nun die Kantorovich-Ungleichung an und bringen die Klammer
auf einen gemeinsamen Nenner. Durch Induktion erhalten wir daraus die Aussage. O

Da stets k > 1 gilt, folgt daraus die Konvergenz des Gradientenverfahrens fiir symmetrisch
positiv definite Matrizen. Im Gegensatz zu den stationaren Verfahren wie dem Jacobi- oder
Gauss—Seidel-Verfahren hangt hier die Konvergenzgeschwindigkeit nicht von der Groéf3e,
sondern vom Verhdltnis der Eigenwerte ab: Je naher die Eigenwerte beieinander liegen,
desto schneller konvergiert das Gradientenverfahren.

MR-Iteration: £ =AK

Sei nun A € R™" regulir. Wir wihlen wieder K = span {r*} mit r* = b — Ax*, d.h.
L = span {Ar¥}. Das Projektionsverfahren (Algorithmus 4.1) hat dann die Form

1 rk=b— Axk

2 oy = (rk, Ark) J(Ark, Ark)

3 XM = xF 4 ok
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4 PROJEKTIONSVERFAHREN

Wie wir bereits gesehen haben, minimiert jeder Schritt die Norm des Residuums ||b — Ax||»
in Richtung k. Auch hier bricht das Verfahren nur ab, wenn rf = 0 ist, da A regular ist.

Mit Hilfe der Rekursion (4.1) fiir r**! und dem Hilfsvektor p* erhalten wir die MR-Iteration
(nach ,minimal residual®).

Algorithmus 4.3 MR-Iteration

Input: Ac R™ beR", x°eR", e>0,k=0
:r'=b —Axo,p0 = Ar?
2: while ||r¥]|, > ¢ do

ar = (rk, p¥) /(. p*)

3

4 X = xk 4oy

5: rk+1 — rk _ Ofkpk

6 pk+1 = Ark+

7: k—k+1
Output: x*

Fiir positiv definite Matrizen konnen wir die Konvergenz dhnlich wie fiir das Gradienten-
verfahren beweisen. Im Gegensatz zu diesem wird hier jedoch keine Symmetrie benétigt,
und die Konvergenz wird im Sinne des Residuums betrachtet.

Satz 4.7. Sei A € R™" positiv definit, und sei u der kleinste Eigenwert von %(AT + A) sowie
o = ||Al|3. Dann gilt fiir die Residuen r* = b — Ax* in der MR-Iteration

k #2 K2
0
R I e

Beweis. Angenommen, r* # 0. Nach Konstruktion ist das Residuum
P = p - AR = R - g AR
orthogonal zu Ark. Wir erhalten also analog zum Beweis von Satz 4.6, dass

115 = ¢k — k)
— <rk+1 rk)
= (K, kY — o (r, AFF)
_ || knu2 <rk3Ark> <rk5Ark>
=\ = s e
(AP AR ()
e (1 Ll
= 21—
(rk, rky2 || Ark||2

5
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4 PROJEKTIONSVERFAHREN

wobei wir im dritten Schritt die Symmetrie des Skalarprodukts in R"” verwendet haben. Da
A positiv definit ist, erhalten wir wie in Satz 1.4, dass gilt

(r*, Arf)
k)

Zusammen mit der Vertriglichkeit ||Ar¥||; < ||A|l2]|7*|l2 folgt durch Induktion die ge-

wiinschte Abschétzung. m]

Da jede Norm eine obere Schranke fiir den Spektralradius (d. h. den betragsgrofiten Ei-
genwert) ist, ist der Faktor vor der Norm echt kleiner als 1, und es folgt auch hier die
Konvergenz des Verfahrens aus dieser Abschatzung.
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5 KRYLOVRAUM-VERFAHREN

Das Gradientenverfahren und die MR-Iteration sind die einfachsten Beispiele fiir Krylovraum-
Verfahren. Im Allgemeinen sind K und £ dabei nicht eindimensional, sondern werden als
Folge verschachtelter Unterraume gewahlt.

Fiir eine gegebene Matrix A € C™" und einen Vektor v € C" \ {0} ist die Folge der
zugehorigen Krylovrdume' definiert als

Km(A,v) = span {ov, Av, A%, ..., A"} firm e N.

Offensichtlich ist K, (A, v) C Kns1(A,0) fur alle m € N. Gilt K, (A, 0) = Kins1(A, 0), so ist
Kn (A, v) invariant unter A, d. h. es gilt

(5.1) AKn(A 0) € Kn(A ).

In diesem Fall ist /K, (A, v) ein Eigenraum von A der Dimension m. Umgekehrt folgt aus
(5.1) auch A™v € K, (A, v) und damit K;,41(A, 0) = K (A, 0). Insbesondere ist fiir jeden
Eigenvektor v von A die Dimension von %,(A,v) gleich 1. Invariante Unterraume sind
von besonderer Bedeutung fiir Projektionsverfahren, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 5.1. Seien K, L < C" und x* € C" beliebig, und sei x € C" konstruiert durch ein
Projektionsverfahren auf x° + K senkrecht zu L. Ist K ein invarianter Unterraum unter A
und gilt b — Ax° € K, so ist Ax = b.

Beweis. Ist K invariant unter A und ¥ € x° + K, so ist insbesondere Ax — Ax? € AK c K
und damit nach Annahme an b und x° auch Ax — b € K. Aufierdem ist nach Konstruktion
b — Ax 1 L. Bezeichnet nun P : C" — K die Projektion auf K senkrecht zu L, so folgt aus
Satz 3.3 sofort

Ax—-b=P0=0

wegen der Linearitat der Projektion. m]

'Aleksei Nikolajewitsch Krylow arbeitete ab 1888 als Schiffsbauingenieur am Schiffbauinstitut der Marine-
akademie in Leningrad. Die nach ihm benannten Unterraume verwendete er in einer 1931 publizierten
Arbeit iiber die numerische Eigenwertberechnung.
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5 KRYLOVRAUM-VERFAHREN

Krylovraume stehen in enger Verbindung zur Approximation mit Polynomen, da jeder
Vektor x € K, (A, v) geschrieben werden kann als

—_

m—

(5.2) X = Z aiA' = pr_1(A)o,

1=

wobei p,,—; ein Polynom vom Hochstgrad m — 1 ist; umgekehrt definiert (5.2) fiir jedes
solche Polynom einen Vektor x € K. (A, v) fir k > m. Existiert also solch ein Polynom
q # 0 mit g(A)o = 0, so kénnen die Vektoren v, Ao, ..., A™ v nicht linear unabhingig sein.
Wir halten dies fest als

Lemma 5.2. Sei k der kleinste Grad aller Polynome p mit p(A)v = 0. Dann hat K, (A, v) die
Dimension k fiir alle m > k; insbesondere gilt in dem Fall K,,(A, v) = K (A, v).

5.1 DER ARNOLDI-PROZESS

Um ein effizientes Projektionsverfahren fiir Krylovraume zu erméglichen, bendtigen wir ei-
ne orthonormale Basis von K, (A, v). Im Prinzip kénnten wir das Gram-Schmidt-Verfahren
auf die Vektoren v, Ao, . .., A™ v anwenden. Allerdings sind diese Vektoren sehr schlecht
geeignet, da sie alle fiir wachsendes m gegen den Eigenvektor zum betragsgrofiten Eigen-
wert konvergieren (siehe Vektoriteration, Kapitel Kapitel 8). Im Arnoldi-Prozess wird daher
in jedem Schritt erneut orthonormalisiert, bevor aus dem Ergebnis durch Multiplikation
mit A der nichste Vektor erzeugt wird.

Algorithmus 5.1 Arnoldi-Prozess
Input: v € C*\ {0}

t q1 =0/l

2: for j=1,...,mdo

3: fori=1,...,jdo

& hij = (Aq;, i)

wj = Aqj — 2L, hijqi

5:

6: hjsj = [lwjll2

7: if hj+1,j = 0 then
8: stop

9: else

10: qj+1:Wj/hj+l,j

Output: qi,...,qm hij,1<i<j+1<m

Ob dieser Algorithmus vorzeitig abbricht, hangt von A und v ab. In den meisten Fallen ist
ein vorzeitiger Abbruch sogar von Vorteil, da in diesem Fall bereits die exakte Losung des
linearen Gleichungssystems oder Eigenwertproblems erreicht wird (,,lucky breakdown®).
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5 KRYLOVRAUM-VERFAHREN

Satz 5.3. Wenn der Arnoldi-Prozess im Schritt j abbricht, so ist K;(A,v) invariant unter A.
Ansonsten bilden die Vektoren q, . . ., qm eine orthonormale Basis von K, (A, v).

Beweis. Wir verwenden (starke) Induktion nach j. Angenommen, der Prozess ist nicht vor
Schritt j abgebrochen und die Aussage gilt fiir alle i < j. Aus Schritt 5 und 10 erhalten wir
dann mit g; € K;(A,v), dass gilt

J J
wj = Aq; — D hijgi = Apj1(A)v — D hijpi1(A)o =: p;(A)o € Kji1(A )
i=1 i=1

fiir ein Polynom p; vom Héchstgrad j.

Der Arnoldi-Prozess bricht nur ab, wenn w; = 0 ist, was bedeutet, dass Ag; € K;(A,0)
ist. In diesem Fall ist K;(A,v) invariant unter A, da Ag; € Kj(A, ) fir alle i < j. Ist
w; # 0, so folgt (ebenso mit Induktion), dass gj+1 = pj(A)v € Kj;1(A, v) fiir ein Polynom
vom Grad (nicht nur Héchstgrad!) j ist, d.h. gj+1 € Kj41(A,0) und gj1 ¢ Ki(A, v) fiir
i < j. Also spannen g, . .., qj41 den Krylovraum Kj,1(A, v) auf und sind nach Konstruktion
orthonormal. O

Aus Schritt 5 und 10 kénnen wir analog zum Gram-Schmidt-Verfahren eine Matrix-
Zerlegung aus dem Arnoldi-Prozess erhalten. Fiir alle 1 < j < m ist

j+
i=1
Definieren wir die Matrix Q, = [q1, - - ., gm] € C™™ sowie die Matrix H,, € C™ mit den

Eintrdgen h;; fir i < j +1und 0 sonst, so ist (wenn der Prozess nicht abbricht) Q,, unitar
und H,, eine echte obere Hessenbergmatrix (d. h. h;;; # 0 fir alle 1 < i < m). Weiterhin
gilt

(5'4) AQm = QmHm + Wme:;p
Da Qy, unitér ist und wy, orthogonal zu allen g; mit i < m ist, erhalten wir
(55) Q;AQm = Hp.

Der Arnoldi-Prozess berechnet also die ersten m Spalten einer unitidren Ahnlichkeitstrans-
formation auf obere Hessenbergform.

Wir konnen den Arnoldi-Prozess auch als eine Projektion von A auf den Krylovraum
Kn (A, v) auffassen. Wir betrachten die lineare Abbildung

Am : Wm(A’ 0) - «m(A,U), X = P?(m (A.X'),

wobei Py, die orthogonale Projektion auf K, (A, v) bezeichnet. Da die Spalten von Q,,
eine orthonormale Basis von K, (A, v) bilden, hat die Projektion auf %, nach (3.5) die
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5 KRYLOVRAUM-VERFAHREN

Matrixdarstellung Py x = Q,Q;,x (bezliglich der Standardbasis). Da x und Apx in K,
liegen, existieren & n € C™ mit x = Q,,& und A,,x = Qp1. Einsetzen in die Definition und
Verwenden von Q;,Q,, = I ergibt dann

N = Qn(Amx) = 0, (P, AQm&) = (0 AQm)E
= mg,

d. h. H,, ist die Darstellung von A,, beziiglich der Basis qj, . . ., gm.

Wie beim Gram-Schmidt-Verfahren existieren numerisch stabilere Varianten basierend
auf sukzessiver Projektion (modifizierter Arnoldi-Prozess, vergleiche Algorithmus 3.2) oder
Householder-Reflexionen.

5.2 DER LANCZOS-PROZESS

Ist die Matrix A € C™" selbstadjungiert, so gilt dies auch fir H,, = Q;,AQ,,. Wegen h;; = 0
fiir i < j+1muss daher auch hj; = 0 sein. Weiterhin ist

hjs,j = ||Wj||§ 20,
hjj =4q;,Aq;) = (Aqj, q;) = (q;, Aq;) = hj;

wegen der Eigenschaft (s1) des Skalarprodukts und der Selbstadjungiertheit von A. Das
Arnoldi-Verfahren konstruiert in diesem Fall also eine reelle Tridiagonalmatrix

(041 [32
/32 a ﬁ3
Q;AQm:T = ps -
Am—1 ﬁm
Bn  am

Interpretieren wir das umgekehrt wieder als Orthonormalisierungsverfahren, miissen wir
in jedem Schritt also nur gegen die jeweils letzten beiden Vektoren orthogonalisieren.
Nutzen wir dazu die Symmetrie von h;;_; = hj_1; = f;, so kann der Arnoldi-Prozess
stark vereinfacht werden, und wir erhalten den Lanczos-Prozess®. Die in Algorithmus 5.2
angegebene Form basiert auf dem modifizierten Gram—-Schmidt-Verfahren.

*Nach Cornelius Lanczos, einem ungarischen Mathematiker und theoretischem Physiker. Er arbeitete
Ende der 1920er Jahre mit Albert Einstein zusammen, und publizierte 1940 eine Variante der schnellen
Fouriertransformation (FFT) in Matrixform.
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5 KRYLOVRAUM-VERFAHREN

Algorithmus 5.2 Lanczos-Prozess
Input: v € C"\ {0},

r q1=0/|[oll2,q0 =0, =0
2: for j=1,...,mdo

3 wi=Ag;— g

4: aj = <Wj’ q]>

5 Wj < Wj — &jq;j
6: B =llwjll

7: if ﬁj = 0 then
8: stop

9: else

10: qj+1 = Wj/ﬂj

Output: q1,...,qm, o1, ..., Am, P2, - Pm

5.3 ARNOLDI-VERFAHREN FUR GLEICHUNGSSYSTEME

In Krylovraum-Verfahren wird nun das lineare Gleichungssystem oder das Eigenwertpro-
blem statt fiir A fiir die (iiblicherweise sehr viel kleinere) Matrix H,, beziehungsweise T,,
gelost, wobei die Hessenberg- beziehungsweise Tridiagonalstruktur ausgenutzt werden
kann. Als Prototyp kann das folgende Projektionsverfahren dienen.

Fir A € C™", b € C" und x° € C" betrachten wir ein orthogonales Projektionsverfahren
mit K = L = Kn(A, ), wobei r® = b — Ax? ist. Wir wenden nun den Arnoldi-Prozess
(Algorithmus 5.1) auf den Vektor q; = r°/B mit f = ||r°||; an und erhalten die Matrix
QO € C™™ der Basisvektoren von K, (A, r°) mit

anAQm =Hy

sowie
'’ = On(Bar) = g1 = Per.
(Bricht der Arnoldi-Prozess im Schritt j vorzeitig ab, fithren wir diese und folgende Schritte

mit m := j durch.) Die Matrixdarstellung der Galerkinbedingungen x € x° + %, (A, r°) und
b — Ax L K, (A, r°) hat dann die Form

% = x" + Qm(QnAQm) Q"
=x"+ QuH,' (ey).
Der wesentliche Schritt ist also die Losung von H,,& = Be; in C™ (was ja — fiir x° = 0
- genau die Darstellung der projizierten Gleichung A,x = Pg b beziiglich der Basis

q1, - - -» Qm ist). Dabei profitiert man nicht nur von der (in der Praxis sehr viel) kleineren
Dimension m < n; da die Matrix H,, obere Hessenbergform hat, kann diese Losung auch
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5 KRYLOVRAUM-VERFAHREN

sehr effizient berechnet werden, etwa durch Transformation auf obere Dreiecksform mit
Givens-Rotationen und anschlieflende Riickwirtssubstitution.

Ist das neue Residuum 7 = b — Ax klein genug, so akzeptieren wir die Losung. Ansonsten
haben wir zwei Mdglichkeiten:

(i) Wiederhole das Verfahren mit neuem Startwert X und neuem Krylovraum %G; (A, 7)
(wobei m = m sein kann, aber nicht muss).

(ii) Vergrofere den Krylovraum %K,4+1(A, r°) und berechne ein neues x € x°+%,41(A, r°).

Da die Krylovraume verschachtelt sind, kann man im zweiten Fall die Informationen aus
dem vorigen Schritt wiederverwenden. Fiir symmetrisch und positiv definite Matrizen
fihrt dies auf das CG-Verfahren.
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6 DAS CG-VERFAHREN

Das CG-Verfahren oder Verfahren der konjugierten Gradienten (Englisch ,conjugate gra-
dient”) ist ein orthogonales Projektionsverfahren fir selbstadjungierte positiv definite
Matrizen, das im Schritt k den Krylovraum K := K (A, r%) fiir r% = b — Ax° verwendet.
Setzt man analog zum Arnoldi-Verfahren in Abschnitt 5.3 den Lanczos-Prozess ein, fithrt
das auf den Schritt

xF=x"+ Ok T Opr®

mit einer unitiren Matrix Qk, deren Spalten eine Orthonormalbasis von K} bilden, so-
wie einer selbstadjungierten positiv definiten Tridiagonalmatrix Ty. Wir konnen also eine
Cholesky-Zerlegung T = LDy L; fiir die Losung des Gleichungssystems T,_'(Q;r°) ver-
wenden. Setzen wir P := Qr(L")* und z* = P{r°, so ist x* = x° + P, D, 'z*. Weiterhin
spannen die Spalten von P und Qy den gleichen Raum %, auf (da Ly € C** vollen Rang
hat) und es gilt

PLAP = LQuAQu(L) ™ = L (1) ™ = Dy,

d.h. die Spalten von Pj sind A-orthogonal (oder A-konjugiert, daher der Name des Ver-
fahrens). Dass diese Methode zu den berithmtesten Algorithmen gehort, liegt daran, dass
diese Zerlegung nicht in jedem Schritt neu berechnet werden muss, sondern jeweils nur

die letzte Spalte von Py und der letzte Eintrag von z*.

6.1 ALGORITHMUS

Die einfachste Herleitung berechnet die Spalten von Py direkt aus der Bedingung, dass
sie eine A-orthogonale Basis von K bilden und verwendet die allgemeine Form des
Projektionsverfahrens (Algorithmus 4.1). Wir gehen dabei induktiv vor und zeigen dabei
(per starker Induktion), dass die Residuen r?, .. ., %1 eine orthogonale (aber nicht A-
orthogonale) Basis von K} bilden; diese werden dann analog zum Gram-Schmidt-Verfahren
A-orthogonalisiert. Sei dafiir k € N beliebig und fiir alle j < k bereits x/ berechnet durch
das orthogonale Projektionsverfahren auf

x0 + K= x0 + span .. rj_l} =x"+ span {po, P

wobei 10, ..., /1 orthogonal und pO, e pj ~1 A-orthogonal seien.
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Wir berechnen nun x* € x° + % nach Algorithmus 4.1. Nach Induktionsvoraussetzung

bilden po, .. ,pk‘1 eine Basis von K; setzen wir daher Py = [po, .. .,pk‘l] e C™k 5o ist die

Matrix P, AP in Schritt 5 von Algorithmus 4.1 eine Diagonalmatrix mit Eintrégen (p’, Ap’),

und daher gilt

p’.r%

pl, Ap7)

Z ANt
3 (p/, Ap > ( k=1, Apk—1)

Ebenfalls nach Induktionsvoraussetzung stellen die ersten beiden Terme den Projektions-
schritt fiir x*~! dar. Setzen wir

xF = x% + P (PEAP) ' Pr® = x° +Z< P

~ <pk—1’ r0>

- <pk—1’ Apk—1>’
erhalten wir also
(6.1) Xk = x4 akpk_l

Analog zum Gradientenverfahren erhalten wir aus (6.1) die Rekursion

(6.2) rk =kt akApk_l

Nach Induktionsvoraussetzung gilt rk=1 pk_1 € Ki C Kiy1 und damit Apk_1 € AKi C Kis.
Also ist auch rF € K., sowie nach Konstruktion durch ein Ritz-Galerkin-Verfahren ortho-
gonal zu K. Gilt nun rk # 0 (sonst ist K} invariant unter A, und wir haben einen Sucky
breakdown®), so ist wegen dim(%Kj,;) = dim(%}) + 1 und der Induktionsvoraussetzung

r0, ..., rk eine orthogonale Basis von Kj;.

Wir miissen daraus nun eine A-orthogonale Basis von Kj.; berechnen. Aus dem eben
gezeigten und wiederum der Induktionsvoraussetzung folgt, dass {p, ..., p*™", r*} eine
Basis von Kj,; bilden. Da die p°,..., p~! bereits A-orthogonal sind, geniigt es, analog
zum Gram-Schmidt-Verfahren von r* dessen A-orthogonale Projektion auf alle p/, j < k,
abzuziehen. Wir ersetzen also r* durch

k- k nJ
Pk =k — 1 —(r .’p].>A J
j=0 <PJ,P]>A

Wie im Lanczos-Prozess muss auch hier nicht die komplette Summe berechnet werden.
Fir j < k — 2 folgt aus (6.2), dass

r piya = (%, ApT) = ]H((r Py — <r’<,rf+1>):o
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6 DAS CG-VERFAHREN

da rk orthogonal zu ri e Kjr1 € Ki und ritl e Ktz C Ki ist. (Dass aj1 # 0 ist, sieht man
anhand der alternativen Darstellung (6.5).) Mit der Definition

(rk, Ap*)
6. =_—
(63) P = 4y
erhalten wir daraus die Rekursion
(6.4) p* =1+ Bep*,

womit der Induktionsschritt abgeschlossen ist.

Ublicherweise werden fiir die Koeffizienten a; und fi etwas stabilere (in exakter Arithmetik
4quivalente) Rekursionen verwendet. Aus der Orthogonalitit von % und r*~! und (6.2)
folgt

0= <rk—l’ rk> — <rk—1, rk—l) _ (Xk(fk_l,Apk_l).

Da die Vektoren p’/ A-orthogonal sind fiir j < k, erhalten wir aus (6.4)
(L ApRTY = (L AP + B (pF R AP = (pF L AT,
Zusammen erhalten wir

<rk—1 rk—l)

©3 = A

Fiir f; setzen wir in (6.3) die aus (6.2) folgende Identitit ApF~! = a(rkt - rk) ein,

verwenden die Orthogonalitit von r*~! und ¥, setzen dann (6.5) ein, und erhalten nach
Kiirzen schlief3lich

(k. )
(6'6) ﬂk - <rk_1, rk_1>'

Die Gleichungen (6.5), (6.1), (6.2), (6.6) und (6.4) ergeben zusammen den berithmten CG-
Algorithmus.!

'Durch Magnus Hestenes und Eduard Stiefel unabhéngig voneinander entdeckt und gemeinsam publiziert
in [Hestenes & Stiefel 1952].
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6 DAS CG-VERFAHREN

Algorithmus 6.1 CG-Verfahren
Input: A b,x%e>0

it pO:rO:b—AxO,k:O

2: while ||r¥||, > ¢ do

3: k—k+1
g o= (L (M AR
s Xk = XK1 g gy ph
6: rk = pk-1_ akApk_l
o Be= kL
8 pf=rta fpt
Output: x*

6.2 KONVERGENZ

Da das CG-Verfahren ein Ritz—Galerkin-Verfahren ist, folgt aus Satz 4.2, dass x* den Fehler
e = x* — x in der A-Norm iiber alle x € x° + K} minimiert. Aulerdem ist 7°, . . ., rk=1 eine
orthogonale Basis von K. Gilt also rk # 0 fiiralle 0 < k < n, so ist dim(%,) = n, und
daher ist
lIx* = x"||4 = min||x* - x[[4 = 0.
xeCn

Das CG-Verfahren konvergiert also (in exakter Arithmetik) in hochstens n Iterationen. (Die
Konvergenz ist monoton, d. h. es gilt |[e*!]| 4 < ||e¥||4, da K C Ky ist.) Allerdings ist dies
nicht sehr hilfreich, da n in der Praxis sehr grof sein kann.? Um bessere Fehlerabschéatzungen
zu bekommen, miissen wir die Struktur des Krylovraums K} = span { rOAr0 L Ak_lro}
verwenden.

Fiir jeden Vektor x € x°+%. kann x —x° als eine Linearkombination der A/r%,0 < j < k-1,
geschrieben werden. Weiterhin ist r® = b — Ax? = A(x* — x°) = Ae®. Es gilt also

k-1 k-1
—x=x"—(x"+ Z yjAer) =el - Z yjAj(AeO)
j=0 j=0
k=1
= (I -2, YJAJH)eO
=0

=: Pk (A)eo

fiir ein Polynom p; vom Hochstgrad k mit pr(0) = 1. Da x* € x* + K}, im CG-Verfahren
den Fehler ||e¥||4 minimiert, muss e¥ = x* — x* die Bedingung

6. Mla= mi A)e’
(6.7) leflla = _min_ lip(A)e’lla

’In der Tat wurde das CG-Verfahren anfangs als direktes Verfahren betrachtet, weshalb man rasch das
Interesse an ihm verlor. Erst Jahrzehnte spater kam es als iteratives Verfahren wieder in Gebrauch.
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6 DAS CG-VERFAHREN

erfiillen, wobei P die Menge aller Polynome mit Hochstgrad k bezeichnet.

Mit Hilfe der Eigenwerte von A bekommen wir daraus eine erste Fehlerabschéatzung.

Lemma 6.1. Sei A € C™" selbstadjungiert und positiv definit. Dann gilt fiir die Niherungen
x* im CG-Verfahren die Abschditzung

k . 0
e < min  max A ella.
lea < | min  masx [p()] 1l

Beweis. Da A selbstadjungiert ist, existiert eine orthonormale Basis aus Eigenvektoren
01, ...,0, von C". Fiir e° = Z;l:l y;v; ist also

n n n
el = (e% A%y = (3 vjup Do vido) = D lyilPA;.
=1 =1 =1
Genauso gilt fiir p(A)e’ = 25, vip(A))v;

n n
A02: .2/1. /1‘2< )LZ ‘Z)L': /12 02.
Ip(A)e°l13 JZ:;IYJI PGP < max Ip(4)] JZ:;WJI 1= max [p()Flle’ll3

Durch Einsetzen in (6.7) erhalten wir die gewiinschte Abschatzung. O

Wir erhalten daraus konkrete Konvergenzresultate durch Abschétzen des Minimums durch
geeignete Polynome. Ein erstes Beispiel ist die folgende Aussage, die natiirlich nur in
exakter Arithmetik gilt.

Folgerung 6.2. Sei A € C™" selbstadjungiert und positiv definit. Hat A nur k verschiedene
Eigenwerte, so konvergiert das CG-Verfahren in hochstens k Iterationen.

Beweis. Seien Ay, ..., A die verschiedenen Eigenwerte von A. Dann ist

z z
=1-—=]...[1——
4(2) ( /11) ( Ak) &
und erfiillt g(0) = 1 sowie g(A) = 0 fiir alle A € o(A). Damit gilt

k 0
el < max lq(ay) lle”lla = 0

und daher x* = x*. m]
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6 DAS CG-VERFAHREN

Fiir reelle Matrizen erhalten wir ein allgemeines Konvergenzresultat durch Betrachtung
der Tschebyschow-Polynome? Ty, die die Rekursion

(1) =1, T() =t
Tir1(t) = 2T (t) — T (t) furk >1
erfilllen.* Durch Induktion zeigt man leicht, dass fir alle k € N gilt
(i) Tx € Pr;
(ii) Tk(t) = cos(k cos™1(t)) und deshalb |T;.(¢)| < 1 fiir |¢]| < 1;
(iii) T(2(t+1t7)) =2tk +17F).
Es bezeichne wieder k = A;/A, die Konditionszahl der selbstadjungierten Matrix A. Dann

haben wir folgende Abschatzung fiir die Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens.

Satz 6.3. Sei A € R™" symmetrisch und positiv definit. Dann gilt fiir die Ndherungen im
CG-Verfahren die Abschitzung

k
Vi -1
I — x|l < 2 ( e A

Beweis. Nach Lemma 6.1 gilt ||x* — x¥|[4 < maxjes(4)|p(A)|||x* = x°|| 4 fiir jedes Polynom
p € P mit p(0) = 1. Wir wihlen

T (,u - ,112_t,1n)
Ti (1)

M+ A k+1 1 [+l k-1
B —a k-1 2 (\/E—1+ \/E+1)'

(Wir verschieben also im Argument der Tschebyschow-Polynome das Intervall [, A,]

auf [—1,1] und normalisieren.) Dann ist p(0) = 1 (wegen der Normalisierung), p € Px

(wegen Eigenschaft (i)), und |p(1)| < |Ti(p)7Y| fiir alle A € 6(A) C [Ay, Ay] (Wegen der

Verschiebung und Eigenschaft (ii)) gilt. Aulerdem folgt aus Eigenschaft (iii)

=3 () (=5 (R

p(t) =

mit

Vi —1 Vi +1 Vi —1

Einsetzen in Lemma 6.1 liefert nun die gewiinschte Abschatzung. O

3Nach Pafnuti Lwowitsch Tschebyschow, einem der bedeutendsten russischen Mathematiker des 19. Jahr-
hunderts und Vater der Approximationstheorie. Zahlreiche Transliterationen seines Namens sind in
Verwendung, darunter ,Tschebyscheff“ (im deutschsprachigen Raum noch haufig anzutreffen), ,Tscheby-
schew®, ,Tschebyschev®, und - insbesondere im Englischen — ,Chebyshev*.

4Tatsachlich wird fiir diese Polynome sogar das Minimum angenommen, siehe z. B. [Gautschi 2012, Theorem
2.2.1].
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Um fiir den Fehler ||e¥||4 < ¢]|e°||4 zu garantieren, sind daher in der Regel
2

k > ﬂ In (—)

2 £

Iterationen notwendig (hier wurde die Ungleichung In (Z—j) > % fur a > 1 verwendet).
Im Vergleich zum Gradientenverfahren (Satz 4.6) ist dies — bei gleichem Aufwand - die
selbe Konvergenzordnung, mit vk an Stelle von k ist die Konstante aber im Allgemeinen

deutlich kleiner, so dass die Konvergenz in der Praxis deutlich schneller ist.

6.3 PRAKONDITIONIERTES CG-VERFAHREN

Die Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens héngt von der Konditionszahl der
Matrix A ab. Ahnlich wie bei stationiren Verfahren (z. B. Jacobi-Iteration) wird daher in
der Praxis oft ein dquivalentes Gleichungssystem M~1Ax = M~1b fiir eine regulire Matrix
M betrachtet. Dabei soll M

(i) moglichst ,ahnlich“ zu A sein, in dem Sinne, dass x(M™'A) ~ 1 gilt, und
(ii)) Mo méglichst leicht zu berechnen sein.
Man nennt diesen Ansatz Prdikonditionierung; die Matrix M heif3t dabei Prdkonditionierer.

Im CG-Verfahren sollte M selbstadjungiert und positiv definit sein. Allerdings ist auch in
diesem Falle M~ A nicht notwendigerweise selbstadjungiert. Falls die Cholesky-Zerlegung
M = LL* zur Verfiigung steht, kann man das CG-Verfahren auf die Gleichung

LA™Y u=L"p, x = (L7H*y,

anwenden. Dabei stellt sich heraus, dass der Algorithmus nur M~! benétigt. Eine alter-
native Herleitung desselben Algorithmus verwendet, dass M~'A selbstadjungiert ist im
M-Skalarprodukt, denn es gilt fiir alle x, y € C"

(M'Ax, y)u = (Ax, y) = (x,Ay) = (x, M Ay).

Wir modifizieren Algorithmus 6.1 nun so, dass die (M A-)Orthogonalisierung beziiglich
des M-Skalarprodukts erfolgt, indem wir (-, -) durch (-, -)p; und A durch M~'A ersetzen.
Die Konvergenztheorie aus Abschnitt 6.2 bleibt dabei anwendbar, denn das abgewandelte
CG-Verfahren fiir das System M~*Ax = M~!b minimiert ebenso

(x* —x, M'Ax* — M7 Ax)p = (x* — x, Ax* — Ax) = ||x* — x]|3,
nun allerdings tiber den Krylovraum K (M™'A, M~r?).

Nach Einfithren von z*¥ := M~1b—M~1Ax* = M~1r* fiir das Residuum des vorkonditionierten
Systems erhalten wir den folgenden Algorithmus.
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6 DAS CG-VERFAHREN

v = (2 2 1>M/<Pk LM APy
2 xk = xk + p

5 rk = rk= 1—ockAp

4 K =M1

50 P = (2, Zk>M/ (21,25 )y

6: Pt =25+ fipt!

Wegen (z*, 2V = (25, %) und (pF=1, M~ ApF~1y = (p*~1, ApF~1) benotigt der prikondi-
tionierte CG-Algorithmus (PCG) nur eine zusatzliche Matrixmultiplikation.

Algorithmus 6.2 PCG-Verfahren

Input: A, b, XM Le>0
0 =b-Ax" p? =2 =M" k=0
2: while ||rk||2 > ¢do
: k—k+1

3
b= @TLA p apk
5 xk xk 1+a'kpk_l
6 rk rk -1 _ akApk'l
7 2K =M1
8 fr= (2 rk>/<zk 1 ko)
o pr =2+ P!
Output: x*

Dabei wird in der Regel der Schritt 7 durch Lésung des linearen Gleichungssystems Mz~ =
rk realisiert (und im Algorithmus sollte M~ als Prozedur zu dessen Losung verstanden
werden).

Die Wahl eines Prakonditionierers ist in der Praxis kritisch fiir eine akzeptable Konvergenz-
geschwindigkeit und oft stark von dem zu 16senden Gleichungssystem abhangig. Einige
typische Beispiele sind:

(i) Zerlegungsstrategien verwenden als Prakonditionierer eine endliche (feste) Anzahl
von Schritten eines stationaren Iterationsverfahrens. Fiir eine symmetrisch positiv de-
finite Matrix A = D+L+L" fiir eine Diagonalmatrix D und eine untere Dreiecksmatrix
L kommt im CG-Verfahren in Frage:

a) Jacobi-Iteration, M = D; dies entspricht einer Skalierung der Diagonaleintrage
von A auf 1, und ist trotz in der Regel geringer Wirkung eigentlich immer zu
empfehlen (solange kein besserer Prakonditionierer zur Verfiigung steht).

b) Symmetrische Gaufi-Seidel-Iteration, M = (D + L)D~Y(D + L*), wobei das
Gleichungssystem MzF = rk einfach durch Vor- und Riickwirtssubstitution
gelost werden kann.
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(ii) Die unvollstindige Cholesky-Zerlegung verwendet fir M = L*L eine Cholesky-
Zerlegung A = L*L, wobei L nur diejenigen Eintrige I; j von L enthalt, fiir die a;; # 0
ist. Eine Variante lasst zusatzlich jene Eintrage weg, fiir die |[;;| < ¢ fiir eine vorgege-
bene Toleranz ¢ ist. Die Existenz einer solchen Zerlegung ist aber nicht garantiert.

(iii) Approximative Inverse (,sparse approximate inverse‘, SPAI) sind Matrizen M~ mit
einer vorgegebenen (diinn besetzten) Struktur, die ||I — M™'A||r minimieren.

(iv) Fir bestimmte Matrixklassen, die aus der Diskretisierung elliptischer partieller Dif-
ferentialgleichungen entstehen, konnen Mehrgitterverfahren sehr gute Ergebnisse
liefern.
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Das GMRES-Verfahren (englisch ,generalized minimal residual®) ist ein Krylovraum-Petrov—-
Galerkin-Verfahren mit K = %, (A, r°) und £ = AK. Als solches kann es fiir beliebige
invertierbare Matrizen angewendet werden; der Preis dafiir ist ein deutlich hoherer Re-
chenaufwand und eine weniger befriedigende Konvergenztheorie.

7.1 ALGORITHMUS

Nach Satz 4.4 konstruiert ein Petrov-Galerkin-Verfahren mit K = K,,(A, r°) und £ = AKX
eine Niherung x™, die das Residuum ||b — Ax]||; iber alle x € x° + K, (A, r°) minimiert.
Die Grundidee des GMRES-Verfahrens ist, dieses Minimierungsproblem effizient mit Hilfe
der im Arnoldi-Prozess konstruierten Orthonormalbasis zu 16sen.

Wie im Arnoldi-Verfahren starten wir den Prozess mit q; = /8, = ||r°||,. Bricht der
Prozess nicht ab — diesen Fall betrachten wir separat — erhalten wir nach m Schritten
die orthonormalen Vektoren gqi, ..., gms1 und h;j, 1 < i < j+1 < m+ 1. Definieren wir

die Matrizen Q1 = [qu, - .., gmu] € C™ und H,, = (hij)ij € Clm+Dxm g4 hat die
Matrix-Zerlegung (5.4) die Form

AQm = OmHp + hm+1,mqm+le;kn = Qm+1ﬁm-
Da wir jedes x € x° + K, (A, r°) schreiben kénnen als x = x° + Q& fiir ein £ € C™, gilt

b—Ax=b— A"+ Qnd)
=1’ — AQ,¢
=pq - Qm+1ﬁm§
= Qm+(Ber — Hpd).

Nun ist Q41 unitér, so dass gilt
1b — Ax|lz = ||fer — Hnéll2.

Die Niaherung x™ kann also durch Losung eines (typischerweise kleinen) (m + 1) X m-
Ausgleichsproblem fiir eine obere Hessenbergmatrix berechnet werden.
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Fir eine invertierbare Matrix A € C"™" kann dieses Verfahren nur versagen, wenn der
Arnoldi-Prozess vorzeitig im Schritt j < m abbricht. (Die Matrix H,, hat sonst vollen
Spaltenrang, da H,, = Q;;, AQ,, vollen Rang hat.) In diesem Fall ist K (A, r) invariant unter
A,und es ist 0 = w; = hj41jqjq. Damit folgt aus der Zerlegung (5.4), dass AQ; = Q;H; gilt,
und insbesondere, dass H; invertierbar ist. Es existiert also ein &/ = Hj_l(ﬁel) mit

0=Q)(fer — Hy¥) = r" — AQ,8 = b - Ax,

d.h. x/ = x° + Q;& ist die exakte Lésung des Gleichungssystems. Daraus folgt, dass das
GMRES-Verfahren fiir invertierbare Matrizen spétestens fiir m = n (in exakter Arithmetik)
die Losung findet. Aus den Uberlegungen in Kapitel 4 schlieen wir aulerdem, dass die
Norm des Residuums ||r™ ||, monoton (aber nicht notwendigerweise strikt monoton) fallend
ist. Das abstrakte GMRES-Verfahren besteht also aus folgenden Schritten:

Input: Ac C”"" beC"x"eC" ¢
rP=b-Ax% B=||r’, m=0
2: while ||b —Axm_lig > ¢||b — AxX||, do

3: Berechne Q,,, H, mit . Arnoldi-Prozess fiir A und r°
4 Lose mingecn || fey — Hp&l|o fidr &™
5 Setze x™ = x* + Q™ m — m+1

Output: x™!

Fiir die Losung des Ausgleichsproblems im Schritt 4 bietet sich eine QR-Zerlegung an. Zur
Erinnerung: Hat H,, € C™**™ yollen Spaltenrang (was der Fall ist, wenn das Verfahren
nicht abbricht), so liefern die Orthonormalisierungsverfahren aus Abschnitt 3.2 eine QR-
Zerlegung H,, = G: R, mit G, € C/™VX(") ynitir und R, € CU™DX™ eine obere
Dreiecksmatrix (deren letzte Zeile daher nur Nullen enthalten kann). Die Notation G}, is
dabei gewdhlt, um erstens die Verwechslung mit Q,, aus dem Arnoldi-Prozess zu Vermeiden
und zweitens die folgende Notation zu vereinfachen. Setzen wir nun

(7.1) GmHp = Ry =: (R(;n), Gpe =: (dm) ,
m

dann ist R,, € C™™ invertierbar (da H,, vollen Spaltenrang hat). Da G,, als unitare Matrix
eine Isometrie ist, sind die Losung und das Residuum des Ausgleichsproblems gegeben

durch
-1
&" = PR, dp, Ir™ll2 = Blpml,
wobei wir ™ natiirlich per Rickwirtssubstitution berechnen. (Insbesondere erhalten
wir das relative Residuum ||r™||2/||7°|lz = |pm|, ohne ™ und x™ berechnen zu miissen.)

Beachten Sie auch, dass die Matrix Gy, selber nicht mehr gebraucht wird, sobald wir R,
dm, und p,, berechnet haben.
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Dabei konnen wir die obere Hessenbergform von H,, ausnutzen, um die QR-Zerlegung
effizienter als iber ein Orthonormalisierungsverfahren zu konstruieren. Wir gehen dafiir
induktiv vor: Fiir m = 1ist H; € C?}!; wir suchen daher eine unitire Matrix G; € C?*?

mit
hi M) _5

Wir kénnen dies (im reellen Fall) geometrisch interpretieren als eine langenerhaltende
Transformation des Vektors (hyy, h;)” in die x;-Ebene; eine mogliche solche Transformation
ist eine Rotation.! Algebraisch kann eine Rotation im Uhrzeigersinn um den Winkel ¢
cos(p) sin(p)

—sin(¢) cos(¢p)
Winkel selber nicht interessiert sind, suchen wir (im komplexen Fall)

c s
Gy = (—§ c)’

ausgedriickt werden durch die jacobi- oder Drehmatrix ( ) Da wir an dem

und R; so, dass gilt
(i) G ist unitér, d. h.

GiGy = (|c|2 +]s|> s(c—7¢) ) _ (1 0),

s(c—¢) Jc|*+|s|? 0 1

(ii) Gy yannulliert® hyy, d. h.
—Ehn + Chzl =0,

(iii) R; hat die selbe Norm wie Hj, d. h.

lrul® = || (ru, 0)”% = ||(hu, hm)“f = [hu|? + |ha2|*.

Diese Bedingungen legen ¢ € R (wegen ¢ = ¢ aus (i)) und s, r; € C bis auf das komplexe
Vorzeichen sign s := s/|s| (mit sign 0 := 1) fest; die mittlerweile tibliche Konvention dafiir
fuhrt auf

(Ist hyy = hy; = 0, dann setzt man ¢ = 1und s = 0, d. h. G; = I; dieser Fall kann hier auf3er bei
Abbruch des Arnoldi-Prozesses aber nicht auftreten.) Die so definierte Matrix G; € C¥*?
nennt man Givens-Rotation.

Fiir den Fall m = 2 gehen wir analog vor: Um H; auf obere Dreiecksform zu bringen, miissen
wir nur die Elemente hy; und hs; annullieren, was wir jeweils mit einer Givens-Rotation

'Eine Alternative ist die Spiegelung an der Winkelhalbierenden, was auf Householder-Reflektionen fithrt.
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erreichen kénnen. Dazu gehen wir ,von oben nach unten® bzw. ,von links nach rechts®
vor: Zunichst eliminieren wir hy;, indem wir fiir (hy, hgp)? die Eintrége s, c sowie h]; nach
(7.2) berechnen und setzen

c s 0
GZ,l =|-s ¢ 0].
0 0 1

Man verifiziert leicht, dass diese Matrix ebenfalls unitar ist und dass Multiplikation mit ihr
nur die erste und zweite Zeile verdndert. Als Ergebnis erhalten wir eine Matrix der Form

_(
Gz’le = 0 hf22
0 h32

Wir eliminieren nun hs, durch Berechnen von s, ¢’ und k7, fiir (h),, hs2)T und Setzen von

1 0 0
G3,2 =0 ¢ ¢
0 —-s" ¢

Diese Matrix ist ebenfalls unitar und wirkt nur auf die zweite und dritte Zeile; dabei —
und das ist der Kernpunkt — lasst sie auch die erste Spalte unverindert, denn eine lineare
Abbildung bildet selbstverstandlich (0, 0)” wieder auf (0,0)” ab. Da das Produkt unitirer
Matrizen wieder unitar ist, ist G, := G3 3Gy unsere gesuchte Matrix.

Im allgemeinen Fall m € N erhélt man also (7.1) durch
Gp = Gm+1,m o Gm,m—l ©0:--0 Gz,l,

wobei Gj,y ; eine Givens-Rotation ist, die hj;;; annulliert.?

In der Praxis wird dabei in jedem Schritt die bereits im vorigen Schritt konstruierte Ortho-
normalbasis {qy, . . ., ¢ } verwendet, so dass jeweils nur eine neue Spalte fiir Q,+; und Hp
berechnet werden muss. Die Praktikabilitat des Verfahrens beruht darauf, dass auch die
QR-Zerlegung von H,, spaltenweise mit Hilfe von Givens-Rotationen aufgebaut werden
kann. Angenommen, wir haben bereits eine QR-Zerlegung von H,,_; konstruiert mit

Pm-1

Gm—lﬁm—l = (Rr(r;—l) S me(m—l)’ Gp_161 = (dm—l) e C™.

Wir machen nun den Ansatz G, := Gy41.m © G—1 (mit Gp,—1 aufgefasst als linearen Operator
auf C™!, der nur auf die ersten m Zeilen wirkt). Definieren wir by, == (hypm, . .., Apm)’ € C™

*In der Praxis wird dabei Gj; als 2 X 2-Matrix nur auf die Vektoren (h;, h j+1,k)T fir k > j angewendet
und dabei die Matrix ﬁm iberschrieben; es geniigt auch, die nach (7.2) berechneten c, s zu speichern.
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und Gp_1hm =: (cm1, mm)’ € C™, so ist

= Gm-1Hm-1 Gm_ih
GmHm :Gm+1,m " 10 m-l hm 11 "
m+1,m

= Gm+1,m 0 Cmm |

0 hm+1,m

da G,,—; nach Konstruktion nur auf die ersten m Zeilen wirkt. Wir bestimmen nun G,;41m
wie oben beschrieben so, dass h,41,, annulliert wird, d. h. dass gilt

Rn-1 cm Rin-1 cm—
Gm+1,m 0 Cmm = 0 Ym |
0 hm+1,m 0 0

und setzen

_ Rm—l Cm-1 mxm
Ry = ( 0 Y eC .
Der Vektor ¢,, := (cm_1,Ym)! € C™ enthilt also genau die von Null verschiedenen Eintrige,
die R,,_; zu R,, erweitern.

Fir die rechte Seite erhalten wir analog

dm—l dm—l
Gme; = Gm+l,m (Gm(;lel) = Gm+1,m Pm—-1|= Om | = (zm) € CmH-
0 Pm "

Weil G411 die ersten m — 1 Komponenten von d,, unverandert lasst, miissen wir in der
Praxis nur die Rotation G4y, auf den Vektor (pp_1, 0)7 anwenden, und erhalten den neuen
Eintrag d,,, der d,,—1 zu d,, erweitert, sowie das neue Residuum py,.

Wir kénnen daher solange neue Basisvektoren generieren, bis das relative Residuum |pp,|
in dem von ihnen aufgespannten Krylovraum klein genug ist, und erst dann &™ und
x™ berechnen. Trotzdem ist das Verfahren aufwendig: Die Anzahl der zu speichernden
Vektoren sowie der arithmetischen Operationen wichst dabei quadratisch in m. In der
Praxis wird daher haufig nach einer festen Anzahl von Iterationen (iiblicherweise zwischen
10 und 30) die aktuelle Niherung x™ berechnet und das Verfahren mit x° := x™ neu
gestartet. Die wesentlichen Schritte im GMRES-Verfahren mit Neustarts3 sind im folgenden
Algorithmus aufgefiihrt.

3publiziert durch Yousef Saad und Martin H. Schultz in [Saad & Schultz 1986]
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Algorithmus 7.1 GMRES(m)

Input: AcC”" beC,hx"ecC",me>0
v 10=b—-Ax°, B=||r%s k=0
2: while f > ¢ do

3 po=Lq=r"/B,Go=1j=0
4 while [pj| > eund j < m do
5: Je—Jj+1
6 Wende einen Schritt des Arnoldi-Prozess an;
> Ergebnis: qj41, hij, ..., hjnj
7: Wende Givens-Rotationen G;;_; fiir i < j auf hj := (hyj,..., hj j)T an;
> Ergebnis: cj_q, ¢ ;
8: Berechne Givens-Rotation G, so, dass G, j(cj j, hj+1,j)T = (y;,0);
> Ergebnis: Gy, ¢j = (cj-1, yj)T
9: Wende Givens-Rotation Gj,1; auf (pj_1, 0) an; > Ergebnis: §j, p;
10: BﬂdeRk:[Cl,...,Cj], Qk: [ql,...,qj], dk:(51,...,5j)T
11: xk+l = xk + ﬂQlezldk
2 R = b — AL B = ||k, k—k+1
Output: x*

7.2 KONVERGENZ

Das GMRES-Verfahren mit Neustarts bricht zwar nur ab, wenn die exakte Losung gefunden
ist, aber Konvergenzraten konnen im Allgemeinen nicht gezeigt werden. Fiir positiv definite
(aber nicht unbedingt symmetrische) Matrizen folgt die Konvergenz jedoch aus Satz 4.7.

Folgerung 7.1. Sei A € R™" positiv definit. Dann konvergiert GMRES(m) (Algorithmus 7.1)
fiir jedesm > 1.

Beweis. Fiir jedes j > 1im duferen Schritt k ist das Residuum r* in Ki(A, r*) enthalten.
Da in jedem inneren Schritt j das Residuum ||b — Ax||, iiber x* + Ki(A, r*) minimiert wird,
ist die Reduktion mindestens so grofl wie in der MR-Iteration. Aus der Konvergenz der
MR-Iteration folgt daher die Konvergenz des GMRES-Verfahrens mit Neustarts. m]

Selbst ohne Neustarts kann in der Regel nicht viel ausgesagt werden. Da das GMRES-
Verfahren das Residuum ||b — Ax||, iiber alle x € x° + K, (A, r®) minimiert und

m—1 ) m—1 )
b—Ax=b-A(x"+ D A =1 = D>y A
=0 =0
= p(A)r’
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7 DAS GMRES-VERFAHREN

fiir ein Polynom p € #,, mit p(0) = 1 gilt, erhalten wir analog zum CG-Verfahren die
Abschatzung
m — . A 0 )
i7"l = _min_lp(A)°l

Ist A diagonalisierbar mit A = XDX ~1 so beweist man wie in Lemma 6.1, dass gilt

17"l < 00) | _min - mase [p(@)]] "

wobei k(X) die Konditionszahl von X ist und A nun komplex sein kann. Diese Abschat-
zung ist aber im Allgemeinen nicht sehr niitzlich, da k(X) sehr grof3 sein kann und das
Approximationsproblem fiir komplexe Polynome keine einfache Losung hat. Ist A eine
normale Matrix (fir die X unitar und damit x(X) = 1ist) und sind die Eigenwerte von A
in einer Menge enthalten, auf der ein geeignetes Polynom giinstig abgeschitzt werden
kann, so lasst sich die Konvergenz zeigen (z. B. fiir bestimmte Ellipsen; siehe [Saad 2003,
Corollary 6.33]. Dies (und insbesondere die Erweiterung auf nichtnormale Matrizen) ist
ein aktuelles Forschungsthema.

7-3 PRAKONDITIONIERTES GMRES-VERFAHREN

Auch das GMRES-Verfahren - insbesondere mit Neustarts — wird in der Praxis prakonditio-
niert. Da die Matrix hier nicht selbstadjungiert sein muss, haben wir zwei Moglichkeiten,
einen Prikonditionierer M~ anzuwenden.

(i) Als Links-Prdkonditionierer: Hier wendet man das GMRES-Verfahren auf
M 'Ax=M""b

an, indem mit M~1r® = M~1(b — Ax?) gestartet und im Arnoldi-Prozess die Matrix
M™'A angewendet wird. Die Naherung x™ im GMRES-Verfahren minimiert dann

IM™'b — M'Ax||, tberalle x € x°+ %, (M A M r0).

Der Nachteil ist, dass dann im Verfahren p,, nur das priakonditionierte Residuum
anzeigt.

(ii) Als Rechts-Prakonditionierer: Hier 16st man
AM'u=1b

und setzt x = M 'u. Hier verwendet das GMRES-Verfahren die urspriinglichen
Residuen
rm=b-Ax"=b—- AM U™
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7 DAS GMRES-VERFAHREN

sowie die Matrix AM™'. Dabei wird auch bei der Berechnung der Niherungslésung
der Hilfsvektor u nicht benétigt: Ist n™ die Losung des projizierten Ausgleichsproblem,
so ist

XM =M =M (W0 + Q™) = x° + M7 Qun™.

Die Naherung x™ minimiert daher

|b — Ax||; tberalle x e x®+ MK, (AM™,r°).

Tats#chlich kann man per Induktion zeigen, dass K, (M~1A, M~'r%) = MK, (AM™1, r0)
ist. Die beiden Varianten unterscheiden sich also nur im zu minimierenden Residuum. Die
zweite Variante hat aber den Vorteil, dass in jedem Schritt ein unterschiedlicher Priakondi-
tionierer M,! gewihlt werden kann; fiir die Berechnung von x™ geniigt es sogar, anstelle
der M,! nur die prikonditionierten Residuen M, 'r,, (die man fiir den Arnoldi-Prozess
sowieso braucht) zu speichern. Der entsprechende Algorithmus wird als flexible GMRES
(FGMRES) bezeichnet; siehe [Saad 2003, Kapitel 9.4.1].

Als Prakonditionierer kommen wieder die Ansatze aus Abschnitt 6.3 in Frage.

62



8 VEKTOR- UND QR-ITERATION

Wir betrachten nun das Eigenwertproblem: Zu gegebener Matrix A € C™" suchen wir
einen Eigenwert A € C und einen zugehorigen Eigenvektor v € C" \ {0} mit

Av = Ao.

Da die Eigenwertbestimmung tiber das charakteristische Polynom auf die Nullstellensuche
bei Polynomen fiithrt (und umgekehrt jede Nullstelle eines Polynoms Eigenwert einer geeig-
neten Matrix ist)," kann es fiir n > 4 kein direktes Verfahren fir die Eigenwertberechnung
geben. Numerisch geht man daher anders vor: Man bestimmt zuerst iterativ eine Nahe-
rung des gesuchten Eigenvektors, und berechnet daraus eine Ndherung des zugehorigen
Eigenwerts. Das bekannteste Verfahren, um alle Eigenvektoren einer Matrix zu berechnen,
ist das QR-Verfahren.

Wir beginnen die Herleitung mit einem einfachen Prototypen, der auch die Grundlage aller
weiteren Verfahren dieses Kapitels darstellt.

8.1 VEKTORITERATION

Die Vektoriteration (oder Potenzmethode) ist ein einfaches Verfahren zur Bestimmung
des betragsgrofiten Eigenwerts A; und des dazugehorigen (,dominanten”) Eigenvektors v;.
Ausgangspunkt ist die folgende Beobachtung: Unter gewissen Voraussetzungen konvergiert
fir gegebenes x € C" \ {0} und eine beliebige Norm

Akx

— —c0g fir k — co,c € C\ {0}.
| Akx||

(8.1)

Um dies zu zeigen, nehmen wir an, dass A; € R ein einfacher Eigenwert ist, d. h. dass gilt

(8.2) |l > 2] 2 -+ 2 [l

"Tatsédchlich ist die Berechnung der Eigenwerte der sogenannten Begleitmatrix eines der effizientesten
Verfahren zur Bestimmung von Nullstellen eines Polynoms; siehe z. B. [Boyd 2013].
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8 VEKTOR- UND QR-ITERATION

Auflerdem nehmen wir der Einfachheit an, dass A diagonalisierbar ist. Dann hat C" eine
Basis {vy, . ..,0,} aus Eigenvektoren von A, und wir konnen daher jedes x € C" schreiben
als

x=&v+&Evg + -+ Eoy.

Damit ist
Ay = §1Ak01 + §2Ak02 +--- 4 §nAkvn
= 2050 + E250, + -+ E 0k,
A \F A\
:)L{C §1Ul+§2(/1_j) 02+”.+§"(/1_1) On
Wegen (8.2) gilt
[l 28
> — 2 P Z —_—,
| A4 |A4]

die entsprechenden Terme konvergieren also fiir k — oo gegen Null. Falls nun & # 0 ist,
so gilt fir 4y > 0

k

) ] ~ (!

— U1 = —.
k ) koo [[o1]]
(Ist A; < 0, so existieren zwei Teilfolgen, von denen eine gegen 01, die andere gegen —0;
konvergiert.)

A

)
A

Akx B
| Ak x|

15101 +O(

(8.3)
||

5101‘*‘0(

)
A

k
Die Vektoriteration liefert also fiir passendes® x° € C" eine Approximation x¥) = Hﬁkizn

von v;. Um daraus eine Naherung A%) des zugehérigen Eigenwerts A; zu bestimmen, geht
man wie folgt vor.3 Zu gegebenem x®) suchen wir diejenige Zahl 1, die das Residuum

der Eigenwertgleichung Die Vektoriteration liefert also fiir passendes? x* € C" eine
k) = ”232” von v;. Um daraus eine Naherung des zugehorigen Eigenwerts
A1 zu bestimmen, geht man wie folgt vor. Zu gegebenem x*) suchen wir diejenige Zahl 1,
die das Residuum der Eigenwertgleichung

2 - Ax O3

Approximation x'

minimiert. Dies ist ein lineares Ausgleichsproblem fiir A mit der “Matrix” x¥) € C™ und
der rechten Seite Ax¥) € C". Die Normalengleichungen dazu sind

(x(k), x(k))/l — (Ax(k), x(k)).

*Ein zufillig gewahlter Vektor ungleich 0 wird in der Regel eine Komponente in v;-Richtung haben. Ist dies
nicht der Fall, erzeugen in der Regel Rundungsfehler wihrend der Iteration einen solchen Anteil.

3Wir verwenden in diesem Kapitel die Notation A6 fiir Tterierte, um Verwechslungen mit dem kten
Eigenwert A oder der kten Potenz AF zu vermeiden.

4Ein zufillig gewihlter Vektor ungleich 0 wird in der Regel eine Komponente in v;-Richtung haben. Ist dies
nicht der Fall, erzeugen in der Regel Rundungsfehler wiahrend der Iteration einen solchen Anteil.
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8 VEKTOR- UND QR-ITERATION

Da x) nach Konstruktion die Norm [|x®)|| = 1 hat, ist x®) # 0. Wir kénnen daher nach A
auflosen und erhalten den Rayleigh-Quotienten>

o (Ax0) <)

(8.4) = )

Wihlt man die euklidische Norm in (8.1), ergibt das die Vektor- oder von-Mises-Iteration:*

Algorithmus 8.1 Vektoriteration

Input: A, x° £ 0,e,k=0,1% =0
1 while [[A®)x® — AxHB) ||, > ¢ do
2: k—k+1

w — Ax(k=D

x® = w/llwll,

A6 (Ax®) 5 ®)y

Output: x¥), A0

Aus der Stetigkeit des Skalarprodukts und der Matrixmultiplikation folgt direkt Ax) — 4
fiir x®) — v;. Fiir die Konvergenz des Verfahrens erhalten wir also’

Satz 8.1. Ist A € C™" diagonalisierbar, gilt |A| > |A3| und (x\9,0,) # 0, so folgt fiir die
Iterierten der Vektoriteration

k
min||ox® = v, = O ( A ),
lol=1 A

A k
20— n=0lZ] |
| 1] 0(7&

Ist A selbstadjungiert, kann man sogar zeigen, dass gilt

)

>John William Strutt, dritter Baron Rayleigh (1842-1919), ist in der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts durch
seine Beitrage zu fast allen Bereichen der Physik, insbesondere zu Schwingungsphédnomenen, berithmt
geworden.

Vorgeschlagen 1929 durch Richard von Mises, der in der ersten Hilfte des 20. Jahrhunderts zur angewandte
Mathematik (etwa im Bereich der Flugzeugkonstruktion) viel beigetragen hat.

"Tatséchlich gentigt fiir die Konvergenz, dass es nur einen betragsgrofiten Eigenwert gibt, dessen algebraische
Vielfachheit gleich der geometrischen Vielfachheit ist. Dies kann man mit Hilfe der Jordan-Normalform
zeigen.

Az

® _r1=0||22
AT = Al O(/11
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8 VEKTOR- UND QR-ITERATION

8.2 INVERSE VEKTORITERATION

Die Vektoriteration kann auch zur Berechnung weiterer Eigenwerte und Eigenvektoren
verwendet werden. Ist nimlich A € 0(A) und p ¢ o(A), so ist insbesondere y # A sowie
A — pI invertierbar und daher

Ax=lx o (A-uDx=A-px o (A-pu)'x= (1 —-p)'x.

Ist A — p also klein genug, dann ist ﬁ der betragsgrofite Eigenwert von (A — uI) ™. Kennen
wir also eine gute Schitzung von A, so kdnnen wir die Vektoriteration zur Berechnung des
zugehorigen Eigenvektors (und einer verbesserten Naherung des Eigenwerts) einsetzen.
Diesen Ansatz nennt man inverse Vektoriteration mit Spektralverschiebung oder Wielandt-
Iteration®. Natiirlich wird die Matrix (A — uI)~! dabei nicht explizit gebildet, sondern das
zugehorige lineare Gleichungssystem gelost.

Algorithmus 8.2 Inverse Vektoriteration

Input: 1, A,x® £0,6,k=0,1"=0
1: berechne LR-Zerlegung von A — ul
2: while [[AFx®) — AxB)||, > ¢ do

3 l6se (A — ul)w = x) durch Vorwirts-/Riickwirtssubstitution
-1

4 A0 ((w,x(k))) +

s x e w/|lwll

6: k—k+1
Output: x(), A0

Die Konvergenz der Iteration hangt vom Abstand von y zum néchsten benachbarten Eigen-
wert ab. Je ndher p am gewiinschten Eigenwert A;, und je weiter weg vom néchstgelegenen
Eigenwert A;, desto schneller konvergiert die Iteration. Praziser wird der Fehler in jeder
Iteration um den Faktor

|4 =yl

4 = ul

reduziert. Die Konvergenzgeschwindigkeit kann wesentlich gesteigert werden, indem in
jedem Iterationsschritt der Rayleigh-Quotient als Verschiebung y = A%~V verwendet
wird (Rayleigh-Iteration). Allerdings steigt dadurch der Rechenaufwand stark an, da die
LR-Zerlegung von (A — A*“D]) in jedem Schritt neu durchgefithrt werden muss.

max
J#i

Um weitere Eigenwerte und Eigenvektoren zu bestimmen, kann man eine Deflation durch-
fihren. Sind Ay, . . ., A, die Eigenwerte von A mit zugehorigen Eigenvektoren vy, . . ., v,, S0

8Helmut Wielandt - eigentlich ein reiner Mathematiker — entwickelte diese Methode 1944 wihrend seiner
Arbeit an der Aerodynamischen Versuchsanstalt Gottingen.
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8 VEKTOR- UND QR-ITERATION

hat die Matrix

*

Y
' (v, 01)
die Eigenwerte 0, A, . . ., A, mit (falls A normal ist, d. h. die v; orthogonal sind) zugehérigen
Eigenvektoren vy, vy, ...,0,. Man kann also, beginnend mit dem betragsgrofiten (oder

betragskleinsten) samtliche Eigenwerte und Eigenvektoren durch Vektoriteration (bzw.
inverse Iteration) der Reihe nach berechnen. In der Praxis ist dieses Verfahren jedoch zu
aufwendig, falls mehr als die ersten (bzw. letzten) paar Eigenwerte gesucht sind.

8.3 DAS QR-VERFAHREN

Ein sehr elegantes Verfahren, samtliche Eigenwerte und Eigenvektoren (bzw. allgemeiner,
invarianter Unterrdume) einer Matrix zu berechnen, ist das QR-Verfahren.® Dabei wird im
Wesentlichen mit Hilfe der Vektoriteration und der QR-Zerlegung die Schur-Normalform
einer Matrix (ndherungsweise) konstruiert. Der Algorithmus selber ist &uf3erst einfach:

Algorithmus 8.3 QR-Verfahren
Input: A, m*
1 AQ — A
2: form =1to m* do
3 QM RM  Alm=D > QR-Zerlegung von A"~
4 A — Rm(m)

Output: A(m), Q(”‘)

Die Iterierten A" im QR-Verfahren konvergieren (unter bestimmten Voraussetzungen)
gegen eine obere Dreiecksmatrix, deren Diagonalelemente die Eigenwerte von A sind, und
das Produkt der QU™ konvergiert gegen eine unitire Matrix, deren Spalten die zugehorigen
Schurvektoren (fiir normale Matrizen also die Eigenvektoren) sind.

Wir nihern uns der Konstruktion dieses Verfahrens in mehreren Schritten. Wir nehmen
dabei der Bequemlichkeit halber an, dass A normal ist und

(8.5) |l > 22| > - > |An]

?In der heute verwendeten Form geht das Verfahren auf die unabhéngigen Veroffentlichungen von Wera
Nikolajewna Kublanowskaja (1961) und John G. F. Francis (1961/62, inklusive impliziter Shifts) zuriick. Der
Kerngedanke, eine Matrixzerlegung fiir die Eigenwertberechnung einzusetzen, stammt von Heinz Rutis-
hauser, der 1954 eine Rekursion fiir die Eigenwertberechnung basierend auf Nullstellen charakteristischer
Polynome (den qd-Algorithmus) herleitete, und erkannte, dass diese in Matrixschreibweise genau dem
LR-Verfahren LORKE = A(k)  Alk+1) — R(K) T (k) entspricht. Die Details sind nachzulesen in [Gutknecht
& Parlett 2011].
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8 VEKTOR- UND QR-ITERATION

gilt, d. h. die zugehorigen Eigenvektoren vy, vy, . . ., v, eine orthonormale Basis des C" bilden.
(Ansonsten ist iiberall ,Eigenvektor® durch ,Schurvektor” und ,Spann der Eigenvektoren®
durch ,invarianter Unterraum® zu ersetzen.)

Schritt 1:  (Unterraumiteration)

Die Vektoriteration liefert fiir ein x mit {x,v;) # 0 eine Folge {A¥x}en, die (nach Normali-
sierung) gegen oo, fiir |o| = 1 konvergiert, d.h. ein Element aus dem von v; aufgespannten
Unterraum. Ein naheliegender Ansatz fiir die Berechnung mehrerer Eigenvektoren ist
also, die Vektoriteration fiir einen Unterraum mit einer grof3eren Dimension 1 < k < n
durchzufithren. Dafiir wéhlen wir k linear unabhingige Vektoren xj, . . ., x; und setzen

Sk = span {xy,...,xx},
T = span {oy,..., 0k},
Uk = span {0g41,...,0n} .

Wir zeigen nun, dass fiir Sy N Uy = {0} gilt
{A"x : x € S} = A"S, - T  fir m — oo.
Sei dafiir x € Sk beliebig und schreibe

x = (&1 + -+ &og) + (EknOker + - + Envn) -
Dann gilt

Amx = (é{lAinUl + -+ ‘fka]rcnvk) + (§k+1/1]r<n+lvk+1 + .- 4 éan;”Un)

:/1;’:[(51(%) 01+"'+§k0k)-(§k+1(/1/]{—:) Uk+1+"'+§n(%) Un)]-

Wegen (8.5) sind samtliche Briiche in der ersten Klammer grofler als 1, und samtliche Briiche
in der zweiten Klammer kleiner als 1. Fiir m — oo konvergiert die zweite Klammer daher
gegen 0. Es gilt also

PyrA"x — 0.

Da Sk und Tj die gleiche Dimension haben und wegen x ¢ Uy die erste Klammer nicht
verschwindet, muss also A™Sy gegen T konvergieren.

Schritt 2:  (Basisiteration)

Fiir die praktische Durchfithrung der Unterraumiteration wahlt man eine Basis {xi, . .., x¢ }
und berechnet {A™x, ..., A™x;}. Allerdings gilt wegen (8.3), dass A™x; fiir (fast) alle x;
gegen v; konvergiert;' diese Basis wird also mit fortschreitender Iteration immer schlechter

"°wenn auch nicht mit der gleichen Geschwindigkeit
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8 VEKTOR- UND QR-ITERATION

konditioniert sein. Aulerdem ist eine Normalisierung nétig, damit die Iterierten beschrankt
bleiben. Deshalb wird in jedem Schritt eine neue Orthonormalbasis {qim), ceo q,(cm)} von
A™Sy bestimmt. Der Name des QR-Verfahrens stammt nun daher, dass dies durch eine
QR-Zerlegung geschehen kann — und zwar gleichzeitig fiir alle 1 < k < n. Seien dafir
a. .., a, die Spalten von A™X mit X = [x,...,x,] und q, ..., q, die (orthonormalen)

Spalten von Q, so folgt aus spaltenweiser Betrachtung von A™X = QR

(8.6) a; = qiry = span {a;} = span{q},
(8.7) az = q1r2 + qara = span {a;, az} = span{qi, gz},
(8.8) an = qirtn + -+ qutnn = span{ay, ds, ..., an} =span{q, gz, ..., qn}-

Um alle Eigenvektoren zu bestimmen, fithren wir also jeweils einen Basisiterationsschritt
auf den n orthonormalen Vektoren qio), e q,(lo) durch, und berechnen dann durch QR-
Zerlegung eine neue orthonormale Basis. Dann gilt fir alle1 < k < n:

S]Em) := span {qgm), .. .,q’(cm)} =A"S; — Tx.

(m)
k

€ A™S; gegen den (einzigen) Basisvektor v; von Tj;

Da die Spalten von Q orthogonal sind, ist q

(m)
1

€ A™S, gegen den zu v; orthogonalen Basisvektor v, von T5; und

€ A™Sy orthogonal zu A™Sy_; fiir alle

2 < k < n. Somit konvergiert g

(m)
2

so weiter. In anderen Worten, die Spalten qgm), 1 < i < n, konvergieren simultan gegen die
entsprechenden Eigenvektoren von A.

damit konvergiert g

Wihlen wir also eine Matrix Q'*) mit orthonormalen Spalten (etwa die Identitit), so lassen
sich die obigen Uberlegungen mit Hilfe der QR-Zerlegung in Matrixform schreiben:

{ g(m) — AQ(m—l)

(8.9) Olm gm) — g(m

Die Spalten der Matrizen Q'™ konvergieren dann gegen eine orthonormale Basis aus
Eigenvektoren.

Schritt 3:  (Schur-Normalform)

Wir konstruieren nun aus den niaherungsweisen Eigenvektoren in Q™ die gesuchte
Niaherung der Eigenwerte von A. Dazu verwenden wir eine iterative Approximation der
Schur-Normalform (1.6): Wir zeigen, dass

(8.10) Am .— (Q(m))*AQ(m)
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8 VEKTOR- UND QR-ITERATION

gegen eine obere Dreiecksmatrix konvergiert, auf deren Diagonalen die Eigenwerte von A

stehen. Dafiir betrachten wir (8.10) spaltenweise. Bezeichne q( "™ die j-te Spalte q(m) on

Q™. Da qﬁ. ™ im Unterraum A™S; ; liegt, welcher gegen T; konvergiert, konnen wir diesen
Vektor schreiben als

(m) Z Cr0Uf + 8

(m)

mit einer Folge ¢, — 0 € C" fiir m — oo. Dann ist

Z CkAkUk + 8( m)

mit einer neuen Nullfolge s(m) € C". Da A™S; gegen T; konvergiert, konvergieren die q( ),

1< i < j, gegen eine (nach Konstruktion orthonormale) Basis von T;. Es lasst sich also
umgekehrt jeder Eigenvektor v € T; darstellen als

J
Vg = Z:J d](c”?) (m) eém),
=

(m)

wobei wieder £y

— 0 mit m — oo konvergiert. Zusammen gilt also

(m) Zalim)ql(cm) +€(m)’

wobei wir alle auftretenden Nullfolgen in ¢™ und alle skalaren Koeffizienten in algm)

gesammelt haben. Da die q](cm) orthonormal sind, folgt fiir i > j aus der Stetigkeit des
Skalarprodukts, dass

(Aq(m) Em)> — Z a(m) <q(m), l(m)> +<€(m)’q§m)> — <€(m)’q§m)> 0.
—
=0

Die Subdiagonaleintrige von (Q™)*AQ"™ konvergieren also gegen Null. Weiterhin sind
die Diagonalelemente genau die Rayleigh-Quotienten zu den ¢'™, die wie in der Vektorite-

(m)

ration wegen g; ~ — v; gegen die entsprechenden Eigenwerte von A konvergieren.

Schritt 42 (QR-Algorithmus)

Wir zeigen nun durch Induktion nach m, dass Algorithmus 8.3 genau die in (8.10) defi-
nierten Matrizen A(mz fir Q(O) = I konstruiert. Der Induktionsanfang fiir m = 0 ist klar.
Bezeichne nun R, Q(m) ,A™ die Matrizen aus dem QR-Verfahren, und R(m) Q(m) JAm)
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die entsprechenden Matrizen aus (8.9) und (8.10). Einsetzen von (8.9) fiir m + 1 in (8.10)
ergibt dann

Alm — (Q(m))*AQ(m) — (Q(m))*Q(m+1) R(m+D) _. OR.
Da die QR-Zerlegung (nach Festlegen des Vorzeichens der Spalten von Q) eindeutig ist
(das folgt aus der Interpretation des Gram—Schmidt-Verfahrens als QR-Zerlegung), muss

nach Induktionsvoraussetzung QR auch die QR-Zerlegung von A sein. Es folgt also aus
Schritt 4 im QR-Algorithmus 8.3:

A(m+l) — RQ — R(m+l) (Q(m))*Q(mH)

= ((QU)"AQM)(Q") Q"
— (Q(m+l))*AQ(m+l) — A(m+1),

wobei wir in der vorletzten Zeile die Gleichung Q™ R™ = AQ(™ aus (8.9), aufgelost
nach R verwendet haben.

Insgesamt erhalten wir aus dieser Herleitung

Satz 8.2. Sei A € C™" normal mit Eigenwerten |A;| > |A3| > --- > |A,| und Eigenvektoren
fur die gilt

(8.11) span{ey,..., e} Nspan {vg4y, ..., 0,1 = {0} firallel1 < k < n,

so konvergieren die Iterierten A"™ im QR-Verfahren gegen eine obere Dreiecksmatrix, deren
Diagonalelemente die Eigenwerte von A sind, und die Spalten von QU™ konvergieren gegen
die Eigenvektoren von A.

Bedingung (8.11) entspricht dabei der Voraussetzung in der Unterraumiteration, dass Sx N
Ur = {0} gilt. Sie ist in der Praxis so gut wie immer erfiillt. Aus der Herleitung ist auch
ersichtlich, dass die Eintrige auf der Diagonalen von A nach ihrem Betrag sortiert
sind.

Bemerkung. Fiir A € R™" sind auch die Naherungen A™ reell; Satz 8.2 gilt aber auch in diesem Fall,
da wegen der Annahme (8.5) die Matrix A keine komplex konjugierten Eigenwerte hat. Andernfalls
kann man analog iiber die reelle Schur-Normalform zeigen, dass A™ gegen die obere Block-
Dreiecksmatrix in (1.6) konvergiert. Ist A € C™" selbstadjungiert, konvergiert A™ gegen eine
(reelle) Diagonalmatrix.

8.4 PRAKTISCHE DURCHFUHRUNG DES QR-VERFAHRENS

Das QR-Verfahren in der Form von Algorithmus 8.3 hat folgende Nachteile:

71



8 VEKTOR- UND QR-ITERATION

(i) In jedem Schritt ist eine QR-Zerlegung notwendig, die O (n®) Operationen benétigt.

(ii) Die Konvergenz hiangt von dem Maximum iiber alle l/ﬁ/{fl' ,1< j < n-1,ab. Liegen also
J

zwei Eigenwerte sehr nahe beieinander, kann die Konvergenz (fiir alle) Eigenwerte
beliebig langsam sein.

In der Praxis bedient man sich deshalb verschiedener Techniken, um das Verfahren zu
beschleunigen. Wir betrachten hier stellvertretend jeweils die einfachsten Varianten.

1. TRANSFORMATION AUF HESSENBERGFORM

Zur Erinnerung: Eine Matrix A hat obere Hessenbergform, falls a;; = 0 furi > j+1
gilt. In diesem Fall kann man A durch Givens-Rotationen in O(n?) Schritten auf obere
Dreiecksform bringen (da ja pro Zeile nur ein Element ,wegrotiert” werden muss):

Gun1- - GuA™ = R™,

Geht man dabei wie beim GMRES-Verfahren von oben nach unten vor, bleibt im zweiten
Schritt des QR-Verfahrens,

Alm) = gimge . G

n,n—1°

die obere Hessenbergform erhalten. Wir betrachten dies anhand eines Beispiels A € C**4:

x ok ok % * ok ok % ® ® *x %
A(m)— * % % k| G3GGoyr |0 % %k % i;l) @ ® * *
1o % % x 0 0 =% =% 0 0 = =
0 0 = = 0 0 0 = 0 0 0 =
¥ ® ® % * x ® @D
i;‘z) * ® @ * &) k@ @ (m)
0 ® ® = 0 » ® ®
0 0 0 = 0 0 ® ®

Nutzt man die Assoziativitat der Matrixmultiplikation, kann man die berechneten Givens-
Rotationen sofort anwenden, ohne sie zwischenzuspeichern:

Alm+) _ (Guni(- - (G21A(m))G;1) .. ')G;,n—l

(Beachten Sie, dass die Givens-Rotation Gy x_; weiterhin so berechnet wird, dass der (k, k —
1te Eintrag von (Gg_ix—s - - - Go1)A™ annulliert wird.)"

Um nun eine beliebige Matrix A auf obere Hessenbergform zu bringen (ohne dass sich die
Eigenwerte dndern), kann z. B. der Arnoldi-Prozess verwendet werden."

UTatsachlich kann A™) sofort bei Anwendung der berechneten Givens-Rotation von links und rechts
uberschrieben werden. Dass das funktioniert, ist aber nicht offensichtlich.
PTatsdchlich war dies die urspriingliche Motivation fiir den Arnoldi-Prozess.
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8 VEKTOR- UND QR-ITERATION

2. SPEKTRALVERSCHIEBUNG

Die Konvergenzgeschwindigkeit des QR-Verfahrens héngt ab vom kleinsten Verhaltnis der

Eigenwerte || ﬂ' Haben wir also eine Naherung y fiir einen Eigenwert A; so, dass gilt
J

lp = Al < |p—=A;]  fuaralle j # i,

und wenden das QR-Verfahren auf A — pI an, dann wird der betragskleinste Eigenwert
Ai — pvon A — ul sehr rasch angendhert. Macht man die Spektralverschiebung wieder
riickgingig, erhalt man eine bessere Niherung A Die Iteration wird also zu

Q(m)R(m) = Alm) _ ul,
Alm+) — R(m)Q(m) +pul.

Wegen
Alm+D) — (Q(m))*(A(m) _ /JI)Q(m) +pl = (Q(m))*A(m)Q(m)

gilt immer noch (A1) = 5(A). (Die obere Hessenbergform bleibt durch Addition einer
Diagonalmatrix natiirlich erhalten.)

Wie bei der inversen Vektoriteration kann man nun in jedem Schritt einen neuen Pa-
rameter ;™ wihlen, um die Konvergenzgeschwindigkeit weiter zu verbessern. Da die
Diagonaleintrige von A gegen die Eigenwerte von A konvergieren, liegt die Wahl eines
Diagonaleintrags fiir 1™ nahe. Nun ist die urspriingliche Spektralverschiebung so gewihlt,
dass A; — p der betragskleinste Eigenwert von A — ul ist. Weil die Diagonalelemente im

QR-Algorithmus betragsmaflig abfallend sortiert werden, strebt der Eintrag afl',:l) — p schnell

gegen A; — 1. Man wihlt daher sinnvollerweise den Rayleigh-Shift (™ = aE,Zl).

Diese Verschiebung versagt allerdings, falls der Block

(m) (m)
anrill,n—l anr:ll n
2™ (m)

n,n—1 Ann

ein Paar komplex konjugierter (oder allgemeiner, mehrere betragsgleiche) Eigenwerte hat.
In diesem Fall berechnet man zum Beispiel die Eigenwerte y4, y; dieser 2 X 2-Matrix und
wahlt als Verschiebung denjenigen, der ndher an aﬁ,’,’,’) liegt (Wilkinson-Shift) — dadurch wird
A jedoch selbst fiir reelle A in der Regel komplex. Alternativ fithrt man hintereinander

zwei Schritte des QR-Verfahrens mit Verschiebung 1; sowie Verschiebung p; aus (doppelter
Shift).
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8 VEKTOR- UND QR-ITERATION

3. DEFLATION

(m)

Bei Anwendung der Spektralverschiebung wird der Eintrag a, ,” |

in der Regel quadratisch

gegen 0 konvergieren. Sobald a,([':l)_l = ¢ klein genug ist, hat AU™ die Form

*
Alm) — A

%
*5
0 0 ¢ A,

wobei 1, eine gute Niherung von A, und A € C(*V*("=1) eine obere Hessenbergmatrix
ist, deren Eigenwerte ungefahr gleich den Eigenwerten A;, j # i, der Matrix A sind. Es
liegt also nahe, die Iteration mit A" = A fortzusetzen, und so mit jedem berechneten
Eigenwert die Dimension der auftretenden Matrizen zu reduzieren.

Algorithmus 8.4 beschreibt das QR-Verfahren inklusive der oben beschriebenen Modifika-
tionen (mit expliziten Rayleigh-Shifts). Sind zusétzlich die Eigenvektoren von A gesucht,
miissen zumindest im letzten Schritt die Givens-Rotationen aufmultipliziert werden, um
die Matrix QU™ zu erhalten. (Ist A nicht normal, erhalt man die gesuchten Eigenvektoren
v; durch jeweils eine einzige inverse Iteration auf A(®) — unter Ausnutzung der oberen

Hessenbergform — mit Verschiebung /11.('") und anschlieffender Multiplikation mit Q.)

Algorithmus 8.4 QR-Verfahren mit expliziten Rayleigh-Shifts und Deflation

Input: A€ R™ &> 0
1 Transformiere A auf obere Hessenbergform — A setze m = 0
2: repeat

. (m) (m)

3 H < dpp

4 Am)  Alm) _ #(m)L Alm+1) - A(m)
5: for k =2tondo

6 Berechne Givens-Rotation Gy x—; um a,(cn;c)_l zu annullieren
: A G A

8: A(m+1) — Gk,k_lA(mH)G;;k_l

o: A(m+l) (_A(m+l) +,U(m)I

10: me—m+1

1 if |a£$)_1| < ¢ then

12: /ln — ag:)

13: Alm) (al(Jm))ln]_zl1

14: n«<—n-1

15: until n =0
Output: A;
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9 KRYLOVRAUM-VERFAHREN

Auch fiir Eigenwertprobleme basieren die modernen Verfahren fir grofie, diinn besetzte
Matrizen auf einem Projektionsansatz: Statt das volle Problem zu 16sen, geht man zu einem
(viel) kleineren Problem in einem Unterraum tiber. Dabei besteht — wie auch bei der Vektor-
und QR-Iteration — die Hauptaufgabe in der Berechnung von Eigenvektoren, aus denen die
zugehorigen Eigenwerte leicht mit Hilfe des Rayleigh-Quotienten (8.4) berechnet werden
konnen. Ublicherweise ist man dabei nur an wenigen Eigenwerten und Eigenvektoren,
meist den betragsgrofiten oder -kleinsten, interessiert.

9.1 PROJEKTIONSVERFAHREN

Der Grundansatz sind wieder die Galerkin-Bedingungen: Zu einer gegebenen Matrix
A e C™" sucht man A € Cund o € C"\ {0}, so dass gilt

v e K,
Ao - oL L,
fiir geeignete Unterrdaume K, £ C C" der Dimension m < n. Haben wir eine Basis vy, .. ., vy
von K und eine Basis wy, ..., w,, von £ zur Verfiigung, so konnen wir mit V = [vy,...,0,]
und W = [wy,...,wy] sowie & € C™ \ {0} mit V& = ¢ die Galerkin-Bedingungen in
Matrixform schreiben als )
W*(AVE - AVE) = 0.

Sind die Basen biorthogonal, d. h. gilt W*V = I, dann erfiillen A und & die Gleichung
(W AV)E = AE.

Fir m < n kann dieses Eigenwertproblem fir A,, := W*AV € C™™ mit Hilfe der QR-
Iteration gelost werden. Analog zu Algorithmus 4.1 erhélt man das folgende allgemeine
Verfahren.
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9 KRYLOVRAUM-VERFAHREN

Algorithmus 9.1 Projektionsverfahren fiir Eigenwertprobleme

Input: Ae C™", ¢>0,k=0,r) =1,
1: while ||rlk||2 > ¢ fiir ein i do
k—k+1
Wihle Unterraume K, £
Berechne biorthogonale Basen V, W von K und £
Berechne Eigenwerte /lf.“ und Eigenvektoren ylk von Ay = WAV
vf = VyllC
rlk = Avf.‘ - )levl’.‘

Output: vg‘ , /lf.‘

N

Eine wesentliche Frage ist hier, ob ein kleines Residuum rf auch bedeutet, dass der zugeho-
rige Eigenwert /’lf? eine gute Approximation eines Eigenwerts von A darstellt. Die Antwort
gibt der folgende Stérungssatz.

Satz 9.1 (Bauer—Fike). Sei A € C™" diagonalisierbar mit A= XDX™', und seien A € C und
0 € C" mit||0||, = 1 gegeben. Dann existiert ein Eigenwert A von A mit

A=A < ka(X) || AG - A,

Beweis. Angenommen, A ist kein Eigenwert von A (sonst gilt die Ungleichung trivialerwei-
se). Dann ist A — Al invertierbar, und es gilt wegen A = XDX ! fiir 7 := Ao — Ao

i=(A- A" =X(D - A)"'XIF.
Da 0 normiert ist, folgt daraus

1= |IX(D = AD)7X 77|,
< IXI21X 21D = AD |21l

Nun ist die Spektralnorm einer Diagonalmatrix gegeben durch den betragsgrofiten Diago-
naleintrag (der ja gleich dem betragsgrofiten Eigenwert ist). Daher gilt

1< i2(X)||]l, max [ = A7,
A€c(A)

und wir erhalten die gewiinschte Abschitzung fiir denjenigen Eigenwert, fir den das
Maximum angenommen wird (d. h. den, der am nichsten an A liegt). m]

Daraus folgt sofort eine wichtige Erkenntnis: Das Eigenwertproblem fiir selbstadjungierte
Matrizen (und allgemeiner, fiir normale Matrizen, fiir die X unitar ist) ist stabil. Dagegen
kann fiir nicht-selbstadjungierte Matrizen die Konditionszahl von X beliebig grof3 sein.
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9 KRYLOVRAUM-VERFAHREN

Der orthogonale Projektionsansatz mit £ = K wird als Rayleigh-Ritz-Verfahren bezeich-
net. Fithren wir die orthogonale Projektion Px auf K ein, so konnen wir die Galerkin-
Bedingungen schreiben als

(9.1) Aq(ﬁ = P«KAP(KZJ = /iﬁ,

wobei o € C" \ {0} ist. (Da die linke Seite wegen Py in K ist, muss dann auch 4 € K sein.)
Erfillt (A, 0) die Bedingung (9.1), so nennt man A Ritz-Wert und 0 Ritz-Vektor von A.

Fiir die spater betrachteten Krylovraum-Verfahren ist folgendes Resultat wichtig.

Satz 9.2. Wenn K invariant unter A ist, so sind die Ritz-Werte bzw. Ritz-Vektoren Eigenwerte
bzw. Eigenvektoren von A.

Beweis. Angenommeni € Cund o € K\ {0} erfiillen (9.1). Dann ist insbesondere Pyxo = 0.
Ist K invariant unter A, so ist auch Ao € K, und daher ist (9.1) A4quivalent zu

0 = Ayt — i = Pyc(AG — Ad) = AG — A3,
d.h. o ist Eigenvektor zum Eigenwert A von A. O

Ist K nicht invariant, so wird die bestmdgliche Naherung dadurch bestimmt, wie ,nahe®
der gesuchte Eigenvektor v an K liegt, gemessen durch den Abstand ||(I — Px)v||,. Die
Idee dabei ist, den Satz 9.1 von Bauer—Fike anzuwenden auf Ay und das Paar (A, Pxo) (d. h.
wir suchen fiir einen exakten Eigenwert von A den nichstgelegenen Ritz-Wert anstatt
umgekehrt). Das nachste Lemma erlaubt die Abschétzung des dann auftretenden Residuums
des projizierten Problems durch diese Distanz.

Lemma 9.3. Sei A € C Eigenwert von A mit Eigenvektorv € C" \ {0}. Dann gilt die Abschdt-
zung

|(Agc — A)Pgco||z < ylI(I = Pgo)oll2
mity = ||[PgcA(I = Px)|l2 < ||All2.

Beweis. Da Py und (I — Px) Projektionen sind, gilt

|(Agc — AI)Pgco||2 = ||PxAv — AgcPycoll2
= ||PxcAv — PgcAPxo||2
= ||PxcA(I = Pg)ol2
= [|PxA(I — Px) (I — Px)ol|2
< yll(I = Px)ol|2,

wobei wir die Definition von Ag und Av = Av verwendet haben. Die Abschéatzung von y
folgt dann daraus, dass orthogonale Projektionen immer Norm 1 haben. m]
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9 KRYLOVRAUM-VERFAHREN

Folgerung 9.4. Sei Ay diagonalisierbar und A ein Eigenwert von A mit Eigenvektor v. Dann
existiert ein Ritz-Wert A mit

A=Al < k(XY = Pg)olls.

Ist v also ,nahe” an K und A selbstadjungiert, so liefert das orthogonale Projektionsverfah-
ren eine gute Naherung. Wie gut diese Naherung ist, hidngt natiirlich von der speziellen
Wahl von K ab; im néchsten Abschnitt werden wir diesen Abstand fiir Krylovraume unter-
suchen. (Mit deutlich mehr Aufwand lassen sich auch Stérungsresultate fiir Eigenvektoren
und daraus Fehlerabschiatzungen fir Ritz-Vektoren zeigen.)

Fiir selbstadjungierte Matrizen konnen wir auch Optimalitidtsaussagen iiber die Ritz-Werte
beweisen. Wir nehmen wieder an, dass die Eigenwerte von A absteigend angeordnet sind,
d.h. es gelte

M2y =2 Ay,

und ebenso gelte fiir die Ritz-Werte

> >

Dann gilt folgende Charakterisierung der Ritz-Werte.

Satz 9.5. Sei A € C™" selbstadjungiert und K ein Unterraum von C" mit dim(%K) = m. Dann
erfiillen die Ritz-Werte A; und die zugehorigen Ritz-Vektoren 0; von A beziiglich K

~ (0, Ad;) . (x, Ax) o {x, Ax)
Ai=—7—= min max =  max min )
(0;,0;)  ScK.dim(S)=m—i+1x€S\{0} (x,X)  ScKdim(S)=i xeS\{0} {x,x)

Beweis. Da A und Py als orthogonale Projektion selbstadjungiert sind, ist auch A selbst-
adjungiert. Wir konnen daher den Satz von Courant-Fischer anwenden auf Ax : K — K;
die letzten beiden Darstellungen folgen dann wegen

(x,Agex)  (Pgex, APgx)  (x,Ax)

(x, x) B (x, x) B (x, x)

fur alle x € K.

Wegen 0; € K ist schliefilich
(61, AB;) = (B, Agcti) = Ai(dr, 6i),
woraus die erste Gleichung folgt. O

Folgerung 9.6. Sei A € C™" selbstadjungiert und K C C" ein Unterraum. Dann gilt fiir die
Eigenwerte A; und Ritz-Werte A;,1 < i < m, von A gilt

> > A
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9 KRYLOVRAUM-VERFAHREN

Beweis. Dies folgt aus

> . {x,Ax) . {x, Ax)
A= max min < max min =
ScK,dim(S)=i xeS\{0} {x, x) ScCndim(S)=i xeS\{0} (x, x)

sowie
~ . {x, Ax) ) (x,Ax)

A Zim: min > =
xek\{0} (x,x) — xeCr\{o} (x,x)

Dies bedeutet, dass die extremalen Ritz-Werte bei wachsender Dimension von K die
extremalen Eigenwerte von A monoton ,von innen” anndhern. Orthogonale Projektions-
verfahren eignen sich also insbesondere dafiir, die grof3ten bzw. kleinsten Eigenwerte einer
(selbstadjungierten) Matrix zu berechnen.

9.2 ARNOLDI- UND LANCZOS-VERFAHREN

Wir kommen nun zu dem Standard-Verfahren fiir die Eigenwertbestimmung grofler, diinn-
besetzter Matrizen: dem Arnoldi- beziehungsweise Lanczos-Verfahren. Dabei handelt es
sich um orthogonale Projektionsverfahren auf die Krylovraume

Kn (A, v) = span {v, Av, A%, A" ).

Wir kommen rasch zum Kern der Sache, denn wir sind gut vorbereitet. Seien A € C"™" und
v € C"\ {0} gegeben. Dann berechnet der Arnoldi-Prozess nach m Schritten eine Matrix
QOm € C™™, deren Spalten qy, . . ., gn eine orthonormale Basis von K, (A, v) bilden, und
eine obere Hessenbergmatrix H,, € C™ mit

0,,AQm = Hp,.

Die Ritz-Werte von A bezuiglich K, (A, v) sind also die Eigenwerte von H,,, und die Ritz-
Vektoren konnen aus den zugehorigen Eigenvektoren &; von Hy, durch 9; = Q& berechnet
werden. Der Arnoldi-Prozess bricht nur ab, wenn %, (A, v) invariant unter A ist; in diesem
Fall sind die Ritz-Werte nach Satz 9.2 bereits Eigenwerte von A (und zwar die betragsgrofiten
- sowohl positive als auch negative wegen K, (A, v) = K (—A, 0)).

Bricht der Prozess nicht ab, existieren auch A1, # 0 und g1 € C" \ {0} mit

(9.2) AQm = OmHp + hm+1,QO+le;kn-

Wie im GMRES-Verfahren konnen wir diese Darstellung verwenden, um ein Abbruch-
Kriterium zu definieren.
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9 KRYLOVRAUM-VERFAHREN

Satz 9.7. Angenommen, es wurden m Schritte im Arnoldi-Prozess durchgefiihrt, und seien
/i,- und 0; = Qpé;, i = 1,...,m, die Ritz-Werte und Ritz-Vektoren von A € C™" beziiglich
Kn(A,v). Dann gilt )

|AG; — Aiill2 = |Amsrm(&is €m) |-

Beweis. Multiplizieren von (9.2) mit &, 1 < i < m, ergibt

Angi = Qmngi + hm+1,QO+1<'§is em> = jvimei + hm+1,m£]m+1<§is em)-

Daraus folgt ) )
AD; = A0 = AQmé&i — AiOmé&i = hmym@m+1 (& em)

und damit die Behauptung. O

Die letzte Komponente eines berechneten Eigenvektors von Hy,, multipliziert mit h;41 m,
liefert also das Residuum der zugehorigen Eigenwertgleichung.

Ist A selbstadjungiert, so liefert stattdessen der Lanczos-Prozess eine tridiagonale Matrix T,,,,
deren Eigenwerte und Eigenvektoren die Ritz-Werte und Ritz-Vektoren darstellen. Wieder
bricht der Prozess nur ab, wenn die Ritz-Werte exakt sind; ansonsten gilt Satz 9.7 (mit B+
anstelle von hy41m).

Das Arnoldi-Verfahren (und — mutatis mutandis — das Lanczos-Verfahren) zur (ndherungs-
weisen) Berechnung von k Eigenwerten der Matrix A kann also wie folgt zusammengefasst
werden:

Beginne mit Zufallsvektor v,

form=1... do
1. Fithre einen Schritt im Arnoldi-Prozess durch ~» Hy, Qm, Am1,m
2. Bestimme Eigenwerte A; und Eigenvektoren & von H,, mit QR-Iteration
3. Falls |hp41m(&i em)| < €, berechne Ritz-Vektoren 0; = Qy,¢;

Da die Matrix H,, bereits obere Hessenbergform hat, bietet sich das QR-Verfahren in
Schritt 2 an. In der Praxis wird man — insbesondere beim Arnoldi-Verfahren — m nicht
beliebig groff werden lassen, sondern Neustarts durchfithren. Ebenso méchte man bereits
berechnete gute Naherungen an gesuchte Eigenvektoren behalten. Dies fiihrt auf das
Neustarts ahnlich wie bei GMRES-Verfahren mit Hilfe von spektalen Filtern, die analog
wie bei der Spektralverschiebung fiir das QR-Verfahren funktionieren.

Um das Konvergenzverhalten der Krylovraum-Verfahren zu untersuchen, miissen wir
nach Lemma 9.3 den Abstand ||(I — Px)v;||, der Eigenvektoren v; von A zum Krylovraum
K = Kn(A, v) untersuchen. Dabei nutzen wir wieder aus, dass jeder Vektor x € K, (A, v)
geschrieben werden kann als x = p,,;,—;(A)v fiir ein Polynom p,,—; vom Hochstgrad m — 1.
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9 KRYLOVRAUM-VERFAHREN

Satz 9.8. Sei A € C™" diagonalisierbar mit Eigenwerten A; und normierten Eigenvektoren
vi,i=1...,n undseiv = Z;’zl ajv; gegeben. Bezeichne Py die orthogonale Projektion auf
Km(A,v). Dann gilt fiir alle1 < i < n mit o; # 0 die Abschdtzung

1Pl < | min max |l |
pEPm_l AEO’(A)\{}.I} j:1
p(A)=1 j#i

|sz'|'

Beweis. Wir betrachten statt v; den skalierten Eigenvektor o;v;. Nach Satz 3.6 erfullt die
orthogonale Projektion auf %, (A, v) die Eigenschaft

|laivi — Pxaivill, = min )||05i0i —xllp = g;)in livi — p(A)o]l2
X

m (3,0 PET m-1

< min [[ev; — p(A)o]|2.
m-1

p(Ai)=1
Sei p € Pp—q mit p(A;) =1 beliebig. Dann gilt
laivi = p(A)ollz = llp(A)aivi — Z_p(A))ajojllz < max [p(2))] Z lecjl,

j=1
J#i

da die v; normierte Eigenvektoren sind. Division durch |¢;| # 0 liefert die gewiinschte

Abschétzung. O

Fiir selbstadjungierte Matrizen konnen wir wieder konkretere Schranken angeben, indem
wir das minimierende Polynom auf ¢(A) C R nach oben durch Tschebyschow-Polynome
abschitzen.

Satz 9.9. Sei A selbstadjungiert mit absteigend sortierten Eigenwerten A; und zugehorigen
Eigenvektoren v;. Dann gilt

2Ki

min  max [p(A)] <

PEPm_1 A€a(A\{A} m-i
p(A)=1 (y,- +./v? - 1)

mit )
iy ]
j n _
K1 =1, K; = firi>1

lj:!/lj—)ti

und I
—1+2 i~ i+l
Vi Tivs — In
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9 KRYLOVRAUM-VERFAHREN

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall i = 1. Setze

Tn-1(r1(1)) A=A
_ ri(A)=1+2 .
Tm—l(Yl) 1( ) /12 - An

Dann ist p € Pp—q und p(A;) = 1. AuBlerdem gilt r1(A) € [-1,1] fir A € {Ay,...,A,} und
damit T,,—1(r1(4)) < 1. Weiterhin zeigt man mit Induktion, dass

p(A) =

(4 zz_l)H(z_m)k]

Ti() =

fir |z| > 1 gilt. Damit ist

1 2

< ,
Tm—l(}’l) 9 m-1
Y= AJyp -1

woraus die Abschatzung fiir i = 1 folgt.

p(d) <

Fur i > 1 wahlen wir

R R e )
A) = A
P (M= A) - (Aimr — Ai)q( )

fiir ein Polynom g € #p,—; mit q(4;) = 1. Dann ist p(A;) = 0 fiir alle j < i und daher

max  |p() =  max (M=) (Aig=A)
Aea(A)\ (A} Ae{isodn} | (A = A3) - (A1 = Ay)

q(d)

< Ki M.
<k max lg(A)]

Die Aussage folgt nun, indem wir fiir ¢ wie im Fall i = 1 das Polynom

Tm—i("i(/l)) A=A
_— ri(d)=1+2 ,
Tn-i(yi) @ Aiv1 — Ay

wahlen. m]

q(d) =

Zusammen mit Folgerung 9.4 liefert dies eine Fehlerabschatzung fiir das Lanczos-Verfahrens.
Fiir das Arnoldi-Verfahren bei nicht-selbstadjungierten Matrizen kann man dhnlich wie fiir
GMRES mit Hilfe komplexer Tschebyschow-Polynome dhnliche Abschiatzungen herleiten,
wenn das Spektrum von A in bestimmten Ellipsen in der komplexen Ebene enthalten ist.
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Teil 11

NUMERISCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
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10 GRUNDLAGEN UND EINSCHRITTVERFAHREN

Gewohnliche Differentialgleichungen charakterisieren Funktionen durch ihre (zeitliche)
Anderungsrate. Wichtige Beispiele kommen aus der Populationsdynamik (zeitliche Ande-
rung der Bevolkerungszahl), Reaktionskinetik (zeitliche Anderung von chemischen Kon-
zentrationen) oder der Mechanik (zeitliche Anderung von Ort und Impuls).

10.1 THEORETISCHE GRUNDLAGEN

Zu einer gegebenen Funktion
(10.1) f:RXR" >R

(im Folgenden auch als rechte Seite bezeichnet), einer Anfangszeit ty € R, einem Anfangswert
y° € R™ und einer Endzeit T € (ty, oo] wird eine Funktion y : R — R" gesucht, die das
Anfangswertproblem

(10.2)

y,(t) :f(t’y)’ t e (tO’T]’
y(to) = 5",

erfillt. Da nur die erste Ableitung von y(t) = (y1(¢),. .., y»(t)) vorkommt, spricht man von

einem System erster Ordnung; tauchen in der Gleichung auch m-te Ableitungen auf, liegt

entsprechend ein System m-ter Ordnung vor. Diese lassen sich auf ein (gréf3eres) System

erster Ordnung zuriickfithren, indem man alle Ableitungen von y als neue Unbekannte
einfihrt.

Der folgende zentrale Satz in der Theorie von Anfangswertproblemen besagt, unter welchen
Voraussetzungen das Problem (10.2) stabil ist.

Satz 10.1 (Picard-Lindelof). Sei f(t,y) : R x R® — R" stetig in t und lokal Lipschitzstetig
in y, d. h. es existieren 5, L > 0 mit

If (& y) = f(t. 2] < Llly - =]

fiir alle y,z € R" in einer Umgebung von y° und alle t € [ty,ty + 5]. Dann existiert eine
eindeutige Losung y(t),t € [to, to + €] fiir ein e > 0, von (10.2). Weiterhin gilt fiir eine Losung
y zum Anfangswert y° und eine Losung y zum Anfangswert y° die Abschdtzung

(10.3) ly(®) = 50l < Ny =31 fiirallet € [to, 1o +e].
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10 GRUNDLAGEN UND EINSCHRITTVERFAHREN

Ist die rechte Seite lokal Lipschitzstetig, so existiert also (lokal)' eine eindeutige Losung,
die stetig von den Anfangswerten abhingt. Wir nehmen daher in Folge an, dass die Vor-
aussetzungen von Satz 10.1 erfiillt sind und eine Losung auf dem gesamten Intervall [0, T
existiert. Der Kiirze halber setzen wir von nun an auch t, = 0.

Wir untersuchen nun die Stabilitat des Anfangswertproblems fiir langere Zeitraume. Es ist
zweckmaflig, dies durchzufithren am Beispiel der Testgleichung

(10.4) y' (t) = Ay(t), AeC.

Fir t > 0 ist die Losung gegeben durch

(10.5) y(t) = e*y(0),

wie man leicht durch Differenzieren nachpriift. Wir betrachten nun zwei Anfangswerte y°
und z° (letzteren darf man sich als “gestérten Anfangswert” vorstellen). Die zugehorigen
Losungen y(t) und z(¢) der Testgleichung erfiillen dann fiir alle ¢t > 0 die Abschatzung

Iy (e) = 2(B)l] = [l (" = 2| < ")y = 211,
wobei Re(2) den Realteil der komplexen Zahl A bezeichnet.

Wir unterscheiden nun drei Fille.

(i) GiltRe() < 0, so ist eRW! < 1fiir alle t > 0, und die Anfangsstérung bleibt fiir alle
Zeiten beschrankt; das Problem ist stabil.

(ii) Gilt Re(d) < 0, so geht eRM! — 0 fiir t — oo, und die Differenz der Losungen wird
sogar immer kleiner; das Problem ist asymptotisch stabil.

(iii) Gilt Re(d) > 0, so geht eRM! — oo fiir t — co; ein beliebig kleiner Anfangsfehler
wird also nach einer gewissen Zeit beliebig grof3. Solch ein Problem ist instabil, und
man kann nur fiir sehr kleine ¢ eine sinnvolle Losung erwarten.

Die Untersuchung allgemeiner Anfangswertprobleme y’(t) = f(t, y) lasst sich (etwa durch
Diagonalisierung linearer Systeme oder Linearisierung nichtlinearer Systeme) auf die
Betrachtung von Testgleichungen dieser Art zuriickfithren. Die Testgleichung stellt damit
einen geeigneten Prifstein fiir die Stabilitat numerischer Verfahren dar.

10.2 ELEMENTARE EINSCHRITTVERFAHREN

Wir betrachten hier drei verschiedene Methoden zur numerischen Losung des Anfangs-
wertproblems (10.2), die beispielhaft die Konstruktion und Analyse solcher Verfahren
aufzeigen.

'Stirkere Bedingungen, die fiir alle t und y, z gelten, erlauben freilich auch starkere Aussagen iiber globale
Existenz und Eindeutigkeit.
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10 GRUNDLAGEN UND EINSCHRITTVERFAHREN

Allen Ansétzen liegt die Idee zugrunde, die gesuchte Losung fiir t € [t, T| durch eine Folge
von diskreten Funktionswerten zu approximieren. Dafiir definieren wir die Zeitschritte

O=ty<th<---<ty=T

mit der Schrittweite
hj = t]‘ - t]‘_l.

Die numerische Naherung der exakten Lsung y(t) im Zeitschritt ¢; bezeichnen wir mit
yi=y(t),  j=0,....N.

Da yp ~ y(f) = y° bekannt ist, brauchen wir nun eine Vorschrift, um aus y;_; den Wert y;
zu konstruieren; man spricht daher von Zeitschrittverfahren. Diese bekommen wir durch
Diskretisierung der Differentialgleichung.

(i) Die Ableitung y’(t) wird durch den Vorwértsdifferenzenquotienten in t;_; ersetzt:

y(t) -yt
% ~ Y (tj-1) = [t y(Ej-1).

j
Durch Ersetzen von y(t;) durch die diskrete Naherung y; und Auflésen erhalten wir
daraus das explizite Euler-Verfahren

Vi = Yji1+hif(tj-, yji-1), j=1...,N,

yo =y’

(ii) Die Ableitung y’(t) wird durch den Riuckwartsdifferenzenquotienten in ¢; ersetzt:

M ~ Y (tj) = f(t;, y(¢))).
j

Analog erhalten wir daraus das implizite Euler-Verfahren

yj:yj_1+hjf(tj,yj), jzl,...,N,

o =y".
Um bei bekanntem y;_; den neuen Wert y; zu bestimmen, muss dabei die Glei-
chung (bzw. das Gleichungssystem) y; — h;f(tj, y;) = yj-1 gelost werden, etwa
durch Fixpunktiteration oder Newton-Verfahren. Im Gegensatz dazu ist im explizi-
ten Euler-Verfahren y; direkt durch Einsetzen von y;_; in die rechte Seite gegeben.
Allgemein nennt man Zeitschrittverfahren implizit, falls in jedem Zeitschritt ein
Gleichungssystem gelost werden muss, und explizit, falls das nicht erforderlich ist.
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10 GRUNDLAGEN UND EINSCHRITTVERFAHREN

(iii) Integrieren wir die Differentialgleichung y” = f(¢, y) auf beiden Seiten tiber einen
Zeitschritt und wenden den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung an,
erhalten wir die 4quivalente Integralgleichung

(10.6) y(t) =60+ [ fn )

Indem wir das Integral auf der rechten Seite durch eine Quadraturformel approxi-
mieren, erhalten wir eine weitere Klasse von Zeitschrittverfahren. Die Trapezregel

| sy s S5 y00) + £650)

fihrt auf das Trapezverfahren oder Crank—Nicolson-Verfahren

h:
Vi =Y+t Ej(f(tj—l’ yi-1) + f (1), y]')), J=1....N,
yo=y"
Auch das Trapezverfahren ist implizit, da y; auch in der rechten Seite vorkommt.

Alle drei Methoden sind Beispiele von Einschrittverfahren, da nur der letzte Zeitschritt ;_4
zur Berechnung von t; verwendet wird. Allgemein haben Einschrittverfahren die Form

(10.7) 0

y] = Yj—l +h]q)f(t]—l’ t]s J/j—l, y])’ J = 19 .. .,N,
Yo=Yy

mit einer Verfahrensfunktion ®¢, deren Definition natiirlich von der gegebenen rechten Seite
f abhingt. Fiir das explizite Euler-Verfahren etwa ist @¢(t;_1,tj, yj-1, ¥j) = f(tj-1, ¥j-1).

10.3 KONVERGENZ UND STABILITAT

Eine wesentliche Frage ist nun, wie genau diese Verfahren sind, d. h. wie gut die mit ihnen
berechnete diskrete Naherung y; die exakte Losung y(t;) anndhert. Wir unterscheiden
dabei den lokalen Fehler, der in einem einzigen Zeitschritt entsteht, und den globalen Fehler,
der die gesamte Evolution beriicksichtigt.

Konsistenz beschreibt, wie gut das diskrete Zeitschrittverfahren die gewohnliche Differen-
tialgleichung approximiert; wir untersuchen hier also den Diskretisierungsfehler. Um das
zu prézisieren, schreiben wir das Einschrittverfahren (10.7) in der Form

Yi— Y1

Fhyj =T — Ot b, Y yj) = 0
J]
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10 GRUNDLAGEN UND EINSCHRITTVERFAHREN

und untersuchen, wie gut die exakte Losung y(t) diese diskrete Gleichung erfiillt.”

Definition 10.2. Der lokale Fehler im Zeitschritt t; ist definiert als

y(t) — y(tj-1)
dj = ||¥hy(t)ll = % — D (tj-1, tj, y(tj-1), y(£))||-
j
Ein Verfahren hat Konsistenzordnung p, falls fiir alle 1 < j < N gilt
d; = O(h‘;.’).

Es heif3t konsistent, falls es mindestens Konsistenzordnung p = 1 besitzt.

Da es sich hier um einen Diskretisierungsfehler handelt, kénnen wir die Konsistenzord-
nung direkt an der zur Konstruktion des Verfahrens verwendeten Approximation able-
sen.

Beispiel 10.3. (i) Explizites Euler-Verfahren: Hier ist

PED TG _ s sty —

y(tj) = y(tj-1)
h; ;

¥, y(t;) =
hJ’(tJ) hJ

-y (tj-1) = O(h)),

wie aus Numerik 1 bekannt ist. Die Konsistenzordnung ist daher p = 1.

(ii) Implizites Euler-Verfahren: Hier liegt auch die Konsistenzordnung p = 1 vor, da
der Ruckwirtsdifferenzenquotient die selbe Fehlerordnung besitzt.

(iii) Trapezverfahren: Mit Hilfe der Quadraturfehlerabschétzung fiir das Trapezver-
fahren erhalten wir aus (10.6), dass gilt

h:
y(t) = y(tj0) + 2 (o y(ti-0) + (2 9(1))) + O(B).
Umformen und durch Division durch h; ergibt

y(t) —y(tj-1) 1

Hay(ty) = T2 (i y(t5-0) + £ y(07)) = 0GR,

Das Trapezverfahren hat daher Konsistenzordnung p = 2.

Konvergenz beschreibt dagegen, wie nahe die diskrete Losung an der exakten Losung
liegt. Im Gegensatz zu dem lokalen Fehler miissen wir hier alle bisherigen Zeitschritte
beriicksichtigen.

*Vergleichen Sie dies mit der Verwendung des Residuums b — Ax%) zur Fehlermessung im Gradienten-
verfahren. Da die diskrete Naherung y; nur an den Zeitschritten t; definiert ist, ist eine Ableitung nicht
definiert, und wir kénnen y; nicht in die Differentialgleichung einsetzen. Deshalb wird hier umgekehrt
die exakte Losung in das numerische Verfahren eingesetzt.
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10 GRUNDLAGEN UND EINSCHRITTVERFAHREN

Definition 10.4. Der globale Fehler im Zeitschritt ¢; ist definiert als
e = lly(t;) = ¥
Ein Verfahren hat Konvergenzordnung p, falls fiir alle 1 < j < N und h := max;<j<n h; gilt
ej = O(hP).

Es heif3t konvergent, falls es mindestens Konvergenzordnung p = 1 besitzt.

Der globale Fehler misst also zusatzlich, wie sich die Diskretisierungsfehler tiber die Zeit-
schritte aufsammeln.

Nullstabilitdt bedeutet, dass die Fehler in fritheren Schritten durch die folgenden Schrit-
te nicht ibermissig verstarkt werden, der globale Fehler also durch den lokalen Fehler
bestimmt wird.

Dazu definieren wir in den Zeitschritten t, ..., ty zwei Folgen von Werten
X0, .., XN und 20, .- ZN»

und setzen wieder h := max;<j<n(t; — tj-1).

Definition 10.5. Ein Verfahren heif3t nullstabil, falls hy > 0 und K > 0 existieren, so dass

fir alle xo, ..., xy und 2y, . . ., zy mit h < hy die Abschiatzung
(10.8) llxn = zall < K{llx0 — 20|l + max || ¥px; — Przjl|
1<j<n

firallel1 < n < N gilt.

Satz 10.6. Fiir ein nullstabiles Einschrittverfahren gilt

(i) Konsistenz impliziert Konvergenz;

(ii) Konsistenzordnung ist gleich Konvergenzordnung.
Beweis. Setzen wir in (10.8) fiir x; die exakte Losung y(¢;) und fiir z; die diskrete Losung
y; ein, so erhalten wir sofort aus der Definition des globalen und des lokalen Fehlers die

Abschatzung

ej < K max d;. O
1<j<n
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10 GRUNDLAGEN UND EINSCHRITTVERFAHREN

Die Abschétzung (10.8) ist eine diskrete Form von (10.3). Tatsachlich kann man auf dhnliche
Weise mittels Induktion zeigen, dass ein Verfahren nullstabil ist, wenn @ Lipschitzstetig
beziiglich y; und y;_; ist. Da wir f als Lipschitzstetig vorausgesetzt haben, erkennen wir
sofort, dass beide Euler-Verfahren sowie das Trapezverfahren nullstabil sind. Die Euler-
Verfahren haben also auch Konvergenzordnung p = 1, wiahrend das Trapezverfahren
Konvergenzordnung p = 2 hat.

A-Stabilitdt ist schlieBlich die Forderung, dass das numerische Verfahren, angewandt auf
die Testgleichung (10.4), eine Ndherung liefert, die das gleiche Abklingverhalten wie die
exakte Losung (10.5) liefert. Wir verlangen also, dass fir Re(4) < 0 die diskrete Losung

(10.9) lyill < llyjall, 1<j<N,
erfiilllt. Wir betrachten das am Beispiel des expliziten Euler-Verfahrens:
Vi = Vit hif (41, yj1) = i+ hjAyj = (1+ hjA) yja.

Damit (10.9) erfiillt ist, muss also
1+ Al <1

mit & = max<j<, h; gelten. Je kleiner also Re(4) < 0, desto kleiner muss die maximale
Zeitschrittweite sein, um die gewiinschte monoton fallende Naherung zu garantieren.
Auch fiir andere Verfahren spielt das Produkt hA eine Rolle, was die folgende Definition
rechtfertigt.

Definition 10.7. Ein Zeitschrittverfahren hat die Stabilitdtsfunktion g : C — C, falls es
angewandt auf die Testgleichung Naherungen erzeugt, fiir die gelten

i = 9(Ah))yj.
Der absolute Stabilitditsbereich des Verfahrens ist dann gegeben durch
A={zeC : |g(z)| <1}.

Das Verfahren heifit A-stabil, falls {z € C : Re(z) < 0} C A gilt.

A-stabile Verfahren produzieren also fiir alle stabilen Testgleichungen monoton fallende
Néherungen, unabhéngig von der gewéhlten Schrittweite.

Beispiel 10.8. (i) Fur das explizites Euler-Verfahren haben wir bereits gezeigt, dass
g(z) =1+ z und damit

A={zeC : [1+z| <1}

(der Kreis um —1 mit Radius 1) ist. Das explizite Euler-Verfahren ist also nicht
A-stabil.
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10 GRUNDLAGEN UND EINSCHRITTVERFAHREN

(ii) Fur das implizite Euler-Verfahren erhalt man

(1-hjA)y; = yja

und daraus die Bedingung

<1

1-hA
Also ist g(z) =1 — z und der absolute Stabilitatsbereich daher

‘ 1

A={zeC: |1-2] 21}

(alles auBerhalb des Kreises um 1 mit Radius 1). Das implizite Euler-Verfahren ist
also A-stabil.

(iii) Das Trapezverfahren kann man umformen zu

hj hj
1-;1 yi = 1+?A Yji-1

woraus folgt

z
2

A:{ZEC:E Sl}:{zeC:Re(z)SO},

—z2
2

da der Zahler genau dann kleiner als der Nenner ist, wenn Re(z) < 0 gilt. Auch
das Trapezverfahren ist damit A-stabil.

Die A-Stabilitat ist besonders wichtig fiir steife Differentialgleichungen. Diese sind charakte-
risiert durch ein extrem rasches “Einschwingen” auf einen stationaren Zustand, unabhéngig
vom Anfangswert. Betrachten wir zum Beispiel fiir y° > 0 das Anfangswertproblem

y'(t) = =100(y(t) = sin(t)),  y(0) =",

so sehen wir, dass sich fiir sehr kleine ¢ die rechte Seite wie f(t, y) ~ —100y(t) verhalt,
die Losung y(t) also exponentiell abfillt. Sobald aber y(¢) ~ sin(t) erreicht wird, ist
f(t,y) = 0 und daher y(t) = sin(t). Fir grofle t reichen also sehr grofle Zeitschritte, um
die langsam variierende Losung korrekt zu berechnen. Trotzdem ist die schnell abklingende
Komponente noch vorhanden, sodass sie iiber den absoluten Stabilititsbereich die maximale
Zeitschrittweite mitbestimmt. Wegen —100 < 0 muss diese daher sehr klein sein, obwohl
fir den Zweck der Genauigkeit eine viel grofiere Schrittweite ausreichen wiirde. Hier ist
also ein A-stabiles Verfahren vorteilhaft.

Allgemein kann man zeigen, dass fiir explizite Verfahren die Stabilititsfunktion ¢g(z) ein
Polynom ist. Polynome kénnen aber prinzipiell die Exponentialfunktion nur fiir kleine |z|
gut anndhern, da e* — 0 fiir x — —co aber p(x) — *oo fiir jedes Polynom gilt. Dagegen
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10 GRUNDLAGEN UND EINSCHRITTVERFAHREN

fihren implizite Verfahren auf rationale Stabilitatsfunktionen, die auch das asymptotische
Verhalten der Exponentialfunktion wiedergeben kénnen.

Merke: Explizite Verfahren sind fiir steife Differentialgleichungen ungeeignet!

(Dies wird auch oft als pragmatische Definition der Steifheit verwendet.)
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11 RUNGE-KUTTA-VERFAHREN

Ist nur eine geringe Genauigkeit der Approximation gewiinscht, so leisten die in Ab-
schnitt 10.2 vorgestellten Verfahren gute Dienste. Fiir eine hohere Genauigkeit bendtigen
diese aber sehr kleine Zeitschrittweiten, was die Berechnung ineffizient macht. Hier sind
Verfahren mit héherer Konvergenzordnung sinnvoll, die (fiir geniigend glatte rechte Sei-
ten f) hohe Genauigkeit bei grolen Schrittweiten erlauben. Die wichtigste Klasse von
Einschrittverfahren héherer Ordnung sind die Runge—Kutta-Verfahren.!

Die Grundidee setzt wieder bei der Approximation der Integralgleichung (10.6) durch ein
Quadraturverfahren an. Das Prinzip erkennt man bereits am Beispiel der Mittelpunktsregel
(der Gauf3-Formel fiir n = 0),

h
/ f(x)dx = hf (%) + O(h?).
0
Dies fuhrt auf
(11.1) Vi = Vit hif(t 1,y 1),

.. h; h; ..
wobei wir ¢;_1 = tj_1+ 5 und Vi1 = y(tj-1+ ) setzen. Dabei sind weder y; noch !

_1
bekannt. Der Kern der Runge-Kutta-Verfahren besteht darin, y;_ 1 zuerst mit Hilfe des
expliziten Euler-Verfahrens berechnen, und dann in (11.1) einsetzen. Wir erhalten dadurch
das explizite, zweistufige Verfahren

. h;
yj—% =Yt ?]f(tj—la J/j—l),
Yi=Yji1+ hjf(tj_%, )7]'—%)-

Es bleibt zu zeigen, dass wir dadurch wirklich eine hohere Ordnung erreicht haben, da
das explizite Euler-Verfahren ja nur die Konsistenzordnung p = 1 hat, auch wenn der
Quadraturfehler der Mittelpunktsregel (wie der der Trapezregel) sich wie O(hj.) verhalt.
Allerdings wird der Term mit y;_ 1 in der zweiten Stufe mit h; multipliziert, und deshalb

'Carl Runge, der 1904 die erste Professur in Angewandter Mathematik in Géttingen erhielt, gab 1895 erstmals
ein mehrstufiges Verfahren hoherer Ordnung an. Martin Kutta beschrieb das klassische Verfahren 1900
in seiner Doktorarbeit.
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11 RUNGE—KUTTA-VERFAHREN

auch der Fehler im Euler-Verfahren. Wir konnen also tatsachlich die Ordnung p = 2
erhoffen.

Wir weisen das nun nach. Der lokale Fehler ist gegeben durch

_ () = ()

h;
d; i - f(tj—%’ Yt + - f (b, J/(tj—l)))-

Wir schreiben nun y(t;) = y(tj—1 + h;), setzen

h; h;
F(hj) = f(tj—l + o () + (4, y(tj—l)),

und fassen d; als Funktion von h; auf. Taylorentwicklung von d;(h;) in h; = 0 ergibt
dann

hj h? h? 3
dj(h;) = |¥'(tj-1) + Ey”(tj—l) + zyw(tj—l) — [F(0) + h;F'(0) + ?F”(O) +O(h)).

Wir fithren nun einen Koeffizientenvergleich fiir h; durch. Schreiben wir kurz f;_; :=
f(tj—1, ¥(tj-1)), so erhalten wir

F(0) = fj-1 = y'(tj-),

’ 1 1 1 , 1
FO) = 2o tofapa= -

144 1 1 1 1 V244
F”(0) = Zattfj—l + 5(9tyfj—1)fj—1 + Z(ayyﬁ—l)sz_l # gy (tj-1).

y”(tj—l)’

Alle Terme bis auf den fiir h? heben sich also auf. Es folgt
dj = O(h?),

und damit ist die Konsistenzordnung p = 2.

Mit der selben Vorgehensweise erhalten wir aus der Trapezregel

h h
[ #0dx =570+ £y + 0
das explizite Trapezverfahren

Vi = yi-1+hif(tji-, yi-1),

h; i
Yji=Yj-1+ E(f(tj—l’ yi-1) + f (), YJ))’

ebenfalls mit Konsistenzordnung p = 2.
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Das klassische Runge—Kutta-Verfahren 4. Ordnung (RK4) entsteht aus der Simpson-Regel

h
| #0dx =250 +ar )+ 1y + 00

und lautet

Y6 = Y(t5) + 2 (Flty0 3 + 4F (1 p 3y ) + (8 3)

mit Genauigkeit O(h?). Die Konstruktion einer expliziten Naherung dritter Ordnung fiir
Vit und y; ist nicht mehr trivial und benédtigt mehrere Zwischenstufen; sie ist gegeben

durch
le y] 1>
h;
Yo=yja+ 2f(fj -1, 1),
h;
Y3=yj1+ f(t__,Yz)
Y4 =Yj-1 + hjf(tj_%, Yg),
h;
Vi=Yj1+t _(f(t] L Y1) + Zf(t j— 1> Y;) + Zf(t j—1> Y3) +f(t]: Y4))

Mit Hilfe der Taylorentwicklung kann man wieder zeigen, dass dieses Verfahren tatsachlich
die Konsistenzordnung p = 4 hat. Dieses Vorgehen fiihrt im allgemeinen Fall auf die
folgende Definition.

Definition 11.1. Ein s-stufiges Runge—Kutta-Verfahren hat die Form
S
Yi = yj_1+hjZa,~kf(tj+ckhj, Yk): 1<i<s,
k=1

N
k=1

mit Koeffizienten aj, by, cx € R. Das Verfahren ist explizit, falls a;; = 0 fur alle k > i;
ansonsten ist es implizit.

Durch rekursives Anwenden der Lipschitzstabilitat von f zeigt man

Satz 11.2. Alle Runge—Kutta-Verfahren sind null-stabil, ihre Konvergenzordnung ist also gleich
der Konsistenzordnung.
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Die Koeffizienten werden so gewdahlt, dass in der Taylor-Entwicklung von d;(h;) sich
moglichst viele Terme wegheben. Die zu erfiillenden Bedingungen explodieren fiir explizite
Verfahren sehr rasch mit der gewiinschten Konsistenzordnung. Fiir die maximal erreich-
bare Konsistenzordnung p von expliziten Verfahren fiir gegebenes s kann man folgende
Progression zeigen.

s 123 4567 8 =29

p 12 3 445 6 6 <s—-2

Mit s-stufigen impliziten Verfahren lasst sich dagegen die Konsistenzordnung 2s errei-
chen, etwa mit den sogenannten Gauf-Kollokationsverfahren. Ausgangspunkt sind die s
Stutzstellen fiir eine Gau3-Quadraturformel im Intervall [0, 1],

0<c<--- < L1,

die mit der Definition 7 := tj_+ckh; (affin) auf das Intervall [t;_;, t;] transformiert werden.
Wir suchen nun ein Polynom ¢ € P, das in den Gauf3-Knoten die Differentialgleichung
exakt erfullt (Kollokation), d. h.

@(tj-1) = yj-1,
o' (1) = f (e, @(11)), 1<k<s.

Man kann zeigen, dass diese s + 1 (nichtlinearen) Bedingungen ¢ € P; eindeutig festlegen.
Als neue Niherung setzen wir dann

yj = o(t)).

Dieses Vorgehen ergibt ein s-stufiges implizites Runge—Kutta-Verfahren. Um das zu erken-
nen, und die Verfahrens-Koeffizienten zu bestimmen, setzen wir zuerst

K = f(1r, o(1)).

Nun ist ¢’ ein Polynom vom Hochstgrad s — 1, das in den s Stiitzstellen 7 die Werte K
interpoliert. Es muss also identisch mit dem Interpolationspolynom sein, das in Lagrange-
Form lautet

’ - t— 7
@'(t) = Z tis-1 (DK, bis1(t) = 1_[ .
i=1

kzi T Tk

Wenn wir auf beiden Seiten von t;_; bis 7, k = 1,.. ., s integrieren und die Transformati-
onsformel fiir ¢(r) = t;_; + rh; anwenden, erhalten wir

Tk

o(m) — (tj—) = > tis-1(t) dtK;
i=1

tj—1

N Ck N
=h; >, i bis-1(r) drK;,
i=1
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11 RUNGE—KUTTA-VERFAHREN

wobei wir verwendet haben, dass gilt

(tji-a+rhj) — (tji—1 + ckhj) r—c
fi’s_l(tj_1+rhj) — l—l Jj—1 J Jj-1 ]/ _ k

i R
ki (tj—l + Cihj) - (tj—l + Ckhj) k=i Ci — Ck b

Genauso ergibt Integration von t;_; bis t;

s 1
¢(tj) — @(tj-1) = hy Z tis-1(r) drK;.
i=1 40

Setzen wir jetzt
Ci 1
Ak = / b s-1(r) dr, b = / b s-1(r) dr,
0 0
erhalten wir durch Einsetzen und Verwendung von ¢(t;_1) = yj—

Ki = f(tj-1 + cihj, o(tj—1 + cihj))

s
=f (tj_l + C,‘I’lj, Vj-1+ I’lj Z airKx
k=1

1<i<s,

b

Vi =Y+ hy > biKy.
k=1

Mit Hilfe der Beziehung

S
Y =y +hj > auke
k=1
sieht man, dass dies eine dquivalente Definition eines impliziten Runge-Kutta-Verfahrens
ist. Da die Zwischenstufen K; (und damit Y;) nach Konstruktion die Differentialgleichung
exakt erfiillen, bestimmt nur der Quadraturfehler die Konsistenzordnung. Da die Gauf3-
Quadratur mit s Stiitzstellen exakt vom Grad 2(s —1) +1 = 2s — 1 ist, ist der Quadraturfehler
O(h?”l), und wir erhalten in der Tat die Ordnung p = 2s.

Beispiel 11.3. Fiir s = 2 sind die Gauf3-Knoten

3-8 3+3

Cl_ > CZ_ 5
6 6

woraus man fur die restlichen Koeffizienten erhalt

an a2 az azgp by by
1 3-2V3 342v3 1 1 1
4 12 12 4 2 2
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11 RUNGE—KUTTA-VERFAHREN

Die absoluten Stabilitatsbereiche fiir Runge—Kutta-Verfahren bestimmt man wieder mit
Hilfe der Testgleichung. Wir wenden zum Beispiel die explizite Mittelpunktsregel auf die
Testgleichung an und erhalten

Yj = V-1 + hjA(3;-)
hj
= Vit A yim+ S Ay
1
= Yj-1 (1 + I’l]A + E(h]A)z) .
Wieder ist der absolute Stabilitatsbereich dadurch gegeben, dass die Stabilitdtsfunktion
g(z) = 1+z+ % die Bedingung |g(z)| < 1 erfullt. Ahnlich wie in Kapitel 10 fithren
explizite Runge-Kutta-Verfahren auf Polynome, wahrend implizite Verfahren auf rationale

Funktionen fithren. Basierend darauf kann man das folgende Resultat zeigen.

Satz 11.4. Fiir explizite Runge—Kutta-Verfahren mit s = p gilt immer

s Zk
g(Z) = Z F5
k=1 ™°

sie sind daher nie A-stabil. Die impliziten Gauf3-Kollokationsverfahren sind dagegen A-stabil.
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12 MEHRSCHRITTVERFAHREN

Es stellt sich die Frage, ob man statt der Zwischenstufen nicht bereits berechnete Zeitschritte
verwenden kann, um eine héhere Ordnung zu erreichen. Die Theorie der so konstruier-
ten Mehrschrittverfahren skizzieren wir hier nur kurz. Wie bei den Einschrittverfahren
existieren verschiedene Klassen von Verfahren.

Im Folgenden gehen wir davon aus, dass die Zeitschritte uniform sind, also h; = h fiir alle
1< j < Ngilt.

12.1 ADAMS-VERFAHREN

Wieder betrachten wir die Formulierung

W) = y(tj) + / "t y(1) dt

und approximieren das Integral durch eine Interpolationsquadraturformel, diesmal mit den
Stiitzstellen t;_g, 0 < k < m. Da diese Stiitzstellen nicht im Integrationsintervall liegen,
koénnen wir nicht auf die Newton-Cotes-Formeln zuriickgreifen; die Herleitung ist aber
identisch.

Ist k > 0, sind die so konstruierten Formeln explizit; man spricht von Adams—Bashforth-
Verfahren.' Ein Beispiel mit m = 2 soll das Prinzip erlautern: Fiir die Interpolationsquadratur
wird der Integrand f(t, y(t)) in ¢;_; und t;_, interpoliert und das Interpolationspolynom p,
exakt integriert. Wir setzen der Ubersichtlichkeit halber wieder f; = f(t;, y;). In Lagrange-
Form ist dann

t—tj_ t

pa2(t) = fi2+ 4 fi-1=

ti1—tja tioa — tjioi

((t = tj=2) fi=2 + (tj=1 — t) fi-1)

S =

'Benannt nach John Couch Adams und Francis Bashforth, die diese Verfahren 1883 in einer gemeinsamen
Arbeit tiber Kapillarwirkung einfiihrten.
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12 MEHRSCHRITTVERFAHREN

und daher

tj 1 tj Ly
/ pa(t) dt = 7 (/ (t —tj—) dtfj— +/ (ti1—1t) dtfj—l)
tj-1 tj-1 tj-1
h

=3 (3fj-2 = fi-1) -

Daraus erhélt man das explizite Zweischrittverfahren

h
Y=Yty (3fj-2 = fi-1)»

das die Konsistenzordnung p = 2 hat, da die Interpolationsquadratur mit 2 Stiitzstellen
die Fehlerordnung O(h®) hat. Da man zur Berechnung des ersten Zeitschritts y; den
nicht-existenten Zeitschritt y_; brauchte, muss man diesen zunéchst mit einem Einschritt-
verfahren berechnen, das ebenfalls die Ordnung p = 2 haben sollte. Erst ab dann kann man
das Zweischrittverfahren anwenden.

Fir m = 4 erhélt man analog

h
Yi= Yt oo (—=9fi—a +37fi=3 — 59fj_2 + 55fj-1) »

mit der Konsistenzordnung p = 4. Auch hier sind y;, y,, und y; zuerst mit einem genii-
gend genauen (z. B. Runge-Kutta-)Verfahren zu berechnen. Allgemein haben die Adams-
Bashforth-Verfahren mit m Schritten die Konsistenzordnung p = m, allerdings sehr kleine
Stabilitdtsbereiche.

Verwendet man zuséatzlich auch den aktuellen Zeitschritt ¢; als Stiitzstelle, erhilt man die
impliziten Adams—Moulton-Verfahren.” Dass f; nicht bekannt ist, ist fiir das Aufstellen
(und Integrieren) des Interpolationspolynoms ohne Belang, und die Konstruktion ist vollig
analog zu den expliziten Verfahren. Fiir m = 4 ergibt dies zum Beispiel

h
Vi=Yj1+t 72—0 (—19f}'_4 + 106]‘};3 - 264]3_2 + 646]3_1 + 251f(tj, y])) .

Da wir nun 5 Stiitzstellen verwenden, erhalten wir die Konsistenzordnung p = 5. Adams—
Moulton-Verfahren mit m Schritten haben allgemein die Konsistenzordnung p = m + 1 und
grofere Stabilitatsbereiche als die Adams—Bashforth-Verfahren. A-stabil sind allerdings
nur die Verfahren mit m < 2.

Auch eine Kombination ist méglich: Man berechnet eine Naherung j; von y(¢;) mit Hilfe
eines m;-stufigen Adams—Bashforth-Verfahrens, und setzt diese an Stelle von y; in der
rechten Seite eines m;-stufigen Adams—Moulton-Verfahrens ein. Dadurch erhalt man ein
explizites Verfahren mit der Konsistenzordnung p = min(my + 1, my + 1), fir my =my =m
also p = m + 1. Man kann aber nicht erwarten, dass die Stabilitit des Adams—Moulton-
Verfahrens erhalten bleibt.

*Forest Ray Moulton war ein US-amerikanischer Astronom, der Anfang des 20. Jahrhunderts mit Hilfe
dieser Verfahren die numerischen Berechnungen durchfiihrte, die die Grundlage fiir die moderne Theorie
der Entstehung des Sonnensystems lieferten.
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12.2 BDF-VERFAHREN

Auch der Ansatz, die Ableitung in der Differentialgleichung durch einen Rickwértsdifferen-
zenquotienten hoherer Ordnung zu ersetzen, fithrt auf Mehrschrittverfahren, ndmlich die
backward differentiation formulas (BDF). Die klassischen Differenzenquotienten héherer
Ordnung fiir y’(¢;) in den Stiitzstellen 7, = t;_t, k = 0,..., m, ergeben zum Beispiel sofort
die Verfahren

e m=2: 3)/]' = 4y]’_1 —Yj-2+t th(tj, yj),

e m=3: 11y; =18yj-1 —9yj-2+2yj—3 + 6hf(tj, y])
Alle BDF-Verfahren sind implizit, und haben wegen der Fehlerdarstellung fiir die Diffe-
renzenquotienten die Konsistenzordnung p = m. Sie sind A-stabil fiir m < 2, und haben
fir m > 3 immer noch sehr grofle Stabilitatsbereiche, die den groften Teil der imagi-
ndren Halbebene, und insbesondere die negative reelle Achse umfassen, was fiir viele

steife Differentialgleichungen ausreichend ist. Fiir m > 6 sind sie allerdings nicht mehr
konvergent.

12.3 LINEARE MEHRSCHRITTVERFAHREN

BDF-Verfahren verwenden die Werte der Losung in fritheren Zeitschritten, Adams-Verfahren
die der rechten Seite, um héhere Ordnung zu erreichen. Die Kombination beider Ansétze
fihrt auf die linearen Mehrschrittverfahren. Die Konvergenz- und Stabilitatstheorie soll
hier nur kurz gestreift werden.

Definition 12.1. Ein lineares Mehrschrittverfahren mit m Schritten hat die Form

m m
Dl aryi—k =h > Bef (t—ks yi—k)
k=0 k=0
mit ag, fr € R. Zwecks Normierung wird o = 1 fixiert.

Genau wie fiir das Runge—Kutta-Verfahren wird die Konsistenzordnung bestimmt, indem
der lokale Fehler

dj = i (Zky(tj_k) —-h i ﬂkf(tj—/@ y(tj—k))
k=0 k=0

als Funktion von h aufgefasst und in eine Taylorreihe um h = 0 entwickelt wird. Im Gegen-
satz zu Einschrittverfahren sind Mehrschrittverfahren allerdings nicht immer nullstabil.

Fir die Stabilitatstheorie sind die charakteristischen Polynome fundamental:

p(z) = i a2 7k, o(z) = Zm: ﬁkzj_k.
k=0 k=0
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12 MEHRSCHRITTVERFAHREN

Wendet man das allgemeine lineare Mehrschrittverfahren auf die homogene Differential-
gleichung y’(¢) = 0, y(0) = 0, mit der konstanten Losung y(t) = 0 and, so erhilt man die
Relation 2" | axyj—x = 0. Man kann zeigen, dass die Lésungen solcher Differenzenglei-
chung Linearkombinationen von Fundamentallosungen der Form y; = ¢’ mit ¢ Nullstelle
von p(z) sind. Der folgende Satz sagt, wann solche Losungen nicht durch Rundungsfehler
unbeschrankt wachsen konnen.

Satz 12.2. Ein lineares Mehrschrittverfahren ist nullstabil, falls jede Nullstelle { von p(z) die
Bedingungen

(i) 17l <1,

(ii) |{| =1 nur, falls { einfache Nullstelle ist,

erfiillt. Ist der Fehler der Startwerte yy, . .., Yym—1 von der Ordnung p, und hat das Mehrschritt-
verfahren die Konsistenzordnung p, so ist es auch konvergent mit Ordnung p.

Aus Satz 12.2 folgt sofort, dass alle Adams-Verfahren nullstabil sind. Es ist namlich p(z) =

z! — 2° = z — 1 mit der einzigen Nullstelle { = 1. Im Gegensatz zu Einschrittverfahren ist

die erreichbarer Ordnung nullstabiler Mehrschrittverfahren aber beschrankt.

Satz 12.3 (1. Dahlquist-Schranke). Ein nullstabiles lineares m-Schrittverfahren hat hochstens
die Konsistenzordnung

Jjm+ 1 falls m ungerade,
m+2 fallsm gerade.

Fiir die absolute Stabilitat betrachten wir wieder das Mehrschrittverfahren fiir die Testglei-
chung y'(£) = Ay(t),

m m
Dl aryik =h D> Py
k=0 k=0

Mit Hilfe des Ansatzes y; = {/ sehen wir, dass { eine Lésung von

Sl =m > pe
k=0 k=0

sein muss. Damit y; = ¢’ beschréinkt bleibt fiir j — oo, muss || < 1 sein. Also liegt z = hA
im absoluten Stabilitatsbereich, wenn jede Losung ¢ von

p(§) = zo(Q)

die Bedingung || < 1 erfullt. A-stabile Verfahren sind mit linearen Mehrschrittverfahren
sehr schwer zu erreichen.

Satz 12.4 (2. Dahlquist-Schranke). Explizite lineare Mehrschrittverfahren sind nicht A-stabil.
A-stabile Mehrschrittverfahren haben hochstens die Konsistenzordnung p < 2.
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13 FINITE DIFFERENZEN FUR RANDWERTPROBLEME

Differentialgleichungen hoherer Ordnung benétigen mehr Bedingungen, um eine eindeuti-
ge Losung zu haben; fiir eine Gleichung zweiter Ordung y”(t) = f(¢, y(t)) zum Beispiel
missen y(0) und y’(0) spezifiziert werden (wie man sich fir f = 0 leicht versichert).
Eine Alternative ist, den Funktionswert y(t) in den beiden Randpunktent =0und ¢t =T
vorzugeben; man spricht dann von Randwertproblemen. Aus Kausalitatsgriinden sind dann
allerdings Zeitschrittverfahren nicht mehr anwendbar; solche Probleme tauchen daher
auch weniger bei zeitabhangigen als bei ortsabhédngigen Modellen auf. Wir wechseln daher
leicht die Notation und illustrieren das Vorgehen an dem Modellproblem

{—u"(x) +c(x)u(x) = f(x), x€(0,1),

(13 u(0) = u(1) = 0,

mitec, f € C([0,1]) und ¢(x) > 0 fiir alle x € [0,1]. Die zweite Gleichung in (13.1) beschreibt
die Randbedingungen. Man kann zeigen, dass dieses Problem eine eindeutige Losung
u € C%([0,1]) besitzt; sind ¢ und f geniigend oft differenzierbar, ist die Lsung sogar in
C*([0,1]), was wir in Folge annehmen werden.

Fiir die numerische Losung gehen wir analog wie bei Anfangswertproblemen vor: Wir
wihlen ein Gitter
O=xp<x1<---<xy=1

mit N > 2 und setzen h; := x; — x;_1; der Einfachheit nehmen wir an, dass h; = % = h
konstant ist. Wieder diskretisieren wir das Problem, indem wir sie nur in den Gitterpunkten
betrachten und die zweite Ableitung durch einen Differenzenquotienten ersetzen, diesmal
den zentralen Differenzenquotienten zweiter Ordnung

i+ - 2 i i
(13.2) u(x] 1) u]ﬁ:]) +U(xj 1) _ u//(xj) +O(h2), 1< ] <N-1

fiir u € C*([0,1]). Wir verlangen also, dass die numerische Néherung uy, . .., ux das Finite-
Differenzen-Schema

_Uj+1 — Zu]' +uUj
(13.3) h?

+e(xju(x;) =f(xj) 1<j<N-1,

uy =un =0,
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erfullt. Wie erwahnt kann man dieses Schema nicht wie in einem Zeitschrittverfahren ,,von
links nach rechts abarbeiten®; man muss alle unbekannten Werte gleichzeitig berechnen.
Dies bedarf etwas Notation. Zuerst schreiben wir die N — 1 tatsachlich zu berechnenden
Werte in einen Vektor

U= (uy,.. .,uN_l)T e RN

sowie analog
Fi=(f(x1),.. -’f(xN—l))T e RN,

Fiir die zentralen Differenzenquotienten fithren wir die Matrix

Uiyp —2Uj+Uj_
D32C c [R(N—l)x(N—l)’ [D,ZCU]; = It h2j j 1’ 1<j<N-1

ein sowie fiir den zweiten Term in der Gleichung die Diagonalmatrix

C c R(N_l)X(N_l)’ [CU]] = C(Xj)blj, 1 < ] < N - 1:

und erhalten zusammen die symmetrische Tridiagonalmatrix

%"‘C(xl) —h—lz
o mre) g
Ap:=-Di+C= - ,
~w w7 teln-) ~w
—hLz % +c(xN-1)

Das Finite-Differenzen-Schema (13.3) ist also 4quivalent zu dem linearen Gleichungssystem
AU =F.

Wir miissen nun die Invertierbarkeit der Matrix Ay, zeigen. Die Grundidee dabei ist, analog
wie bei dem Beweis der Existenz der exakten Losung vorzugehen, nur mit angepassten git-
terabhdngigen Skalarprodukten und Normen. Wir definieren dafiir zunéchst das gewichtete
Skalarprodukt

N-1
(VW == > h(vywy)  fir V,w e RN
i=1
Wir benétigen auch eine Matrixdarstellung des Riickwértsdifferenzenquotienten,
Uj—uj-
D; e RNX(N-1) [D;U]; = JTJI’ 1<j<N,

wobei wir 1y = uy = 0 verwendet haben. Das folgende fundamentale Lemma ist nun eine
,diskrete partielle Integration®.

Lemma 13.1. FiirV = (vy,...,on-1)! € RNV und oy = oy = 0 ist

N
(13.4) (=DgV,V)p = D> hI[D; Vil

i=1
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Beweis. Wir setzen die Definitionen des gewichteten Skalarprodukts und der Differenzen-
quotienten ein, machen eine Indexverschiebung, verwenden vy = vy = 0, und erhalten

, N-1 , N-1 Viag — N-1
(=DV, V) == > h[DiV]jwi=- >

i=1 i=1

N v —vig J - 2
:Z h (Ui_Ui—l):Zhl[DxV]il . U
i i=1

Daraus folgt nun die gewiinschte Invertierbarkeit.

Satz 13.2 (Existenz). Fiir alle f,c € C([0,1]) mitc(x) > 0 und alle h > 0 hat das Finite-
Differenzen-Schema (13.3) eine eindeutige Losung U € RN7L,

Beweis. Nach Annahme an ¢ und Lemma 13.1 gilt fiir alle V € RN und vy = oy = 0

N N-1 N
(ARV, V) = D RIDL VP + D he(x)o? > > hI[De V]l
i=1 i=1 i=1

Ist also AV = 0 und vy = oy = 0, so ist auch [D;V]; = 0 fiiralle 1 < j < N. Aus der

Definition des Rickwértsdifferenzenquotienten folgt nun 0 = vy =0; = ...oy-1,d.h. V = 0.
Also ist die symmetrische Matrix Ay injektiv und daher invertierbar. Die gesuchte Losung
ist daher gegeben durch U = A}'F. o

Als néchstes untersuchen wir die Stabilitat des Finite-Differenzen-Schemas. Auch hier
verwenden wir gitterabhingige, gewichtete Normen auf RV~ Die durch das gewichtete
Skalarprodukt induzierte Norm bezeichnen wir mit

N-1 1/2
IVl = (v, V)% = (Z h|vi|2) :
i=1

Analog definieren wir unter Verwendung von vy = vy = 0 die diskrete Seminorm

i=1

N 1/2
[Vl = (Z hl[D;V]ilz)
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13 FINITE DIFFERENZEN FUR RANDWERTPROBLEME

sowie die diskrete Sobolevnorm
2 2 \V?
Vil = (IVIE + VI3,
(Alle diese Normen héngen zwar von h ab, skalieren aber in jedem Fall mit hl/2 = N71/2,

was die mit h — 0 wachsende Anzahl von Summanden kompensiert. So ist die Norm des
konstanten Vektors V = (1,...,1)7 € RN unabhingig von N.)

Das zweite fundamentale Lemma ist nun eine ,diskrete Poincaré-Ungleichung".
Lemma 13.3. FirV = (vy,...,on-1)] € RN und oy = oy = 0 ist
1
2 2
(13-5) Vi < EIVth-

Beweis. Zunéchst erhalten wir mit einer Teleskopsumme und der Holderschen Ungleichung

(Zh) (Zm D;V]; ) thhl [D;V];

j=1

|Ui|2

ZhDV

Weiter ist N1 = 2(N = 1)N < 1N? = 1h7% und daher
N-1 N-1 i
VI = D hloil* < D7 ik* > RI[D; V]I
i i1 =l
N-1 N
<DLk || D] hIDL V]I
=

i=1

1 2

Folgerung 13.4. Ist c € C([0,1]) mit c(x) > 0, dann gilt
1 . N-1
(ARV, V) > 5||V||1,h firalleV e R,
Insbesondere ist Ay, fiir alle h > 0 symmetrisch und positiv definit.

Beweis. Setzen wir vy = vx = 0, so folgt wie im Beweis von Satz 13.2 aus Lemmata 13.1
und 13.3 die Abschitzung

(ApV, Vi 2 [V}, 2 IVllh +IVIl; = ||V||ih-
Die Aquivalenz aller endlichdimensionaler Normen ergibt nun die zweite Behauptung. O

Daraus folgt insbesondere, dass die Losung von A,U = F sehr effizient mit dem CG-
Verfahren aus Kapitel 6 erfolgen kann.

Nach all der Vorarbeit erhalten wir nun schnell das folgende Stabilitatsresultat.
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Satz 13.5 (Stabilitat). Fiirallec € C([0,1]) mitc(x) > 0, alle F € RN™!, und alle h > 0 erfiillt
die Finite-Differenzen-Niherung U € RN qus (13.3) die Abschitzung

(13.6) IUlln < 2[1F |-

Beweis. Aus Folgerung 13.4 und der Cauchy—-Schwarz-Ungleichung erhalten wir sofort
1
EIIUIIih < (AU, Udp = (FEUp < [IFIRlU IR < IERIU 5,

und Division durch ||Ul|;; > 0 (sonst gilt die Ungleichung trivialerweise) ergibt die Be-
hauptung. O

Fiir die Konvergenz betrachten wir wieder den globalen Fehler
ej = u(x;) —uj, 1<j<N-1

mit ey = ey = 0 aufgrund der Randbedingungen. Die Kernidee ist nun, dass der globale
Fehler aufgrund der Linearitit des Randwertproblems das selbe Finite-Differenzen-Schema
erfiillt: Schreiben wir U := (u(xy),...u(xny_1))7, so gilt fiir alle 1 < j < N — 1 wegen
AU = F sowie (13.1)

[AKE]; = [AWU]; — [AWU]; = [-D2U]; + c(xj)u(x;) - f(x;))
B _U(xj+1) = 2u(x;) + u(xj-1) N
- -

u"(xj) = dj,

wobei d; wieder den lokalen Fehler in x; bezeichnet, der nach (13.2) fiir u € C*([0,1]) die
Konsistenzordnung O(h?) hat. Zusammen mit Satz 13.5 erhalten wir daraus sofort das
folgende Konvergenzresultat.

Satz 13.6 (Konvergenz). Sei f,c € C([0,1]) mitc(x) > 0 undu € C*([0,1]) die Lésung von

(13.1). Dann erfiillt fiir alle h > 0 die Finite-Differenzen-Niherung U € RN™! qus (13.3) die
Abschdtzung

(13.7) IU = Ully, < CH?.

Beweis. Wir wenden Satz 13.5 an auf die Gleichung A,E = D, ¢y = ey = 0, und erhalten
wegen Zfi}l h=(N-1)N1<1

i=1

Nt 1/2
IU = Ullynp < 2|ID|ln = 2 (Z hldilz) < Ch. O

Es gilt also auch hier: Konsistenz(ordnung) plus Stabilitdt ergibt Konvergenz(ordnung).
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