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UBERBLICK

Die mathematische Optimierung beschaftigt sich mit der Aufgabe, Minima bzw. Maxi-
ma von Funktionen zu bestimmen. Konkret seien eine (nicht notwendigerweise echte)
Teilmenge X C R" und eine Funktion f : R" — R gegeben. Gesucht ist ein ¥ € X mit

f(x) < f(x) furallex e X,

geschrieben

f(®) = min f(x).

Die Fragen, die wir uns dabei stellen miissen, sind:
1. Hat dieses Problem eine Losung?

2. Gibt es eine intrinsische Charakterisierung von x, d. h. ohne Vergleich mit allen
anderen x € X?

3. Wie kann dieses x (effizient) berechnet werden?
Aus der Vielzahl der mdglichen Beispiele sollen nur kurz folgende erwahnt werden:

(i) In Transport- und Produktionsproblemen sollen Kosten fiir Transport minimiert bzw.
Gewinn aus Produktion maximiert werden. Dabei beschreibt x € R" die Menge der
zu transportierenden bzw. produzierenden verschiedenen Giiter und f(x) die dafiir
nétigen Kosten bzw. aus dem Verkauf erzielten Gewinne. Die Nebenbedingung x € X
beschreibt dabei, dass ein Mindestbedarf gedeckt werden muss bzw. nur endlich viele
Rohstoffe zur Produktion zur Verfiigung stehen.

(ii) In inversen Problemen sucht man einen Parameter u (zum Beispiel Rontgenabsorption
von Gewebe in der Computertomographie), hat aber nur eine (gestorte) Messung
% zur Verfiigung. Ist ein Modell bekannt, das fiir gegebenen Parameter u die ent-
sprechende Messung y = Kx liefert, so kann man den unbekannten Parameter
naherungsweise rekonstruieren, indem man das Problem

. Sn2 2
min ||Kx — y°|| + af|x||
xeX

fir geeignet gewahlte Normen und « > 0 16st. Die Menge X kann dabei bekannte
Einschrankungen an den Parameter (z. B. Nichtnegativitat) beschreiben.
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(iii) In der optimalen Steuerung ist man zum Beispiel daran interessiert, ein Auto oder
eine Raumsonde moglichst effizient von einem Punkt y, zu einem anderen Punkt y,
zu steuern. Beschreibt y(t) € R® die Position zum Zeitpunkt ¢ € [0, T], so gehorcht
y(t) der Differenzialgleichung

{y’(t) = f(t, y(t),u(t)),

w ¥(0) = 30,

wobei u(t) die Rolle der Steuerung spielt. Will man dabei die Energie minimieren,
fihrt das auf das Problem

T
min |y(T) — y|* + a/ lu(t)|> mit X ={(y,u) | (1) ist erfillt} .
(yu)ex 0

In dieser Vorlesung behandeln wir nichtlineare Optimierungsprobleme, in denen zunéachst f :
R"™ — R differenzierbar ist und U durch (differenzierbare) Gleichungen und Ungleichungen
beschrieben werden kann. In diesem Fall ist die Antwort auf die Frage nach der Existenz
relativ einfach zu beantworten; uns werden daher vor allem die beiden restlichen Fragen
beschaftigen. Dabei wird das Konzept der Abstiegsrichtung in beiden Féllen fundamental
sein: Grob gesprochen befinden wir uns in einem Minimum, falls keine Abstiegsrichtung
existiert; ansonsten wahlen wir eine und folgen ihr einen Schritt weit. Die wesentliche
Schwierigkeit ist dabei die (oft komplizierte) Rolle der Nebenbedingung, da ein Minimierer
in der Regel auf ihrem Rand liegen wird.

Dieses Skriptum basiert vor allem auf den folgenden Werken:

[i] W. ALT (2011), Nichtlineare Optimierung. Eine Einfiihrung in Theorie, Verfahren und
Anwendungen, 2. Aufl., Vieweg+Teubner, Wiesbaden

[ii] C. GeIGer & C. KANzow (2002), Theorie und Numerik restringierter Optimierungsauf-
gaben, Springer, Berlin, poI: 10.1007/978-3-642-56004-0

[iii] A.RuszczyNski (2006), Nonlinear Optimization, Princeton University Press, Princeton,
NJ

[iv] M. ULBRicH & S. ULBRICH (2012), Nichtlineare Optimierung, Birkhéauser, Basel, poi: 10.
1007/978-3-0346-0654-7

[v] S.J. WRIGHT & B. RECHT (2022), Optimization for Data Analysis, Cambridge: Cam-
bridge University Press, DOI: 10.1017/9781009004282
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1 THEORETISCHE GRUNDLAGEN

In diesem Kapitel fassen wir die wesentlichen Begriffe und Resultate aus der Theorie der
nichtlinearen Optimierung ohne Nebenbedingungen zusammen.

1.1 ELEMENTARE DEFINITIONEN

Wir beginnen mit einigen elementaren Definitionen. Sei im folgenden stets X ¢ R" eine
(nicht notwendigerweise echte) Teilmenge und f : X — R. Gesucht ist ein X € X mit

f(x) < f(x) fiurallex e X,
geschrieben
f(x) =min f (x).

Man nennt X zuldssige Menge und einen Punkt x € X zuldssigen Punkt; die Forderung
x € X wird Nebenbedingung genannt. Ist X = R", so spricht man auch von unrestringierter
Optimierung (d. h. ohne Nebenbedingungen), ansonsten von restringierter Optimierung (d. h.
mit Nebenbedingungen). Oft wird f als Zielfunktion bezeichnet. Der optimale Wert f(x)
wird als Minimum bezeichnet, x selber als Minimierer, geschrieben ¥ = arg min,ecx f(x).
Analog spricht man von Maximum und Maximierer, wenn f(x) > f(x) fir alle x € X ist.
Da gilt
max f(x) = —min —f(x),

werden wir in der Regel ohne Beschrankung der Allgemeinheit Minimierer suchen, konnen
aber, wenn es bequemer ist, auch das dquivalente Maximierungsproblem betrachten.

Wir unterscheiden weiter: Die Funktion f hat in x € X

(i) ein globales Minimum, falls gilt x € X und

f(x) < f(x) fur alle x € X,

(ii) ein striktes globales Minimum, falls gilt x € X und

f(x) < f(x) fur alle x € X \ {x},
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(iii) ein lokales Minimum, falls gilt X € X und ein ¢ > 0 existiert mit

f(x) < f(x) fiir alle x € X N B.(x),

(iv) ein striktes lokales Minimum, falls gilt X € X und ein ¢ > 0 existiert mit

f(x) < f(x) fur alle x € (X N B:(x)) \ {x}.

Entsprechend spricht man von (strikten) lokalen oder globalen Minimierern. Offensichtlich
ist jedes (strikte) globale Minimum auch ein (striktes) lokales Minimum, jedoch nicht
umgekehrt. Dabei sind strikte globale Minima eindeutig, wahrend strikte lokale Minima
lediglich isoliert sein miissen.

Wir werden sehen, dass wir nur lokale Minima mit vertretbarem Aufwand finden konnen.
Eine Ausnahme bilden konvexe Funktionen. Zur Erinnerung: Eine Menge X C R" heif3t
konvex, wenn fir alle x, y,€ X und alle A € (0,1) gilt Ax + (1 - A1)y € X. Anschaulich
bedeutet dies, dass fiir je zwei Punkte in X auch ihre Verbindungsstrecke in X liegt.

Sei nun X C R" konvex. Dann heifit eine Funktion f : X — R

(i) konvex (auf X), wenn fiir alle x, y € X und alle A € [0,1] gilt
fAx+(1-2)y) <Af(x) + A-DHf ().
(ii) strikt konvex (auf X), wenn fiir alle x, y € X mit x # y und alle A € (0,1) gilt

fQx+(1=1y) <Af(x) + 1 =D f(y).

(iii) gleichmdfig konvex (auf X) oder kurz u-konvex, wenn es ein Konvexitdtsmodul yi > 0
gibt, so dass fiir alle x, y € X und alle A € [0,1] gilt

fOx+ 0 =2y) +pA(t = Dlx = ylI* < Af (x) + (1= Df ().

Anschaulich bedeutet dies, dass fiir eine konvexe Funktion kein Punkt einer Verbindungs-
strecke von zwei Punkten auf dem Graphen der Funktion unterhalb des Graphen liegt;
fur strikt konvexe Funktionen darf die Strecke dariiber hinaus nicht mit dem Graphen
zusammenfallen. Offensichtlich ist jede gleichmaflig konvexe Funktion strikt konvex und
jede strikt konvexe Funktion konvex.

Satz 1.1. Sei X C R" eine konvexe Menge und sei f : X — R eine konvexe Funktion. Dann
gilt:

(i) Fedes lokale Minimum von f ist auch ein globales Minimum.
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(ii) Ist f strikt konvex, so besitzt f hochstens ein lokales Minimum, das dann sogar ein
striktes globales Minimum ist.

Fiir stetig differenzierbare Funktionen lasst sich Konvexitat iiber den Gradienten charakte-
risieren.

Satz 1.2. Sei X C R" offen und konvex und sei f : X — R stetig differenzierbar. Dann ist

(i) f genau dann konvex, wenn fiir alle x, y € X gilt
VI (x=y) < fx) = f(y),
(ii) f genau dann strikt konvex, wenn fiir alle x, y € X mit x # y gilt

VI (x =) < fx) = f(y),

(iii) f genau dann gleichmdfig konvex, wenn ein p > 0 existiert so dass fiir alle x, y € X
gilt
VD (x = y) + plix = ylI* < f(x) = F().

Ist f sogar zweimal stetig differenzierbar, lasst sich die Konvexitéat auch tiber die Hesse-
Matrix charakterisieren.

Satz 1.3. Sei X C R" offen und konvex und sei f : X — R zweimal stetig differenzierbar.
Dann ist

(i) f genau dann konvex, wenn V?f(x) fiir alle x € X positiv semidefinit ist, d. h. wenn
gilt
dTsz(x)d >0 furallex € X,d € R",
(ii) f strikt konvex, wenn V2 f(x) fiir alle x € X positiv definit ist, d. h. wenn gilt

d'Vif(x)d >0  fiirallex € X,d € R"\ {0},

(iii) f genau dann gleichmdfig konvex, wenn V2 f(x) fiir alle x € X gleichmdifig positiv
definit ist, d. h. wenn ein y > 0 existiert mit

d"V*f(x)d = pl|d||® fiir allex € X,d € R",
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1.2 EXISTENZ

Wir betrachten nun die Frage der Existenz von Minimierern, die wir mit Hilfe des folgenden
recht allgemeinen Satzes beantworten.

Satz 1.4. Sei X C R" nichtleer und abgeschlossen und f : X — R stetig. Gilt

(i) X ist beschrdnkt oder

(ii) f ist koerziv auf X, d. h. fiir jede Folge {x*}ren © X mit ||x¥|| — oo gilt f(xF) — oo,
so besitzt f einen globalen Minimierer x € X.

Ist X konvex und f strikt konvex, so ist der Minimierer eindeutig.

Ab nun werden wir stillschweigend voraussetzen, dass ein Minimierer existiert, und uns
auf die Frage nach der Charakterisierung und Berechnung konzentrieren.

1.3 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

Wir betrachten in Folge unrestringierte Optimierungsprobleme, d. h. fiir X = R", und leiten
zunichst notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir her, dass ein Punkt x € R"
ein Minimierer ist. Die fundamentale Einsicht ist dabei, dass wir uns in einem Minimum
befinden, wenn der Funktionswert bei Bewegung in jede Richtung zunehmen wiirde, d. h.
wenn die Steigung in jede Richtung positiv ist.

Satz 1.5. Sei f : R" — R differenzierbar auf der offenen Menge U C R" und sei x € U ein
lokaler Minimierer von f. Dann gilt

(1.1) Vi®Td>0  fiiralled e R".

Gilt (1.1), so folgt durch Einsetzen von d = =V f(x) € R" sofort ||[Vf(%)||> < 0 und damit
die folgende Optimalitdtsbedingung.

Satz 1.6 (notwendige Optimalitatsbedingung 1. Ordnung). Sei f : R" — R differenzierbar
auf der offenen Menge U C R" und sei x € U ein lokaler Minimierer von f. Dann gilt

(1.2) Vf(x)=0.

Ein Punkt x, der (1.2) erfullt, heifSt stationdrer Punkt. Man spricht von einer Bedingung 1.
Ordnung, da sie nur erste Ableitungen verwendet; die Bedingung ist lediglich notwendig,
da auch Maximierer oder Sattelpunkte stationdre Punkte sind. Um diese auszuschliefen,
muss man zweite Ableitungen zu Rate ziehen.
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Satz 1.7 (notwendige Optimalitatsbedingung 2. Ordnung). Sei f : R" — R zweimal stetig
differenzierbar auf der offenen Menge U C R" und seix € U ein lokaler Minimierer von f.
Dann ist V2 f(x) positiv semidefinit.

Auch diese Bedingung ist nur notwendig, da sie auch in Sattelpunkten erfiillt sein kann
(betrachte f : R — R, x — x°). Um diese auszuschlieflen, miissen wir die Bedingung
verscharfen.

Satz 1.8 (hinreichende Optimalitatsbedingung 2. Ordnung). Sei f : R" — R zweimal stetig
differenzierbar auf der offenen Menge U C R" und sei x € U mit

(i) Vf(x) =0 und
(ii) V2f(x) gleichmifig positiv definit.

Dann hat f in x ein striktes lokales Minimum.

Dabei ist (ii) (nur) im Endlichdimensionalen genau dann erfiillt, wenn V2f(x) positiv
definit ist. Diese Bedingung ist umgekehrt nur hinreichend, aber nicht notwendig, wie das
Beispiel f: R — R, x — x*, zeigt.

Beachte, dass Ableitungen immer nur lokale Informationen liefern und alle diese Bedingun-
gen daher nur lokale Minimierer charakterisieren; dhnliche Bedingungen sind fiir globale
Minimierer in der Regel nicht moglich! Eine Ausnahme bilden (mal wieder) konvexe
Funktionen.

Satz 1.9 (notwendige und hinreichende Bedingung fuir konvexe Funktionen). Sei f : R" —
R konvex und auf der offenen Menge U C R" differenzierbar. Dann hat f in x € U ein
globales Minimum genau dann, wenn Vf(x) = 0 ist.

Die Beweise beruhen jeweils auf der Taylor-Entwicklung in Gestalt der folgenden Mittel-
wertsdtze.

Satz 1.10 (Mittelwertsatz I). Seien f : R" — R stetig differenzierbar und x, y € R" gegeben.
Dann existiert ein £ :== y + 3(x — y) mit§ € (0,1) und

f) =fM+ VO (x - ).

Satz 1.11 (Mittelwertsatz Il). Seien f : R" — R zweimal stetig differenzierbar und x, y € R"
gegeben. Dann existiert ein & := y + 3(x — y) mit 3 € (0,1) und

f) =fM+Yf) (x -y + %(x =)V (x - y).
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Fiir vektorwertige Funktionen F : R" — R™ gelten diese Mittelwertsatze nicht direkt (das
Problem ist, fiir alle Komponenten ein einheitliches ¢ zu finden). Es gilt aber der folgende
Mittelwertsatz in Integralform (den wir zumeist auf F(x) = Vf(x) anwenden werden).

Satz 1.12 (Mittelwertsatz IIl). Seien F : R" — R™ stetig differenzierbar und x,y € R"
gegeben. Dann gilt

1
F(x) = F(y) + / VF (y+9(x — )7 (x - y) do.

Ist Vf sogar Lipschitz-stetig mit Konstante L > 0 (man nennt f dann Lipschitz-stetig
differenzierbar oder, wenn man die Konstante betonen mochte, kurz L-glatt), folgt daraus
eine fiir Abstiegsverfahren wichtige Abschétzung.

Folgerung 1.13 (Abstiegslemma). Sei f : R" — R L-glatt und x, y € R" gegeben. Dann gilt

F6) < )+ VFO (= ) + Sl = ol



2 NUMERISCHE VERFAHREN

In diesem Kapitel wiederholen wir die grundlegenden Verfahren der nichtrestringierten
Optimierung und ihre wesentlichen Eigenschaften.

2.1 ABSTIEGSVERFAHREN

Satz 1.6 legt folgendes iterative Verfahren zur Bestimmung eines Minimierers nahe:

Algorithmus 2.1 : Allgemeines Abstiegsverfahren

Wihle einen Startpunkt x° € R", setze k =0

while V£ (x*) # 0 do
Wiihle eine Suchrichtung s* € R" mit V f(x*)Tsk < 0
Waihle eine Schrittweite o > 0 mit f(x* + oxs¥) < f(x¥)

k1 = xk p o opsk, ke—k+1

Setze x

Der Beweis von Satz 1.6 zeigt, dass wir stets eine Suchrichtung und eine Schrittweite mit
den gewiinschten Eigenschaften finden koénnen, solange x* kein stationarer Punkt ist. Das
einzige, was noch schief gehen kann, ist, dass wir vor Erreichen eines stationdren Punkts
,verhungern®, d. h. dass entweder s* oder oy zu schnell zu klein werden. Wir suchen also
Bedingungen, die das verhindern (und die wir fiir konkrete Vorschriften zur Berechnung
von s* und o} nachpriifen kénnen), fiir die also das Verfahren konvergiert. Dies wollen wir
wie folgt verstehen: Ein Verfahren konvergiert global, wenn jeder Haufungspunkt x einer
entsprechend erzeugten Folge {x} ey fiir beliebigen Startpunkt x* € R" ein stationirer
Punkt ist. Beachte, dass man nicht mehr von einem Verfahren, das nur erste Ableitungen
verwendet, erwarten kann. Insbesondere bedeutet globale Konvergenz nicht, dass das
Verfahren gegen einen globalen Minimierer konvergiert! Dagegen sprechen wir von lokaler
Konvergenz, wenn dies nur fiir Startwerte x* € B.(%) fiir ein £ > 0 und einen stationiren
Punkt x gelten muss.

Wir beginnen mit Bedingungen an die Suchrichtungen s*. Eine Folge {s*}seny € R” nennen
wir Folge von zuldssigen Suchrichtungen, wenn gilt:

(i) Alle s* sind Abstiegsrichtungen, d.h. Vf(x*)Ts* < 0 fiir alle k € N;
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Vf(xk)Tsk
s

Zum Beispiel erzeugt die Wahl s* := —V f(x*) wegen —V £ (x)Tsk = ||sK||? = ||V £ (x")]|?
stets zulassige Suchrichtungen.

(ii) Aus — 0 folgt Vf(xF) — 0.

Nun zu den Schrittweiten k. Eine Folge {o*}ren C R nennen wir Folge von zuldssigen
Schrittweiten fir {s*}en, wenn gilt:

(i) Alle oy fithren zu einem Abstieg, d.h. f(x* + gxs¥) < f(x¥) fiir alle k € N;
Vf(xk)TSk .
[Is¥

Ein Beispiel ist die Armijo-Regel, die Schrittweiten o € (0,1] generiert, die die Armijo-
Bedingung erfiillen: Fir eine gegebene Richtung s und y € (0, 1) soll gelten

(2.1) f(x +0s) — f(x) < yoVf(x)Ts.

(ii) Aus f(x* + opsF) = f(xF) — 0 folgt

Anschaulich bestimmt diese Regel die groite Schrittweite zwischen 0 und 1, die mindestens
den gleichen Abstieg wie die linearisierte Funktion ¢(0) = f(x) + oyVf(x)'s erreicht.
Ublicherweise wird y klein gewahlt, z.B. y = 1072. Die Armijo-Regel erzeugt fiir s* =
—V £ (x¥) stets zulassige Schrittweiten; die Kombination nennt man Gradientenverfahren.

Fiir zuldssige Suchrichtungen und Schrittweiten konvergiert Algorithmus 2.1 global.

Satz 2.1. Sei f : R" — R stetig differenzierbar. Dann bricht Algorithmus 2.1 entweder nach
endlich vielen Schritten ab, oder er erzeugt Folgen {x*} ren, {s* }ren, und {ox }ren, die nicht
endlich sind. Sind die Suchrichtungen {s*}ren und die Schrittweiten {o}}xen zuldssig, so ist
jeder Haufungspunkt von {x*}cn ein stationdrer Punkt von f.

2.2 NEWTON-ARTIGE VERFAHREN

Newton-artige Verfahren verwenden statt dem negativen Gradienten die Losung eines
Gleichungssystems mit dieser rechten Seite:

Algorithmus 2.2 : Allgemeines Newton-artiges Verfahren

Wihle einen Startpunkt x% e R, setzek =0
while ||V (x¥)|| > 0 do
Wihle eine invertierbare Matrix Hy, € R™"
Berechne s* als Losung von His® = -V £(x¥)
Setze x**1 = xF + sk k—k+1
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Die Wahl der Schrittweite oy steckt dabei als Skalierung in der Wahl der Matrix Hj.
Motivation ist hier natiirlich das Newton-Verfahren mit Hy := V2 f(x¥).

Fir die Durchfithrbarkeit des Newton-Verfahrens sind die folgenden Hilfsresultate wich-
tig.

Lemma 2.2 (Banach-Lemma). Seien A, B € R™" mit ||I — BA|| < 1. Dann sind A und B

invertierbar, und es gilt
|| Bl

A € ————.
S TR

Eine analoge Abschitzung gilt fiir B™..

Lemma 2.3. Sei f : R® — R zweimal stetig differenzierbar und sei x € R™ mit V2 f (%)
invertierbar. Dann existieren Konstanten § > 0 und ¢ > 0, so dass gilt

IVEF(x)7Y <c fiir alle x € Bs(x).

Insbesondere ist V2 f(x) invertierbar fiir alle x € Bs(%).

Lemma 2.4. Sei f : R® — R zweimal stetig differenzierbar und sei x € R" mit Vf(x)
positiv definit. Dann existieren Konstanten § > 0 und pu > 0, so dass gilt

d"V?f(x)d > p||d||>  fiir allex € Bs(%),d € R".

Newton-artige Verfahren sind im allgemeinen deutlich aufwéndiger als Abstiegsverfahren,
da in jedem Schritt ein lineares Gleichungssystem gelost werden muss. Damit sich der
Aufwand lohnt, sollten also deutlich weniger Iterationen notwendig sein, um einen vorge-
gebenen Abstand ||x* — %|| < ¢ zu einem stationiren Punkt % zu erreichen. Dies kann mit
dem Begriff der Konvergenzgeschwindigkeit einer Folge mathematisch prazisiert werden.

Wir sagen, eine Folge {x*}rey € R konvergiert gegen ¥ € R”
(i) linear, falls ein ¢ € (0,1) existiert mit

|xk*' — x| < c||x* —%||  fiir alle k € N hinreichend gro8,

(ii) superlinear, falls eine Nullfolge {ex }xen existiert mit

|k = %|| < ellx* —x||  fiir alle k € N hinreichend grof,

(iii) quadratisch, falls x¥ — % und ein C > 0 existiert mit

||xk+1 - x| < C||xk — x||? fir alle k € N hinreichend grof3.

10
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(Diese Begriffe werden in der Literatur auch als g-lineare (-superlineare, -quadratische)
Konvergenz - im Gegensatz zu der weniger haufig verwendeten r-linearen (-superlinearen,
-quadratischen) Konvergenz — bezeichnet.) Die letzten beiden Bedingungen kann man auch
mit Hilfe der Landau-Symbole formulieren: ||x**! — x|| = o(||x* = %||) fir superlineare
Konvergenz bzw. ||x**! — || = O(||x* — %||?) fiir quadratische Konvergenz.

Fir Newton-artige Verfahren kann man die superlineare Konvergenz durch eine entspre-
chende Approximationseigenschaft der Hy charakterisieren.

Satz 2.5 (Dennis—-Moré-Bedingungen). Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar und
sei {x*}en eine durch Algorithmus 2.2 erzeugte Folge, die gegen ein x € R" mit V2f (%)
invertierbar und x* # % fiir alle k € N konvergiert. Dann sind dquivalent:

(i) {x*}ren konvergiert superlinear gegen X und V(%) =0,
(i) |(Hi = V2 £ () M = M) = o (x4 = <51,
(i) |(Hy = V2£(2)) (K = x9) | = o ([l = £¥)).

Eine analoge Aussage gilt fiir die quadratische Konvergenz, wenn x — V2 f(x) Lipschitz-
stetig ist.

Fiir das Newton-Verfahren folgt daraus sofort die lokale(!) superlineare Konvergenz.

Satz 2.6. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar und sei x € R" ein stationdrer
Punkt von f mit V2f(x) invertierbar. Dann existiert ein ¢ > 0, so dass Newton-Verfahren
fiir alle Startwerte x° € B.(%) superlinear gegen % konvergiert. Ist V2 f dariiber hinaus lokal
Lipschitz-stetig, so ist die Konvergenz sogar quadratisch.

Fiir die globale Konvergenz kombiniert man das Verfahren iiblicherweise mit einer Linien-
suche.

Algorithmus 2.3 : Globalisiertes Newton-Verfahren
Input:p > 0,p>2,y€(0,1/2), x* € R
1 Setze k =0
> while ||Vf(x*)|| > 0 do
3 Versuche, Newton-Schritt @ mit V2 f(x¥)d* = =V f(x*) zu berechnen
s | I VFEMTd* < —p||d¥||P then
5 ‘ Setze sk = d*
6 else
7 L Setze sk = —Vf(x)
8 Bestimme oj > 0 mit Armijo-Regel fir y € (0,1/2)
9 Setze xk*1 = xk 4+ o sk, k—k+1
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2 NUMERISCHE VERFAHREN

Die Bedingung in Schritt 4 setzt dabei stillschweigend voraus, dass eine Losung des Newton-
Systems V2 f(x¥)d* = =V f(x*) gefunden wurde. Beachte auch die Einschriankung y < 5
dies ist wichtig, um superlineare Konvergenz zu erhalten, indem fiir den vollen Newton-
Schritt die Schrittweite 1 akzeptiert wird.

Satz 2.7. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar, und sei x € R" ein Haufungspunkt
der durch Algorithmus 2.3 erzeugten Folge {x*}ren mit V2f(X) positiv definit. Dann ist %
ein strikter lokaler Minimierer und {x*}en konvergiert gegen % superlinear. Ist V2 dariiber
hinaus lokal Lipschitz-stetig, so ist die Konvergenz quadratisch.

Anstelle der Hesse-Matrix kann man eine Finite-Differenzen-Approximation verwenden,
die die Quasi-Newton-Gleichung

Hin(x* = x) = VA(x**) - V(x5

erfiillt. Diese Gleichung ist unterbestimmt; man bemiiht sich iiblicherweise zusatzlich, den
Rang von Hj.q — Hy minimal zu halten. Mit der Notation

H := H, H, := Hi44, s = xk 1 — xk, y = Vf(xk+1) - Vf(xk),

sind die folgenden Verfahren verbreitet:

(i) Broyden-Update
N (y — Hs)sT

HE=H
sTs

+

B

(ii) SR-1-Update

(y - Hs)(y — Hs)"
(y —Hs)Ts

welches fiir symmetrische H ebenfalls symmetrisch ist,

(iii) BFGS-Update

M =H+

B g 2R
sty s'Hs

welches fiir symmetrisch und positiv definite H und y”s > 0 ebenfalls symmetrisch
und positiv definit ist.
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3 LINEARE OPTIMIERUNG

Als Einstieg in die Optimierung mit Nebenbedingungen betrachten wir lineare Zielfunktio-
nen mit (affin-)l/inearen Nebenbedingungen.

3.1 KONVEXE MENGEN UND POLYEDER

Zur Erinnerung: eine Menge C C R" heif3t konvex, falls gilt
Ax+(1-A)yeC fur alle x, y € Cund A € [0,1].

Ein fundamentales Hilfsmittel ist das folgende prototypische restringierte konvexe Opti-
mierungsproblem.

Lemma 3.1. Sei C C R" nichtleer, konvex, und abgeschlossen und z € R" beliebig. Dann hat
das Problem

min ||x — z|[2

xeC

eine eindeutige Losung x € C, genannt Projektion von z auf C.

Die folgende Charakterisierung der Projektion ist unser erstes Beispiel einer Optimalitéts-
bedingung fiir restringierte Optimierungsprobleme (vergleiche die Aussage von Satz 1.5).

Satz 3.2 (Projektionssatz). Sei C C R" nichtleer, konvex, und abgeschlossen und z € R"
beliebig. Dann ist x € C die Projektion von z auf C genau dann, wenn gilt

(x-2)T(x-%)=0 fur allex € C.
Damit kann man den folgenden fundamentalen Satz tiber konvexe Mengen beweisen, der
einen Spezialfall der Trennungssdtze von Hahn—Banach darstellt. Man zeigt leicht durch

einfache geometrische Beispiele, dass keine der Voraussetzungen fallengelassen werden
kann.

13



3 LINEARE OPTIMIERUNG

Satz 3.3 (Trennungssatz). Sei C ¢ R" nichtleer, abgeschlossen, und konvex und xo € R" \ C.
Dann existieren ein a € R™ \ {0} und ein @ € R mit

alxg>a>a x fiir allex € C.

Ein Spezialfall konvexer Mengen sind Polyeder, die durch endlich viele linear-affine Glei-
chungen und Ungleichungen (insbesondere der Form x > 0) beschrieben werden konnen.
Das zentrale Resultat iber Polyeder ist der folgende Alternativsatz, der als Farkas-Lemma
bekannt ist.

Lemma 3.4 (Farkas). Seien A € R™" und b € R™. Dann sind dquivalent:
(i) Es existiert ein x € R™ mit Ax = b und x > 0.

(ii) Fiir alled € R™ mit ATd > 0 gilt b'd > 0.

3.2 DUALITAT

Wir betrachten nun fiir A € R™", b € R™, und ¢ € R" das lineare Optimierungsproblem

min ¢! x
(LP) xeR”
mit Ax < b.

Aus Satz 1.4 folgt sofort, dass (LP) eine Losung besitzt, falls die zuldssige Menge P(A, b) :=
{x € R" | Ax < b} nichtleer und ¢”x dort nach unten beschrinkt ist. Man rechnet leicht
nach, dass jeder zulissige Punkt y € P=(AT, —c) := {y e R™ | Aly=—,y> 0} des dualen
Problems

T
s 'y
(LD) mit ATy = —,
y=0,

eine untere Schranke liefert, und dass die beste Schranke genau die Losungen von (LD)
charakterisiert.

Satz 3.5 (schwache Dualitat). Fiir alle x € P(A,b) und y € P=(AT, —c) ist
(3.1) clx>-bTy.

Gilt Gleichheit fiir ein ¥ € P(A,b) und ein j € P~(AT, —c), so ist  Losung von (LP) und y
Losung von (LD).

14



3 LINEARE OPTIMIERUNG

Der Fundamentalsatz der linearen Optimierung besagt, dass Gleichheit in (3.1) immer gilt,
solange die beiden zuldssigen Mengen nichtleer sind; der Beweis beruht auf dem Farkas-
Lemma 3.4.

Satz 3.6 (starke Dualitat). Beide Probleme (LP) und (LD) haben eine Losung X bzw. y genau
dann, wenn die zuldssigen Mengen P(A, b) bzw. P=(AT, —c) nichtleer sind. In diesem Fall gilt

'z =-b'y.
Aus der Dualitét erhélt man auch eine erste Optimalitatsbedingung fiir restringierte Opti-

mierungsprobleme. (Beachte, dass der Gradient der Zielfunktion hier konstant gleich c ist
und damit iiberall oder nirgends verschwindet.)

Satz 3.7 (schwache Komplementaritat). Es ist X Losung von (LP) und y Losung von (LD)
genau dann, wenn gilt

Ax < b, (primale Zuldssigkeit)
(3.2) AT)"/ =—c, 720, (duale Zuldssigkeit)
yi(bi —Aix) =0 firalle i=1,...,m. (Komplementaritdt)

Die Komplementaritatsbedingung sagt, dass j; = 0 oder b; = A;x fiir jedes 1 < i < m gilt.
Dies ist aber kein exklusives Oder — es ist also zugelassen, dass beide Gleichungen simultan
gelten. Man kann jedoch zeigen, dass unter allen Lésungen auch ein Paar existiert, fiir das
immer nur genau eine Gleichheit gilt.

Satz 3.8 (strikte Komplementaritat). Sind P(A, b) und P=(AT, —c) nichtleer, so existiert eine
Losung x von (LP) und eine Losung y von (LD) mit

yi =0 genau dann, wenn A;x < b;

firallei=1,...,m.
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Teil 11

OPTIMIERUNG MIT NEBENBEDINGUNGEN
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4 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

Wir betrachten nun fir X € R” und f : X — R das restringierte Optimierungsproblem
(4) min f (x)
xeX

und leiten dafiir zunichst Optimalitdtsbedingungen her. Wie schon fiir den Fall n =1
bekannt, ist das Verschwinden des Gradienten keine notwendige Optimalitatsbedingung
fiir einen lokalen Minimierer, wenn dieser auf dem Rand der zuldssigen Menge liegt. Fiir
(verniinftige) X C R ist dies durch einfaches Nachpriifen endlich vieler Randpunkte noch
leicht zu handhaben. Ist n > 1 aber X ¢ R" ein Polyeder (d. h. durch endlich viele lineare
Gleichungs- und Ungleichungsnebenbedingungen beschrieben), so hat der Rand von X
ebenfalls eine spezielle Struktur (was in der linearen Optimierung weidlich ausgenutzt
wird). Fir allgemeine Teilmengen X C R” kann der Rand aber beliebig kompliziert sein,
was die Schwierigkeit der restringierten Optimierung ausmacht. Hier und in Folge nehmen
wir an, dass f auf ganz R" definiert ist, um Ableitungen auf dem Rand von X betrachten
zu konnen.

4.1 TANGENTIALKEGEL

Wir orientieren uns an Satz 1.5, der besagt, dass fiir unrestringierte Probleme in einem
lokalen Minimierer % keine Richtungen Abstiegsrichtungen sein diirfen, d.h. V£(%)d > 0
fur alle d € R” gilt. Fiir ein restringiertes Problem spielen dagegen nur die Richtungen
eine Rolle, die nicht sofort(!) aus X hinausfiihren; fiir solch eine Richtung d € R" muss
also x := x + td € X fir alle t > 0 klein genug gelten. Dies motiviert die folgende
Definition: Wir nennen d € R" Tangentialrichtung an X in x, falls Folgen {x*};cn € X
und {f; tren C (0, 0) existieren mit

X — X, tr — 0,

Die Menge aller Tangentialrichtungen bezeichnen wir als Tangentialkegel

Tx(x) := {d € R" | d ist Tangentialrichtung an X in x} .
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4 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

Ist x ein innerer Punkt von X, so gilt Ty (x) = R" (wihle x* = x + t;d € X fiir d beliebig
und #; klein genug). Weiter gilt stets 0 € Tx(x) (wahle xk := x) sowie fiir d € Tx(x) und
a > 0 auch d := ad € Tx(x) (wahle t; := a~'t;), was die Bezeichnung Kegel rechtfertigt.

Dass wir bei der Konstruktion von Tangentialrichtungen Folgen von Punkten in X und
nicht nur feste Punkte zulassen, liegt daran, dass der so definierte Tangentialkegel stets
abgeschlossen ist. Dies wird spater von Bedeutung sein.

Lemma 4.1. Seien X C R" nichtleer und x € X. Dann ist Tx(x) abgeschlossen.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass fiir {d*}reny € Tx(x) mit d* — d auch d € Tx(x) gilt.
Fiir jede Tangentialrichtung d* existieren gemafy Definition Folgen {x*!};cy € X und
{tki}ien C (0, 0) so, dass fiir alle k € N ein I(k) € N existiert mit

1 1 ki(k) _
0~ <t < 4 Al—— T

)

Fiir die entsprechenden Diagonalfolgen {x*!®)},.n ¢ X und {1t Yeen C (0, 00) gilt
daher xF10) — tki(k) — 0, sowie wegen d¥ —d

kI(k) _ kI(k) _
u—st al —dk|| + 1dF = d| = o
tr1(k) td(k)
fiir k — oo. Also ist auch d eine Tangentialrichtung. m]

Analog zu Satz 1.5 erhalten wir eine abstrakte notwendige Optimalitdtsbedingung erster
Ordnung.

Satz 4.2. Seien X C R" eine nichtleere Menge und f : R" — R stetig differenzierbar. Hat f
in x € X ein lokales Minimum, so gilt

(4.2) Vix)d>0 fiir alled € Tx(x).

Beweis. Seid € Tx(x) beliebig. Dann existieren nach Definition Folgen {x*};cy € X und
xk—x

o d. Weiter existiert nach Satz 1.10 ein

{ti}ken C (0, 00) mit x¥ — %, f — 0, und
& = % + 9 (x* — ) mit € (0,1) und

VF(E) T (xF - %) = f(x*) - F(®) 2 0

fir k € N hinreichend grof8 (denn # ist lokaler Minimierer und x* € X mit x* — x). Da
mit x¥* — % auch §k — x konvergiert, konnen wir durch #; > 0 dividieren und erhalten
wegen der Stetigkeit von V f durch Grenziibergang

VFx)Td = lim V(T (xk—_x) > 0,
k—oo b

was zu beweisen war. O
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4 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

Ist K ¢ R" ein nichtleerer Kegel, so bezeichnet man die Menge
K°:={xeR" |deSOf1"1ralled€K}

als Polarkegel von K. Die notwendige Optimalitatsbedingung (4.2) kann man damit kompakt
schreiben als

(4-3) -Vf(x) € Tx(%)°.

Dies ist die Verallgemeinerung der notwendigen Bedingung aus Satz 1.6, welche wir fir
X =R" wegen (R")° = {0} als Spezialfall wiedergewinnen.

Analog zu Satz 1.9 gelten fiir konvexe Probleme stirkere Aussagen: Ist f konvex, so ist die
notwendige Bedingung (4.2) auch hinreichend; ist auch X konvex, so hat sie eine besonders
einfache Form.

Satz 4.3. Seien X C R" eine nichtleere konvexe Menge und f : R"™ — R stetig differenzierbar
und konvex. Dann hat f in x € X ein globales Minimum genau dann wenn gilt

(4.4) ViE) (x—%)>0 firallex € X.

Beweis. Sei zuerst x ein globaler Minimierer von f auf X. Dann geniigt nach Satz 4.2 zu
zeigen, dass d := x — ¥ € Tx(x) fur alle x € X gilt. Sei dafiir x € X beliebig und wahle
t = % € (0,1] und

K=+ (x—%) =tx+(1-t)x € X

wegen der Konvexitit von X. Wegen - Y(x* = %) = x — x = d fur alle k € N folgt daraus
nach Definition die Behauptung.

Umgekehrt folgt aus Satz 1.2 (i) und der Annahme fiir alle x € X

f(x) = f(®) =2 VFE) T (x-%)>0

und damit die globale Optimalitét von x. m]

Man nennt die Menge
Nx(x) := {d eR" | d'(y—-x)<ofiralle y € X}

auch Normalenkegel an X in x; die Optimalitdtsbedingung (4.4) kann man damit kompakt
schreiben als

(4.5) ~-Vf(x) € Nx(%).

(Tatsachlich gilt fiir konvexe Mengen stets Nx (x) = Tx(x)°.) Ist f nicht konvex, so zeigt
der Beweis, dass (4.2) immer noch eine notwendige Optimalitdtsbedingung fiir lokale
Minimierer ist.

19



4 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

4.2 REGULARITATSBEDINGUNGEN

Der Rest des Kapitels ist nun der Aufgabe gewidmet, konkrete Darstellungen sowohl des
Tangentialkegels Tx (x) als auch der notwendigen Optimalitatsbedingung (4.3) herzuleiten
fir (nicht notwendigerweise konvexe) Mengen der speziellen Form

(4.6) X ={xeR"|gi(x)<0,1<i<m, hj(x)=0,1<j<p}

fir g;, hj : R" — R stetig differenzierbar.

4.2.1 UNGLEICHUNGSNEBENBEDINGUNGEN

Wir betrachten zuerst den Fall von reinen Ungleichungsnebenbedingungen, d. h.
X={xeR"|gi(x) <0, 1<i<m}

fir g; : R" — R stetig differenzierbar. Da wir Abstiegsrichtungen durch die Ableitung
(und damit Linearisierung) der Zielfunktion charakterisieren konnen, ist es naheliegend zu
versuchen, Tangentialrichtungen tiber die Ableitung der Nebenbedingungen zu charakteri-
sieren. Weiterhin ist zu erwarten, dass bei der Charakterisierung eines lokalen Minimierers
x nur die aktiven Nebenbedingungen mit g;(X) = 0 eine Rolle spielen.

Lemma 4.4. Firx € X undd € Tx(x) gilt

Vgi(x)Td <0 fiurallei € {1,...,m} mit g;(x) = 0.

Beweis. Fiird € Tx(x) existieren nach Definition Folgen {x*} ey € X und {t; }ren C (0, o)

mit x¥ — x, fp — 0, und — d.Seinun i € {1,...,m} mit g;(x) = 0 beliebig. Dann

Xk—X
i
folgt fiir alle k € N wegen x* € X und Satz 1.10

0> gi(x*) = gi(x) = Vgi(£) (" - x)

fiir ein & := x + 9 (x* — x) mit I € (0,1). Wieder folgt aus x* — x auch & — x. Division

durch t; > 0und Grenziibergang k — oo ergibt dann wegen der stetigen Differenzierbarkeit
von g; die Behauptung. O

Definieren wir die Menge der aktiven Nebenbedingungen

Ax(x) :={ie{1,...,m} | gi(x) =0}
und den Linearisierungskegel

Lx(x) := {d eR" | Vgi(x)Td <0 firralle i € ﬂx(x)} ,
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4 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

so haben wir gerade gezeigt, dass Tx(x) C Lx(x) gilt. Fir Satz 4.2 ist das aber die falsche
Richtung: Da Ly (x) grofer ist als Tx (x), ist die Bedingung V f(x)’d > 0 fiir alle d € Lx(x)
stdarker als (4.2) und daher nicht unbedingt fiir jeden lokalen Minimierer erfillt - es
ist also keine notwendige Optimalitdtsbedingung mehr (und eine hinreichende sowieso
nicht). Beachte auch, dass der Tangentialkegel nur von der Menge X abhéngt und damit
unabhingig ist von ihrer Beschreibung durch konkrete Ungleichungen g;(x) < 0, der
Linearisierungskegel dagegen sehr wohl von der Wahl der g; abhangt.

Leider gilt die umgekehrte Inklusion Lx(x) C Tx(x) im Allgemeinen nicht.
Beispiel 4.5. Wir betrachten die Menge
X :={x eR*| gi(x) =x; —x} <0, ga(x) = —x < 0}

sowie den zulassigen Punkt x = (0, 0)7, in dem beide Nebenbedingungen aktiv sind.
Der zugehorige Linearisierungskegel ist

Lx(0) ={d € R* | d, <0, -d, < 0} = {d € R® | d, = 0} .

Der Tangentialkegel ist nach Lemma 4.4 eine Teilmenge dieses Kegels. Allerdings gilt
fur alle x € X stets xl3 > x, > 0 und damit auch x; > 0. Also gilt nach Definition von
Tangentialrichtungen in x = 0 auch d; = limy_,[x*];/t; > 0 fiir entsprechende Folgen
{x*} reny und {t; }xen. Der Tangentialkegel ist daher die echte Teilmenge

Tx(O) = {d (S Rz | d1 >0, dz = 0} c Lx(()).

Das Problem ist hier, dass die Nebenbedingungen in x = (0, 0)T lokal nicht von der
Bedingung x, = 0 unterscheidbar sind (X ist dort zu “spitz”); um durch Linearisierung
genau den Tangentialkegel zu bekommen, brauchen wir also mehr “Luft” in X.

Satz 4.6. Seix € X. Existiert einv € R" mit
(4.7) Vgi(x)To <0 fiir allei € Ax(x),

dann ist Tx(x) = Lx(x).

Beweis. Nach Lemma 4.4 ist nur die Inklusion Ly (x) C Tx(x) zu zeigen. Sei dazu d € Lx(x)
beliebig. Wir konstruieren nun geeignete Folgen {x*}ren € X und {t}ren C (0, 00). Dafiir
betrachten wir fiir festes @ > 0 und t > 0 beliebig den Vektor

x; = x + t(d + av).

Wir zeigen zuerst, dass fiir ¢ hinreichend klein x; € X, d.h. g;(x;) < 0 furalle1 <i < m,
gilt. Daftir machen wir eine Fallunterscheidung:
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4 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

(i) i € Ax(x): Wegen d € Ly(x) gilt zunichst Vg;(x)’d < 0 und daher

lim M = Vgi(x)T(d + av) = Vgi(x)Td + aVgi(x)Tv < 0.

t—0%

Da der Grenzwert strikt negativ ist, muss wegen g;(x) = 0 fiir i € Ax(x) auch gelten

gi(xt) = gi(x:) — gi(x) <0
fir t > 0 klein genug.

(if) i ¢ Ax(x): Dann ist g;(x) < 0, und wegen der Stetigkeit von ¢g; und x;, — x fur
t — 0 gilt auch g;(x;) < 0 fiir t > 0 klein genug.

Fir alle 1 < i < m existiert also ein t; > 0 mit g;(x;) < 0 fiir alle t < ;. Also existiert ein
s:=min{t; |1<i<m}>0mitx; € X furallet <s.

Wir wihlen nun eine beliebige Nullfolge {t;}ren € (0,s) und setzen x* := Xy — x. Fir
alle k € N grof genug ist dann x* € X; aulerdem gilt

k _
X x:d+0w fur alle k € N.

b
Also ist nach Definition d + av € Tx(x) fur alle @ > 0. Da nach Lemma 4.1 Tangentialkegel
stets abgeschlossen sind, folgt durch Grenziibergang @ — 0 auch d € Tx(x). m]

Ein Punkt x € X, fiir den Tx(x) = Lx(x) gilt, heif3t reguldr; eine Bedingung wie (4.7), die
die Regularitat eines Punktes garantiert, nennt man Regularitdtsbedingung oder (auch im
Deutschen) constraint qualification. Die “triviale” Regularitatsbedingung Tx (x) = Lx(x)
wird auch als Adabie constraint qualification bezeichnet.

Eine starkere, aber leichter iiberpriifbare, Bedingung ist die sogenannte linear independence
constraint qualification (LICQ).

Folgerung 4.7. Seix € X. Ist die Menge {Vg;(x) | i € Ax(x)} c R" linear unabhdngig, dann
ist x reguldr.

Beweis. Unter dieser Voraussetzung hat das lineare Gleichungssystem
Vgi(x)Td = ai, i€ ﬂX(X),
vollen (Zeilen-)Rang und damit fiir beliebige rechte Seite eine (nicht unbedingt eindeutige)

Losung. Wahlt man o; < 0 fur alle i € Ax(x), ist somit (4.7) erfillt, und die Aussage folgt
aus Satz 4.6. m|

Wieder sind fiir konvexe Funktionen starkere Aussagen moglich.
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4 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

Folgerung 4.8. Sei g; konvex fiir alle1 < i < m. Existiert ein X € X mit
(4.8) gi(x) <0 firalle1 <i<m,

dann ist jeder Punkt x € X reguldr.

Beweis. Fur x = x ist wegen (4.8) die aktive Menge Ax (x) leer und damit (4.7) trivialerweise
erfilllt. Sei daher x # x. Aus der Konvexitit folgt mit Satz 1.2 (i) fiir alle i € Ax(x)

Vgi(x)" (% — x) < gi(%) — gi(x) = gi(X) < 0

und daraus (4.7) mit v := X — x. O

Die Bedingung (4.8) wird Slater-Bedingung genannt.

Fir lineare Nebenbedingungen konnte man erwarten, dass automatisch Tx(x) = Lx(x)
gilt, und in der Tat stellt die Linearitét an sich eine Reguléritsbedingung dar.

Satz 4.9. Seien alle g; affin-linear fiir alle1 < i < m, d. h. es existieren a; € R" und ; € R
mit g;(x) = al.Tx — ;. Dann ist jeder Punkt x € X reguldr.

Beweis. Der Beweis ist ein stark vereinfachter Spezialfall von Satz 4.6. Fiir x € X beliebig
und d € Lx(x) setze x* := x + trd — x fir t; > 0 beliebig. Wieder machen wir die
Fallunterscheidung

(i) i € Ax(x): Dann gilt al.Tx = o; und zusammen mit ade < 0 wegen d € Lx(x) folgt

T,k

alx* =alx +tald < o fir alle k € N, t > 0.

(ii) i ¢ Ax(x): Dann gilt alTx < a; und damit auch

T,k

alx* =alx +trald < o fir alle k € N

mit #; hinreichend klein.

Wihlen wir also {f }xen als hinreichend kleine Nullfolge, dann ist x* € X fir alle k e N
sowie

=d fur alle k € N,

d.h.d € Tx(x). O

Auch Kombinationen dieser Regularitiatsbedingungen sind méglich - es reicht zum Beispiel,
dass nur diejenigen g;, die nicht affin-linear sind, die Slater-Bedingung erfiillen.
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4.2.2 GLEICHUNGSNEBENBEDINGUNGEN

Wir betrachten nun den Fall von reinen Gleichungsnebenbedingungen, d. h.
X={xeR"|hj(x) =0, 1<j<p}

fiir hj : R" — R stetig differenzierbar. Da Gleichungsnebenbedingungen stets aktiv sind,
ist der entsprechende Linearisierungskegel fiir x € X definiert durch

Ly(x) ={d e R" | Vhj(x)"d =0, 1< j < p}.

Vollig analog zu Lemma 4.4 (nur mit Gleichheit an Stelle der Ungleichung) beweist man
nun die folgende Inklusion.

Lemma 4.10. Fiir alle x € X gilt Tx(x) C Lx(x).
Fir die umgekehrte Inklusion benétigt man wieder eine Regularititsbedingung.

Satz 4.11. Seix € X. Ist die Menge {Vh;(x) | 1< j < p} c R" linear unabhdngig, dann ist
x reguldr.

Beweis. Der Beweis folgt im Prinzip dem von Satz 4.6; die Schwierigkeit besteht dabei darin,
dass wir mit der zu konstruierenden Folge {x*}recny € X den (nichtlinearen) Gleichungen
hj(x) = 0 folgen miissen. Dazu addieren wir zu der iiblichen “linearen” Konstruktion
X; = x + td einen nichtlinearen (in t) Korrekturterm, den wir — unter der genannten
Voraussetzung — mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen erhalten.

Sei dafiir d € Lx(x) beliebig. Ziel ist zu zeigen, dass fiir ¢ > 0 klein genug eine Kurve
x : (—¢¢) — R" existiert mit x(0) = x, x(0) = d und h;(x(t)) =0 fur alle t € (—¢,¢) und
1<i < p.Zu diesem Zweck definieren wir zunachst die Funktion

h:R" — R?, x — (hi(x),.. .,hp(x))T,
und mit ihrer Hilfe die Funktion
H: R 5 RP, (y,t) = h(x + td + Vh(x)y),

wobei Vh(x) die Jacobi-Matrix von h bezeichnet (deren Spalten genau die Vh;(x) sind).
Beachte, dass d € Ly(x) = ker Vh(x)” und Vh(x)y € ran Vh(x) = (ker Vh(x)T)* liegen;
wir zerlegen also die Korrektur in zwei orthogonale Anteile.

Wir betrachten nun das nichtlineare Gleichungssystem H(y,t) = 0, das wegen x € X
offensichtlich die Losung (y,%) = (0,0) besitzt. Auf diese Gleichung wenden wir nun
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den Satz Giber implizite Funktionen an, um eine Kurve y(t) zu erhalten. Zunéchst hat die
Funktion y — H(y,t) fur t > 0 fest nach der Kettenregel die Jacobi-Matrix

Hy(y,t) =h'(x +td + Vh(x)y)Vh(x) = Vh(x + td + Vh(x)y) Vh(x)
wegen Vh(x) = I’ (x)T; analog hat die Funktion t — H(y, t) fiir y fest die Ableitung
H;(y,t) = Vh(x + td + Vh(x)y)'d.

Speziell ist also
Hy(0,0) = Vh(x)'Vh(x) € RP*P

invertierbar, da Vh(x) nach Voraussetzung vollen Rang hat. Nach dem Satz iiber implizite
Funktionen existiert daher ein ¢ > 0 und eine stetig differenzierbare Funktion y : (—¢,¢) —
R? mit y(0) = 0 und H(y(t),t) =0 fur alle t € (—¢, ¢) sowie

0 =H,(y(t),t)y' (t) + H(y(1),1) fir alle t € (—¢,¢).
Aus der Invertierbarkeit von Hy, in (0, 0) folgt daraus
¥/ (0) = —H,(0,0)'H,(0,0) = —H,(0,0)'Vh(x)"d = 0
wegen Vh;(x)Td = 0 fiir alle 1 < j < p nach Annahme an d € Lx(x).
Wir definieren nun die gesuchte Kurve durch
x(t) :=x+td + Vh(x)y(t).

Dann gilt nach Konstruktion von y(t)

h(x(t)) = H(y(t),t) =0 fur alle t € (—¢,¢)

sowie x(0) = 0 und x’(0) = d + Vh(x)T y’(0) = d. Wihlen wir also eine beliebige Nullfolge
{ti}ren C (0, ¢) und setzen x* := x(t;), so gilt x* € X fiir alle k € N, x* — x(0) = x wegen
y(0) = 0, sowie

k- te) — x(0
lim =% = lim x(te) —x(0) =x'(0) =d,
k—oo I k—oo Ik

d.h.d € Tx(x). O

Wieder ist die Linearitat an sich eine Regularitatsbedingung.

Satz 4.12. Seien alle h; affin-linear fiir alle1 < j < p, d. h. es existieren b; € R" und ; € R
mit hj(x) = bJTx — Bj. Dann ist jeder Punkt x € X regulir.

Beweis. Der Beweis ist vollig analog zu dem von Satz 4.9: Fiir x € X und d € Lx(x) wahlen
wir wieder ty := % — 0 und x* := x + td — x. Dann folgt mit b]Tx =hj(x) + B = pjund
bjrd = th(x)Td = 0 sofort

bix* =blx +tbid = ;.

Also ist x* € X fiir alle k € N sowie xktk_x =d,d.h.d € Tx(x). O
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4.2.3 GEMISCHTE NEBENBEDINGUNGEN

Wir kommen nun zum allgemeinen Fall,
X={xeR"|g(x)<0,1<i<m hj(x)=0,1<j<p}

fiir g, hj : R" — R stetig differenzierbar, fiir den der Linearisierungskegel gegeben ist
durch

Ly(x) ={d e R"| Vgi(x)"d < 0, i € Ax(x), Vhj(x)"d=0,1<j<p}.

Die “einfache” Inklusion beweist man wieder vollig analog zu Lemma 4.4, indem man die
Nebenbedingungen einzeln betrachtet.

Lemma 4.13. Fiir alle x € X gilt Tx(x) C Lx(x).

Fiir die andere Richtung kombiniert man nun die obigen Ansatze, wobei man nur darauf
achten muss, dass sich Gleichungs- und Ungleichungsrestriktionen nicht in die Quere
kommen. Die entsprechende Regularitiatsbedingung nennt man Mangasarian—Fromowitz
constraint qualification (MFCQ).

Satz 4.14. Seix € X. Gilt
(i) die Menge {th(x) | 1<j< p} C R" ist linear unabhdngig,
(ii) es gibt einv € R"™ mit
Vgi(x)To <0 firallei € Ax(x),
th(x)Tv =0 firallej € {1,...,p},

dann ist x reguldr.

Beweis. Sei d € Lx(x) beliebig. Dann gilt insbesondere Vh j(x)Td = 0 und damit nach
Annahme (ii) auch th(x)T(d +av) =0 fiurallea > 0und1 < j < p. Wie im Beweis
von Satz 4.1 konstruiert man nun mit Hilfe von Annahme (i) fiir d + aov eine Kurve
x : (=¢¢€) = R"mit x(0) = x,x'(0) =d + av, und hj(x(t)) =0 firallel < j < p und
t € (—¢¢).

Weiter ist Vg;(x)7d < 0 und damit nach Annahme (ii) auch Vg;(x)’ (d + av) < 0 fiir alle
i € Ax(x). Also gilt fir x(t) nach Konstruktion

L 91X (®) — gi(x(0))

t—0t t

= Vgi(x(0))"x'(0) = Vg;(x)" (d + av) < 0.
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Fir i ¢ Ax(x) folgt aus ¢;(x(0)) = gi(x) < 0 und der Stetigkeit von g; und x(t) auch
gi(x(t)) < 0 fur alle t klein genug. Wie im Beweis von Satz 4.6 existiert daher ein s € (0, ¢)
mit g;(x(t)) < 0 furallet € (0,s) und1<i < m.

Durch Wahl von t; — 0, t; € (0,s), und x* := x(t;) — x mit x* € X fiir alle k € N folgt
nun wie zuvor, dass d + av € Tx(x) fur alle « > 0 ist. Aus der Abgeschlossenheit von
Tangentialkegeln folgt daher d € Tx(x). O

Weitere Regularitatsbedingungen erhélt man ebenfalls durch geeignete Kombinationen,
etwa die “volle” LICQ.

Folgerung 4.15. Seix € X. Ist die Menge
{Vgi(x),Vhj(x) | i € Ax(x),1< j < p} C R"

linear unabhdngig, dann ist x reguldr.

Beweis. Unter dieser Voraussetzung hat das lineare Gleichungssystem

Vgi(x)T0 = a;, i€ Ax(x),
th(x)TU = B;, jed{L...,p}

vollen (Zeilen-)Rang und damit fiir beliebige a;, B; € R eine (nicht unbedingt eindeutige)
Losung. Wahlt man «; < 0 und §; = 0, ist somit die MFCQ erfiillt, und die Aussage folgt
aus Satz 4.14. m|

Ebenso kombiniert man die “globalen” Regularititsbedingungen.

Folgerung 4.16. Seien alle g; konvex und alle h; affin-linear, d. h. es existieren b; € R" und
pj € R mit hj(x) = bjx — f;. Gilt:

(i) die Menge {bj | 1<j< p} ist linear unabhdngig,

(ii) es existiert ein X € X mit

gi(x) <0  firalle1<i<m,

dann ist jeder Punkt x € X reguldr.
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Beweis. Wir miissen lediglich noch Annahme (ii) von Satz 4.14 nachpriifen. Dafiir betrach-
ten wir wieder fiir x € X beliebig die Richtung v := x — x. Genau wie im Beweis von
Folgerung 4.8 erhélt man aus der Konvexitét von g;

Vg (x)T0 < g;(%) = gi(x) = g:i(%) < 0 fur alle i € Ax(x).
Auflerdem gilt fiir alle x € X wegen x € X und damit insbesondere h;(x) = 0 auch
th(x)TU:b]TJ?—bJTx:ﬁj—ﬁjzo firalle1<j <p.

Also ist die MFCQ erfiillt, und die Aussage folgt aus Satz 4.14. ]

Durch Kombination der Beweise von Satz 4.9 und Satz 4.12 erhilt man schliellich den fol-
genden Satz, der erklart, warum in der linearen Optimierung keine Regularitdtsbedingung
notwendig war.

Satz 4.17. Seien alle g; und h; affin-linear. Dann ist jeder Punkt x € X reguldr.

4.3 DIE KKT-BEDINGUNGEN

Ist ein lokaler Minimierer x regulér, so kann man aus der abstrakten Optimalitatsbedingung
(4.2) eine explizite Charakterisierung von X gewinnen. Um dies zu motivieren, betrachten
wir den Fall einer einzigen Gleichungsnebenbedingung, X = {x € R" | h(x) = 0} fur
h: R" — R stetig differenzierbar. Dann ist Lx (x) = {d e R | Vh(x)'d = 0} = ker Vh(x)T
ein linearer Unterraum (nédmlich der Tangentialraum von X in x). Da fiir Unterrdume der
Polarkegel mit dem orthogonalen Komplement iibereinstimmt, erhalten wir fiir einen
reguldren Minimierer X aus der dquivalenten Schreibweise (4.3) die Bedingung

—Vf(%) € Tx(%)° = Lx(x)° = (ker Vh(x)")* = ran Vh(x),

denn fiir jede lineare Abbildung A gilt (ker A)* = ran AT. Nach Definition des Bildes
existiert also ein A € R mit

~-Vf(x) = Vh(X)A,

womit wir (im Fall n = 1) die klassische Lagrange-Multiplikator-Regel fiir die Minimierung
reeller Funktionen unter Gleichungsnebenbedingungen wiedergewonnen haben. (Die dafiir
“offensichtlich” hinreichende Bedingung Tx (x)° = Lx(x)° wird auch Guignard constraint
qualification genannt.)

Fiir den allgemeinen Fall inklusive Ungleichungsnebenbedingungen verwenden wir statt
der Gleichheit (ker A)* = ran AT das Farkas-Lemma 3.4.
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Satz 4.18. Seien f : R" — R stetig differenzierbar und X c R" von der Form (4.6). Seix € X
ein lokaler Minimierer von f. Ist X reguldr, so existieren i € R™ und A € RP mit

m P _
Vi) + D> mVgi(x) + D 4;Vhi(x) =0,
i=1 j=1

hj(x) =0, 1<j<p,
gi >0, gi(x) <0, f[gi(x)=0, 1<i<m

(4.9)

Beweis. Aus (4.2) und der Regularitat von x folgt
Vix)d>0  firalled € Ly ().

Schreiben wir Vg# (%) fiir die Matrix, deren Spalten durch Vg;(x), i € Ax(x), gegeben ist
und Vh(x) fiir die Matrix, deren Spalten aus Vh;(x),1 < j < p, bestehen, ist dies d4quivalent
zu

VF(®)Td>0 firalledeR"mit (-Vgx(x)! -Vh(x)T Vh(®)T) d>o0.
Nach Lemma 3.4 existiert also ein u := (w, y*, y7) > 0 mit
—Vga(®)w - VAR y* + V(D) y = VF ().

Setzen wir

i 1€ Ax(x),
hj=yi -y firl<j<p, ﬂi::{wll x(%)

0 i ¢ Ax(x),

ist dies genau die erste Zeile von (4.9). Nach Definition gilt dann auch fi;g;(x) = 0 fur
alle 1 < i < m, woraus zusammen mit der Zuldssigkeit von ¥ € X die restlichen Zeilen
folgen. ]

Analog zur Minimierung reeller Funktionen nennt man A, i Lagrange-Multiplikatoren; die
Bedingungen (4.9) werden Karush—Kuhn-Tucker- oder kurz KKT-Bedingungen genannt.
Die erste Zeile nennt man auch Stationaritdtsbedingung, die letzte Zeile Komplementaritdts-
bedingung; man spricht von strikter Komplementaritdt, falls fiir alle i € Ax(x) gilt f1; # 0,
d.h. es gilt i; = 0 genau dann, wenn g;(x) < 0.

Unter stiarkeren Regularitatsbedingungen kann man mehr tiber die Lagrange-Multiplikatoren
aussagen.

Folgerung 4.19. Sei x € X ein lokaler Minimierer, der die LICQ erfiillt. Dann sind die zugeho-
rigen Lagrange-Multiplikatoren A € R?, i € R™ eindeutig bestimmdt.
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Beweis. Zunachst muss fiir alle i ¢ Ax(x) wegen der Komplementaritatsbedingung fi; = 0
gelten. Damit reduziert sich die erste Zeile von (4.9) auf

p —
> EVgi(R) + DA Vhi(x) = =Vf(%).
i€Ax (%) j=1

Da nach Voraussetzung die Vektoren Vg;(x), i € Ax(¥) und Vh;(x),1 < j < p, linear
unabhéngig sind, hat dieses Gleichungssystem eine eindeutige Losung fi;, i € Ax (%), 4;,
1< j < p. Also sind die Lagrange-Multiplikatoren eindeutig. m]

Konvexe Probleme (d. h. f und X konvex) sind die KKT-Bedingungen sogar hinreichend.
Dafiir ist nicht mal eine Slater-Bedingung erforderlich.

Satz 4.20. Seien f und alle g; konvex und alle h; aﬁ_‘in-linear, d. h. es existieren b; € R" und
pi € Rmithj(x) = bjrx—ﬁj. Erfullt ein Tripel (%, i, A) € R"XR™xR? die KKT-Bedingungen
(4.9), dann ist x ein globaler Minimierer von f in X.

Beweis. Aus den KKT-Bedingungen folgt direkt die Zulassigkeit von x. Sei nun x € X
beliebig. Aus der Konvexitat von g; folgt dann mit Satz 1.2

Vgi(®)T (x — %) < gi(x) = gi(F) <0 fur alle i € Ax (%),
und aus der affinen Linearitét der h;
Vhi(x) (x—x) =bjx—bjx=p;—- ;=0 firl<;j<p.

Damit folgt aus der Konvexitiat von f mit Satz 1.2, der ersten Zeile von (4.9), und der
Komplementaritat

f(x) > f(%) + VFE) (x - %)
m P
= f(x) - D Vg (®) (x - %) - > b} (x — X)
i=1 j=1
=f® - >, mVgE (x-%)

i€eAx(x)

> f(%).

Also ist x ein globaler Minimierer von f in X. m]

Sind schlief3lich auch f und alle g; affin-linear, so entsprechen die Lagrange-Multiplikatoren
genau den dualen Variablen in der linearen Optimierung, und die KKT-Bedingungen liefern
eine weitere Herleitung von Satz 3.7.
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4.4 BEDINGUNGEN 2. ORDNUNG

Zum Abschluss betrachten wir Optimalitatsbedingungen zweiter Ordnung, wobei wir
uns zunachst auf die in der Praxis wesentlich relevanteren hinreichenden Bedingungen
konzentrieren. Wahrend im Falle der unrestringierten Optimierung die Krimmung der
Zielfunktion (iiber die positive Definitheit der Hessematrix) ausschlaggebend ist, miissen
wir hier gegebenfalls auch die Kriimmung der Nebenbedingungen beriicksichtigen. Wir
betrachten dafiir statt f die Lagrange-Funktion

m p
(4.10) L:R"XR"XR’ - R, (xx, i A) = f(x) + D migi(x) + D> Ajhj(x)
i=1 j=1

und halten fiir den spéteren Gebrauch ein paar wesentliche Eigenschaften fest. Zunéachst
gilt fiir alle zuldssigen x € X, g > 0, und A € R?

m P
(4.11) L(x,p,2) = f(x) + D pigi(x) + > Ajhj(x) < f(x)
i=1 j=1

wegen g;(x) < 0 und h;(x) = 0. Erfiillen (%, i, A) die KKT-Bedingungen (4.9), so gilt wegen
der Komplementaritat sogar

(4.12) L(%f,4) = f(%),

und die Stationaritatsbedingung in (4.9) ist 4quivalent zu

m p
(4.13) ViL(% i, 4) = V(%) + D 1iVg:i(%) + D 4;Vh(%) = 0.

i=1 j=1

Die Krimmung der Lagrange-Funktion miissen wir jetzt nur entlang geeigneter, ,kri-
tischer®, Richtungen untersuchen. Die Grundidee ist anschaulich die folgende: Aktive
Nebenbedingungen, fir die strikte Komplementaritat gilt, sind in gewisser Weise “stark
aktiv”; wir erwarten daher, dass sie bei kleinen Anderungen immer noch aktiv bleiben.
Wir betrachten also nur solche Richtungen, fiir die diese Nebenbedingungen aktiv bleiben
— in anderen Worten, wir behandeln sie wie Gleichungsnebenbedingungen. Wir zerlegen
also fiir einen KKT-Punkt (%, 7, 1) die aktive Menge Ay (%) in

A (x, ) :={i € Ax(x) | @ > 0},
Ao (%, 1) = {i € Ax(x) | i = 0},

d.h. in die Menge der aktiven Nebenbedingungen, fiir die strikte Komplementaritat gilt
bzw. nicht gilt, und definieren den kritischen Kegel

Vg:i(%)d =0, i € AL(% ),
Kx(%,j) :==1d e R" | Vg;(x)Td <0, i € Ay(%, 1), { € Lx(%).
Vhi(x)'d=0,1<j<p
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Ist nun in einem Punkt die Krimmung der Lagrange-Funktion entlang kritischer Richtun-
gen stets positiv, haben wir ein striktes Minimum.

Satz 4.21 (hinreichende Bedingungen 2. Ordnung). Seien f, gi, hj zweimal stetig differen-
zierbar. Erfullt (x, i, A) € R" X R™ x R? die KKT-Bedingungen (4.9) und gilt

(4.14) dTV)zch(J?, i, /T)d >0 fiir alled € Kx(x, ) \ {0},

dann ist x ein strikter lokaler Minimierer von f in X.

Beweis. Angenommen, die Voraussetzungen sind erfiillt, aber ¥ € X ist kein strikter lokaler
Minimierer. Dann existiert eine Folge {x*}reny € X \ {&} mit x* — x und f(x*) < f(%)
fir alle k € N. Wir definieren nun eine Folge {d*}ten durch

dk . xk—f
Ik -l

Da wegen ||d*|| = 1 diese Folge beschrinkt ist, existiert eine konvergente Teilfolge {d* }rek,
K c N unendlich, mit d* — d fir eind € R" mit ||d|| = 1, d.h. d # 0. Mit # :=
l|x* — %|| — 0 erfiillt d also die Definition einer Tangentialrichtung; aus Lemma 4.13 folgt
daher d € Tx(x) C Lx(x). Insbesondere gilt

(4.15) Vgi(x)Td <0 fur alle i € Ax(x),
(4.16) Vhi(x)'d=0  firalle1<j<p.

Wir zeigen nun, dass sogar d € Kx(x, f1) gilt. Angenommen, das ist nicht der Fall, d. h. es
existiert ein i, € A, (%, i) mit Vg;, (¥)Td < 0. Dann folgt aus Satz 1.11 und f(x*) < f(x)

VI(ET (* - %) = F(xb) - f(x) < 0.

k

Wieder gilt & — % wegen x* — %, und Division durch ||x* — || > 0 und Grenziibergang

K 3 k — oo liefert
m §4 B
0>Vf(x)d==> Vg (x)'d= > A;Vhj(®)'d > —f1;,Vg;, ()'d > 0
i=1 j=1
wegen V. L(%, i, A) = 0 und (4.15), (4.16) und damit ein Widerspruch.

Also ist d € Kx (%, i) \ {0}. Wegen x* € X folgt dann aus Satz 1.11 fir x — L(x, i, 1)
zusammen mit (4.11)—(4.13)

f&® > f(x*) > L(x" 5 A)
= L(%, i A) + VoL(%, g, )T (xF - %) + %(xk -2 VELE, g )T (5" - %)

= )+ 5 (0 = DTVELE B D (6 ),
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Division durch ||x* — %2 > 0 und Grenziibergang K > k — oo liefert dann
d'V2 L(x aN)d <0  fird € Kx( ),

im Widerspruch zu (4.14). O
Notwendige Optimalitdtsbedingungen bediirfen wieder einer Regularitiatsbedingung.

Satz 4.22. Seien f, g, hj zweimal stetig differenzierbar. Sei x € X ein lokaler Minimierer von
f der die LICQ erfillt. Dann gilt fiir die zugehdrigen eindeutigen Lagrange-Multiplikatoren
geR™und A € RP

(4.17) d'V: L(x,i,))d >0  firalled € Kx(X, fi).
Beweis. Aus der LICQ folgt insbesondere die Regularitit von x und damit aus Satz 4.18 die
Existenz von Lagrange-Multiplikatoren, die nach Folgerung 4.19 eindeutig sind.

Angenommen, es existiert ein d € Kx (%, 7) \ {0} mit
d'V: L(%,fi,A)d < 0.

Ahnlich wie in Satz 4.14 konstruieren wir nun fiir dieses d eine zuldssige Kurve x(t) € X
so, dass fiir t > 0 klein genug x(t) € X aber f(x(t)) < f(x) gilt. Dafiir zerlegen wir die
,biaktive Menge“ A (%, ji) weiter in

Ay (%, g,d) = {i € Ag(%, i) | Vgi(x)'d < 0},
AN (%, i, d) = {i € Ay(%, i) | Vgi(x)"d = 0} .

Nun sind nach der LICQ insbesondere die Vektoren
Vgi(x), i€ A(%p)UANE L),  Vhi(x), 1<j<p,

linear unabhingig. Weiter ist nach Definition Vg;(%)7d < 0 fiiri € A, (%, i1, d). Wir kénnen
daher wie in Satz 4.14 eine Kurve x : (—¢,¢) — R" konstruieren mit x(0) = x, x’(0) = d,
und

Bx(H) =0, 1<j<p,

gi(x(t)) =0, i € Ay (%, j1,d) U AL, i)

(4.18) gi(x(t)) <0, i€ Ay (%, pd),

gi(x(t)) <0, i ¢ Ax (%),

fur alle t € (—¢, ¢). Insbesondere ist dann x(t) € X.
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Wir setzen nun ¢(t) := L(x(t), fi, N). Da f, gi, und h; zweimal stetig differenzierbar sind,
gilt dies nach dem Satz tiber implizite Funktionen auch fiir x(¢) und damit fir ¢. Mit Hilfe
der Ketten- und Produktregel erhalten wir daher

¢’ (t) =x' () VL(x(t), 1, A),
¢ (1) = x" ()T VL (x(), 1, 1) + %' () V2 L(x(0), f Dx' ().

Fir t = 0 folgt daraus mit (4.11)-(4.13) und der Wahl von d

¢(0) = L(x,1,4) = f(%),
¢’ (0) =d"V,L(x, 1) =0,
¢"(0) =d'V2 L(x(t), i, ))d < 0.

Wegen der Stetigkeit muss daher auch ¢”(t) < 0 fiir t > 0 klein genug gelten. Aus Satz 1.11
folgt daher die Existenz eines J; € (0, ) mit

2
0(1) = (0) + 19/ (0) + Z¢" (%) < (0).

Zusammen mit (4.11) sowie (4.18) (beachte fi; = 0 fur i € Ay(x, 1) nach Definition und
fiir i ¢ Ax(x) nach Komplementaritéat aus den ebenfalls notwendigen KKT-Bedingungen)
erhalten wir also

f(&) = 0(0) > ¢(t) = L(x(t), . 1) = f(x(t))

fur alle ¢t > 0 hinreichend klein, weshalb x kein lokaler Minimierer sein kann. O
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5 LAGRANGE-DUALITAT

Ahnlich wie fiir lineare Optimierungsprobleme in Kapitel 3 kann man auch fiir nichtlineare
Optimierungsprobleme eine Dualitatstheorie herleiten (die freilich durch die deutlich
schwichere Struktur im Allgemeinen weniger befriedigend bleibt). Ausgangspunkt ist
wieder die Lagrange-Funktion

m p
L:R"XR" xR — R, O, g1, A) > f(x) + Z,uig,-(x) + Z/ljhj(x),
i=1 j=1

fir die nach (4.11) gilt
(5.1) L(x,p, A) < f(x) fiir alle x € X, > 0,1 € R?.
Nehmen wir nun das Infimum tber alle x € X, folgt

xigﬂ{ﬂL(x, uA) < )icrel)f(L(x, wA) < ;lcrel)t;f(x) fiir alle g > 0,1 € R,

Die linke Seite stellt daher eine untere Schranke fiir f auf X dar, und die beste Schranke
erhalten wir, indem wir das Supremum tber alle z > 0 und A € R? bilden.

Satz 5.1 (schwache Dualitat). Setze
q(p, A) :== inf L(x, p,A).
xeRn
Dann gilt

(5.2) sup q(p, A) < inf f(x).
}120,/1 xeX

Man nennt auch hier wieder sup ., , q(p1, A) das (Lagrange-)duale Problem. Der Vorteil hier
ist die deutlich einfachere Struktur der Nebenbedingung y > 0. Beachte aber, dass das
Infimum in der Definition von g nicht endlich sein muss, d. h. g(g, ) = —c0 ist moglich -
fiir das Supremum ist das aber nur ein Problem, wenn q = —oo ist, die Lagrange-Funktion
also fiir alle u > 0, A beziiglich x nach unten unbeschrankt ist. Wir bezeichnen

domg := {(p,/l) ER™XRP | p>0, q(p, A) > —oo}
als den effektiven Definitionsbereich von q.

Im Fall linearer Zielfunktion und Nebenbedingung erhalten wir daraus wieder die klassische
Dualitit.
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5 LAGRANGE-DUALITAT

Beispiel 5.2. Betrachte das lineare Optimierungsproblem

min ¢’ x mit Ax < b.
xeR”

Da wir keine Gleichungsnebenbedingungen haben, vereinfacht sich die zugehorige
Lagrange-Funktion dann zu

L(x,p) =c'x+ pT(Ax = b) = (c + ATp)Tx — "D,
Da x € R" beliebig sein kann, folgt daraus offensichtlich

—u'b  falls ATy = —c,

=1 f L S =
) o (x, 1) {—oo falls ATy # —c.

Das Supremum wird also sicher nur fir g € domgq = {,u e R™ | p=0,ATy = c} ange-
nommen. Damit ist das Lagrange-duale Problem genau (LD),

max —b' mit ATy =—c, > 0.
peR™M

Im allgemeinen ist die explizite Berechnung der dualen Funktion wegen der fehlenden
Nebenbedingung x € X zwar einfacher als die Losung des urspriinglichen (primalen) Mini-
mierungsproblem aber trotzdem nur in Spezialfallen moglich. Man kann aber zumindest
elementare Eigenschaften zeigen.
Lemma 5.3. Es gilt stets

(i) dom q ist konvex;

(ii)) q : dom g — R ist konkav (d. h. —q ist konvex).
Beweis. Seien (u, A), (f, /‘I) € domq und t € (0,1) beliebig. Da die Lagrange-Funktion fiir
festes x € R" linear in p und A ist, gilt wegen f(x) = tf(x) + (1 —t) f(x) offensichtlich

LG tp+ (1= )i th+ (1= 1)A) = tL(x,  A) + (1= t)L(x, i, ).

Nehmen wir auf beiden Seiten das Infimum uber alle x € R" und schitzen das Infimum
uber die rechte Summe nach unten durch die Summe der Infima ab, erhalten wir

ﬁw+0—ﬂ@ﬂ+0—ﬂbzhgunw+0—ﬂnM+U—ﬂD
xeRn?
>t inf L(x,p, A) + (1—1t) inf L(x,f, /i)
xeR” xeR”
=tq(mA) + (1-1)q(fLA) > —c0

wegen (p, A), (i, 1) € dom q. Auflerdem gilt t+ (1—¢)f > 0. Also ist dom g konvex. Durch
Umstellen folgt aus der Ungleichung auch die Konvexitédt von —q. m]
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5 LAGRANGE-DUALITAT

Dies bedeutet, dass das duale Problem dquivalent ist zu dem konvexen Minimierungspro-
blem

i - s/‘{s
;rzlg)g q(p, A)

d.h. jede Losung ist stets eine globale Losung. Daraus folgt auch, dass anders als in der
linearen Optimierung die weitere Dualisierung des dualen Problems im Allgemeinen
nicht das primale (nichtkonvexe) Problem wiederherstellen wird. (Man kann dies aber zur
Gewinnung einer in gewissem Sinne ,optimalen” konvexen Naherung anwenden.)

Ist das primale Problem ebenfalls konvex, sind starkere Dualitatsaussagen moglich.

Satz 5.4. Seien f und alle g; konvex und alle h; affin-linear. Dann sind dquivalent:
(i) (%, A, 7)) erfilllen die KKT-Bedingungen (4.9);
(ii) (%, fi, A) ist ein Sattelpunkt der Lagrange-Funktion, d. h. fi > 0 und

(5.3) sup L(%,41,4) < L(%, i, ) < inf L(x, /i, 7).
HZO,A xeR”

Beweis. (i) = (ii): Erfiillen (%, i, ) die KKT-Bedingungen, so ist insbesondere ¥ € X und
fi > 0. Aus (4.12) und (4.11) folgt dann

L(%, i, A) = f(%) > L(x, y, A) fiir alle y > 0,1 € RP.
Supremum iiber alle u > 0,1 € R? ergibt die erste Ungleichung in (5.3).

Nach (4.13) gilt weiterhin V,L(%, fi, ) = 0. Da nach Annahme die Funktion x — L(x, fi, 1)
konvex ist, hat diese Funktion also nach Satz 1.9 ein globales Minimimum in x, d. h. es gilt

L(x, i, M) < L(x, i, ) fiir alle x € R".
Infimum tber alle x € R" ergibt die zweite Ungleichung in (5.3).
(ii) = (i): Ist umgekehrt (%, fi, ) ein Sattelpunkt der Lagrange-Funktion, so folgt analog zu
oben aus der zweiten Ungleichung in (5.3) und Satz 1.9, dass die notwendigen Optimalitats-

bedingungen V,L(%, fi, A) = 0 erfiillt sind. Weiter folgt aus der ersten Ungleichung in (5.3)
fur alle p > 0,1 € R?

m p m p
Zﬂigi(f) + Z Ajhj(x) < Z figi(X) + Z Ajh;(X).
i=1 =1 i=1 j=1
Also ist die linke Seite beschrankt fiir alle 4 > 0,4 € R, was nur méglich ist fiir g;(¥) < 0
und h;j(x) = 0. Wahle nun y = 0 und A = A. Dann erhalten wir X, fi;g;(X) > 0, was

wegen f1;g;(X) < 0 nur moglich ist fir f;;(x) = 0 fir alle 1 < i < m. Also sind die
KKT-Bedingungen (4.9) erfiillt. m]
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5 LAGRANGE-DUALITAT

Daraus folgt sofort die starke Dualitat fiir konvexe Optimierungsprobleme.

Satz 5.5 (starke Dualitat). Seien f und alle g; konvex und alle h; affin-linear. Existiert eine
Lésung X € X des primalen Problems minyex f(x) die eine Regularititsbedingung erfiillt, so
hat auch das duale Problem eine Losung ji > 0,1 € R?, und es gilt

max q(p, ) = min £ (x).

Beweis. Nach Annahme und Satz 4.18 existieren (%, fi, 1), die die KKT-Bedingungen erfiillen.
Nach Satz 5.4 ist dies auch ein Sattelpunkt der Lagrange-Funktion, und aus (5.3) zusammen
mit (4.12) folgt daher

inf f(x) = f(x) = L(% 4 4) < inf L(x, i 4) = q(,4) < sup q(p, A) < inf f(x),
xeX xeR” 1>0, x€X

wobei die letzte Ungleichung aus der schwachen Dualitét (Satz 5.1) folgt. Also gelten
alle Ungleichungen mit Gleichheit, und das Maximum des dualen Problems wird in den
Lagrange-Multiplikatoren i > 0, A angenommen. O
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6 GRADIENTENVERFAHREN

Wir kommen nun zu Verfahren zur numerischen Lésung von Optimierungsproblemen mit
Nebenbedingungen. Die Schwierigkeit hier ist natiirlich, die Zuléssigkeit der Losung zu
garantieren, was mit klassischen Verfahren der unbeschrankten Optimierung wie dem
Gradientenverfahren nicht garantiert ist. In Spezialfallen ist es jedoch moglich, dies durch
eine geeignete Modifikation zu erreichen.

6.1 PROJIZIERTE GRADIENTENVERFAHREN

Ist die zuldssige Menge C nichtleer, konvex, und abgeschlossen, dann existiert nach Satz 3.2
fiir jedes x € R" eine eindeutige Projektion proj-(x) € C. Eine naheliegende Idee ist
in dem Fall, nach jedem Gradientenschritt einfach wieder auf die zulassige Menge zu
projizieren. Um zu zeigen, wann das funktioniert, formulieren wir zunéchst die notwendige
Optimalitdatsbedingung um.

Satz 6.1. Sei f : R" — R stetig differenzierbar und C c R" nichtleer, konvex, und abgeschlos-
sen. Ist x € C ein lokaler Minimierer von f auf C, dann gilt fiir jedes y > 0

(6.1) x = projo(x — yVf(x)).

Beweis. Nach dem Projektionssatz (Satz 3.2) ist X = proj.(x — yVf(x)) genau dann, wenn
fir alle x € C gilt

0< (% - (- yVF(R),x - %) = y(VF(R),x - %).

Aber das ist wegen y > 0 und Satz 4.3 eine notwendige Bedingung fiir den Minimierer
x € C (und sogar hinreichend, falls f konvex ist). ]

Der gesuchte Minimierer kann also durch eine Fixpunktgleichung charakterisiert werden;
die zugehorige Fixpunktiteration lautet

X = proje(x* — yVf(x")).

39



6 GRADIENTENVERFAHREN

Lasst man eine variable Schrittweite yi zu, erhalt man daraus das projizierte Gradientenver-

fahren.

Algorithmus 6.1 : Projiziertes Gradientenverfahren

Input:x0 eC,e>0
fork=0,... do
Wihle yx > 0
Setze x**! = proj-(x* — V£ (x¥))
if ||x**1 — xK|| < ¢ then
t return x*

Das Abbruchkriterium ist natiirlich motiviert durch Satz 6.1: ist x**! = x¥, so erfiillt x* nach

Konstruktion die Optimalitdtsbedingung (6.1). Die folgende Eigenschaft der Projektion ist
fiir das Funktionieren des Verfahrens wesentlich.

Lemma 6.2. Sei C C R" nichtleer, konvex, und abgeschlossen. Dann gilt
Iprojc(x) — projc(W)llz < llx — yll2  firallex,y € R"
Beweis. Fur x, y € R" konnen wir mit Hilfe der produktiven Null schreiben

X =y = proje(x) = proje(y) + (x = projc(x)) + (proje(y) - y)-
Aus dem Satz von Pythagoras folgt dann
Ix = ylI7 = llproje (x) = projc (M)l + Il (x = proje(x)) + (proje(y) = ¥l

+ 2(x — projc(x), projc(x) — proje(y))
+ 2(projc(y) — ¥, projc(x) — proje(y))-

Aus Satz 3.2 folgt aber fiir z = x und X = proj(y) € C bzw. z = y und x = proj-(x) € C
{projc(x) — x, proje(y) = proje(x)) 2 0,
(projc(y) = ¥, proje(x) = proje(y)) = 0,
und damit
llx = ylI2 > llprojx (x) = projx (»)l2- O
Die Projektion ist also Lipschitz-stetig mit Konstante 1 (man sagt dafiir auch nichtexpan-
Siv.

Die Durchfithrbarkeit des Verfahrens steht und fallt natiirlich damit, die Projektion auf C
effizient berechnen zu konnen. In einfachen Féllen kann man sogar geschlossene Losungen
angeben.
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6 GRADIENTENVERFAHREN

Beispiel 6.3. Die Projektion fiir z € X ist explizit gegeben fiir

(i) Quader
C={xeR"|x;€[a;,b;], i=1,...,n}.
Wegen
n
. 2 . 2
mip [lx ~ 2l = _min izzll(xi )
kann das Minimum komponentenweise bestimmt werden durch Minimierung
einer quadratischen Funktion auf dem Intervall [a;, b;]; eine einfache Rechnung
zeigt
a; fallsz < a;,
[projc(2)]i =4z fallsz; € [a;, bi],
bi falls zZi > bi-

(ii) Kugeln mit Radius r > 0:
C={xeR"||lxllz <r}.

Ist z € C, so gilt offensichtlich proj.(z) = z. Andererseits folgt aus der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung

2 2 2 2 2
[l = zll5 = llx[l3 = 2¢x, 2) + [|zllz = llx|lz = 2[lx][2[lzll2 + [|2]l2

mit Gleichheit, falls x = Az fiir ein A € R gilt. Ist nun z ¢ C, so gilt ||z]|; > r,
weshalb im Minimum r = [|proj-(z)||; = A||z||2 gelten muss (sonst folgt aus der
Projektionsungleichung x = z ¢ C, was unméglich ist). Also ist

r0j-(z) = ——— =
P maxdr, Tizll)

rz B {z falls ||z||z < r,

.
—r—2z sonst.
[EIP

(Dies ist erstmal nur heuristisch, aber man priift leicht nach, dass diese Wahl die
Ungleichung im Projektionssatz erfiillt.)

Viele weitere Projektionsformeln findet man in [Cegielski 2012].

Es bleibt, die Liniensuche fiir y durchzufiihren, etwa mit der Armijo-Regel. Dies ist deutlich
komplizierter als fiir das unrestringierte Gradientenverfahren, da die Projektion einen
hinreichenden Abstieg des reinen Gradientschrittes reduzieren kann; siehe zum Beispiel
[Geiger & Kanzow 2002, Kapitel 5.8]. Hier machen wir uns die Sache einfach und setzen
Lipschitz-stetige Differenzierbarkeit (L-Glattheit) von f voraus, da wir dann konstante

Schrittweiten verwenden konnen.

Satz 6.4. Sei f : R* — R L-glatt und C C R" nichtleer, konvex, und abgeschlossen. Sei
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6 GRADIENTENVERFAHREN

{x*}een erzeugt aus Algorithmus 6.1 mit
1
0<€Syksz fiir alle k € N.

Existiert ein Minimierer % € C von f iiber C, dann erfiillt jeder Hiufungspunkt von {x}en
die Optimalitditsbedingung (4.4) und es gilt

2(f(=) — f(x)

L(k+1)

min [|x™ - proje(x™ — yVf(x™))|| < \/
0<m<k

Beweis. Der Beweis ist vollig analog zum klassischen Gradientenverfahren. Da f L-glatt
ist, konnen wir das Abstiegslemma (Folgerung 1.13) anwenden auf x = x**! und y = x*
und erhalten

FOE) < FGH) + (VF R = x4 e =

k41 aus dem Projektionssatz fiir x = x* € C

Weiter folgt nach Definition von x
(1 = xk 4 kaf(xk),xk —xFy >0
und damit nach Umsortieren

1
(Vf(xk),xk+1 _ xk> < __||xk+1 _ xk”Z'
Yk
Zusammen ergibt das

1 L L
6.2) FORY < (xR = (_ _ _) 11— x| < Lk k2
Ye o 2 2
nach Annahme an yy. Also ist { f (x*) }xen monoton fallend. Weiter folgt mit Teleskopsumme

k
7 I =X < (G - F() < 2 (P = F().
m=0

Abschitzen aller Summanden auf der linken Seite durch deren Minimum ergibt die behaup-
tete Ungleichung. Auierdem ist die Summe beschrinkt fiir k € N, woraus ||x**'—x¥||? — 0
fir k — oo folgt. Sei nun % ein Haufungspunkt von {x*}ien, d.h. x¥ — % € C (wegen
x* € Cund C abgeschlossen) fiir eine Teilfolge K 3 k — oco.Da {yi }ren C [& %] beschrankt
ist, kénnen wir — notfalls nach Ubergang zu einer weiteren Teilfolge — annehmne, dass
auch limgsk—e Yk =7 = € > 0 konvergiert. Da V f nach Annahme und die Projektion nach
Lemma 6.2 stetig sind, folgt daraus

1% = proje(x = yVf(x)ll = lim llx* = proje(x* = iV (x*))||
= lim ||x* =% =o,
K3k—

was nach Satz 6.1 Aquivalent ist zu (4.4). O
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6 GRADIENTENVERFAHREN

Wie fiuir das Gradientenverfahren konnen wir unter zusatzlicher Konvexitatsannahme eine
(bessere) Rate fiir den Funktionswert zeigen.

Satz 6.5. Sei f : R" — R konvex und L-glatt und C C R" nichtleer, konvex, und abgeschlossen.
Sei {xk}keN erzeugt aus Algorithmus 6.1 mit y; = %fur alle k € N. Existiert ein Minimierer
x € C von f iiber C, dann gilt

L|lx® — x|

f&M) - f(x) < T

firk=1,...
Beweis. Wir kombinieren das Abstiegslemma mit Satz 1.2 (i) und erhalten die Abschiatzung
FOE) < O (TG0, = ) 4 S = 2
< )+ (TGN ) (V)0 =) 4 2k — b
= )+ (VF G, 681 = )+ 2 -
Aus dem Projektionssatz folgt diesmal fiir x = ¥ € C durch Umsortieren
(VF(x5),xF1 - %) < )l((xk AR ar ey O

Zusammen erhalten wir mit L = % und dem Satz von Pythagoras

FOR) < £+ 2 (Il = P~ = 5P

Wie wir bereits in Satz 6.4 gezeigt haben, ist {f(x*)} ey monoton fallend. Mit Teleskop-
summe folgt daher

k
I = 5 o =2l < = 3 (FG) = F) < 2k + D) = D
m=0

bzw.

L
2(k+1)

(ll® = %[I* = [|x**! = %]|?) < Ix® = x|%. o

k+1 -
f&) - f(x) < 2(k +1)

6.2 BEDINGTES GRADIENTENVERFAHREN

Der Nachteil des projizierten Gradientenverfahrens ist, dass fiir manche Mengen die
Projektion keine geschlossene Form hat oder nur aufwandig zu berechnen ist. In diesen
Féllen kann es vorteilhaft sein, die Zuléssigkeit in die Berechnung der Suchrichtung
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6 GRADIENTENVERFAHREN

einzubauen. Die Idee ist dabei, in jeder Iteration ein linearisiertes restringiertes Problem zu

1osen, d. h.

%k e arg minf(xk) + (Vf(xk),x —xky = arg min(Vf(xk),x>

xeC xeC

zu berechnen, und dann x**! als Konvexkombination von x* und %% zu bestimmen. Dies
fuhrt auf das bedingte Gradientenverfahren (,conditional gradient method”) oder Frank—
Wolfe-Verfahren.

Algorithmus 6.2 : Bedingtes Gradientenverfahren

Input:x° € C

fork=0,... do
Bestimme x* € arg minxeC(Vf(xk), x)
Wihle yx € (0,1]

Setze x**1 = x* + y (2% — xF)

Die einzelnen Schritte verdienen Bemerkungen.

Zu Schritt 2:  Hier miissen wir eine lineare Funktion iiber eine Menge minimieren; man
spricht daher auch von einem linearen Minimierungs-Orakel (da wir nur an der Losung
interessiert sind, nicht wo sie herkommt). Damit dieses Teilproblem garantiert eine Losung
besitzt, muss die Menge nichtleer, abgeschlossen, und beschrankt sein, d. h. endlichen
Durchmesser
D := max |[|x — y|| < o
x,yeC

haben. Natiirlich soll dieser Schritt auch einfacher zu l6sen sein als das urspriingliche
Problem. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn C ein Polyeder ist, denn dann liegt
ein klassisches lineares Optimierungsproblem vor, das mit effizienten Standard-Verfahren
gelost werden kann. Mehr noch: Da wir wissen, dass lineare Optimierungsprobleme stets
eine Losung besitzen, die in einer Ecke liegt, geniigt es, diese endlich vielen Ecken durch-
zuprobieren und diejenige mit dem kleinsten Skalarprodukt zu nehmen. Hat der Polyeder
eine geeignete Struktur, kann man so eine Losung sogar direkt angeben.

Beispiel 6.6. Das lineare Minimierungs-Orakel fiir einen gegebenen Vektor v € R" hat
eine explizite Losung zum Beispiel in folgenden Féllen:

(i) Fir Quader
C={xeR"|x;€la,bi], i=1,...,n}.
Wegen

n

min(o, x) = min Zvix,-
xeC xi€laibi] 534
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6 GRADIENTENVERFAHREN

kann der Minimierer wieder komponentenweise berechnet werden, und eine
einfache Fallunterscheidung zeigt

{a;} falls v; < 0,
=1 {b;} falls 0; > 0,

! [a;, b;] fallso; = 0.

[arg min(o, x)
xeC

Um x* zu bestimmen, miissen wir also lediglich das Vorzeichen der Komponenten
von V f(x*) betrachten.

(ii) Fur die Kugel
C={xeR"||lx|lz < 1}.
Wegen
min(v, x) = — max (—v,x) = —||-v||2 = —||o||2
xeC llxl2<1

wird das Minimum angenommen in

- fallsv # 0,
arg min(o, x) = {{ ”””2} e

xeC C fallsv = 0.

Also kénnen wir fiir X% einfach den normierten negativen Gradienten wihlen.

(iii) Fur den Einheitssimplex

C:{xEIR"

xZO,Zn:xl-:l}.

i=1

Hier sind die Ecken genau die Einheitsvektoren e;, i = 1,. .., n,im R", und deshalb

gilt
min(v, x) = min (v, ¢;) = min ;.
xeC i=1,...,n i=1,...n

bzw.

arg min(o, x) = {ej vj = l{rllinnvi}.

xeC

Wir miissen fiir die Berechnung von x* also lediglich den kleinsten Eintrag von
V£ (x*) suchen. (Dagegen existiert fiir die Projektion auf C keine geschlossene
Formel.)

(iv) Eine dhnliche Formel gilt fir C = {x € R" | ||x||; < 1}.

k

Wie das Beispiel zeigt, ist die Wahl von X" in vielen Fallen nicht eindeutig. Auch wenn jede

45



6 GRADIENTENVERFAHREN

zuldssige Wahl zur Konvergenz fithrt, kann eine bestimmte Auswahl der Losung in der
Praxis besser funktionieren als eine andere.

Zu Schritt 3:  Fur die Schrittweitensuche existieren verschiedene Regeln; die wichtigsten
sind

(i) Liniensuche: Wahle
vk € argmin f(x* + y(xF — x%)).
ye(0.1]

Diese Regel ist in Allgemeinen nur fir “einfache” Funktionen umsetzbar.
(ii) Fur L-glatte Funktionen ist der short step

(Vf(x}),x* ~ f")}

Lljxk — x]|?

Yk = min {1,

eine Niherung, die statt f(x**!) eine geeignete obere Schranke minimiert. Ist f
konvex, so folgt aus Satz 1.2 (i) zusammen mit der Wahl von x*

(VF(xF),xF =25y > (VF(R), 2 = %) > £(xF) - (%) > 0
und damit y; € (0,1], falls x* nicht bereits ein Minimierer ist.

(iii) Die agnostische Schrittweite

Yk € (0,1]

T k+2
ist selten optimal aber unabhéngig von der konkreten Funktion und einfach umzu-
setzen.

Zu Schritt 4:  Ist C konvex und x* € C, so gilt wegen y € (0,1] und % € C auch

=Xk 4 yk(fk —xF) = ykfk +(1- yk)xk eC.
Startet man mit x° € C, so bleiben also alle Iterierten garantiert zulédssig. Eine Variante,
das voll-korrigierte (,,fully corrected”) Frank-Wolfe-Verfahren, ersetzt diesen Schritt und
die Liniensuche durch
e argmin  f(x),
x€co{x?,...,.xk xk}

wobei co S die konvexe Hiille der Menge S bezeichnet. Dies ist nur in Spezialfallen prakti-
kabel, und auch dann nur in Verbindung mit Regeln, die in jedem Schritt geeignete Iterierte
x/, j < k, aus der Berechnung der konvexen Hiille entfernen (,,pruning®).

Wir untersuchen nun die Konvergenz des Frank-Wolfe-Verfahrens, wobei wir uns auf
konvexe Lipschitz-stetig differenzierbare Funktionen beschréanken, fiir die wir auch Kon-
vergenzraten zeigen kénnen.
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6 GRADIENTENVERFAHREN

Satz 6.7. Sei f : R" — R konvex und L-glatt mit Minimierer x € C und C C R" nichtleer,
abgeschlossen, konvex, und beschrinkt. Dann gilt fiir {x*}en erzeugt durch Algorithmus 6.2
mit y gewdhlt durch Liniensuche, short step, oder agnostisch

2

O - f@) < T

fiir alle k € N.

Beweis. Zunichst folgt aus dem Abstiegslemma (Folgerung 1.13), der Wahl von x¥, und
Satz 1.2 (i) fiir alle kK > 0 und y € (0,1] die fundamentale Abschétzung

PO 4y (- )~ £) < (V7,55 - ) + L
< (VF (), =)+ Sl =
<Y (FG) = FH + 5l =P

Speziell fiir y = yx folgt daraus durch Abschiatzen ||x* — x| < D wegen x*,x* € C,
Subtraktion von f(x) auf beiden Seiten, und Umstellen die Rekursion

k+1y - _ kN _ rox 2L_D2
(6.3) F) = f(%) < A=y (f(x7) = f(%) + vy 5

Wir zeigen nun fiir die agnostische Schrittweite y; = ﬁ die gewiinschte Abschatzung

durch Induktion nach k. Fiir k = 0 folgt diese aus y; = 1 und damit

. . _LD?* 2LD?
) = f@) < T < =

Sei jetzt angenommen, dass die Abschétzung gilt fir k € N. Dann folgt aus (6.3) zusammen
mit der Induktionsannahme

f(x"+1)—f(x)s(1— 2 )ZLD2 4 LD? ) k 1

k+2)k+2  (k+2? 2 k+2)?  (k+2)7?
k+1

k2 + 4k + 4
k+1

k2 +4k+3
k+1

(k+1)(k+3)

= 2LD?
< 2LD?
= 2LD?

und damit die Behauptung.

Die Abschétzung fiir die restlichen Schrittweiten erhalten wir daraus, indem wir zeigen,
dass diese mindestens so grofien Abstieg wie die agnostische Schrittweite erzielen:
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6 GRADIENTENVERFAHREN

« Fiir die Liniensuche Yllc folgt dies sofort aus
FEF) = £ = min £ (x5 4y (2= x9) = £ < f (42 - x9) - £,
ye(0.1]
so dass auch in diesem Fall (6.3) gilt mit y; = y{, woraus folgt

LD2<2LD2
2 T k+3

FEED = f(2) < A=y (FEF) = ) + (r)?

(Ein ahnliches Argument zeigt, dass das voll-korrigierte Frank—Wolfe-Verfahren mit
der selben Rate konvergiert.)

« Fiir den short step y; verwenden wir stattdessen die Abschétzung

$)2
FEE) = f65) < VAR, 28 -2 + —L(’;") I — |1

L 2
= min y(V F(xk), 75— XKy + Tynxk —xK)2
0,1

ye(
L(yp)?
< VL), 2 = o) + — I - A

da eine einfache Rechnung zeigt, dass wegen der bereits gezeigten Nichtnegativitat
des Skalarprodukts y; genau die Losung des quadratischen Minimierungsproblems
in der zweiten Zeile ist. Also gilt (6.3) mit yx = y{, woraus wieder folgt

LD?* 2LD?

) = () < (=) = ) + (12 < s

In allen Féllen erhalten also die behauptete obere Schranke. O

Es existieren zahlreiche weitere Varianten des Frank—Wolfe-Verfahrens, die sich in den
Annahmen an f und C unterscheiden und verschiedene zusatzliche Schritte beinhalten;
siehe z.B. [Braun u. a. 2025].

63 REDUZIERTE VERFAHREN

Wir betrachten nun Optimierungsprobleme mit Gleichheitsnebenbedingungen speziell der
Form

(6.4) min _ f(y,u) mit e(y,u) =0¢ecR™
yER™ yeR"

Setzt man x = (y,u) € R™", f(x) = f(y,u), und h(x) = e(y,u), so fillt dies genau in
die Klasse der Probleme, die wir bislang behandelt haben. In vielen Fallen - insbesondere,

48



6 GRADIENTENVERFAHREN

wenn die Probleme wie die Beispiele aus der Einleitung aus inversen Problemen oder
der optimalen Steuerung stammen - weifl man aber, dass fiir festes u € R" genau ein
y = y(u) € R™ existiert, so dass e(y,u) = 0 gilt (man nennt dann y abhdngige Variable
und u Entscheidungsvariable). Es gibt also fur y ,nichts zu optimieren®, und die Betrachtung
von x = (y,u) ware verschwenderisch, besonders falls m > n ist.

Die Alternative ist, das unbeschrankte reduzierte Problem
min j(u) == f(y(u),u)
ucRn

zu betrachten. (Man nennt j(u) entsprechend das reduzierte Funktional.) Dies ist nun ein
unbeschrdnktes Minimierungsproblem, so dass wir alle bekannten Verfahren aus Kapitel 2
anwenden konnen. Die Frage ist nun, wie man — moglichst effizient — den dafiir bendtigten
reduzierten Gradienten V j(u) berechnen kann.

Dazu nehmen wir zuerst an, dass die Abbildung u — y(u) (Fréchet-)differenzierbar ist mit
Ableitung y'(u) : R" — R™; in diesem Fall folgt aus der Kettenregel

Jwh=f,(y(w),u)y (wh+ fu(y(u),u)h fiir alle h € R"

mit den partiellen Ableitungen f,(y,u) : R™ — R und f,(y,u) : R" — R von f, deren
Existenz wir annehmen. Der Gradient ist dann gegeben durch

(6.5) Vi(u) =j (u)! = y’(u)TVyf(y(u),u) + Vuf(y(u),u) e R"
mit V, f(y,u) = f,(y,u)" € R™ und analog fiir V, f(y,u) € R".

Es bleibt die Frage, wie wir die Ableitung y’(u) erhalten. Ist e stetig differenzierbar und
die partielle Ableitung e, (y,u) in einem Punkt (y,u) mit e(y,u) = 0 (d.h. in (y(u),u))
invertierbar, so garantiert der Satz iiber implizite Funktionen, dass u — y(u) in u stetig
differenzierbar ist und es gilt

ey(y(u),u)y (u)h + e, (y(u),u)h =0 fiir alle h € R".
Aus der Invertierbarkeit folgt dann insbesondere, dass wir fir alle h € R" nach
(6.6) ¥ (wh = —ey(y(u),u) e, (y(u), u)h

auflosen konnen. (Man nennt y’(u)h € R™ auch Sensitivitdt von y in u in Richtung h.) Aus
der Linearen Algebra ist nun bekannt, dass y’(u) die Matrixdarstellung

y(w) =y WId=[y (el ... |y (u)e]
fir die Einheitsvektoren e; € R" hat; wir konnen die Jacobi-Matrix y’(u) € R™" also
spaltenweise durch Losen des linearen Gleichungssystems in (6.6) fiir ey, . . ., e, berechnen,

das Ergebnis transponieren, und dann in (6.5) einsetzen.
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6 GRADIENTENVERFAHREN

Beispiel 6.8. Wir betrachten das Modellproblem (6.4) mit

1 o
f(y.u) = Elly —z||5 + Ellulli

fiir z € R™ und @ > 0 beliebig sowie
e(y,u) =Ay+y’ +Bu—ceR"

fiir A € R™™ positiv definit, B € R™™ und ¢ € R™ beliebig, wobei y* komponenten-
weise zu verstehen ist. Man kann zeigen, dass die Gleichung Ay + y* = ¢ — Bu fiir alle
u, ¢ eine eindeutige Losung y = y(u) besitzt. Man rechnet nun leicht nach, dass die
partiellen Ableitungen gegeben sind durch

ey(y.w)y=Ay+3y*y,  eu(y,wi =Bi

fiir alle 7 € R™ und & € R", wobei 3?7 wieder als komponentenweise Multiplikation
zu verstehen ist. Da A positiv definit ist und der lineare Operator j — 3y*3 durch eine
Diagonalmatrix mit den Eintréigen 3y* > 0 auf der Diagonalen reprisentiert werden
kann, ist e,(y,u) = A + diag(3y*) € R™™ auch positiv definit und damit fiir alle
y € R™ invertierbar. Die Sensitivitiaten y := [y'(u)]; = y'(u)e;, i = 1,..., m, konnen
wir daher berechnen durch Losung des linearen Gleichungssystems

Ay} +3y(u)®y] = —Be; = —b;.

Fiir grofle n ist dies aber sehr aufwéndig — und auch gar nicht notwendig, denn (6.5) benétigt
nur den Vektor y’(u)TVy f(y(u),u) € R" Dieser kann tatsachlich direkt berechnet werden,
ohne y’(u) explizit aufzustellen: Nehmen wir in (6.6) das Skalarprodukt mit V,,f(y(u), u),
so folgt fur alle h € R"

(Y @)V f (y(w),u), hy = (Vy f (y(w), u), y' (w)h)
= (Vf(y(w),u), ey (y(u), u) " eu(y(u), u)h)
= (~eu(y(u), 1) [ey(y(w), w) 1TV, f(y(w), u), )
und damit (wegen (AT = (AT)™))
Y @)V f (y(w),u) = —eu(y(w), w)" [ey (y(w), w) 17V, f (y(w), u).
Wir miissen daher nur ein lineares Gleichungssystem
(6.7) ey(y(w),w)'p = =Vyf (y(u).u)

16sen (welches wegen der angenommenen Invertierbarkeit von e, (y(u), u) méglich ist)
um mit deren Losung p(u)

Y @)V, f(y(u),u) = e (y(u),u) p(u)
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zu erhalten. (Man nennt (6.7) die adjungierte Gleichung; die Losung p entsprechend die
Adjungierte (Losung)).

Beispiel 6.9. Wir kniipfen an an Beispiel 6.8. Es gilt
ey(yu) =A+ diag(3y2)

und damit
ey (, u)T = AT + diag(3y?).

Weiter rechnet man leicht nach, dass gilt
Vyf(y.u) =y-z V.f(y,u) = au.
Die adjungierte Gleichung (6.7) hat hier also die Form
ATp +3y(w)'’p = ~(y(u) - 2)

fiir die Losung y(u) € R™ von Ay + y° = ¢ — Bu, wobei das Produkt wieder kompo-
nentenweise zu verstehen ist. Diese Gleichung hat ebenfalls eine eindeutige Losung
p(u) € R™. Weiter ist

ey(y,u) =B.

Der reduzierte Gradient ist dann gegeben durch

Vi(u) =e,(y(u), u)Tp + Vuf(y(u),u) = BTp(u) + au.

Eine alternative und oft iibersichtlichere Moglichkeit, den reduzierten Gradienten zur
berechnen, ist das Lagrange-Kalkiil. (Wichtig: Dies ist nur eine formale Methode, mit deren
Hilfe man eine adjungierte Losung berechnen kann, wenn man bereits gezeigt hat, dass sie
existiert!) Wir betrachten dafiir wieder die (nicht reduzierte) Lagrange-Funktion

L:R"XR*XR™,  (y,u,p) = f(y.u) + (p,e(y,u)),
fir die mit e(y(u), u) = 0 gilt

L(y(u),up) = f(y(w),u) = j(u)  firalle p € R™.

Daraus folgt durch (formales) Differenzieren fiir alle h € R"

(6.8) (Vj(w), h) =(VyL(y(w),u, p). y'(wh) + (VuL(y(u), u, p), h)

fiir beliebige p € R™. Wir wahlen nun p = p(u) speziell so, dass

VyL(y(u),u, p(u)) =0
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ist. (Dies ist der formale Part, da die Existenz so eines p(u) erstmal nicht garantiert ist!)
Wegen
(VyL(y,u.p), 7) =V f (3,0, 7) + (p. ey (¥, W) V)

= <Vyf(y, u) + ey()’» u)Tps j}>
fur alle y € R™ und damit

0=V,L(y(w),u.p) = Vyf(y(u),u) + ey (y(w),u)'p

ist dies genau die adjungierte Gleichung. Einsetzen der Losung p(u) in (6.8) ergibt, weil
h € R" beliebig war, dann wieder

Vj(u) = VuL(y(w),u, p(u) = Vuf (y(), 1) + eu(y(w),u) p(u).

Beispiel 6.10. Wir wenden das Lagrange-Kalkiil an auf Beispiel 6.8. Die Lagrange-
Funktion ist hier

1 a
L(y.u.p) = 5lly = zll3 + S lull} + (p. Ay + * + Bu~c).

Wir setzen fiir gegebenes u nun einfach schrittweise die partiellen Ableitungen auf Null
und l6sen auf:

1. Schritt: Berechne y(u) als Losung nach y von

0=V,L(y,u,p) =Ay+y’+Bu—c.

2. Schritt: Berechne p(u) als Losung von

0=V,L(y(w),up) = yu) —z+A"p +3y(u)’p;

diese Gleichung erhalt man durch formales Durchdifferenzieren in

0 =(p,ey(y,w)3) = (p.AJ +3¥*5) = (ATp + 3y°p, 7
fir alle y € R™.

3. Schritt: Setze
Vj(u) = VuL(y(w), u, p(u)) = au + B p(u),

wobei wir den zweiten Summanden analog erhalten haben durch Differen-
zieren in

(p, eu(y,u)h) = (p,Bh) = (B'p, h)
fir alle h € R™.
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Analog kann man mit Hilfe der (vollen) Hesse-Matrix der Lagrange-Funktion und geeigne-
ter Rickwartssubstitution die (Matrix-Vektor-Multiplikation mit) der reduzierten Hesse-
Matrix V2j(u) berechnen; dies kann zum Beispiel verwendet werden, um den Newton-
Schritt mit Hilfe des CG-Verfahrens zu berechnen (,Krylov-Newton-Verfahren®).
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Wir kommen nun zu Verfahren zur numerischen Lésung von Optimierungsproblemen mit
allgemeinen Nebenbedingungen. Ein klassischer Ansatz besteht darin, das Problem durch
eine Folge von unrestringierten Problemen zu approximieren, indem man die Zielfunktion
so modifiziert, dass das Verlassen des zuldssigen Bereichs X zunehmend “teuer” wird. Bei
Strafverfahren (auch Penalty-Verfahren) wird dabei eine Straffunktion = : R" — R mit
7m(x) =0 firx € X und 7(x) > 0 fur x ¢ X addiert, die mit einem Penalty-Parameter o > 0
gewichtet wird. Man betrachtet also das Problem

)rcrel[g’ll f(x) + ar(x).

Je grofler a gewahlt ist, desto mehr Wert wird auf die (ndherungsweise) Erfillung der
Nebenbedingung x € X gelegt. Man hofft daher, dass fiir @ — oo die Folge {x,}4>0 der
entsprechenden Minimierer gegen einen Minimierer X € X von f konvergiert.

7.1 QUADRATISCHE STRAFVERFAHREN

Wir betrachten wieder den konkreten Fall
X={xeR"|gi(x)<0,1<i<m, hj(x)=0,1<j<p}

fir g;, hj : R® — R stetig differenzierbar, und bestrafen die Nebenbedingungen einzeln. Im
quadratischen Strafverfahren wahlt man dazu quadratische Funktionen, und zwar

(i) fur die Gleichungsnebenbedingung h;(x) = 0 die Funktion x %|h (0%

(ii) fir die Ungleichungsnebenbedingung g;(x) < 0 die Funktion x — %l(g,-)+|2, wobei
(t)* := max{0, t} bezeichnet.

Man minimiert nun anstelle von f fiir « > 0 die Funktion

m p
(7) Pa() 5= £(0) + 5 D 1@u(0)* + 2 Dk ()l
i=1 j=1

= £(x) + 2l (g0 I + RGP
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wobei wir wieder die Nebenbedingungen zu vektorwertigen Funktionen g : R" — R™
und h : R" — R? zusammengesetzt haben, und (v)* fir v € R™ komponentenweise zu
verstehen ist. Wir setzen in Folge kurz

(gD *I1Z + IRC1I?) -

N | =

m(x) =

Offensichtlich gilt P,(x) = f(x) fiir alle x € X und a > 0.

Wir fragen uns zuerst, wann das penalisierte Problem

(7.2) min P, (x)
xeR"

eine Losung besitzt. Dafiir miissen wir natiirlich annehmen, dass f auf ganz R" wohldefi-
niert ist. Auflerdem brauchen wir eine Annahme an die Darstellung der Menge X.

Satz7.a. Seien f :R" 5> R,g;:R" > R,i=1...,mundh; :R" - R, j=1,...,p stetig.
Gilt entweder
(i) f koerziv oder
(ii) m koerziv und f nach unten beschrdinkt,
dann existiert fiir alle « > 0 eine Losung x, € R" von (7.2).
Beweis. Gilt (i) oder (ii), so ist P, = f + ax die Summe einer nach unten beschrankten und

einer koerziven Funktion und damit koerziv. Da mit g und h (und ¢t +— (t)*) auch 7(x)
stetig ist, folgt die Existenz aus Satz 1.4. ]

Wir nehmen in Folge an, dass die Bedingungen von Satz 7.1 erfiillt sind. Ein Strafverfahren
hat dann die Form von

Algorithmus 7.1 : Quadratisches Strafverfahren

Input : oy > 0, x0 e R
fork=0,... do
Berechne x**! als globalen Minimierer von (7.2) mit & = o (und Startwert x*)
if x**1 € X then

‘ return x*+!
else

L Wihle ag4q > ax

Um die Konvergenz dieses Verfahrens zu untersuchen, zeigen wir zuerst niitzliche Eigen-
schaften der so erzeugten Folge {x*}ren.
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Lemma 7.2. Sei X C R" nichtleer. Angenommen, Algorithmus 7.1 erzeugt fiir eine streng
monoton wachsende, unbeschrdinkte Folge {ay }ren C (0, 00) eine unendliche Folge {x*}ren.
Dann gilt

(i) {Pa (x*)}ren ist monoton wachsend;
(ii) {7(x*)}ren ist monoton fallend;
(iii) {f(x*)}ren ist monoton wachsend;

(iv) {(gi(x*)* Yken, 1 < i < m, und {hj(xk)}keN, 1< j < p, sind Nullfolgen.

Beweis. Zu (i): Aus der globalen Optimalitit von xFund ar < @iy folgt

Pak (xk) < Pak (xk+1) :f(xk+1) + akﬂ(xk+1)

< FOM) + apam () = Py, ().

Zu (ii): Aus Py, (x*) < Py (x**1) und Py (x**1) < P, (x*) folgt durch Addition

k+1 k+1
et (xF) + e (65 < aerr (65 + aiam(x),

was durch Umformen
(e = ) () = (6] < 0

ergibt. Aus aj < a4 folgt daher (x*) > m(xF*1).
Zu (iii): Aus der Optimalitit von x* und (ii) folgt sofort

FE0) + am(F) < FER) + arn (M) < M) + ()
und damit f(x¥) < f(xF*).

Zu (iv): Da X nichtleer ist, existiert ein £ € X. Aus der Optimalitit von x* und (iii) folgt
dann

f@&) = f(&) + arm(x) = F(xF) + aem(xF) = F(x°) + agerr(x5).

Wegen a — oo folgt daraus nun
1 .
m(x*) < o (f(%) = f(x°) — 0.
Nach Definition von 7 miissen daher auch (g;(x*))* — 0 und h ¥ (xF) — 0 gehen. O

Damit kénnen wir nun die Konvergenz zeigen.
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Satz 7.3. Seien f,g;, hj : R" — R stetig und X C R" nichtleer. Dann bricht Algorithmus 7.1
entweder nach endlich vielen Schritten in einem globalen Minimierer ab oder erzeugt fiir eine
streng monoton wachsende, unbeschrdnkte Folge {ay}xen C (0, 00) eine unendliche Folge
{x*Yen, fiir die jeder Hiufungspunkt ein globaler Minimierer ist.

Beweis. Nach Satz 7.1 kann das Strafverfahren nur im Fall x* € X abbrechen. In diesem
Fall gilt aber
FGN) = F(N) + e (69) < f(x) + @ (x) = f(x)

fir alle x € X, d. h. x* ist globaler Minimierer von f in X

Andernfalls sei x € R" ein Haufungspunkt von {x*}ren und {x*}rex eine gegen x konver-
gente Teilfolge. Da mit g und h (und t +— (t)*) auch 7 (x) stetig ist, folgt aus Lemma 7.2 (iv)
(angewendet auf die Teilfolge, fiir die ebenfalls limgsx 0 ax = o0 gilt)

(%) = lim #x(x*) =o.
Kak—

o0

Nach Definition von 7 impliziert dies ¥ € X. Fiir alle x € X und k € K gilt wegen 7 > 0
daher

FG*) < FGN) + () < fx) + apm(x) = f(x).
Durch Grenziibergang k — oo auf beiden Seiten folgt daraus f(x) < f(x) fiir alle x € X,
d.h. x ist globaler Minimierer von f in X. O

Um die in Schritt 3 benétigte Losung von (7.2) zu berechnen, méchten wir Verfahren aus
Kapitel 2 einsetzen, fiir die P, zumindest stetig differenzierbar sein muss. Problematisch ist
dabei nur die Penalisierung der Ungleichungsnebenbedingungen. Durch Fallunterschei-
dung t > 0, ¢ < 0 und ¢t = 0 in der Definition der reellen Ableitung vergewissert man sich
aber schnell, dass gilt

d 1 +2 +
— (3)(¢ =(t)*.
SR E) =0

Aus der Summen- und Kettenregel folgt daher

p

(7-3) VPy(x) = Vf(x) + @ > (g:(x)) Vgi(x) + @ D hj(x)Vhj(x).
i=1 j=1
Vergleicht man dies mit (4.10), so erhalt man
VPy(x) = VyiL(x, g, Aa) fir p,=a(g(x))", Ay :=ah(x).

Tatséachlich kann man (unter einer Regularitatsbedingung) zeigen, dass die zu {x*}ren
gehérenden Folgen {1F} en, {A¥}ren gegen die entsprechenden Lagrange-Multiplikatoren
des restringierten Problems konvergieren.
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Satz 7.4. Seien f : R* —» R, g : R" —» R™ und h : R" — RP? stetig differenzierbar.
Konvergiert die durch Algorithmus 7.1 erzeugte Folge {x*}ren gegen einen Punkt X € X, der
die LICQ erfiillt, so konvergieren auch

p= (g )T o A= ah(x) - 4,
und (%, i, A) erfiillt die KKT-Bedingungen (4.9).

Beweis. Wir zeigen zuerst die Konvergenz von { 1} een und {A¥} ken. Wir unterscheiden
wieder aktive und inaktive Nebenbedingungen: Fir i ¢ Ax(x) gilt g;(¥) < 0. Aus der
Stetigkeit von g; folgt dann g;(x*) < 0 und damit auch (g;(x*))* = 0 fiir k € N gro8 genug.
Also gilt

(7.4) ,uf.c = ak(gl-(xk))+ — 0= fur alle i ¢ Ax(x).

Fiir die restlichen Komponenten verwenden wir die LICQ. Wir bezeichnen mit Aj diejenige
Matrix, die aus den Spalten Vg;(x*), i € Ax(x), und Vh ; (x¥),1 < j < p, gebildet wird.
Da nach Voraussetzung g und h stetig differenzierbar sind, konvergiert die Folge dieser
Matrizen gegen die Matrix A, die entsprechend aus den Spalten Vg;(x) und Vh;(x) gebildet
wird. Weiterhin hat A aufgrund der LICQ vollen Spaltenrang, und damit ist AT A invertierbar.
Nach dem Banach-Lemma 2.2 ist damit auch AzAk fir k € N hinreichend grof} invertierbar,

und es gilt (AzAk)_1 — (ATA)™L

Nun ist x* ein unrestringierter Minimierer von P,,, erfiillt also die notwendige Optima-
litaitsbedingung VP,, (x*) = 0. Fir k € N mit g;(x*) < 0 fir alle i ¢ Ax (%) folgt daraus
(vergleiche (7.3))

k
0 = ATVP,, (x*) = ATVF(xF) + AT A (’/’f,j‘) ,

wobei /1{‘71 den Vektor bezeichnet, der aus den Komponenten yf.‘, i € Ax(x), besteht.
Aufgrund der Stetigkeit von Vf und der Konvergenz Ay — A erhalten wir damit

k —_
(‘}7:‘) = ~(A{AY ALV (") — ~(ATA)AVS (3) = (“{‘) :
Damit ist die Konvergenz der Folgen { 1Y een und {A¥}en gezeigt.

Fiir die KKT-Bedingungen (4.9) folgt aus der Optimalitit der x*, der Definition der ¥ und
Ak sowie der Stetigkeit von V£, Vg und Vh

V. L(x, i) = klim V L(xK, y¥, 2%) = klim VP, (xF) =0
und damit die Stationarititsbedingung. Weiter gilt nach Annahme ¥ € X und damit

insbesondere h;j(x) = 0 fir 1 < j < p, d.h. die Zulassigkeitsbedingung. Ebenso gilt
gi(x) < 0 sowie nach Definition

fi = klim a(gi(x*)* >0
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fir alle 1 < i < m. Schlieflich folgt aus (7.4) auch fi;g;(x) = 0 fur alle 1 < i < m und damit
die Komplementaritatsbedingung. m]

Beachte, dass wir hier (neben der Zuléssigkeit des Haufungspunkts) nur die Stationaritét
von x* beziiglich P,, verwendet haben, nicht die globale Optimalitét. Dieses Resultat ist
daher auch auf den (praktisch relevanteren) Fall anwendbar, dass wir in Algorithmus 7.1
nur stationire Punkte berechnen kénnen.

Ein Nachteil der quadratischen Penalisierung ist, dass in der Regel x, ¢ X gilt. Aus (7.3)
folgt namlich VP, (x) = Vf(x) fiir alle x € X. Ware also x, € X ein Minimierer von Py, so
wiirde aus der notwendigen Optimalitdtsbedingung folgen

0 =VP,(xys) = V[ (xy),
was nur moglich ist, wenn x,, stationiarer Punkt von f im Inneren von X ist. Man muf}
also tatsiachlich ¢« — oo streben lassen; erschwerend kommt hinzu, dass in der Regel

die Minimierung von P, mit wachsendem « zunehmend schwieriger wird (z.B. durch
wachsende Konditionszahl der Newton-Systeme).

7.2 EXAKTE STRAFVERFAHREN

Dieser Nachteil kann durch eine unterschiedliche Wahl der Straffunktion vermieden
werden. Eine Straffunktion 7 : R” — R heifit exakt in einem Minimierer ¥ € X, wenn ein
endliches & > 0 existiert, so dass X auch ein unrestringierter Minimierer von f + ax fir
alle a > a ist.

Eine Variante besteht darin, anstelle der Quadrate den Absolutbetrag der Nebenbedingun-
gen zu penalisieren. Man betrachtet also die Straffunktion

m 4
m(x) = Z(gi(X))+ + >3 1R )] = [1(gG) [l + 1A G-
i=1 j=1

Fiir konvexe Probleme kann man zeigen, dass 7y in der Tat exakt ist.

Satz 7.5. Seien f : R" — R und g; : R" — R, 1 < i < m, stetig differenzierbar und konvex,
und seihj : R" — R, 1< j < p, affin-linear. Es sei weiter die Slater-Bedingung (4.8) erfiillt.
Dann ist m; exakt in jedem Minimierer X € X.

Beweis. Unter den Annahmen an die Nebenbedingung sind alle Punkte x € X regular; jeder
Minimierer X € X von f erfiillt also die KKT-Bedingungen (4.9). Insbesondere existieren
Lagrange-Multiplikatoren g € R™ und A € R?. Wir wihlen nun

(7.5) @ = max{fiy, ..., fim | Al, . .. | Ap}.
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7 STRAFVERFAHREN

Dann gilt fiir alle @ > @ und x € R" nach Satz 5.4 wegen j7; > 0
f(®) +am(x) = f(x) = L(X 5. 4) < L(x, f, A)

m P B
< F) + D5 m(gi(x)* + D7 1Al1hj(x))]
i=1 j=1

m 4
< f(x) + aZ(gi(x))+ + “Z |hj(x)]
i1 j=1
= f(x) + am(x). O

Allerdings gibt es nichts geschenkt; da der Betrag (bzw. die Funktion ¢ + (#)*) nicht
differenzierbar ist, ist auch f + am nicht differenzierbar. Die fiir das Strafverfahren beno-
tigten Minimierer konnen also nicht mit den Methoden aus Kapitel 2 berechnet werden.
Tatsachlich sind exakte Straffunktionen dieser Form notwendig nicht differenzierbar (aufier
eben in Minimierern, die im Inneren von X liegen).

Satz 7.6. Sei f : R" — R stetig differenzierbar und sei x € X ein Minimierer mit Vf(x) # 0.
Ist 7 : R" — R eine differenzierbare Straffunktion, so ist sie nicht exakt in x.

Beweis. Angenommen, 7 : R" — R wire eine differenzierbare, exakte Straffunktion. Dann
existiert ein @ > 0, so dass X ein unrestringierter Minimierer von f+a fir alle « > @ ist. Da
f+ar nach Annahme differenzierbar ist, folgt aus der notwendigen Optimalitatsbedingung

(7.6) Vf(x) +aVr(x) =0.
Fir beliebige a4, @, > @ mit a1 # a5 gilt daher
V(%) + yVr(x) =0 =Vf(x) + a;Vr(%),

was durch Umformen
(O[l - az)Vﬂ(f) =0

ergibt. Daraus folgt V(%) = 0 und damit wegen (7.6) auch Vf(x) = 0, im Widerspruch
zur Annahme. d

Dieser Nachteil wird in dem im nachsten Abschnitt vorgestellten Verfahren vermieden.

7.3 MULTIPLIKATOR-STRAFVERFAHREN

Die Idee ist, ein quadratisches Strafverfahren auf die Lagrange-Funktion anstatt auf die
Zielfunktion anzuwenden. Wir betrachten zunéchst den Fall reiner Gleichungsneben-
bedingungen und wenden diesen dann durch eine geeignete Umformulierung auch auf
Ungleichungsnebenbedingungen an.
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7-3.1 GLEICHUNGSNEBENBEDINGUNGEN

Wir betrachten das Optimierungsproblem

(7.7) min f(x) mit A(x) =0

xeR"

fur f : R" - Rund h : R* — R? stetig differenzierbar und definieren fir & > 0 die
erweiterte Lagrange-Funktion (englisch: augmented Lagrangian)

Ly :R"X R - R, Lo(x,2) = f(x) + ATh(x) + gllh(x)llz.

Wihlen wir konkret einen Lagrange-Multiplikator A fiir einen lokalen Minimierer X von
(7.7), so ist dies trotz der stetigen Differenzierbarkeit eine exakte Penalisierung.

Satz 7.7. Seien f,h zweimal stetig differenzierbar. Erfiillt (%,A) € R" x R? fiir (7.7) die
hinreichende Optimalitdtsbedingungen aus Satz 4.21, so existiert ein & > 0 so, dass x fiir alle
a > a ein strikter lokaler Minimierer von x — L, (x, A) ist.

Beweis. Wir zeigen, dass fiir « > 0 grof} genug die hinreichenden Bedingungen 2. Ordnung
fiir das restringierte Problem (7.7) diejenigen fiir das unrestringierte Problem min,egn Ly (x, A)
implizieren.

Nach Annahme erfiillt (%, 1) insbesondere die KKT-Bedingungen. Daraus folgt sofort fiir
allea > 0 i )
ViLo(%,A) = VoL(%, 1) + ah(x)TVA(x) =0

wegen h(x) = 0.
Weiter gilt
V2 Lo(%,4) = VEL(x, 1) + (h(;‘c)Vzh(x) + Vh(x)Vh(x)T)
= V2 L(%,A) + aVh(x)Vh(zx)T.
Nach Annahme gilt aulerdem
(7.8) dTV,zch(fc, ANd >0 fir alle d # 0 mit Vh(x)'d = 0.
Wir zeigen nun durch Widerspruch, dass daraus fiir « > 0 grof3 genug folgt

(7.9) T’ (vixL(fc, D+ th(J’c)Vh(ic)T) d>0 firalled # 0.

Angenommen, dies gilt nicht. Dann kénnen wir Folgen {d* }ren mit ||d¥|| = 1 und {ag }ken
mit ap — oo finden so dass gilt

(d9TVE L(x, )d* + o || VR(x)Td¥||> <0 fiiralle k € N.
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Da die Folge {d*}ren beschrinkt ist, kénnen wir eine Teilfolge extrahieren (die wir in der
Notation nicht unterscheiden) mit d* — d # 0 und @ — co. Grenziibergang ergibt dann

d'V2 _L(x,N)d < dTV%_L(%, A)d + lim sup || VA(x)Td¥|)? < 0.

k—o0

Der mittlere Term kann daher nur beschrankt bleiben, falls Vh()?)Td =limy 00 Vh()?)Tdk =
0 gilt. Durch Grenziibergang erhalten wir also

d'V: L(x,A)d <0  fiird # 0 mit Vh(x)'d =0,

im Widerspruch zu (7.8).
Die Behauptung folgt nun aus Satz 1.8. O
Nun ist das praktisch noch unbefriedigend, weil weder der exakte Strafparameter & noch -

viel wichtiger - der Lagrange-Multiplikator A bekannt sind. Dann kénnen wir aber immer
noch hoffen, analog zu Abschnitt 7.1 die Konvergenz zeigen zu kénnen.

Satz 7.8. Seien f, h stetig, {X*Veen C RP beschrinkt, und {ax}ren C (0, 00) mit o — oo.
Sei x* € R™ ein globaler Minimierer von x +> Ly, (x, A¥) fiir alle k € N. Dann ist jeder
Hdaufungspunkt von {x*}ren ein globaler Minimierer von (7.1).

Beweis. Aus der Optimalitit von x* und (4.11) folgt fiir k € N beliebig
(710)  F(K) + O)Th(x) + ZE[IR(xR)|2 = Loy (x5, A% < inf Ly, (x, A¥) = inf £(x).
2 xeX xeX

Sei nun x € R" ein Haufungspunkt. Wegen der Beschranktheit von {_/lk} keN kénnen wir
durch Ubergang zu einer Teilfolge annehmen, dass x* — % und A¥ — A fiir ein 1 € RP gilt.
Wieder folgt aus (7.10), dass gilt

£(®) + ATh(2) + lim sup “E{|AGH) | < inf £(x)

k—o0

was wegen a — oo nur moglich ist fiir A(%) = limg_, h(x¥) = 0. Also ist & zulissig fiir
(7.1), woraus f(x) > infyex f(x) folgt. Daraus erhalten wir

inf f(x) < inf f(x) + lim sup < ||h(x¥)|2
xeX xeX 2

k— o0
< F(%) + ATh(x) + lim sup %Hh(xk)llz < inf f(x),
k—oo xe
und damit zuerst lim sup,._, % |A(x¥)||> = 0 und daher f(x) = infyex f(x). O

Analog zu Satz 7.4 haben wir auch ein Konvergenzresultat fiir stationare Punkte.
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Satz 7.9. Seien f, h stetig differenzierbar, {A*Veen C RP beschrinkt, und {oy }ren € (0, )
mit a — co. Sei x* € R" ein stationdrer Punkt von x Ly, (x, %) fir alle k € N. Ist x
ein Haufungspunkt von {x*}ren, der die LICQ erfiillt, so konvergiert fiir die entsprechende
Teilfolge

2+ aph(xF) = A,

und (%, A) erfiillt die KKT-Bedingungen fiir (7.1).
Beweis. Da x¥ stationar ist fir x Ly, (x, AF), gilt
0 = VyLg, (x5, AF) = VA(xF) + (AF + ah(x%))TVR(x5).

Da Vh(x) nach Annahme vollen Rang hat und stetig ist, ist VA(x*)VA(x)T fiir k € N grof3
genug invertierbar, und es folgt

A 4 aeh(x6) = (Vh(xk)Vh(xk)T)_l Vh(xF) (—v f(xk)T) .
Durch Grenziibergang k — oo folgt daraus
(7.1) A 4 aeh(x) = 1= (Vh()?)Vh(J‘c)T)_l Vh(x) (—v f(x)T) .

Daraus folgt wegen der Beschrénktheit von {A*} ey auch die von {ach(x*) } ren, was wegen
o — oo impliziert h(%) = limg_ o h(x¥) = 0. SchlieBlich folgt aus (7.11) auch

Vh(x) (Vh(x)T;I +V f(i)T) = 0.

Aufgrund der LICQ ist das nur méglich, wenn der Term in Klammern verschwindet, was
(nach Transponieren) zusammen mit der Zulassigkeit die KKT-Bedingungen ergibt. O

Diese Resultate motivieren (aber beweisen natiirlich nicht dessen Konvergenz) das folgende
Multiplikator-Strafverfahren (englisch: augmented Lagrangian method).

Algorithmus 7.2 : Multiplikator-Strafverfahren fiir Gleichungen

Input: ay > 0,1° € R?
fork=0,... do
Berechne x**! als stationiren Punkt von Ly, (x, pa)
if x**! € X then
‘ return x*!
else
Setze At = A% + g h(xF+Y)
L Wihle ai,q > ax
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Fiir die Wahl von a1 kann man dabei adaptiv vorgehen; z. B.

{qak falls || (x**1)|| = p|lh(x)],
Ok+1 =

ak sonst,

fiir passend gewihlte ¢ > 1und p € (0,1).

Fiir den Beweis der Konvergenz muss man dabei insbesondere garantieren, dass die so
erzeugte Folge {1*}rcn beschrinkt bleibt, was unter einer hinreichenden Optimalititsbe-
dingung 2. Ordnung zumindest lokal und fiir oy > & hinreichend grofy moglich ist; siehe
[Bertsekas 1982, Proposition 2.7].

7-3.2 UNGLEICHUNGSNEBENBEDINGUNGEN

Wir betrachten nun den Fall reiner Ungleichungsnebenbedingungen,
min f(x) mit g(x) <0
xeRn

fur f : R" - Rund g : R" — R stetig differenzierbar. Um darauf den Ansatz aus dem
letzten Abschnitt anwenden zu konnen, miissen wir die Ungleichung in eine dquivalente
Gleichung umschreiben. Die Idee dafiir ist, eine neue Schlupfvariable z > 0 einzufiihren,
so dass g(x) < 0 gilt genau dann, wenn g(x) + z = 0 ist. Um die Vorzeichenbedingung
loszuwerden, schreiben wir auflerdem z; = sf fur s; € R. Die zugehorige erweiterte
Lagrangefunktion ist dann

L :R"XR™"xR™ - R, L (x,s,p) == f(x) + 1 (g(x) +s%) + gHg(x) + s%||2.

(Wir verwenden hier bereits die Notation fiir Lagrange-Multiplikatoren zu Ungleichungsne-
benbedingungen, auch wenn es sich hier eigentlich noch um Gleichungsnebenbedingungen
handelt.)

Auf dieses Problem wenden wir nun Algorithmus 7.2 an. Dabei miissen wir in Schritt 2
den Minimierer beziiglich (x, s) bestimmen, d. h. das Problem

m
i S+ 35 (i) + 5D+ 5 (0 + 5
losen. Der Clou ist nun, dass wir das wieder auf ein Problem nur in x reduzieren konnen, da
wir fiir festes x und p das optimale s(x, i) explizit ausrechnen kénnen. Dafiir verwenden
wir, dass wir jeden Summanden unabhangig fiir s; minimieren kénnen. Auferdem kommt
nur s? vor, was wir wieder durch z; := s? > 0 ersetzen kénnen. Wir miissen also lediglich
fur festes x € R" und g; € R das skalare Problem

min 1 (g:(x) +2) + 2 (9u(x) +2)
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16sen. Ohne die Nebenbedingung ist dies offensichtlich ein konvexes quadratisches Problem
in z, so dass nach Satz 1.9 der unrestringierte Minimierer die notwendige Optimalitatsbe-
dingung

A Hi

Zi = (0( +g,(x))
erfiillt. Um das Einsetzen in die erweiterte Lagrange-Funktion zu erleichtern, machen wir
gleich eine spezielle Fallunterscheidung.

(i) g + @gi(x) < 0: Dann ist z; > 0, und damit ist z; = Z; der gewiinschte Minimierer.

Also ist wegen g;(x) + z; = _%

2 2
= o _ W ol 1
i) 20+ 5 (9106) 207 = =0 5 05 = g

(ii) p;i+agi(x) > 0: Dann st Z; < 0, und daher wird das Minimum in Z = 0 angenommen.
Also ist mit quadratischer Ergdnzung

o 1
pigi(x) + 2gi(x)* = — ((pi + agi(x))* = p) .
a
In beiden Fillen konnen wir dies schreiben als

i) + 2 + 2 (i) + 20° = —— (max{0, i+ agi ()Y = 4f)

Dies fiihrt auf die reduzierte erweiterte Lagrange-Funktion

m

L) = L5 5 ) 1) = £6) + 5= 5 (max{0, s + agi () = ).

i=1

(Fir ¢ = 0 entspricht dies genau der quadratischen Straffunktion.) Der letzte Term —p?
hangt dabei nicht von x ab und kann daher bei der entsprechenden Minimierung vernach-
lassigt werden.

Betrachten wir nun wie im Beweis von Satz 7.9 die notwendige Optimalitdtsbedingung
m
0=VyLy(x,u) =Vf(x)+ Z max{0, u; + ag;(x)}Vg;(x),
i=1

wobei das Maximum wieder komponentenweise zu verstehen ist, erhalten wir daraus die
Aktualisierung

#k+1 := max{0, ,uk + akg(xk)} > 0.
Fir die Aktualisierung von o muss man nun neben der Verletzung der Ungleichungsne-
benbedingung auch die der fiir die KKT-Bedingungen notwendigen Komplementaritét der
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Lagrange-Multiplikatoren betrachten. Dies macht man tiblicherweise nicht direkt, sondern
iiber eine sogenannte Komplementaritdtsfunktion: es gilt

0 = min{—g;(x), ; } genau dann wenn pi = 0,gi(x) <0, pgi(x) = 0.

(Denn wenn das Minimum gleich Null ist, gilt entweder 0 = —g;(x) < y; oder 0 = y; <
—gi(x) und damit in beiden Fillen die Komplementaritit; die umgekehrte Richtung ist

klar.)!

Also vergrofiert man oy, wenn gilt

|| min{—g(x**1), F*1|| > p|l min{—g(x¥), u*}].

Die Kombination mit Gleichungsnebenbedingungen ist nun trivial, und wir erhalten das
volle Multiplikator-Strafverfahren.

Algorithmus 7.3 : Multiplikator-Strafverfahren
Input: oy >0,1°€cR?, ;° >0 R™, g>1,p € (0,1)

fork=0,... do
k+1

Berechne x*** als stationaren Punkt von

£G)+ GHTRG) + RN + Il + axg ()T
Qk

if h(x**1) = 0 und min{—g(x**), ¥} = 0 then
‘ return x*+!

else

Setze At = Ak + g h(xF+Y)

Setze ! = max{0, ¥ + apg(x**1)}

Setze

qai  falls [|R(x**1)]| > pllA(x")]]
(s = oder || min{-g(x*1), <*1}|| > p|| min{—g(x¥), ¥} I,
Qf sonst,

Ahnlich wie zuvor kann man nun zeigen, dass unter der Annahme der Regularitit von x
und der Beschrinktheit der Folgen {A*}ren und {/* }ren (z. B. unter einer hinreichenden
Optimalititsbedingung 2. Ordnung) die (Teil-)Folge (x*, 4, A¥) gegen einen KKT-Punkt
(x, @, 7)) konvergiert.

'Eine alternative Komplementarititsfunktion ist p; — max{0, y; + ag;(x)} fir @ > 0 beliebig, was eine
weitere Motivation fiir die Wahl von p**! ist.
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Strafverfahren sind ungeeignet, wenn die Zielfunktion f fiir x ¢ X gar nicht definiert
ist. In Barriereverfahren wird deshalb der Minimierer X € X durch eine Folge von inneren
Punkten angenéhert. (Man spricht daher auch von Innere-Punkte-Verfahren.) Da fir Glei-
chungsnebenbedingungen der zulédssige Bereich keine inneren Punkte besitzt, betrachten
wir hier nur reine Ungleichungsnebenbedingungen

X={xeR"|gi(x)<0,1<i<m}

fir g; : R" — R stetig differenzierbar. (Zuséatzliche Gleichungsnebenbedingungen werden
entweder durch eine Straffunktion oder den in Abschnitt 6.3 vorgestellten Ansatz behan-
delt.) Anstelle einer Straffunktion, die erst auflerhalb von X zu wirken beginnt, verwendet
man nun eine Barrierefunktion, die bereits bei Annaherung an den Rand von X gegen un-
endlich strebt; verbreitet ist dabei die logarithmische Barrierefunktion x +— —In(—g;(x)).
Anstelle von f minimiert man daher fiir « > 0 die Funktion

Bu(x) = f(x) + a D [~ In(=gi(x))] = f(x) + af(x).
i=1

Ist diese Funktion nicht definiert wegen g;(x) > 0 fir ein 1 < i < m, so setzen wir
By (x) := co. Damit also eine Losung von

(8.1) min B, (x)
xeRn

existiert, muss es einen strikt zulassigen Punkt mit g;(x) < 0 fiir alle 1 < i < m geben -

dies ist genau die Slater-Bedingung (4.8).

Satz 8.1. Sei f : X — R stetig, X C R" beschrdnkt, nichtleer und abgeschlossen. Gilt die
Slater-Bedingung (4.8), dann existiert fiir alle @ > 0 eine Losung x, € X von (8.1).

Beweis. Die Slater-Bedingung garantiert die Existenz eines strikt zuldssigen Punktes x € X,
fir den
M = B,(x) < o

gilt. Wir betrachten nun die Menge

Xyt = {x € X | Ba(x) < M} .
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Offensichtlich muss ein Minimierer von B, (falls existent) in Xy liegen, d. h. auch Lésung
sein von

(8.2) min B, (x).
xeXm

Es gentigt also zu zeigen, dass dieses Problem eine Losung hat.

Wir zeigen zuerst, dass X kompakt ist. Nach Annahme ist mit X auch Xj; € X beschréankt.
Fiir die Abgeschlossenheit sei {x*}rcny € X € X eine konvergente Folge mit Grenzwert
x € X wegen der angenommenen Abgeschlossenheit von X. Wegen der Stetigkeit von f,
gi, 1 < i < m,sowie t — In(t) ist B, stetig auf X, (beachte, dass g;(x) < 0 fiir alle x € X,
gelten muss). Durch Grenzibergang folgt daher auch B, (x) < M, d.h. x € X);. Also ist X,
kompakt, und aus der Stetigkeit von B, folgt mit Satz 1.4 die Existenz einer Losung von
(8.2). O

Man kann nun hoffen, dass fiir « — 0 die Folge {x,}4>0 der entsprechenden Minimie-
rer von (8.1) gegen einen Minimierer X € X von f konvergiert. Entsprechend hat das
Barriereverfahren nun die Form von

Algorithmus 8.1 : Barriereverfahren

Input : oy > 0, x° € X strikt zulissig

fork=0,... do
Berechne x**! als globalen Minimierer von (8.1) mit & = a) (und Startwert x*)
Wihle a1 < ax

Wieder wird man in Schritt 3 Verfahren aus Kapitel 2 anwenden, wobei man diesmal (etwa
bei der Schrittweitensuche) aufpassen muss, dass nur strikt zuldssige Iterierte erzeugt
werden.

Auch hier kann man Monotonieeigenschaften der so erzeugten Folge zeigen.

Lemma 8.2. Angenommen, Algorithmus 8.1 erzeugt fiir eine streng monoton fallende Nullfolge
{ar}ken C (0, 00) eine unendliche Folge {x*}reny € X. Dann gilt

(i) {B(x*)}ken ist monoton wachsend;
(i) {f(x*)}ren ist monoton fallend.
Beweis. Zu (i): Wir verwenden wieder die globale Optimalitat zusammen mit der strikten

Zulissigkeit aller x*. Aus By, (x*) < By, (x¥*!) und By, (x**!) < B,,,, (x*) folgt durch
Addition und Umformen

Xke+1

(o = axa) (BG*) = B < 0.

Aus a; > ay4 folgt nun f(x¥) < B(xF*).
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8 BARRIERE- UND INNERE-PUNKTE-VERFAHREN

Zu (ii): Aus der Optimalitat folgt zusammen mit (i)

0 < Buy, (v = B, (651) = F() = () + aa (B() = D)
< (5 = FH. o

Um die Konvergenz von Algorithmus 8.1 zeigen zu konnen, bedarf es einer Art Regulari-
tatsbedingung. Dafiir definieren wir das strikte Innere

X ={xeR"|gi(x)<0,1<i<m}cCcX

der zulassigen Menge. Beachte, dass dies im Allgemeinen nur eine Teilmenge des topologi-
schen Inneren sein muss! (Das strikte Innere héngt ja, im Gegensatz zum topologischen
Inneren, von der konkreten Beschreibung von X durch die g; ab.)

Beispiel 8.3. Fiir g : R — R, g(x) = max{0, x}?, stetig differenzierbar ist X = (—o0, 0]
und damit int X = (—o0, 0), aber X~ = 0.

Satz 8.4. Seien f : X — R undg; : R" — R, 1< i < m, stetig. Es gelte X~ # 0 sowie X~ = X.
Erzeugt Algorithmus 8.1 fiir eine streng monoton fallende Nullfolge {a) }ken C (0, 00) eine
unendliche Folge {x*}ren C X, so ist jeder Haufungspunkt ein globaler Minimierer von f in
X.

Beweis. Sei {x*}rex € X~ C X eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert ¥ € X wegen
der Abgeschlossenheit von X. Angenommen, X wire kein globaler Minimierer von f in
X. Dann existiert ein x € X mit f(x) < f(x). Wegen X~ = X und der Stetigkeit von f
existiert daher ein X € X~ nahe genug an x, so dass ebenfalls f(x) < f(x) gilt.

Aus Lemma 8.2 (i), der Optimalitat von xk und x%, % € X~ folgt nun

FO5) + af(x") < f(x5) + ap(x*) < f(2) + arB(2) < oo

fir alle k > 0. Stetigkeit von f und o — 0 ergibt nun
f@ = lm f&)<fE)+ lim a () - (") = f(2),
K3k—o K3k—oo
im Widerspruch zu f(x) < f(x). Also ist ¥ € X ein globaler Minimierer. O

Fiir konvexe Ungleichungsnebenbedingungen ist die Annahme X~ = X immer erfiillt.

1

Fiir stetig differenzierbare g; folgt aus % In(¢) = ; mit der Summen- und Kettenregel

(8.3) VBy(x) = Vf(x) —a > V;ES)
i=1 1

fur alle x € X"
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Vergleicht man dies wieder mit (4.10), so erhélt man

VB, (x) = ViL(x, piy) fur 0,

. — a >
e = ()

und in der Tat kann man analog zu Satz 7.4 unter der LICQ zeigen, dass fiirr x* — *
die entsprechenden z* gegen den Lagrange-Multiplikator i konvergieren. Dies wird im
primal-dualen Innere-Punkte-Verfahren ausgenutzt. Dafiir schreibt man die notwendige

Optimalitatsbedingung VB, (x,) = 0 um in

{ VxL(xot: ;Ua) =0,
—(Ua)igi(xg) =, 1<i<m,

(vergleiche die KKT-Bedingungen (4.9) — die Komplementarititsbedingungen j;g;(x) = 0
werden hier “von innen” angenéhert). Auf dieses System wird nun ein Newton-Verfahren
angewendet, wobei nach jedem Newton-Schritt der Penalty-Parameter o geeignet reduziert
wird; eine Schrittweitenregel sorgt dabei dafiir, dass die neuen Iterierten sich nicht zu weit
von (xg, He) entfernen. Fir konvexe Optimierungsprobleme haben sich diese Verfahren als
sehr leistungsfahig erwiesen; siehe z. B. [Boyd & Vandenberghe 2004, Kapitel 11.7]. Wir
betrachten hier nur den Spezialfall von linearen Optimierungsproblemen, wo sich Innere-
Punkte-Verfahren als moderne Alternative zu Simplex-Verfahren durchgesetzt haben.

INNERE-PUNKTE-VERFAHREN FUR LINEARE OPTIMIERUNGSPROBLEME

Wir betrachten also wieder das Problem (LP), diesmal in der alternativen Form

min ¢’ x

xeR"
(LP) mit Ax = b,
x=0.
Wir nehmen in Folge stets an, dass dieses Problem eine zulassige Losung x € P~(A,b)

besitzt. Da x nach Satz 4.17 regular ist, existieren nach Satz 4.18 Lagrange-Multiplikatoren
s € R"und A € R™ mit

ATl +s=c,
Ax = b,
X;s; = 0,
xX,s > 0.

Wir ersetzen nun diese KKT-Bedingungen durch die KKT-Bedingungen des entsprechenden
Barriereproblems

n
min ¢/ x — a Z In(x;)
x€R" i

8.
(8.4) mit Ax = b,
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was ebenfalls ein (sogar strikt) konvexes Optimierungsproblem ist. Wir haben hier nur
affin-lineare Gleichungsnebenbedingungen, also existiert nach Satz 4.12 fiir jede Losung
Xy € R™ mit notwendigerweise x, > 0 ein Lagrange-Multiplikator A, so, dass die KKT-
Bedingungen
AT/LZ + Z_ c,
Xo
Ax, = b,

erfillt sind. Wir schreiben nun s, := xla > 0 und erhalten die zentralen-Pfad-Bedingungen

AT/la +5s, =¢,

Ax, = b,

(8.5) ¢
[xa]i[sa]i = a,
Xo» Sq > 0.

Wir miissen noch zeigen, dass iiberhaupt Losungen von (8.5) existieren, was wir analog
zu Satz 8.1 machen. (Beachte, dass P=(A, b) nicht als beschrankt vorausgesetzt war.) Dazu
definieren wir die primal-dual zuldssige Menge

7 = {(x,)l,s) eR"XR™xR" |Ax =b ATl +s=cx,s> 0}
sowie die strikt zuldssige Menge

VARE {(x,/l,s) eR"xR™xR" |Ax:b,AT)L+s =c,X,8 > 0}.

Satz 8.5. Sei Z* nichtleer. Dann existiert fiir alle a > 0 eine Losung (xy, Ay, S¢) von (8.5).
Dabei sind (x4, o) eindeutig bestimmt. Hat A vollen Rang, ist auch A, eindeutig.

Beweis. Da (8.4) strikt konvex ist, geniigt es zu zeigen, dass ein Minimierer x, > 0 exis-
tiert. Dazu verwenden wir wieder einen strikt zuldssigen Punkt (X, A,$) € Z*, fur den
insbesondere gilt

n
M :=By(%) :=c"% —a > In(%;) < oo,
i=1
und betrachten die Menge
Xy ={x € R" | Ax = b, B,(x) < M}.

Wie im Beweis von Satz 8.1 folgt die Abgeschlossenheit von Xj; wir miissen also nur
noch die Beschrinktheit zeigen. Zunichst gilt fir alle x € Xj; und fir (%, A, §) € Z* nach
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Definition n
M>c'x—a Z In(x;)
i=1
R n
= ch — (Ax - b)T)L - Z In(xi)
i=1
— ch — (C — §)Tx + bTi - Z ln(xi)
i=1
= xT§ + bT/i - Z ln(xi)’
i=1
d. h.

n
Z (8ix; — aln(x;)) <M —bTA < co.
i=1
Nun gilt wegen §; > 0 sowohl lim;_, (s;t — ¢ In(¢)) = oo als auch lim;_,((s;t —a In(t)) = co
(d.h. die Summe kann nicht beschrankt bleiben, wenn ein Summand divergiert), so dass
die Annahme, X); ware unbeschrankt, zu einem Widerspruch fiihrt. Also ist Xj; kompakt,
und minyex,, By(x) hat eine eindeutige Losung x, > 0, die auch die eindeutige Losung
von (8.4) ist. Damit ist auch s, := x% eindeutig. Dagegen ist der Lagrange-Multiplikator A,
aus (8.5) nur eindeutig, falls A vollen Rang hat; in diesem Fall ist er die eindeutige Losung
von ATA =c¢—s,. O

Hat also A vollen Rang (was in der linearen Optimierung keine grof3e Einschrinkung ist),
ist der zentrale Pfad a +— (x4, Ay, So) wohldefiniert.

Die Idee ist nun, die Gleichungen in den zentralen-Pfad-Bedingungen (8.5) durch ein
Newton-Verfahren zu l6sen, wobei die Ungleichungen durch eine Liniensuche garantiert
werden. Dafur ist etwas Notation hilfreich: wir definieren fur Vektoren u,v € R" das
komponentenweise Hadamard-Produkt

uov = (woy,. .., uw,)" € RY,
die durch v € R" erzeugte Diagonalmatrix

D, := diag(vy, vy, .. .,0,) € R™",

sowie 1 := (1,...,1)T € R™. Dann ist die Losung (x4, Aq, 5,) von (8.5) auch eine Nullstelle
von
AT +s—c
Fy(x,A,s) :=| Ax-b |,
xOs—al

und ein Schritt im Newton-Verfahren basiert auf der Losung von

0 AT T
F(x%, 25, %) (Ax, AL, As) = —F,(xX, A%, s5)  fiir  F(x,A,5) =| A 0
D D

X

0
0

)
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Dazu miissen wir zuerst garantieren, dass F, (xk, Ak, sk) stets invertierbar ist.

Satz 8.6. Seien (x,A,s) € R" X R™ x R" mit x,s > 0. Hat A vollen Rang, dann ist F)(x, A, s)
reguldr fiir alle @ > 0.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass F,(x, A, s) injektiv ist. Sei also w = (wy, wa, w3) mit
F! (x, A, s)w = 0 gegeben, d. h.

ATWZ + w3 =0,
AW1 =0,
Dswy + Dyws = 0.

Wegen x > 0 ist Dy invertierbar mit D 1= diag(x; L X, 1); wir konnen also die dritte
Gleichung nach wj aufldsen und in die erste Gleichung einsetzen. Multiplizieren mit —w;
ergibt dann zusammen mit der zweiten Gleichung

0= —wlTATwz + wlTD;1D3w1 = —(Awl)Twz + wlTD;lewl = wlTDngswl.

Da D;'D; = diag($,..., ) wegen & > 0 positiv definit ist, folgt daraus w; = 0 und damit
auch wy = =D 'Dyw; = 0. Da A vollen Rang hat, folgt aus der ersten Gleichung schlieBSlich
wy = 0. O

Insbesondere ist F/,(x*, A, s*) regulir fiir alle (x*, A, s5) € Z*, die nach Definition AT A +

sk = ¢ und Ax* = b erfiillen. Der Newton-Schritt vereinfacht sich dann zu

0 AT T\ /Ax 0
A 0 0 AL = 0
Dy 0 D,/ \As —x* 0 sk +al

Setzen wir fiir beliebiges ¢, > 0
= Xk 4 tAx, AR+ =k AAVR skl = gk 4 tAs,
so folgt aus der ersten Zeile des Newton-Schritts
ATHH ko = ATOF + 15.A0) + (5 + 1As) — ¢
= (ATAF + 55 — ¢) + 1 (ATAXF + As)
=0

und analog aus der zweiten Zeile
AxF* — b = AxXF - b + 1. (AAX) = 0.

Wihlen wir ;. > 0 klein genug, dass xk*L k1 S 0 ist, gilt daher auch (xckH1 AR+ gk ¢
A
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Beachte, dass nur die rechte Seite explizit von a abhéngt; anstelle die Konvergenz des
Newton-Verfahrens abzuwarten, konnen wir im néchsten Schritt auch gleich « reduzieren.
Statt mit konstantem a verwenden wir also eine Nullfolge {ay }xen, so dass die Iterierten
(x*, A, s¥) naherungsweise dem zentralen Pfad o — (x4, Ay, S¢) fiir @ — 0 folgen; man
spricht daher von einem Pfadverfolgungsverfahren. Analog zu inexakten Newton-Verfahren
bietet sich hier die Wahl

1
Q= Ok lk fur p = = (x0T, or € (0,1),

n
an, denn x*, s > 0 erfiillen die Komplementarititsbedingungen genau dann, wenn (x
0 gilt. (Der Zentrierungsparameter oy kann verwendet werden, um das Verfahren nahtlos

zwischen der Verfolgung des zentralen Pfads (ox = 1) und dem Newtonverfahren fiir die
exakten Komplementaritatsbedingungen (o = 0) zu steuern.)

k)TSk —

Ahnlich wihlt man auch die Schrittweite t; als das maximale ¢ € (0, 1] so, dass fiir y € (0,1)
gilt
(xk+1, Ak+ sk+1) ez .= {(x, As)eZt | x5 > Xsz,l <i< n} .
n

Zusammen erhalten wir das folgende zulédssige Pfadverfolgungsverfahren.

Algorithmus 8.2 : zuldssiges Innere-Punkte-Verfahren

Input:y € (0,1),0 < Omin < Omax < 1, > 0, (x%,1%,5%) € Z¥
fork=0,... do

if = %(xk)Tsk < ¢ then return (x*, 1%, s5)

Wihle oy € [0min, Omax]

Lose
0 AT I \/Ax 0
(8.6) A 0 o0 |[ar]= 0
Dy 0 D) \As —xk o sk + o i 1

Bestimme f;. als maximales t € (0, 1] mit
(xk + tAx, A+ tAN, sF + tAs) € ZV

Setze

= Xk 4+ 1 Ax, A=k 4 AN s =6 + 1 As

© 00
Dabei kann fiir (x, A%, s%) € Z* stets y := %

(x°,19,5%) € zV gilt.

€ (0,1) gewahlt werden, so dass auch
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Wir zeigen nun die Konvergenz von Algorithmus 8.2, wofiir wir wegen der nach Konstruk-
tion stets zuldssigen Iterierten nur garantieren miissen, dass (x*)7s* — 0 bzw. aquivalent
1F — 0 konvergiert. (Dies rechtfertigt auch die Abbruchbedingung in Schritt 2.) Dafiir
verwenden wir eine Reihe technischer Lemmas sowie die Notation

(x* (1), XK (1), s (1)) := (xF + tAx, AF + tAL 5 + tAs),
pe(t) = ek ()75 (0)

firt > 0.

Lemma 8.7. Sei (Ax, AA, As) eine Losung von (8.6). Dann gilt
(i) AxTAs = 0;
(i) () = (1= (1= o)) k-

Beweis. Zu (i): Dies folgt wie in Satz 8.6 durch Multiplikation der ersten Gleichung von
(8.6) mit AxT und Verwenden der zweiten Gleichung,

Zu (ii): Die dritte Gleichung von (8.6) lautet komponentenweise fir 1 <i <n

k k _ k k
s; Ax; + x; As; = —x;'s; + O i,

woraus wir durch Summation tber alle i erhalten
()T Ax + ()Y As = = () sF + nope = —(1 = o) () Ts*
nach Definition von . Zusammen mit (i) folgt dann
)Tk () = (F)TsF + ¢ ((xk)TAs + Aszk) +12AxTAs = (1—t(1-ay))(x) sk,
und Division durch n ergibt die Behauptung. O
Das néachste Lemma ist eine Abschiatzung fiir das Hadamard-Produkt.
Lemma 8.8. Fiiru,uv € R" mitu’v > 0 gilt

1 2
luoollz < S llu+ ol

Beweis. Zunichst gilt fir alle a,b € R

%(a +b)? = i(a —b)® +ab > ab.
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Aus der Voraussetzung an u, v folgt weiter

n
0<ulo= Zuivi = Z U;v; — Z |u;v;]
i=1

u;0;>0 u;0;<0

und damit wegen ||x||; < ||x]|; fir alle x € R"

n
luooll, < ||u®0||1—2|uvz| <2 ) uszE > (wi+o)? < Z(ui+vi)2
i=1

u;0;>0 u;0;>0
2
= —||lu+ 9|5 O
Sl + o
Damit kénnen wir die folgende Abschatzung beweisen.

Lemma 8.9. Sei (x, A%, s%) € Z¥ und (Ax, AA, As) Lésung von (8.6). Dann gilt

1 1
[|[Ax © As||, < = (1 + —) npl.
2 Y

Beweis. Multiplizieren der letzten Gleichung in (8.6) mit
(Dy«Dy )™ vz .- dlag((x1 8 ky-12 (x,’fs,]:)_l/z)
ergibt fiir Ay := Di{czDs_kl/ ? (da Diagonalmatrizen kommutieren)
AIZIAx + ArAs = (kaDsk)_l/z(—xk osk+ or i 1).

Wegen (A;le)T(AkAs) = AxTAs = 0 nach Lemma 8.7 (i) folgt aus Lemma 8.8 dann

_ 1. _
|Ax @ As]l; = [[(A;'Ax) © (AkAs)]|z < 5||Akle + ApAs||3
1 _
= 2 1(DD) ™A (= © s* + orgac )5
2
1 1 n 0'2/12
= - Z \/ k4 Ok Mk = 5 Z (xfslk — 20y + %
xlksf‘ i=1 Xi'Si
<1 (( TSk~ ooy + o2 )
S - WX S — 4NOi Ui + O,
2 a k'uk)/ﬂk
1 1
<= (1 + —) np,
2 Y

wobei wir xks > yuy fir (xk, Ak sk) € Z¥, die Definition von p, und oy € (0, 1) verwendet

haben. m]

76



8 BARRIERE- UND INNERE-PUNKTE-VERFAHREN

Das néachste Lemma charakterisiert die maximal zuldssige Schrittweite und ist der wesent-
liche Schritt im Konvergenzbeweis fiir Algorithmus 8.2.

Lemma 8.10. Sei (x*, A, s5) € ZV und (Ax, AA, As) Losung von (8.6). Dann gilt

1_
(K0, k(1) s (1) e 2V fir o<t<y =2yl ¥
nl+y

Beweis. Wir miissen insbesondere zeigen, dass [x*(t)];[s*(£)]; > yux(t) fiir t < t; gilt.
Zunichst folgt aus komponentenweiser Betrachtung der letzten Gleichung von (8.6), dass
gilt

k
1

k k k :
S; Axi + x; As; = —x;'S; + Ok, 1<i<n

Weiter folgt aus Lemma 8.9

—_

1
|Ax;As;| < ||Ax © As||; < 2 (1 + —) Ny
Y

Zusammen ergibt das

xk()sk (1) = (5 + tAx) (5 + tAs)
= xlkszk + t(xlkASi + S,kAxl-) + t2Ax;As;

> (1- t)xlkslk + top e — t2| AxiAs;]
t2 1
> (1= t)ypr + togpy — L ; ni,

wobei wir im letzten Schritt wieder xfsg‘ > yp fir (xk, Ak, sk) € Z¥ verwendet haben. Es
geniigt nach Lemma 8.7 (ii) also zu garantieren, dass gilt

t2 1
(L= Dypc + toepe = — (1 + ;) np > yp(t) = y(1—t(1 = 0%) ) pe-

Vereinfachen und Auflésen nach t > 0 ergibt dann genau t < #.

Es bleibt noch zu zeigen, dass (x*(t),A*(t),s*(t)) € Z* fiir alle t < t; gilt. Da die Glei-
chungsnebenbedingungen fiir alle t > 0 erhalten bleiben, ist nur x*(t),s*(t) > 0 von
Bedeutung. Aber das folgt aus

[ (OLils* (D] 2 y(1 = £(1 = o)) > 0

wegen i = (x*)T(s5)/n > 0 fir x*, 5 > 0, y,0, € (0,1),und t < t; < 1. O

Fiir die so gewéhlte maximale Schrittweite konnen wir das zentrale Konvergenzresultat
fir Algorithmus 8.2 beweisen.
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Satz 8.11. Sei {xk, pLS sk}keN durch Algorithmus 8.2 mit t, aus Lemma 8.10 erzeugt. Dann
existiert ein 6 > 0 mit

Hie+1 < (1 - g) Ui fiir alle k € N.

Beweis. Aus Lemma 8.7 (ii) folgt fir t = t;.

1_
12y Y

1— .
1+yn( o) | pk

Pre1 = i (t) = (

Da die konkave quadratische Funktion o — ¢(1 — ¢) ihr Minimum auf dem Rand des
kompakten Intervalls [0pmin, Omax] annimmt, gilt

O-k(1 - O-k) e 0* = min {O'min(1 - O-min)a O'max(1 - O'max)} >0

wegen 0 < Omin, Omax < 1. Damit erhalten wir die gewiinschte Abschatzung fir § :=

w« 1=y
2)/0' m > 0. O

Daraus folgt sofort, dass das Innere-Punkte-Verfahren polynomielle Komplexitét (in n) hat,
was ja fiir das Simplex-Verfahren bekannterweise nicht gilt.

Folgerung 8.12. Sei {x*, A%, s*Yren durch Algorithmus 8.2 mit t. aus Lemma 8.10 erzeugt. Sei
e> 0 undx > 0 mit i° < e*. Dann gilt

1+«x

e <e  firallek > ( )nllogel.

Beweis. Nach Satz 8.11 und Annahme gilt

s\ s\* .
e < [1==| po<|1—-—] ¢
n n
und daher (Monotonie des Logarithmus)

(8.7) loguksklog(1—§)+xlog%Sk(—(—s)+xlog%
n n

wegen log(1+ t) <t fiir alle t > —1 (z.B. aus der Bernoullischen Ungleichung).

Also ist hinreichend fiir y < ¢, dass die rechte Seite von (8.7) nicht grofler als log ¢ = —log %
ist; Auflosen nach k ergibt dann fir e < 1

1+«k
o)

k2(1+1<)glog%:( )nllogel

und damit die Behauptung. m]
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Der Nachteil bei diesem zuldssigen Innere-Punkte-Verfahren ist die Notwendigkeit, einen
strikt zulassigen Startwert (x%, 1%, 5% € Z* finden zu miissen, der insbesondere die Glei-
chungsnebenbedingungen Ax? = b und ATA° + s° = ¢ erfiillt. Zumindest letztere Bedin-
gungen konnen aufgegeben werden; anstelle von (8.6) muss dann in jeder Iteration der
volle Newton-Schritt

0 AT I \/Ax c— ATk — gk
A 0 0 ||AX]= b — Axk
Dy 0 D,c)\As —xkosk+ ox i |

gelost werden; die Schrittweitensuche ist dann so durchzufithren, dass gilt

(xk+1, /1k+1, sk+1) € Zy,,b’

= {(x,/l,s) |x,s >0, [|[(b-Ax,c—s—ATD)|| < rBxTs, x 05 > Zsz}
n

firy € (0,1, # > 1, und r° := ”(b_A’(Ci’(f)_Ts(Osg;‘ "1 Dies verkompliziert natiirlich die

Schrittweitensuche sowie den Konvergenzbeweis deutlich; siehe [Geiger & Kanzow 2002,
Kapitel 4.2.2].
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Eine der leistungsfdahigsten und flexibelsten Klassen von Verfahren fiir Optimierungspro-
bleme mit Nebenbedingungen sind die sogenannten sequential quadratic programming-
Verfahren, kurz SQP-Verfahren. Dabei handelt es sich um die Erweiterung von (Quasi-)
Newton-Verfahren fiir unrestringierte Probleme auf Gleichungs- und Ungleichungsneben-
bedingungen. Wir fithren diese zuerst fiir den Fall reiner Gleichungsnebenbedingungen
ein, und erweitern dies dann auf den Fall von gemischten Nebenbedingungen.

9.1 LAGRANGE—NEWTON-VERFAHREN FUR GLEICHUNGSNEBENBEDINGUNGEN

Wir betrachten das Problem

min f(x) mit h(x) =0

xeR”®

fur zweimal stetig differenzierbare Funktionen f : R" — R und h : R" — RP?. Gilt eine
Regularitatsbedingung, so erfullt ein lokaler Minimierer x € R" zusammen mit einem
Lagrange-Multiplikator A € R? die KKT-Bedingungen

Vf(x) +AT'Vh(z) =0,
h(x) = 0.

Dies sind n + p nichtlineare Gleichungen fiir die n + p unbekannten Komponenten von
(x, A), die wir mit Hilfe der Lagrange-Funktion

L:R"XR? - R, (x,1) — f(x) + ATh(x),
schreiben konnen als _)
_ = [ViL(x,A))

Auf diese Gleichung wenden wir nun das Newton-Verfahren an: Fiir gegebene (x*, A¥)
berechnen wir s¥ € R™? als Losung von

V2L(x*, 1%)s = —VL(xF, AF),

8o
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und setzen (nach Zerlegung von s* € R™? in s¥ € R"” und s’j € RP)

xF = k4 s,lj, pLasiey L sI/{.
Fiir die lokale superlineare Konvergenz miissen wir zundchst nachweisen, dass die Hesse-
Matrix V2L in einem KKT-Punkt (%, A) invertierbar ist. Da die Lagrange-Funktion linear
ist in A, hat diese stets die Form

(VA L(x D) Vh(x)

2 2
VL(x ) = [l 6 A) VxAL(x’/l))_( St 00

V2 L(x,) V2 L(x2)

Diese Struktur konnen wir ausnutzen, um hinreichende Bedingungen fiir die Invertierbar-
keit anzugeben.

Lemma 9.1. Seien f : R" — R und h : R" — RP zweimal stetig differenzierbar. Gilt in
(x,A) € R" x RP:

(i) Vh(x) € R™? hat vollen Spaltenrang p;
(ii) dTV2 L(x,\)d > 0 fiiralled € R™\ {0} mit Vh(x)Td =0,

so ist V2L(x, A) € RWPX(+P) jnyertierbar.

Beweis. Da V2L(x, 1) quadratisch ist, geniigt es zu zeigen, dass V2L(x, 1) injektiv ist. Seien

daher (sy, s;) mit
VZ L(x,A) Vh(x)\ [sx| (0
Vh(x)T 0 sy 0) '

Aus der zweiten Zeile folgt sofort Vi(x)Ts, = 0. Multiplizieren der ersten Zeile von links
mit s! ergibt dann

0 =sIV2 L(x,A)sy + sLVh(x)s) = sLVZ L(x, A)sy.
Wegen Annahme (ii) und Vh(x)Ts, = 0 ist dies aber nur méglich, falls s, = 0 gilt. Damit

reduziert sich die erste Zeile zu Vh(x)s; = 0, was aber nach Annahme (i) nur fir s; =0
gilt. Also ist V2L(x, A) injektiv und deshalb invertierbar. O

Fiir einen KKT-Punkt (%, 1) entspricht Annahme (i) genau der LICQ, wihrend Annahme
(ii) die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung ist. Analog zu Lemma 2.3 mit L an Stelle
von f folgt daraus, dass V2L(x, A) fiir (x, A) in einer hinreichend kleinen Umgebung eines
solchen KKT-Punktes ebenfalls invertierbar ist. Ebenso folgt daraus wie in Satz 2.6 die
lokal superlineare Konvergenz des Lagrange—Newton-Verfahrens.
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Algorithmus 9.1 : Lagrange—Newton-Verfahren
Input : x° € R*, 1° € R?
fork=0,... do
if V. L(x*, Ak) = 0 und h(x*) = 0 then
L return (x¥, 1%)

Berechne (s, s])f) als Losung von

V2 _L(x, AF) Vh(xk)) (sx) _ (VxL(xk, /1"))

Vh(xk)T 0 S) h(x)
Setze x**1 := x* + s];, pLa ey L s’/{

Satz9.2. Seien f : R®* — R undh : R" — R? zweimal stetig differenzierbar, und sei (%, 1) ein
KKT-Punkt, in dem die LICQ und die hinreichende Optimalititsbedingung zweiter Ordnung
gilt. Dann existiert ein § > 0 so, dass fiir alle Startwerte (x°, A% mit

Ix® = %l +112° = Al < &

das Lag_range—Newton—Ve}fahren Folgen {xk treen und {)Lk}keN erzeugt, die superlinear gegen
X bzw. A konvergieren. Ist V2L lokal Lipschitz-stetig, so ist die Konvergenz sogar quadratisch.

Wie im unrestringierten Fall hat dieses Verfahren den Nachteil der lokalen Konvergenz
(die dartiberhinaus auch einen Maximierer als Grenzwert haben kann), den man mit
einer Globalisierung in den Griff bekommen méochte. Die Frage ist auch, wie man dieses
Verfahren auf Ungleichungen anwenden kann. Dafiir ist eine eine alternative Sichtweise
auf das Verfahren niitzlich.

9.2 SQP-VERFAHREN FUR GEMISCHTE NEBENBEDINGUNGEN

Wir erinnern uns aus der Herleitung der Trust-Region-Verfahren fiir unrestringierte Ver-
fahren, dass der Newton-Schritt 4quivalent als Minimierer einer geeigneten quadratischen
Funktion charakterisiert werden kann. Analog kann man fiir Gleichungsnebenbedingungen
die Losung (s, s]; ) des Lagrange—Newton-Schritts

V2 L(x* A%) Vh(x%)\ (sx) _ [=VL(x*, A5)
91 Vh(x*)T o J\s) T\ -nhy )

iiber ein quadratisches Minimierungsproblem mit linearen Beschrankungen charakterisie-
ren. Wir betrachten fiir (x¥, 1¥) € R" x R? das Problem

1
(6:2) mﬂi%n Vf(xk)Ts + ESTVJZCxL(xk, AF)s
9.2 seR”
mit h(x*) + VR(x*)Ts = 0.
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Da die Linearitdt der Nebenbedingungen eine Regularititsbedingung darstellt (Satz 4.12),
existiert fiir jeden Minimierer § ein Lagrange-Multiplikator Aj;, € R?, so dass die KKT-
Bedingungen
VF(F) + VEL(E, A5)5 + V() Ay = 0,
h(x") + VA(x*)Ts = o,

erfullt sind. Setzen wir s’; := § und s'j := Aip — A* und bringen alle Terme, die kein s

enthalten, auf die rechte Seite, so erhalten wir genau (9.1). Umgekehrt ist fiir einen Lagrange—
Newton-Schritt (s, s]/{ ) das Paar (sk, Ak +s’/{ ) ein KKT-Punkt von (9.2). Anstelle eines Updates
berechnet man hier also direkt die neue Naherung fiir den Lagrange-Multiplikator.

k

Fir zusétzliche Ungleichungsnebenbedingungen

(9.3) min f(x) mit g¢g(x) <0, h(x) =0,

xeR”

betrachtet man analog fiir (xk, ,uk, )Lk) € R" x R™ x R? das Problem

1
mﬂi%n Viix9Ts + ESTVixL(xk, 1F, 25)s
seR”
mit g(x¥) + Vg(x*)Ts <o,
h(x*) + VA(x)Ts = o,

berechnet einen KKT-Punkt (3, fiin, Ajin), und setzt dann

xk+1 — xk +3, ’uk+1 = iin, Akﬂ — j-lin-
Existieren mehrere KKT-Punkte, wahlen wir denjenigen, der am néchsten an (xk, ik, %)
liegt; dies ist in der Regel nicht praktisch realisierbar (es sei denn, der KKT-Punkt ist
eindeutig), erleichtert aber den Konvergenzbeweis wesentlich.

Algorithmus 9.2 : SQP-Verfahren

Input : x* € R", u° € R™, 1° € R?

fork=0,... do

if (x*, yk, AK) ist KKT-Punkt von (9.3) then
L return (x*, y~, 1)

Berechne (x**1, ,uk”, /lk”) als KKT-Punkt von

1
min Vf(x")"(x = 2%) + ~(r =) TVELES 125 (- )

(9-4) mit g(x¥) + Vg(x")T (x - x¥) < 0,
h(x*) + VRGN T (x — xF) = 0,

mit minimaler Norm || (x**1, g5+ 2641y — (x| 1k, A9)||
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Der Beweis der lokalen Konvergenz ist deutlich komplizierter als im Fall reiner Glei-
chungsbeschrankungen. Die Idee ist folgende: Wir gehen dhnlich wie im Multiplikator-
Strafverfahren vor und definieren
VaL(x, p, A)

(9-5) H(x, 1, 4) = h(x) :

min{~g(x), u}
wobei die Komplementaritatsfunktion wieder komponentenweise zu verstehen ist. Dann
ist (%, i, 1) ein KKT-Punkt von (9.3) genau dann, wenn H (X, f, N =0 gilt. Wir wenden nun
auf H ein Newton-Verfahren an. Dafiir miissen wir zeigen, dass H in (einer Umgebung
von) (%, fi, A) differenzierbar ist. Dies geht, wenn strikte Komplementaritit (d.h. 7; = 0
genau dann, wenn g;(x) < 0) gilt; in diesem Fall ist das Minimum in der letzten Gleichung
eindeutig, und wegen der Komplementaritit sind die KKT-Bedingungen fiir (9.3) 4quivalent
zum Gleichungssystem

V.L(%,1,1) =0,
hi(R)=0, 1<j<p
—gi(x) =0, i € Ax(x),
fi =0, i ¢ Ax(x),

denn die inaktiven Ungleichungsbedingungen sind fiir die Optimierung nicht relevant; die
(unter einer LICQ) eindeutigen Lagrange-Multiplikatoren y; > 0, i € Ax(x), sind bereits
durch die erste Gleichung festgelegt. Die eigentlich von x abhangende aktive Menge kann
schlieSlich wegen der Stetigkeit der g; ,eingefroren® werden.

Satz 9.3. Sei (%, fi, ) ein KKT-Punkt von (9.3), fiir den gilt
(i) die LICQ-Bedingung (Vg;(x),i € Ax(x), Vhj(x), j =1,...,p sind linear unabhingig);
(ii) strikte Komplementaritdt (g;(x) + fi; # 0 fiiralle1 < i < m);

(iii) die hinreichende Bedingung 2. Ordnung (d" V2 L(%, i, A)d > 0 fiir alled € Kx (%, i) \
{0}).

Dann konvergiert fiir alle (x°, 1°, A°) hinreichend nahe an (%, fi, A) die durch Algorithmus 9.2
erzeugte Folge superlinear.

Beweis. Nach der Grundannahme sind sowohl VL und h stetig differenzierbar; wegen der
strikten Komplementaritat existiert ein & > 0 so dass fiir alle

(. 1 A) € Up (% A) = { e 1) [ 1o 2) = (2 D)l < &1}

auch gilt

< Hi furie ﬂx(f),

(9.6) —9i(x) {> i furi ¢ Ax(x),
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und damit min{—g;(x), i} = —¢g;(x) genau dann, wenn min{—g;(x), fi;} = —g;(x) ist. Also
ist H definiert in (9.5) stetig differenzierbar in U,, (%, i, 1). AuSerdem gilt
ViL(xpld) Vg Vh(x)
H' (x,p,A) = Vh(x)T 0 0o |,
~DayxV9(x)" I-Dayx 0
wobei Dz, (x) eine Diagonalmatrix ist mit Diagonaleintragen [D, (5] =1 fiir i € Ax(x)
und 0 sonst. Analog zu Lemma 9.1 zeigt man mit Hilfe der Annahmen, dass H' (%, /i, 1) injek-
tiv und daher invertierbar ist (denn wegen der strikten Komplementaritit gilt A, (x, i) =
Ax (%), und damit implizieren die zweite und dritte Gleichung s, € Kx (%, f1)); aus der Ste-
tigkeit der Ableitung folgt dann auch, dass ein ¢; > 0 existiert, so dass H'(x, y, 1) ebenfalls

invertierbar ist fiir alle (x, p, A) € U,, (X, [, A). Daraus folgt mit den iiblichen Argumenten
die lokale superlineare Konvergenz des Newton-Verfahrens fur H gegen (%, f1, A).

Wir zeigen nun, dass die durch dieses Newton-Verfahren erzeugte Folge {(x*, 1/, 1¥)} ceny
mit der Folge aus Algorithmus 9.2 iibereinstimmt, falls dessen Startvektor (x°, ,uo,/lo)
hinreichend nahe an (X, i, ) liegt. Dafiir verwenden wir, dass wegen (9.6) ein €3 < &
existiert so, dass (x¥, /) ebenfalls (9.6) erfiillt sowie

) —g; - Vg; -
(9-7) gi(x") gi(x")" (x —x ){> i fir i ¢ Ax (%),
fur alle (x*, y, A%), (x, p, 1) € Use, (%, i, A) (beachte den groferen Radius 3e3).

Sei nun ¢ := min{e,, €3} und (xk, ,uk, )Lk) € Ue(x, f, A). Ein Newton-Schritt fiir H ist dann
die Losung (xck+, ,uk+1, A e UL (x, i, 1) von
V2L g5 25) (M = xF) + 9g () (= 1)
+ VA(xF) (AR = ARy = —v, L(xF, ik, 25,
Vh(x*)T (! = %) = —h(xb),
Vi (x) T (1 = x*) = —gi(x"), i € Ax(x),
k+1

(U = i) = -, i ¢ Ay (%),

wobei wir (9.6) fiir die rechte Seite der letzten beiden Gleichungen verwendet haben. Nach
Definition der Lagrange-Funktion vereinfacht sich nun die erste Zeile zu

VF(xk) + V2 LS, 1, 29) (M = x9) + Vg () i + VR A = o,
und die zweite Zeile ist natiirlich genau
h(xF) + VARG T (K1 = xF) = 0.
Die dritte Zeile garantiert analog

gi(xF) + Vg;(xF)T (xF1 - x*) =0 fir i € Ax(x).
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Wegen (x**1, yf+1, A+1) € U, (%, i1, A) gilt dann (9.7) und damit insbesondere
,uf-‘“ > —gi(xF) = Vg, R T (k1 = xF) =0 fir i € Ax(x),
~gi(x*) = Vgi () (M =) > it =0 fiiri ¢ Ax(%),

wobei letztere Gleichung aus der vierten Zeile folgt. Dies sind genau die KKT-Bedingungen
fur (9.4). Insbesondere existiert damit ein KKT-Punkt von (9.4), so dass Algorithmus 9.2
wohldefiniert ist.

Es bleibt zu zeigen, dass (x**1, y5*1, Ak*1) der einzige KKT-Punkt in Us,, (X, i, 1) ist und
damit insb_esondere den Abstand zu (xk, ,uk, /lk) € U(%, i, A) minimiert. Sei dazu (%, ) €
Use, (X, i, A) ein KKT-Punkt von (9.4), d. h. erfillt

VF(xk) + V2 L(x5, 15, %) (2 = xF) + Vg(x¥)ji + VR(xF) A = 0,
h(x*) + VR(xX*T (% — xF) = 0,
min{—g(x*) - Vg(x*)T (% - x*), i} = 0,

wobei wir wieder die Komplementaritatsfunktion verwendet haben. Nach Annahme erfiil-
len x und /i ebenfalls (9.7), so dass die letzte Zeile sich auch zerlegen lasst in

gi(xk) + Vg,-(xk)T(J? -x =0 fur i € Ax(x),
=0 fiiri ¢ Ax(%).

Also ist (x, i, 1) eine Losung der Newton-Gleichung
H,(xk,,llk, Ak)
DaH’ (xk , pk , Ak ) invertierbar ist, ist die Losung eindeutig und damit gilt in der Tat (%, i, )I) =
(xk+1’ ,llk+1, /1k+1). Wegen
(x5, 15, 25), L LAY € Un(x, 1, 1) € U, (35, 0)
ist || (x**, pFHL AR — (F, yk, A%)|| < 2é3, withrend fiir jeden weiteren KKT-Punkt gilt

(%, i, A) € Us, (%, 1, A) und daher ||(%, /i, ) — (xk, 1%, A9)|| > 263, Also ist (xF*1, pk+t, Jk+1)
in der Tat der nichste KKT-Punkt zu (xk, ,uk, 2k ). O

ZUR GLOBALISIERUNG DES SQP-VERFAHRENS

Analog zum unrestringierten Newton-Verfahren kann man das SQP-Verfahren durch eine
Schrittweitensuche globalisieren. Dabei ist es nicht ausreichend, nur die Zielfunktion f
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zu betrachten; es miissen auch die Nebenbedingungen beriicksichtigt werden. Dies kann
durch Verwendung der exakten Straffunktion

f(x) + am(x)

fur o hinreichend grofl geschehen; dabei wird in der Praxis a = a wihrend des Verfahrens
angepasst (etwa mit Hilfe von (7.5) fiir 1%, AK anstelle von f, 1). Obwohl 7; nicht differenzier-
bar ist, kann man eine Armijo-Bedingung mit Hilfe von Richtungsableitungen formulieren;

siehe [Geiger & Kanzow 2002, Kapitel 5.5.4].

Allerdings reicht dann bei nichtkonvexen Problemen die hinreichende Bedingung 2. Ord-
nung nicht aus, um die positive Definitheit der Hesse-Matrizen in allen Iterierten und
damit die Konvergenz zu garantieren; stattdessen wird man in (9.4) anstelle der exakten
Hesse-Matrix V2 _L(x¥, u¥, 2¥) eine Quasi-Newton-Niherung Hy verwendet werden. Bei
der Wahl des Updates sind wegen der gewahlten Schrittweitensuche allerdings einige
Schwierigkeiten zu beachten, um die positive Definitheit zu gewéhrleisten; siehe [Geiger
& Kanzow 2002, Kapitel 5.5.5].

Um trotzdem lokal superlineare Konvergenz zu erhalten, muss irgendwann stets die Schritt-
weite oy = 1 akzeptiert werden. Fiir Probleme mit Gleichungsnebenbedingung kann es
aber sein, dass das nie der Fall ist. Dies ist als Maratos-Effekt bekannt, und kann durch
einen zusitzlichen Korrektur-Schritt behandelt werden, der zusitzlich V2h(xF) (x¥+! — x¥)
und V2g(x*) (x**! = x*) verwendet; siehe [Geiger & Kanzow 2002, Kapitel 5.5.6].

Schlief3lich kann es fiir nichtkonvexe Probleme vorkommen, dass die zuldssige Menge
fur die quadratischen Teilprobleme leer ist. In diesem Fall muss man das SQP-Verfahren
modifizieren, indem die Nebenbedingungen relaxiert werden: man fordert nur, dass gilt

g(") + Vg (x -2 < e,
h(x%) + Vh(x")T (x = xF) = 1,
wobei ¢, 7 als neue Variablen mit einer exakten Straffunktion in die Zielfunktion des

Teilproblems aufgenommen werden. Fiir positiv definite Matrizen Hy kann man dann (mit
einigem Aufwand) globale Konvergenz zeigen; siehe [Geiger & Kanzow 2002, Kapitel

5.5.7-8].

Eine Alternative stellen Trust-Region-SQP-Verfahren dar, die in letzter Zeit vermehrt
untersucht werden.

9.3 AKTIVE-MENGEN-STRATEGIE FUR QUADRATISCHE PROBLEME

Fir die Losung der SQP-Teilprobleme (9.4) kann man analog zum Konvergenzbeweis die
KKT-Bedingung als Gleichungssystem schreiben. Da die linearisierte aktive Menge

ﬂﬁn(sk) = {i g,-(xk) + Vgi(xk)Tsk = 0}
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nicht bekannt ist, geht man iterativ vor: Man wéahlt eine Startschatzung A’ c{1,...,m},
16st das entsprechende Gleichungssystem mit A° anstelle von fﬂﬁn(§), wahlt (falls man
nicht bereits einen KKT-Punkt zu (9.4) gefunden hat) eine geeignete neue Niherung A,
und wiederholt die Prozedur.

Wir betrachten dafiir ein allgemeines quadratisches Optimierungsproblem

. 1
min ¢’s + s’ Hs
seRn 2

(QP) mit aiTs+aiS0, i=1...,m,

bis+f;=0, j=1....p,
fir H € R™", q;, bj,c € R", a;, B; € R. Wir nehmen an, dass ein zuldssiges s? € R" existiert
und H symmetrisch und positiv definit ist, so dass (QP) eine (sogar eindeutige) Losung

§ € R" besitzt. Wegen der Linearitét der Nebenbedingungen ist dieser Punkt regulér, erfullt
also zusammen mit Lagrange-Multiplikatoren i, A die KKT-Bedingungen

p
c+H§+ipiai+Ziij:O,

i=1 j=1
T= .
a;s+a; <0, i=1...,m,
T- _ - _
bjs+ﬁj—0, j=1...,p,

i > 0, ﬁi(aiT§+ai) =0, i=1...,m.
Sei nun ein zulissiges(!) s* € R" gegeben und definiere die aktive bzw. inaktive Menge
ﬂk::{i‘a?sk+ai20}, Tk={,...,m}\ A~
Wir suchen dann eine Losung des reduzierten Problems

. 1
min c's + —~s' Hs
seRn 2

(QPy) mit aiTs +a;,=0, i€ ﬂk,

bis+p;=0, j=1....p.

Auch dieses Problem hat eine Losung s¥*', da s* nach Definition von A* zulissig ist. Wieder
sind alle (diesmal nur Gleichungs-)Nebenbedingungen affin-linear, so dass ein Lagrange-
Multiplikator (pf*1, Ak*1) € RM*+P existiert, der die reduzierten KKT-Bedingungen er-
fullt: )
¢+ Hs"! + > g, + > /lf”bj =0,
ieAk Jj=1
al-Tsk+1 +oa; =0, iecA-

pIsk* + B =0, j=1....p.

88



9 SQP-VERFAHREN

Schreiben wir kurz Ay fiir die Matrix, deren Zeilen genau die aiT fiir i € A* sind, af fiir
den Vektor mit Eintragen a;, i € Ak, und B fiir die Matrix mit Zeilen bjr sowie f fir den
Vektor mit Eintrdgen f;, j =1,..., p, so haben die KKT-Bedingungen die Form

H Az BT\ (s —c
(KKTy) Ay 0 0 |{ul=]|—ak].
B o o)\1 \-p

Angenommen, wir haben nun eine Losung (s**1, y/5*1, Ak*1) von (KKT}). Gilt dann s5*! = s

und pF*! > 0, so sind wir fertig: Es ist dann offensichtlich § := s**! = s* zulassig fiir (QP)
(nach Annahme), und f; := ,ul’.‘Jrl fiir i € A* = A und ; := 0 sonst, erfiillt zusammen
mit A := 2**! die KKT-Bedingungen fiir (QP). Ansonsten gibt es ein i € A* mit pf*! < 0,
so dass die entsprechende Nebenbedingung in s* doch nicht “wirklich” eine Ungleichung
ist, die zufallig mit Gleichheit gilt. Wir entfernen also diese Bedingung aus der aktiven
Menge und berechnen eine neue Losung. (Gibt es mehrere Indizes mit yf“ < 0, wahlt man

iiblicherweise denjenigen mit der grofiten Verletzung der Bedingung p > 0.)

Gilt s**1 # ¥, so ist der neue Punkt entweder weiterhin zulissig fiir (QP) oder nicht.
Im ersten Fall merken wir ihn uns als neue Naherung, dndern aber die aktive Menge
nicht. (Dieser Schritt macht keinen Fortschritt und dient nur der Buchhaltung.) Im zweiten
Fall ist eine der Ungleichungen in der inaktiven Menge I'* verletzt; anstatt den vollen
Schritt zu akzeptieren, machen wir nun (analog zum Simplex-Verfahren) einen Teilschritt
§R+ = ok 4 (sKH — sF) = K + 1. d® mit £ € (0,1) so gewihlt, dass alle Ungleichungen
erfiillt sind, d. h. dass gilt

T

a; (sk+tkdk) +a; <0, furallei=1,...,m.

Dabei kénnen wir verwenden, dass wegen der Zulissigkeit von s* gilt al.Tsk +a; <0. Ist

nun adek < 0, so bleibt die Ungleichung fiir alle #; > 0 erfiillt; wir miissen also nur solche

i € TF mit al.Tdk > 0 betrachten. Auflésen nach t fuhrt auf die maximale Wahl

_ al's* + a;
t ;= min{ —————
a?dk

ik, al.Tdk>0}.

Da nur endlich viele Indizes in der inaktiven Menge sein konnen, existiert dieses Minimum
immer. Dann gilt nach Konstruktion Gleichheit fiir den Index i, in dem das Minimum
angenommen wird, und daher werden wir i in die aktive Menge aufnehmen und eine neue
Loésung berechnen.

Dieses Vorgehen fithrt auf die Aktive-Mengen-Strategie.
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Algorithmus 9.3 : Aktive-Mengen-Strategie
Input : s € R" zulissig fiir (QP)
Setze A := {i | al.TsO +a; = 0}
fork =0,... do
Berechne (55*1, yF*1, Ak*+1) als Losung von (KKTy)
if $5*1 = ¥ then
if y5*1 > 0 then
‘ return (§k+1, ‘uk+1’ Akﬂ)
else
Wihle r = arg min {pf+! | i e Ak, pk+t <o}
L Setze s+ = sk und A = AX\ {r}

else
if $5*1 zuldssig fiir (QP) then
‘ Setze sk*1 = §k+1 ynd AKX = Ak
else
Setze d* := §k+1 — ¢k

Tk
. o . ais +a;
Wihle r := arg min {— T
1

i eIk ald* > 0}
T .k
Wihle f; = 54

Setze s¥*1 = sk + .d¥ und A = AX U {r}

Fir den Algorithmus ist wichtig, dass der KKT-Punkt von (QPj) eindeutig und daher als
Losung des linearen Gleichungssystems (KKTy) berechnet werden kann. Dies kann man
unter der folgenden Annahme garantieren.

Lemma 9.4. Sei H symmetrisch und positiv definit. Sind die a;, i € A, und b;, j =1,...,p,
linear unabhdingig, dann hat fiir allek € NU{0} das Gleichungssystem (KKT}) eine eindeutige
Lésung.

Beweis. Wir nehmen zunichst an, dass fiir k € N U {0} die Vektoren a;, i € AX, und b 7
j =1...,p, linear unabhéngig sind. Es gentigt wieder einmal zu zeigen, dass die Matrix in
(KKTy) injektiv ist. Sei dafiir (s, p, A) Losung des homogenen Systems

H A B"\[s\ [0
A 0 0 ||lu|=[o].
B 0 o0/\4 0

Multiplizieren der ersten Gleichung mit s’ ergibt dann

0=s'Hs+ sTAzy +s"B"A =sTHs + (Ags) p + (Bs)TA = sTHs
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unter Verwendung der zweiten und dritten Gleichung. Da H positiv definit ist, folgt s = 0.
Damit reduziert sich die erste Gleichung auf

4
0 :Azy + BT)L = Z Hia; + Z/ljbj
ie Ak j=1

und damit y;, A; = 0 wegen der linearen Unabhéngigkeit.

Bleibt zu zeigen, dass dann auch a;, i € A und b j» j = 1,...,p, linear unabhingig
sind. Dafiir ist nur der Fall A 2 AX interessant, d.h. A = AX U {r} mit ald* > 0.
Angenommen, a, wire linear abhéngig von a;, i € Ak und b i, j =1,...,p. Dann existieren

Yi» 8; so, dass gilt

4
0<aldt= > yial (5F1 — sk + D 5jb]r(§k+1 - =0
ieAk Jj=1

da sowohl s* (nach Definition von A* bzw. der Zulissigkeit) als auch §*' (wegen der
zweiten bzw. dritten Gleichung von (KKTy)) die Nebenbedingungen in (QPy) erfiillen. Aber
dies ist ein Widerspruch. ]

Wir kénnen nun eine Konvergenzaussage fir Algorithmus 9.3 zeigen. Ahnlich wie im
Simplex-Verfahren kann auch hier der Fall eines Zykelns nicht ausgeschlossen werden.
Aufler in diesem (praktisch seltenen) Fall terminiert das Verfahren aber nach endlich vielen
Schritten. Beachte dabei, dass im letzten Fall (5*! # s* unzulassig fiir (QP)) die neue
Iterierte s**! kein KKT-Punkt von (QP}) ist.

Satz 9.5. Sei H symmetrisch und positiv definit, s € R" zuldssig fiir (QP), und a;, i € A°, bj,
Jj=0,...,p, linear unabhdngig. Dann gilt fiir die Iterierten aus Algorithmus 9.3:

(i) s* ist zuldssig sowohl fiir (QP) als auch fiir (QPy) fiir alle k € N;

(ii) ist s**1 # sk fiir ein k € N, so ist fiir g(s) := c's + %STHS
q(s**") < q(s*);

(iii) Bricht die Iteration nicht nach endlich vielen Schritten in einem KKT-Punkt von (QP)
ab, dann existiert ein K € N mit s* = s fiirallek > K.

Beweis. Zu (i): Wir verwenden Induktion nach k. Nach Annahme ist s° zulissig fiir (QP).
Weiter ist A° definiert als die Menge der Ungleichungen, die in s° mit Gleichheit erfiillt sind;
also ist s* auch zulassig fiir (QPy). Sei nun k € N U {0} und s zulassig fiir (QP) und (QP}).
Nach Konstruktion ist §¥*! zulissig fiir (QPy); wegen der Linearitit der Nebenbedingungen
ist dann auch die Konvexkombination s¥*! = sk + #.(§*1 — s5) = .55+ + (1 — #,)s* fuir
te € [0,1] zulassig fir (QPy). Ist nun A ¢ AX, so ist s*! natiirlich auch zulassig fiir
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(QPy41). Andernfalls ist A = AXU{r} mit a’ s**'+a, = 0 und damit s**! ebenfalls zulissig
fiir (QPy41). SchlieBlich ist entweder s*! = sk (nach Induktionsannahme), s**! = §*! (nach
Fallunterscheidung), oder s¥*! = sk + ;. (5*1 — sX) (nach Konstruktion) zulassig fiir (QP).

Zu (ii): Nach Voraussetzung an H ist (QP;) strikt konvex; daher ist der KKT-Punkt §5+!
der einzige globale Minimierer. Nach (i) ist nun s zulassig fiir (QPy), und damit muss im
Fall §5*1 # sk gelten q(§¥*') < g(s¥). Dann ist entweder s*! = §**! und damit die Aussage
erfiillt oder s+ = 1.5+ + (1 - t;)s* fiir t; € (0,1) wie in Algorithmus 16 gewihlt. Aus der
strikten Konvexitat von q folgt in diesem Fall

q(sk+l) < tkq(§k+1) + (1 _ tk)q(Sk) < tkq(sk) + (1 — tk)q(sk) — q(sk).

Zu (iii): Wir zeigen zuerst, dass fiir alle k € N ein £ > k existiert, fiir das s’ der eindeutige
globale Minimierer von (QP,) ist, d. h. s* = §* wird ohne Schrittweitensuche akzeptiert.
Dazu machen wir eine Fallunterscheidung fiir k € N beliebig:

k+1 k+1

o sk = 5K+ = 5k Dann ist s¥ = $¥*! die eindeutige Losung der KKT-Bedingungen fiir
(QPy) und damit wegen der Konvexitat auch der globale Minimierer fiir £ = k.

o skt =g+l & k. Wegen der Wahl von A = AX ist damit s¥*! auch die eindeutige
Losung der KKT-Bedingungen fiir (QPg,;) und damit der globale Minimierer fiir
{=k+1

o skl g §k+1 2 ¢k In diesem Fall ist A = A* U {r} eine strikte Obermenge. Da aber
Ak ¢ {1,..., m} beschrinkt bleibt, kann dieser Fall nur endlich oft hintereinander
auftreten; es muss also spatestens fiir £ = k + m einer der anderen beiden Fille
eintreten.

Wenn Algorithmus 9.3 nicht nach endlich vielen Schritten abbricht (was unter den Vor-
aussetzungen nach Lemma 9.4 nur in einem KKT-Punkt von (QP) der Fall ist), muss also
eine unendliche Folge {k,},cn existieren so, dass s die eindeutige Losung von (QPx,)
ist fir alle n € N. Da {1,..., m} und damit auch die Potenzmenge endlich ist, muss eine
ebenfalls unendliche Teilfolge existieren (die wir von der Notation nicht unterscheiden)
mit Ak = A" fiir alle n € N. Das bedeutet aber, dass die entsprechenden s* (eindeutige)
Losung des gleichen Optimierungsproblems sind, woraus s = s% folgt. Angenommen, es
existiert nun ein k € N mit k, < k < k + 1 < k41 so, dass sk*1 # sk gilt. Dann folgt aus (ii)

g(s"™) = q(s") < q(s"*) < q(s%) < q(s™),

und damit ein Widerspruch. Also muss s* = s* fiir alle k > k; =: K gelten. m]
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>

Die aktive-Mengen-Strategie kann man als Spezialfall eines “nichtglatten Newton-Verfahrens’
interpretieren. In diesem Kapitel behandeln wir eine Verallgemeinerung, fiir die man ohne
Annahme der zweimal stetigen Differenzierbarkeit (lokal) superlineare Konvergenz zeigen
kann.

Als Motivation betrachten wir zuerst die allgemeine Form eines Newton-artigen Verfahrens.
Sei F : R" — R" und gesucht sei ein ¥ € R" mit F(x) = 0. Ein Newton-artiges Verfahren
hat dann die folgende Form:

1. wihle M := M(x*) € R™" invertierbar;
2. 1ose Misk = —F(x);

k+1 k k

3. setze x™7" =x" +s".

Wir kénnen uns nun fragen, unter welchen Bedingungen diese Iteration konvergiert, und
insbesondere, wann die Konvergenz superlinear ist, d. h. wann gilt

[l — x| _

10.1 = =
b0y koo [lxk — x|

Dafiir setzen wir e* := x* — ¥ und verwenden den Newton-Schritt sowie F(X) = 0 um zu

schreiben

I+ — || = [1x* = M) TF(F) - ]|
= IMG) T [F(xF) - F(x) - M) (* - 2)] |
= [IM(x + €)' [F(x + €F) = F(x) = M(% + eF)e"] ||
< |IM(x + ) 7Y||F(x + €5) = F(x) — M(x + €5)eX||.
Also gilt (10.1), falls erfillt sind

(i) eine Regularitdtsbedingung: es existiert ein C > 0 mit

IM(x+ €)Y <C  firallek € N,
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(ii) eine Approximationsbedingung:

_IF(x + €5 — F(x) = M(x + e9)eX||
lim =

0.
k—00 lle* |

Dies motiviert die folgende Definition: Wir nennen F : R" — R™ Newton-differenzierbar
in x € R" mit Newton-Ableitung DNF : R" — R™™ falls gilt

_ |IF(x + h) — F(x) = DNF(x + h)h||
lim =0
Il =0 Il

Beachte die Unterschiede zur Fréchet-Ableitung: Zum einen wird die Newton-Ableitung in
x + h anstelle von x ausgewertet. Wichtiger ist aber, dass kein expliziter Zusammenhang
von Dy F mit F in jedem Punkt gefordert wurde (im Gegensatz zur Fréchet-Ableitung, die
eine Gateaux-Ableitung sein muss); eine Funktion ist also nur Newton-differenzierbar (oder
nicht) in Bezug auf eine konkrete Wahl von DyF. Insbesondere sind Newton-Ableitungen
nicht eindeutig!

Ist F Newton-differenzierbar mit Newton-Ableitung DyF, so erhélt man das semiglatte
Newton-Verfahren
1 = ¥k - DNF(F) IR ().

Direkt aus der Konstruktion folgt dann die lokal superlineare Konvergenz.

Satz 10.1. Sei F : R®" — R" und x € R" mit F(x) = 0. Ist F Newton-differenzierbar in x
mit Newton-Ableitung DNF, und existieren § > 0 und C > 0 mit | DyF(x)7Y|| < C fiir alle
x € Bs(%), so konvergiert fiir alle x° hinreichend nahe an x das semiglatte Newton-Verfahren
superlinear gegen X.

Beweis. Der Beweis ist vollig analog zum Konvergenzbeweis fiir das klassische Newton-
Verfahren. Fiir x° € Bs(x) gilt wie schon gezeigt

(10.2) le'll < ClIF(x + €°) — F(x) — DyE(% + €%)€°|.

Sei nun ¢ € (0,1) beliebig. Aufgrund der Newton-Differenzierbarkeit existiert dann ein
p > 0 mit

|F(i+ h) = F(%) = DyF(x + hhll < Z|All  fir alle |IA]| < p.
Wihlen wir also x° so, dass ||x — x°|| < min{, p} gilt, so folgt aus (10.2) die Abschitzung
|x — x| < &% — x°|| und damit durch Induktion ||% — x¥|| < ¢¥||% — x°|| — 0. Da ¢ beliebig

war, kann man fiir jeden Schritt ein neues ¢ — 0 wahlen, und daher ist die Konvergenz
superlinear. O
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Der Rest des Kapitels ist nun der Konstruktion von Newton-Ableitungen gewidmet (wobei
nicht verschwiegen werden soll, dass in der Praxis der Nachweis der Regularitatsbedingung
die deutlich aufwéndigere Aufgabe ist; insbesondere kann die gleichmdfige Invertierbarkeit
aufgrund der nicht geforderten Stetigkeit nicht aus der Invertierbarkeit in x gefolgert
werden!)

Wir beginnen mit dem offensichtlichen Zusammenhang mit der klassischen Differenzier-
barkeit.

Satz 10.2. Ist F : R" — R™ stetig differenzierbar in x € R", so ist F Newton-differenzierbar
in x mit Newton-Ableitung DNF = F'.

Beweis. Fiir beliebige h € R" gilt

IF(x + h) = F(x) = F'(x + h)h|| < |[F(x + h) = F(x) — F'(x)h||
+1F'(x) = F'(x + B[R],

wobei beide Summanden o(||h||) sind: der erste nach Definition der (Fréchet-)Ableitung
und der zweite wegen der Stetigkeit von F’. m]

Rechenregeln beweist man nun analog zu denen fiir klassische Ableitungen. Die Summen-
regel ist offensichtlich; wir beweisen beispielhaft die Kettenregel.

Satz 10.3. Sei F : R" — R? Newton-differenzierbar in x € R" mit Newton-Ableitung DNy F
und G : RP — R™ Newton-differenzierbar in y := F(x) € RP mit Newton-Ableitung DNG.
Sind DNF und DNG gleichmdf$ig beschrdnkt in einer Umgebung von x bzw. y, soist Go F
Newton-differenzierbar in x mit Newton-Ableitung

Dn(G o F)(x) = DyG(F(x))DyF(x),  x € R™,

Beweis. Wir gehen wie im Beweis der klassischen Kettelregel vor. Fir h € R" und g :=
F(x + h) — F(x) ist

(GoF)(x+h) - (GeoF)(x) =G(y+9) - G().
Aus der Newton-Differenzierbarkeit von G folgt nun
(G o F)(x + h) = (G o F)(x) - DNG(y + 9)gll = r:(ligl))
mit r1(t)/t — 0 fir t — 0. Aus der Newton-Differenzierbarkeit von F folgt weiter
llg — DNF(x + h)hll = ra([[h])
mit ro(t)/t — 0 fiir t — 0. Insbesondere ist

lgll < IDNF (x + B)[[[| ]l + r2(lIA]]).-
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Wegen der gleichméfligen Beschréinktheit von DyF gilt also ||g|| — 0 fiir ||h|| — 0. Daher
ist

[(GoF)(x+h)—(GoF)(x) — DNG(F(x + h))DNF(x + h)h||

< [|G(y +9) — G(g9) — DNG(y + g)gll
+|IDNG(y +9g) [ — DNF(x + h)h] ||

< n(llgl) + IDNG(y + @) lIr2(llAlD),
woraus wegen der gleichmafligen Beschranktheit von DyG die gewiinschte Aussage folgt.

O

Schlie3lich folgt direkt aus der Definition der Produktnorm und der Newton-Differenzierbar-
keit, dass fiir vektorwertige Funktionen die Newton-Ableitung komponentenweise berech-
net werden kann.

Satz 10.4. Seien F; : R" — R Newton-differenzierbar mit Newton-Ableitung DNF; fiir
1<i < m.Dann ist

F:R" - R™ x - (Fi(x),...,Fn(x)T
Newton-differenzierbar mit Newton-Ableitung

DnF(x) = (DNFi(x), ..., DnFn(x))7, x € R".

Da die Definition keine konstruktive Vorschrift fiir die Newton-Ableitung enthalt, bleibt die
Frage, wie man dafiir Kandidaten erhalt, fiir die die Approximationsbedingung nachgepriift
werden kann. Wir betrachten hier nur eine spezielle Klasse von Funktionen, die in der
nichtlinearen Optimierung hiufig auftreten.

Eine Funktion F : R" — R heift stiickweise (stetig) differenzierbar oder PC'-Funktion, falls
F stetig ist und fiir alle x € R" eine Umgebung U, C R" um x sowie eine endliche Menge
{Fi : Uy = R}ier, von stetig differenzierbaren Funktionen existiert mit

F(y) € {F(»)}ier,  furalle y € U,.
Wir nennen F dann eine stetige Auswahl der F; in U,. Die Menge
Ii(x) :={i €L | F(x) = Fi(x)}

heif3t aktive Index-Menge. Aufgrund der Stetigkeit der F; gilt F(y) # F;(y) firalle j ¢ I,(x)
und y hinreichend nahe an x. Indizes, die nur auf einer Nullmenge aktiv sind, miissen wir
in Folge nicht beriicksichtigen. Wir definieren daher die essentiell aktive Index-Menge

L(x) = {i € L | x e cl (int {y € Uy | F(y) = F(»)))} € L(x).
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Beispiel 10.5. Betrachte die Funktion
R >R, t — max{0,t,t/2},

d.h. fi(t) =0, fo(t) =t,und f5(t) = t/2. Dann ist I,(0) = {1,2,3} aber [,(0) = {1, 2},
denn f; ist aktiv nur in t = 0 und daher int{t e R | f(¢) = fs(t)} =0 = cl0.

Satz10.6. Sei F : R" — R stiickweise stetig differenzierbar. Dann ist F Newton-differenzierbar
fiir alle x € R", und jedes

DnF(x) € co {F/(x) | iel(x)}

ist eine Newton-Ableitung.

Beweis. Seix € R" beliebig und h € R" mit x+h € Uy. Nach Definition kann jedes Element
in der konvexen Hiille geschrieben werden als

DNF(x + h) = Z tiF (x + h) fur Z ti=1t > 0.
i€l (x+h) i€l (x+h)

Da F stetig ist, gilt fiir alle h € R" mit ||A|| hinreichend klein I (x + h) C I,(x + h) C I,(x),
wobei die zweite Inklusion aus der Tatsache folgt, dass wegen der Stetigkeit F(x) # F;(x)
auch F(x + h) # Fi(x + h) impliziert. Also ist sowohl F(x + h) = Fi(x + h) als auch
F(x) = Fi(x) fur alle i € I,(x + h). Damit folgt aus Satz 10.2

|F(x + h) — F(x) = DNF(x + b)h| < D ti|Fi(x + h) = Fi(x) = F{s(x + h)h|
i€l (x+h)

= o([[RlD,

da alle F; nach Annahme stetig differenzierbar sind. ]

Beispiel 10.7. Wir betrachten f : R — R, f(¢) = max{0, t}, die offensichtlich stiickweise
stetig differenzierbar ist. Eine Newton-Ableitung ist daher jede Wahl von

{0} fallst <0,
Dnf(t) e {{1} fallst > 0,
[0,1] fallst =0.

Nach Satz 10.4 erhalten wir daraus fiir das komponentenweise Maximum F : R" — R”,
F(x) = max{0, x}, eine Newton-Ableitung komponentenweise durch

0 fallsx; <0,
1 fallsx; > 0,

[DNF(x)]i = {
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(wobei wir den Fall x; = 0 genausogut auch gleich 1 hitten setzen konnen). Diese
Abbildung ist auch (sogar global) gleichmafig beschrankt durch 1.

Zum Abschluss skizzieren wir noch die Anwendung auf restringierte Optimierungspro-
bleme. Dazu betrachten wir wieder das quadratische Teilproblem aus Abschnitt 9.3 (der
Einfachheit ohne Gleichungsnebenbedingungen)

. 1
min c's + —s' Hs
seRn 2

(QP) mit aiTs+ai£0, i=1...,m,

mit KKT-Bedingungen

m
Hs+c+Zpl-ai:0,
i=1

Wi >0, aiTs +a; <0, ,u,-(aiTs +a;) = 0.

Die Komplementaritatsbedingungen formulieren wir wieder mit einer Komplementaritats-
funktion; diesmal verwenden wir

p—max{0,u+ (As+a)} =0

fir A die Matrix mit Spalten a; und « den Vektor mit Eintrdgen ;. Man zeigt leicht durch
Fallunterscheidung, dass diese Gleichheit 4quivalent zu den Komplementaritiatsbedingun-
gen ist. Wir kénnen also die KKT-Bedingungen schreiben als

Hs+c+ AT
M(s,,u)::( K ): .

pu—max{0,+ (As + a)}

Die erste Zeile ist affin-linear und damit stetig differenzierbar; die zweite Zeile ist stiickweise
stetig differenzierbar, so dass wir aus Beispiel 10.7 zusammen mit Satz 10.3 die Newton-
Ableitung
H AT
DNM(S, ,ll) - (—DA = D)

erhalten, wobei

0 ; T ) <0,
D:D(,u,s):diag(dl,...,dm), di:{ H +(alS+0.’)

1 i+ (al.Ts+al-) > 0.

Ein semiglatter Newtonschritt ist dann gegeben durch Losung von

DyM(s%, uk)(ﬁﬁ) = —-M(s*, ")
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k41 = gk 4 As und p**! = 4F + Ap. (Analog zur aktive-Mengen-Strategie

kann man die stiickweise Linearitiat von M und die Fallunterscheidung verwenden, um
den Newton-Schritt in eine Gleichung fiir (s**, z**') umzuschreiben.) Der wesentliche
Unterschied zur aktive-Mengen-Strategie ist daher die Fallunterscheidung fiir die aktive
Menge, die auflerdem in jedem Schritt komplett neu berechnet wird.

und Setzen von s

Man zeigt nun relativ leicht mit dem tiblichen Ansatz, dass DyM(s, i) fuir beliebige (s, y)
injektiv und damit invertierbar ist; die gleichmdfig beschrinkte Invertierbarkeit, die Satz 10.1
bendtigt, ist jedoch aufwéndiger. Unter deutlich stirkeren Voraussetzungen kann man
einen dhnlichen Ansatz auch direkt auf die KKT-Bedingungen (9.5) fiir das urspriingliche
nichtlineare Optimierungsproblem anwenden.
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