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EINLEITUNG

Ausgangspunkt der Maf3theorie ist eine der éltesten Fragestellungen der Mathematik: Die
Berechnung von Flachen- oder Volumeninhalten von regelmafligen Kérpern. Das Ziel war,
eine allgemeine Theorie zu entwickeln, die beliebigen — kompliziert berandeten oder sogar
unendlich-dimensionalen — Mengen einen sinnvollen Inhalt zuweisen kann. Schnell hat
sich herausgestellt, dass dies unmoglich ist: Das Auswahlaxiom erlaubt die Konstruktion
zu “paradoxer” Mengen; das bekannteste Beispiel ist das Banach—Tarski-Paradoxon, eine
Zerlegung der dreidimensionalen Einheitskugel in drei disjunkte Teilmengen, die durch
Translation und Rotation zu zwei Einheitskugeln zusammengesetzt werden konnen. (Siehe
z.B. [Tomkowicz & Wagon 2016]. Solchen Mengen kann offensichtlich kein sinnvoller
Inhalt zugewiesen werden, ohne sofort Widerspriiche zu erzeugen. Es ist daher zwingend
notwendig, sich zuerst auf — hoffentlich hinreichend grofle — Systeme von “messbaren
Mengen” einzuschrinken, auf denen dann ein sinnvolles (Inhalts-)“Maf3” definiert werden
kann.

Dies ist kein Selbstzweck; die Entwicklung der Mafitheorie Anfang des 20. Jahrhunderts
war konkret motiviert durch die folgenden beiden Anwendungen:

+ In der Analysis war man interessiert an der Integration von Funktionen mehrerer
Variablen. Fiir Funktionen einer Variablen ist der intuitive Ansatz der “Flache unter
dem Graphen” durch das Riemann-Integral rigoros formalisiert worden: Man zerlegt
das Integrationsintervall in eine Folge von gleichen Teilintervallen, nimmt die Funk-
tion auf diesen konstant an, und summiert die Flachen der Teilrechtecke auf. Jeder
Versuch, diesen Ansatz auf mehrdimensionale Integrale (nicht nur tiber Rechtecke)
zu verallgemeinern ist gescheitert, da schon im R? Integrationsgebiete beliebig kom-
pliziert sein konnen. Die wesentliche Idee von Lebesgue, dieses Problem zu losen,
war diesen Ansatz umzukehren: Man approximiert den Wertebereich der Funktion
durch endlich viele Konstanten, bestimmt dazu die jeweiligen Urbilder (egal wie
sie aussehen), und wendet darauf die summierte Zylinderformel “Grundflaiche mal
Hohe” an. Damit dies funktioniert, mussen die Urbilder einen sinnvollen Inhalt haben
und daher messbar sein. (Dies sind die sogenannten Borel-Mengen, auf denen das
Lebesgue-Maf3 als Verallgemeinerung des klassischen Volumens konstruiert werden
kann.) Dies definiert die Klasse der “messbaren Funktionen”, die wesentlich grofier
als die der Riemann-integrierbaren Funktionen ist. Dank dieser Konstruktion hat das
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Lebesgue-Integral auch weitere giinstige Eigenschaften; insbesondere ist die Vertau-
schung von Grenzwert und Integral unter deutlich schwacheren Voraussetzungen

moglich.

 In der axiomatischen Wahrscheinlichkeitstheorie nach Kolmogorov interpre-
tiert man Aussagen iber den Ausgang eines Zufallsexperiments als Menge von
moglichen Ergebnissen, auf die die Aussage zutrifft - je grofler diese Menge, desto
wahrscheinlicher ist die Aussage wahr. Fiir Zufallsexperimente mit endlich vielen
Ergebnissen (z.B. dem einfachen Wiirfelwurf) ist dieser Zugang intuitiv (und Schul-
stoff); die Anwendung auf Situationen mit iiberabzahlbar vielen (z. B. reellwertigen)
Ergebnissen erfordert wieder einen sinnvollen Inhaltsbegriff und damit die Maf3-
theorie. Hier zeigt sich auch der Nutzen der abstrakten Theorie: Es reicht nicht nur
ein einzelner Inhaltsbegriff, sondern verschiedene Wahrscheinlichkeitsverteilungen
entsprechen unterschiedlichen Inhalten. (Das Lebesgue-Maf} entspricht dabei der
Gleichverteilung auf dem Intervall [0, 1].) Die “messbaren Funktionen” sind hier
die Zufallsvariablen, mit denen Wahrscheinlichkeiten von abgeleiteten Aussagen
bestimmt werden konnen (z. B. die Verteilung der Augensummen beim doppelten
Wiirfelwurf aus der Gleichverteilung auf der Menge der Wurfpaare); ihr Integral gibt
deren Erwartungswert an.

Dabher ist die Maf3theorie — zusammen mit der zeitgleich entstandenen Funktionalanalysis
— eine der zentralen Saulen der angewandten Mathematik.

Ziel dieser Vorlesung ist daher, die wichtigsten Begriffe und Resultate sowohl fiir die Ana-
lysis als auch die Mafitheorie kompakt darzustellen. Wir folgen hier eng (mit einer dem
geringen Stundenumfang angepassten Auswahl und Reihenfolge) dem Buch [Brokate &
Kersting 2019], dass das selbe Ziel verfolgt; eine dhnlich kompakte Zusammenfassung
bieten [Werner 2009, Teil IV] und [Folland 1999; Tao 2011]. Deutlich umfangreicher und
tiefgehender sind die klassischen Lehrbiicher [Elstrodt 2018; Bauer 1992], die als Erganzung
und Vertiefung empfohlen werden. Die mafitheoretischen Grundlagen der Wahrscheinlich-
keitstheorie sind z. B. in [Klenke 2020] ausgefiihrt.

Ein Hinweis zum Abschluss: Dieses Skript ist fiir die aktive Vorlesungsnachbereitung oder
das Selbststudium gedacht; entsprechend benétigt es ein “aktives Lesen” mit Papier und
Bleistift, da an vielen Stellen Beweisschritte nicht vollstandig ausgefiihrt sind. Hier ist es
unumgéanglich, die — nicht immer offensichtlichen — Behauptung selbstandig nebenher
zu verifizieren. Um das nicht dem Zufall zu iiberlassen, sind entsprechende Stellen mit
“(warum?)” markiert.
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1 MESSBARE MENGEN UND FUNKTIONEN

Wir beginnen mit der der Definition von “messbaren” Mengen, fir die wir im nichsten
Kapitel einen sinnvollen Inhaltsbegriff definieren konnen, sowie von mit diesem Begriff
vertraglichen “messbaren” Funktionen. Dabei gehen wir axiomatisch vor und definieren
diese uiber die Eigenschaften, die wir von solchen Mengen erwarten; diese sind motiviert
durch die Operationen, durch die wir komplizierte Mengen durch einfachere (mit intuitiv
bekannten Inhalten) anndhern méchten (vergleiche die Bestimmung der Kreisfliche durch
Archimedes mit Hilfe inskribierter Polyeder).

Zunichst etwas Notation: Wir bezeichnen mit A, A,, ... eine Folge von endlich oder
abzédhlbar vielen Mengen und mit (,>; A, deren Vereinigung.

Definition 1.1. Sei S # 0 eine Menge und A ein System von Teilmengen von S. Gilt
(i) Se A,
(ii) A € A impliziert AC :=S\ A € A,
(iti) Ay, Ay, - -+ € A impliziert Ups; Ay € A,

dann heifit A o-Algebra. Man bezeichnet dann (S, A) als messbaren Raum und ein
A € A als messbare Menge (beziiglich (S, A)).

Ist die Menge S oder die o-Algebra A aus dem Kontext offensichtlich, wird sie iiblicherweise
nicht explizit erwahnt. Die Eigenschaft (iii) ist hier wesentlich: Sie garantiert, dass das
System messbarer Mengen grof3 genug fir die Zwecke der Anwendung ist, aber nicht so
grof, dass es “paradoxe Mengen” enthalten muss!

Weitere niitzliche Eigenschaften, die messbare Mengen intuitiv erfiillen sollten, folgen
direkt aus diesen drei Axiomen mit Hilfe der Mengenlehre und miissen daher nicht explizit
gefordert werden.

(i) 0 =S¢ e A,
(i) Aj, Ay, --- € A impliziert Mys; Ap = (Uns AS)C € A,
(i) Aj, A; € A impliziert A; \ A; := A; N AS € A,
(iv) A, A; € A impliziert AjAA; = (A U Ay) \ (41 N Ay) € A.
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Beispiel 1.2. Sei S # 0. Dann ist
(i) A :={S, 0} die kleinste o-Algebra,
(if) A :=P(S) die grofite o-Algebra.

Die folgende Definition charakterisiert diejenigen Funktionen, die mit messbaren Mengen
vertraglich sind.

Definition 1.3. Seien (S, A) und (S’, A’) messbare Rdume und ¢ : S — S’ eine Funktion.
Gilt
p Y (A):={xeS|p(x)eA}eA firalle A € A

so heiflt ¢ (A — A’-)messbar.

Sind die messbaren Rdume aus dem Kontext klar, lasst man die o-Algebren in der Regel
weg. In anderen Worten: Eine Funktion ist messbar genau dann, wenn das Urbild jeder
messbaren Menge wieder messbar ist. (Vergleiche die topologische Charakterisierung von
stetigen Funktionen!)

Das folgende nicht-triviale Beispiel ist eine allgemein niitzliche Konstruktion.

Beispiel 1.4 (Spur-c-Algebra). Sei (S, A) ein messbarer Raum und S; € A eine messbare
Menge. Dann ist
Ay ::{AcSllAeﬂ}

eine o-Algebra auf S; (warum?), genannt Spur-c-Algebra von A auf S;.
Sei nun S, := Slc und A, die Spur-c-Algebra von # auf S;. Dannist ¢ : S — §’
genau dann A-A"-messbar, wenn ¢|s, A; — A" und ¢|s, Az-A’-messbar sind; dies folgt
(warum?) aus

o (A) = (7' (A) NS U (p7(A) N Sy).

Der folgende “Fundamentalsatz” iiber messbare Funktionen besagt, dass die Komposition
messbarer Funktionen messbar ist (vergleiche wieder stetige Funktionen).

Satz 1.5 (Komposition messbarer Funktionen). Seien (S, A), (S', A"), und (S”, A"”) messbare
Rdume. Sind ¢ : S — S’ und y : S — S” messbar, dann ist auch

Yop:S—5" x> ylp®)

A-A"-messbar.

Beweis. Sei A” € A”.Dannist A’ := y1(A”) € A’ (denn ¢ ist A’-A”-messbar) und damit
auch (¢ 0 @) 1 (A”) = "W (Y H(A”)) = ¢p"}(A’) € A (denn ¢ ist A-A’-messbar). o
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1.1 ERZEUGTE 0-ALGEBREN

Ublicherweise gibt man o-Algebren nicht durch die Menge ihrer Elemente an (das ist nur fur
langweilig kleine Systeme moglich). Stattdessen wahlt man ein System von Teilmengen, die
unbedingt messbar sein sollen, und verlangt, dass die betrachtete o-Algebra diese enthalt.

Definition 1.6 (Erzeuger). Sei (S, A) ein messbarer Raum und & ein System von Teil-
mengen von S. Gilt

(i) &Ec A,
(i) A C A fir jede o-Algebra A auf S mit & C A,
dann heift & Erzeuger von ‘A und A von & erzeugte o-Algebra), geschrieben A = o (E).
In anderen Worten: o (&) ist die kleinste o-Algebra, die & enthélt. Ein kanonisches Beispiel

werden wir im nachsten Abschnitt sehen; zunachst miissen wir klarstellen, dass wir fiir
jedes System eine o-Algebra erzeugen konnen.

Satz 1.7 (Existenz erzeugter o-Algebren). Sei S # 0 und & ein System von Teilmengen von S.
Dann existiert eine von & erzeugte o-Algebra

A = {A cS ‘A € A fiir jede o-Algebra A > 8} .

Beweis. Zunichst gilt sicher & ¢ P(S), und P (S) ist eine o-Algebra. Also gibt es zumindest
eine o-Algebra A > &. Weiter ist der Durchschnitt von (beliebigen, und damit insbesondere
& umfassenden) o-Algebren wieder eine o-Algebra (warum?). Damit definiert die rechte
Seite eine o-Algebra. Weiter ist offensichtlich & ¢ A sowie A C A fiir jede o-Algebra
A D E. Alsoist A = 5(E). O

Ahnlich direkt aus der Definition folgt der nichste Satz, der ein einfaches Kriterium angibt,
wann zwei erzeugte o-Algebren tibereinstimmen.

Satz 1.8 (Identitatssatz). Sei S # 0 und &1, &, Mengensysteme. Sei weiter A; = 0(E,) und
Ay =0(E). Gilt & € Ay und E, C Ay, dann ist A; = As.

Beweis. Nach Definition folgt aus & c A; auch A; ¢ A, und umgekehrt. i

Beachte, dass die Umkehrung nicht gilt: verschiedene Mengensysteme konnen die selbe
o-Algebra erzeugen!

Analog kann man auch die Messbarkeit von Funktionen iiber Erzeuger charakterisieren.
Der Beweis ist ein Prototyp des “Prinzips der guten Mengen”: Um zu zeigen, dass eine
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Eigenschaft fiir alle messbaren Mengen gilt, reicht es zu zeigen, dass sie fiir einen Erzeuger
gilt und dass das System aller Mengen mit dieser Eigenschaft selber eine o-Algebra ist.

Satz 1.9 (Messbarkeitskriterium). Seien (S, A) und (S’, A’) messbare Riume und &' ein
Erzeuger von A’. Ist ¢ : S — S’ und gilt

o (E)e A firalleE €&,

dann ist o A-A’-messbar.

Beweis. Definiere i
A={A eA e (A)eA}.

Dann ist A eine o-Algebra (warum?). Weiter gilt nach Annahme &’ C A C A sowie
A =0(&") c A. Also ist A’ = A, woraus die Behauptung folgt. ]

Alternativ kann man andersherum vorgehen: Man wahlt eine Klasse von Funktionen, die
messbar sein sollen, und sucht eine o-Algebra so, dass diese Funktionen messbar sind.

Definition 1.10. Sei I eine beliebige Index-Menge und (S;, A;), i € I, messbare Raume
sowie {; : S — §;, i € I, Abbildungen. Dann ist die durch

&= J{yl@a)|A e A}

iel

erzeugte o-Algebra auf S die kleinste o-Algebra, beziiglich der alle ; messbar sind,
geschrieben o ({;}ier).

Auch hier werden wir spater Beispiele sehen. (Beachte den Unterschied zwischen einer
durch eine Menge von Mengen und einer durch eine Menge von Funktionen erzeugten
o-Algebra!)

Wir kénnen uns nun fragen, wann wiederum eine Funktion beziiglich einer so erzeugten
o-Algebra messbar ist.

Satz 1.11. Seien (S, A), (S', A’) und (S;, A;), i € I, messbare Rdume sowie ; : S — S;,i € I.
Gilt A’ = o({{i}ier), dann ist ¢ : S — S’ messbar genau dann, wenn ;0 ¢ : S — S; messbar
ist fiir alle i € I.

Beweis. “="": Ist ¢ messbar, dann auch die Komposition ¢; o ¢ nach Satz 1.5, denn ; ist
messbar nach Konstruktion.

“<": Ist umgekehrt y; o ¢ messbar, dann ist nach Definition (¢; o ¢)™'(A) € A fiir alle
A € A; und damit ¢7'(A’) € A fiir alle A’ := 7 (A) mit A €y und i € I. Da diese Mengen
nach Annahme ein Erzeuger von A’ sind, folgt die Messbarkeit von ¢ aus Satz 1.9. m]
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Das dritte, oft verwendete, Konstruktionsprinzip erméglicht es, aus einer (endlichen oder

abzéhlbaren) Folge (S, A1), (S2, Az), ... von messbaren Raumen eine o-Algebra auf dem
Produktraum
Sxi= [ [Sn=81%Sax -+ 1= {(x,%2,...) | Xp € Sy}
n>1

zu definieren.

Definition 1.12. Seien A, € A,, n > 1. Dann heifit eine Menge der Form A = [],>1 4,
messbarer Quader. Die dadurch erzeugte o-Algebra

Ag = ® AL @ Ay ® -+ - := 0({A C S« | A messbarer Quader})
n>1
heiflt Produkt-c-Algebra auf Sx. Fir S; =S, =--- = Sund A; = A, = - - - = A schreiben

wir auch kurz §¢ := S, und A? = Ag, wobei d die Liange der Folgen bezeichnet.

Speziell ist S die Menge der Folgen in S.

Die Produkt-o-Algebra ldsst sich auch tiber messbare Funktionen erzeugen, in diesem Fall
der Projektionsabbildungen

JT,':SX—>Si, (xl,xz,...)+—>x,-.

Lemma 1.13. Seien (Sy, Ay), (S2, Az), ... messbare Riume. Dann gilt Ag = o({m, 12, ... }).

Beweis. Einerseits ist fur alle A; € A;
77,'l~_1(Ai) =5 X, S5 XA XSqX...

ein messbarer Quader und damit nach Definition in Ag. Insbesondere sind also die Projek-
tionsabbildungen messbar. Andererseits gilt fiir alle A, € A,, n > 1

A XAy X =1 (A) Ny (Ag) N+ € o({mntast)

Die Behauptung folgt nun aus Satz 1.8. O

Aus Satz 1.11, angewendet auf die Projektionsabbildungen, folgt nun sofort, dass eine Funk-
tion in den Produktraum messbar ist genau dann, wenn die Komponenten messbar sind.

Folgerung 1.14. Seien (S, A) und (S1, Ay), (S2, Ay), ... messbare Riume sowie ¢, : S — S,
n > 1. Dann ist
p:S5Se  xe (), pa(x), ..

A-Ag-messbar genau dann, wenn ¢, A-A,-messbar ist fiir allen > 1.
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1.2 BOREL-MENGEN UND -FUNKTIONEN

Wir haben nun alle Begriffe zur Hand, um die kanonische o-Algebra in der Integrations-
und Wahrscheinlichkeitstheorie zu definieren. In Folge sei (S, d) stets ein metrischer Raum,
d.-h.d:5xS — [0,) ist eine Abbildung mit

(i) d(x,y) =d(y,x) fur alle x, y € S,
(ii) d(x,z) <d(x,y) +d(y,z) furallex, y,z € S,
(iii) d(x, y) = 0 genau dann, wenn x = y.

Zur Erinnerung: in einem metrischen Raum betrachtet man die Kugeln

Ue(x) :={y eS|d(x,y) <¢€}.

Eine Menge O C S heif3t dann offen, wenn fiir alle x € O ein ¢ > 0 mit U.(x) C O existiert.
Eine Menge C C S heif3t abgeschlossen, wenn S \ C offen ist.

Definition 1.15. Sei (S, d) ein metrischer Raum und O := {O C S| O offen}. Dann heift
B := 0(0) Borel-Algebra auf S; ein B € B nennt man Borel-messbar oder Borel-Menge.
Sind (S,d), (S',d") metrische Rdume mit Borel-Algebra 8 bzw. 8" und ¢ : § — §
B-B’-messbar, dann nennt man ¢ Borel-messbar oder Borel-Funktion.

Niemand kann sagen, wie eine “typische” Borelmenge aussieht — das ist auch unwichtig,
solange garantiert ist, dass alle “guten” Mengen Borel-messbar sind. (Alle anderen schleppt
man einfach mit; das ist der Preis fiir die abstrakte Definition.)

Folgerung 1.16. Sei (S, d) ein metrischer Raum und C := {C C S| C abgeschlossen}. Dann ist
B =0(C).

Beweis. Da das Komplement einer abgeschlossenen Menge nach Definition offen ist und
umgekehrt, gilt C ¢ 6(O) und O C ¢(C). Die Behauptung folgt damit aus Satz 1.8. O

Analog sind “gute” Funktionen Borel-messbar.

Folgerung 1.17. Seien (S,d), (S’,d") metrische Riume und ¢ : S — S’ stetig. Dann ist ¢ eine
Borel-Funktion.

Beweis. In topologischen (und damit insbesondere in metrischen) Rdumen ist eine Funk-
tion stetig genau dann, wenn das Urbild jeder offenen Menge offen ist. Damit folgt die
Behauptung aus Satz 1.9. O

Tatsachlich ist die Borel-Algebra die kleinste Algebra, beziglich der alle reellwertigen
stetigen Funktionen messbar sind.
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Satz 1.18. Sei (S, d) ein metrischer Raum und ¢ : S — R stetig. Dann ist

B=c{y:S — R|y stetig}).

Beweis. Setze B’ := o({ : S — R| ¢ stetig}). Da jede stetige Funktion Borel-messbar ist,
folgt B’ ¢ B (warum?). Fir die andere Inklusion definiere fiir C C S die Abstandsfunktion

ve: S - R, x — inf{d(x,y) |y € C} > 0.
Dann gilt fiir beliebige x, y,z € S
Ye(x) <d(x,z) <d(x,y) +d(x,2)

und damit (Infimum tber alle z € C) Yo (x) — d(x, y) < Yc(y). Vertauschen von x und y
und Symmetrie von d ergibt dann

[Ye(x) = ye(y)| < d(x, y) fir alle x, y € S,

d. h. Y ist (Lipschitz-)stetig. Falls C abgeschlossen ist, gilt weiter c(x) = 0 genau dann,
wenn x € Cist. Damitist C = /"1({0}), d. h. jede abgeschlossene Menge ist nach Definition
in B’. Also gilt auch 8 c B'. O

Die Klasse der Borel-Funktionen ist aber deutlich grof3er als die der stetigen Funktionen.
Insbesondere ist der punktweise Grenzwert von Borel-Funktionen wieder Borel-messbar —
die analoge Eigenschaft gilt fiir stetige Funktionen bekanntermaflen nicht!

Satz 1.19. Sei (S, A) ein messbarer Raum und (S’, d) ein metrischer Raum mit Borel-Algebra
B. Sei {¢pn}nen eine Folge von Borel-Funktionen ¢, : S — S’, die punktweise in S gegen ein
¢ : S — S konvergiert, d. h. lim,_, d(¢n(x), ¢(x)) = 0 fiir alle x € S. Dann ist ¢ eine
Borel-Funktion.

Beweis. Wir verwenden die Satz 1.9 und Folgerung 1.16. Sei dafir B C S’ abgeschlossen
und betrachte fiir ¢ > 0 beliebig die offenen Mengen

Us(B) :={y € §'|d(y,2z) < efiirein z € B}.
Ist dann & > & > - -+ > 0 eine Nullfolge, so gilt (warum?)

¢ '(B) = m {x €S | ¢n(x) € U, (B) bis auf endlich viele n}

k>1

= (U {x € S|gn(x) € U, (B) fiir alle n > m}

k>1 m=1

=M UM ' (U (B)) € A,

k>1 m>1n>m

da alle ¢, messbar sind und abzahlbare Vereinigungen und Schnitte von messbaren Mengen
wieder messbar sind. m]
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Ein Spezialfall von besonderem Interesse ist die Borel-Algebra auf R4, die auf viele ver-
schiedene Arten erzeugt werden kann. Wir verwenden dafiir fiir a, b € R? die halboffenen
Quader

[a,b) := [a1, b1) X [az,b3) X - -+ X [ag, ba)

sowie

(=00,b) := (—00,by) X (—00,b3) X ... (—00,by)

und analog fiir offene bzw. abgeschlossene Quader.

Satz 1.20. Die Borel-Algebra 8% auf R¢ wird erzeugt von
(i) & ={(ab)|abe R},
(ii) &; = {[a,b]|a b e R},
(iii) &5 :={[a,b)|a,b € R?},
(iv) &4 = {(—00,b) | b € R},
(v) Es = {(—00,b] | b € R},

Beweis. Wir beschrianken uns auf den - in der Wahrscheinlichkeitstheorie interessanten —
Fall (iv); die restlichen Fille gehen analog (warum?).

Offensichtlich gilt &, € O C B, Fiir die andere Richtung, betrachte zunachst fiir a, b € R4
und Ci := (bl, ey bi—ls ai, bi+1, e bd), i= 1, . d,

d
[a,b) = (—o0,b] \ U(—oo, ¢;) € 0(Ey).

Weiter ist Q dicht in R, und deshalb existieren fiir jede offene Menge O C RYund x € O
ein Intervall [a, b) mit x € [a,b) € O und a, b € Q. Daraus folgt

0= U{[a,b)‘[a,b) C O, abeQl} ea(&y),

da die Vereinigung abzéhlbar ist. Also ist O C 0(&4), und die Behauptung folgt aus Satz 1.8.

(Daraus folgt zusammen mit (a, b) = Upen[a — %, b) auch (iii).) O
Folgerung 1.21. Jede monotone Funktion ¢ : R — R ist Borel-messbar.

Beweis. Fur monotone Funktionen ist das Urbild von Intervallen wieder ein Intervall, und
diese erzeugen die Borelalgebra. O

Die Borel-Algebra auf R? kann man auch als Produkt von Borel-Algebren auf R schreiben.
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Folgerung 1.22. Es gilt B = By =B ® --- ® B.
Beweis. Nach Satz 1.20 werden die offenen Mengen in R¢ von halboffenen Quadermengen
erzeugt, und daher ist nach Definition der Produkt-c-Algebra O c Bs.

Umgekehrt sind die Komponentenabbildungen 7; : RY - R, (x1, - .., xq) — x;, stetig und
daher Borel-messbar. Also ist nach Lemma 1.13 Bg = 0({7;}i=1..4) C B, O

1.3 NUMERISCHE FUNKTIONEN

Fir die Integrationstheorie zentral ist der Spezialfall von numerischen oder reellwertigen
Funktionen f : S — R fiir eine beliebige Menge S. Sei im Folgenden stets (S, A) ein
messbarer Raum und R versehen mit der Borel-Algebra.

Das folgende Beispiel ist elementar aber wichtig.
Beispiel 1.23. Sei A C S. Dann ist die charakteristische Funktion von A

1 fallsx € A,

14:5 - R, X -
0 fallsx ¢ A,

messbar genau dann, wenn A € A ist (warum?).

Fiir spateren Gebrauch halten wir die folgenden Rechenregeln fiir charakteristische Funk-
tionen fest, die man leicht durch Fallunterscheidung verifiziert:

Tang =14 15, Taug=Tla4+ 1 fallsANB=0.

Wir wissen auch bereits, dass stetige Funktionen messbar sind. Weitere messbare Funk-
tionen lassen sich mit den folgenden Operationen erzeugen, die jeweils punktweise zu
verstehen sind.

Lemma 1.24. Seien f,g : S — R messbar. Dann sind messbar
(i) af + pg fira,p € R,
(i) f- 9,
(iii) max{f, g} und min{f, g},
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Beweis. Sind f, g messbar, dann ist nach Folgerung 1.14 auch die Abbildung

(f,9):S—=R% x (f(x),9(x),

messbar. Die Behauptungen folgen nun aus Satz 1.5; zum Beispiel fiir (i) aus af + fg =
¢ o (f,g) mit der offensichtlich stetigen Funktion ¢ : R?* — R, (x, y) — ax + fy. m]

Aussage (i) impliziert insbesondere, dass die messbaren numerischen Funktionen einen
Vektorraum bilden.

Insbesondere fiir die konstante und damit stetige Funktion g = 0 erhalten wir daraus

Folgerung 1.25. Sei f : S — R messbar. Dann sind ebenfalls messbar
(i) f* :=max{f,0},
(ii)) f~ := max{-f,0},
(i) 1f] = f*+ ",
Umgekehrt definieren messbare Funktionen messbare Mengen; das Arbeiten mit diesen ist

in der Maf3- und Integrationstheorie ein zentrales Werkzeug. (Es lohnt sich daher, sich mit
diesen Definitionen vertraut zu machen.)

Lemma 1.26. Seien f,g : S — R messbar. Dann sind die folgenden Teilmengen von S messbar:
@) {f =g} ={x eS| f(x) =g(x)},
(i) {f <g}:={x eS| f(x) <g(x)},
(iii) {f <g}:={x €S| f(x) <g(x)},
() {f #9} :={x e S[f(x) # g(x)}.

Beweis. Fur (i) schreibe

{f=9t=(f97(D) fir D:={xy|lx=y}cR%:

Diese Menge ist messbar, da D in R? abgeschlossen und damit Borel-messbar und (f, g)
nach Folgerung 1.14 messbar ist. Analog zeigt man (ii).

Aussage (iii) folgt nun sofort aus {f < g} ={f < g} \ {f =g} € A und ebenso (iv). O

10
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Wieder ist der Spezialfall g = ¢ konstant besonders interessant; zum Beispiel ist f messbar
genau dann, wenn {f < c} messbar ist fiir alle c € R (warum?).

Wir haben bereits gesehen, dass messbare Funktionen sich gut mit punktweiser Konvergenz
vertragen. Das bauen wir fiir numerische Funktionen weiter aus. Dafiir ist es hilfreich, die
reellen Zahlen auf R := R U {—o00, +00} zu erweitern. Wir legen dabei fest, dass fir alle
c € Rgilt

0 fallsc =0,
Cc+ 00 =+00 c-F00=<+00 fallsc > 0, —00 < ¢ < 00,

Foo fallsc <0,

Dagegen sind co — co und = usw. nicht zugelassen; wir werden spater explizit garantieren

miissen, dass diese Operationen nicht auftreten konnen. Wir versehen R mit der o-Algebra
(warum?)

B = {BC@‘BQRGB},
die erzeugt wird (warum?) durch
E :={[~o0,b] |b e R} und {[a, =] |a € R}.
Analog betrachten wir @d mit der Produkt-o-Algebra 8¢ fiir 1 < d < oo.

Der Sinn dieser Erweiterung ist, dass dann das Supremum und Infimum von Folgen in
jedem Fall (auch wenn es nicht endlich ist) definiert und sogar messbar ist.

Lemma 1.27. Es sind B¢-B-messbar
—d —
(i) sup: R — R, (%1, %2, ...) F> SUp,5; Xn,
—d —
(ii)) inf : R — R, ()1, %2, ...) = infp>q x5,
Beweis. Es gentigt wieder, die Erzeuger zu betrachten: Fiir alle x € R gilt

sup  ([—o0,x]) = [~00,x] X [~00,x] X --- € B

inf1([x, 00]) =[x, 00] X [x,00] X --- € B4 |

Damit folgt auch die Existenz und Messbarkeit des punktweisen Supremum und Infimum
von messbaren Funktionenfolgen.

Folgerung 1.28. Seien fi, f2,- - - : S — R messbar. Dann sind messbar:

(D) sup,y fo = sup o(fi, fo - - ),

11
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(ii) inf,>q f, =info(fi, fo,...),
(iii) limsup,_,, fo = inf>1 sup,,, fo,
(iv) liminf, o fn = sup,,s; infpom fr.

Daraus folgt wieder die Messbarkeit des punktweisen Grenzwerts (die wir schon in Satz 1.19

gezeigt haben).

Folgerung 1.29. Seien fi, f2,- - - : S — R messbar. Dann ist messbar

{ lim f, existiert} = {lim sup f, = lim inff,,} N {—oo < limsup f, < oo} .

— n—oo

Gilt f, — f punktweise, so ist lim,_,« f, =limsup,_,, f, messbar.

Eine besondere Rolle in der Konstruktion des Lebesgue-Integrals spielen die nichtnegativen
messbaren Funktionen f : S — @+ := [0, oo], die wir oft auch einfach mit f > 0 bezeichnen.
(Beachte, dass fiir nichtnegative Funktionen der Wert +co zugelassen ist!) Die Kernidee ist,
dass wir fiir diese einen punktweisen Grenzwert durch ein punktweises Supremum aus-
driicken konnen - und Suprema diirfen (im Gegensatz zu Grenzwerten) immer vertauscht
werden. Dafiir ist die folgende Konstruktion zentral, die wir in verschiedenen Varianten
mehrfach verwenden werden.

Lemma 1.30 (monotone Approximation nichtnegativer Funktionen). Sei f : S — R,. Setze
fiir allek,n e N

Apn ={xeS|k2™" < f(x) < (k+1)27"}

und
n2"
ﬁl = Z 2_n1]Ak’" + nﬂ{f:m}.
k=1
Dann gilt
() Asfas---<f,
(ii) sup,>; fo = f.
Beweis. Hausaufgabe. O

Das folgende “Monotonieprinzip” fiir nichtnegative Funktionen entspricht dem “Prinzip
der guten Mengen” fiir messbare Mengen: Es reicht, eine gewiinschte Aussage fiir charak-
teristische Funktionen zu zeigen und dass sie abgeschlossen ist under Linearkombination
und punktweisem Supremum.

12
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Satz 1.31 (Monotonieprinzip). Sei (S, A) ein messbarer Raum und K eine Menge von Funk-
tionen f : S — Ry. Gilt

(i) Ta € K firalle A e A,
(ii) f,g € K impliziert af + pg € K firallea, f € Ry,
(iii) fi, fo, - € K mit i < fo < ... impliziert sup,., fn € K,
dann enthalt K alle nichtnegativen messbaren Funktionen.
Beweis. Sei f : S — R, messbar und f;, f3, ... die Folge monotoner Approximationen aus

Lemma 1.30. Da f messbar ist, sind alle Ax, sowie {f = co} in A; aus Annahme (i) und (ii)
folgt daher fj, f5, - - - € K, und aus Lemma 1.30 zusammen mit (iii) folgt daher f € K. O

13
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Fiir messbare Mengen — und nur fiir solche! — kdnnen wir jetzt einen sinnvollen Inhaltsbe-
griff definieren.

Definition 2.1. Sei (S, A) ein mefibarer Raum. Eine Abbildung i : A — R, heif3t Maps,
falls gilt

(i) §(0) =0,
(ii) Ay, Ay, - -+ € A paarweise disjunkt impliziert p(Uys1 An) = Zns1 #(An).
Dann heif3t (S, A, u) Mafsraum. Weiter heifit
« Wahrscheinlichkeitsmaf3, falls p(S) = 1;
« endlich, falls p(S) < oo;

« o-endlich, falls Ay, Ay, - -+ € A existieren mit Ay C Ay C ..., Up>1 Ay = S und
u(A,) < oo fiir alle n € N.

Die Eigenschaft (ii) wird o-Additivitit genannt und bildet die wesentliche Eigenschaft ab,
die wir intuitiv von Inhaltsbegriffen erwarten. Wieder ist es wesentlich, dass wir abzihlbare
Vereinigungen erlauben: endlich viele wéren nicht ausreichend fiir Ausschopfungsargu-
mente wie nach Archimedes, wihrend Summen mit mehr als abzahlbar vielen Termen
nicht definiert sind. Beachte, dass die Summe nur nichtnegative Terme enthalt; sie kon-
vergiert also (dann absolut und damit unabhangig von der Reihenfolge) oder ist (ebenfalls
unabhingig von der Reihenfolge) unbeschriankt und kann daher den Wert co bekommen -
das wird in Folge wieder und wieder wesentlich sein. Beachte auch, dass wir o-Additivitat
nur fiir disjunkte Mengen fordern.

Beispiel 2.2. Wir betrachten einige elementare Beispiele, deren Nachweis einfach ist.
Sei jeweils (S, A) ein beliebiger messbarer Raum.

(i) p(0) :=0und p(A) := oo falls A # 0 ist ein Maf3.

(i) (@) :=0und u(A) :=1falls A # 0 ist ein Maf} genau dann, wenn A = {S, 0}.

14
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(iii) Sei x € S fest. Dann ist

5.(A) = 1 fallsx € A,
* "o falls x ¢ A,

ein Wahrscheinlichkeitsmaf}, genannt Dirac-Maf.

(iv) Sei E C S endlich oder abzahlbar und p, > 0 fiir alle x € E gegeben. Dann ist

plA) = >

x€ANE

ein sogenanntes diskretes Maf3. Speziell fur E = S endlich oder abzdhlbar und
Uy = 1fur alle x € S ist u(A) = |A| (die Anzahl der Elemente von A) das Zdhlmaf.

2.1 ELEMENTARE EIGENSCHAFTEN

Wieder folgen weitere intuitiv wiinschenswerte Eigenschaften direkt aus der Definition.
Dafiir fithren wir wieder eine Notation ein: Sei A C S und A;, A,, - - - C A. Dann schreiben
wir

« ApTA falls Ay Cc Ay C ... und Ups1 An = A;
« A, | Afalls Ay D Ay O ... und N1 A = A

Der Beweis der folgenden Aussagen verwendet einfache aber in der Mafitheorie wesentli-
che Argumente. Beachte insbesondere, wie die Definition der o-Algebra garantiert, dass
samtliche auftretenden Mengen messbar sind!

Satz 2.3. Sei (S, A, i) ein MafSraum und A, Ay, Ay, - - - € A. Dann gilt
(i) A; C A, impliziert u(A;) < p(Az) (Monotonie),
(i1) 11U A) < Sz #(Ay) (o-Subadditivita),
(iii) A, T A impliziert lim,_,o p(Ay) = p(A) (o-Stetigkeit),
(iv) A, | A und p(A;) < oo impliziert lim,_,o u(A,) = p(A).

Beweis. Zu (i): Wir schreiben A, = A; U (A3 \ A;p), wobei die Vereinigung disjunkt ist. Aus
der o-Additivitat und der Nichtnegativitiat von Mafen folgt daher

p(Az) = p(Ar) + p(Az2 \ A1) 2 p(Ay).

15
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Zu (ii): Wir gehen analog vor und “disjunktifizieren” schrittweise die Vereinigung, in dem
wir bereits betrachtete Elemente aus der Vereinigung entfernen (fiir n = 1 ist die innere
Vereinigung nach Konvention leer):

U

n>1

U

n>1

A\ U A

k<n

=S

n>1

An\ U A

k<n

< D H(An)

n>1

p =p

wegen (i).

Zu (iii): Wir disjunktifizieren wieder die (diesmal geschachtelte) Vereinigung (“Zwiebel-
schalenprinzip”) und erhalten fiir alle n € N

pAn) = p (AN U A || = 2o (A \ U4
k<n j<k k=1 j<k
= 2 n|ANUA | = p (U A\ U4 | | = 1Ak = ua),
k=1 j<k k>1 j<k k>1

wobei wir nach dem Grenziibergang die o-Additivitat verwendet, die Disjunktifizierung
rickgingig gemacht, und die Annahme A, T A angewendet haben.

Zu (iv): Setze A}, := A; \ A,. Dann gilt A] T A; \ A sowie

H(AR) + p(Ay) = p(Ar) = p(A) + p(Ar\ A)

(warum?), und aus (iii) folgt durch Grenziibergang auf beiden Seiten
Lim 1(An) + p(A1\ A) = p(A) + (AL \ A).
Wegen 11(A; \ A) < u(A;) < oo nach (i) folgt daraus die Behauptung. m]
Wir halten haufig benétigte Spezialfalle fest.
Folgerung 2.4. Sei (S, A, ) ein Mafiraum und A, B € A. Dann gilt
H(AUB) + (AN B) = u(A) + u(B).
Ist u(A) < oo, so gilt insbesondere

p(A€) = p(S) - p(A).

Messbare Funktionen sind auch mit den Mafleigenschaften vertraglich und erlauben, Mafle
zu “transportieren”.

16
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Definition 2.5. Seien (S, A) und (S’, A’) messbare Raume und ¢ : S — S’ messbar. Ist
u ein Maf} auf A, so wird durch

piA SRy, A p(pTH(A),
ein Maf3 auf A’ definiert (warum?), genannt Bildmaf von p unter ¢, geschrieben p' =

@ ().

Beachte insbesondere, wie die Definition von messbaren Funktionen direkt garantiert, dass
y" auf A’ wohldefiniert ist.

2.2 EINDEUTIGKEIT

Eine wesentliche Frage ist, wann zwei Maf3e identisch sind. Dafiir wollen wir natiirlich
nicht die Werte fiir alle messbaren Mengen vergleichen miissen — hat die o-Algebra einen
Erzeuger, sollte es reichen, diesen zu tiberpriifen. Das ist aber in der Regel nicht der Fall.

Beispiel 2.6. Betrachte S = {1,2,3,4} und & = {{1, 2}, {2,3}}. Dann ist 6(&) = P(S).
Definiere wir betrachten nun auf P (S) die diskreten Maf3e y, v mit

=2 = [3 = Ha :i,

V1=V3=%, Vo =g = 0.

Dann ist offensichtlich y # v, aber
p({1,2}) = p({2,3}) = 3 =v({1,2}) = v({2,3}).

Das Problem ist hier, dass die o-Algebra alle abzahlbaren Vereinigungen enthalt, wahrend
die o-Additivitat nur den Wert fiir disjunkte Vereinigungen festlegt — und der Erzeuger ist im
Gegensatz zur vollen o-Algebra nicht “reich” genug, um die Disjunktifizierung anwenden
zu konnen. Wir miissen das also durch eine Bedingung an den Erzeuger ausschliessen.

Definition 2.7. Ein Mengensystem & heif3t schnittstabil, wenn A, B € & impliziert
ANBe&U{0D}.
(Wir benoétigen die Schnittstabilitat nur fiir nicht-disjunkte Mengen.)

Die Idee ist nun zu zeigen, dass wir fiir schnittstabile Erzeuger nur disjunkte Vereinigungen
zu betrachten brauchen. Dazu fithren wir als technisches Hilfsmittel die entsprechende
Verallgemeinerung von o-Algebren ein.

17



2 MASSE

Definition 2.8. Sei S # 0 eine Menge und D ein System von Teilmengen von S. Gilt
(i) Se D,
(ii) A € D impliziert A ;=S\ A€ D,
(iii) Ay, Ay, - -+ € D paarweise disjunkt impliziert U, A, € D,

dann heifit D Dynkin-System. Ist & ein Mengensystem, dann bezeichnen wir das kleinste
Dynkin-System, das & enthilt, mit §(&E).

Offensichtlich ist jede o-Algebra auch ein Dynkin-System. Der Nachweis, dass (&) existiert
und ein Dynkin-System ist, geht wortgleich wie Satz 1.7. Wir zeigen nun, dass ein Dynkin-
System mit schnittstabilem Erzeuger bereits eine o-Algebra ist.

Satz 2.9. Sei & schnittstabil und D = 5(E) das erzeugte Dynkin-System sowie A = o (&) die
erzeugte o-Algebra. Gilt D Cc A, so ist D = A.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass mit & auch D schnittstabil ist. Betrachte dafiir fiir D € D

beliebig
Dp:={AecD|ANDe D}.
Dann ist auch Dp ein Dynkin-System: Eigenschaften (i) und (iii) folgen direkt aus der

Definition (warum?), fiir Eigenschaft (iii) sei A € Dp. Dann ist auch A € D und daher
A€ € D. Daraus folgt

AcmD:D\A:((AmD)UDC) €D,

denn A N D und D€ sind nach Annahme in D und die Vereinigung ist disjunkt. Also ist
AC S Z)D.

Seinun E € & C D beliebig. Dann ist wegen der Schnittstabilitit & ¢ Dg (warum?). Nun
ist D als kleinstes Dynkin-System mit dieser Eigenschaft vorausgesetzt, woraus D = D
fiir alle E € & folgt. Nach Definition gilt daher DN E € D fiiralle E € & und D € D. Also
ist gilt sogar & € Dp fiir alle D € D, woraus wieder Dp = D fiir alle D € D folgt. Aber
das ist 4quivalent mit der Schnittstabilitiat von 9 (warum?).

Dank der Schnittstabilitdt konnen wir nun jede abzéhlbare Vereinigung in O disjunktifi-
zieren: Fiir alle Ay, Ay, - -+ € D gilt

(M An =AU (A2 nAS)u (A3 nASnAS) U e D,

nx1
da die Mengen in Klammern wegen der Eigenschaft (ii) Dynkin-Systemen und der gezeigten
Schnittstabilitat in D liegen und offensichtlich disjunkt sind. Also ist ) sogar eine o-
Algebra. Weil A D D nach Annahme die kleinste o-Algebra ist, die & enthilt, folgt
D =A. m|

18



2 MASSE

Damit konnen wir den zentralen Eindeutigkeitssatz beweisen.

Satz 2.10 (Eindeutigkeitssatz). Sei (S, A) ein messbarer Raum & ein schnittstabiler Erzeuger
von A. Sind pi, v Mafle auf A mit den Eigenschaften

(i) u(E) = v(E) firalleE € &,

(ii) p(S) = v(S) < oo oder es gibt Ey, E,,--- € &E mitE, T S und u(E,) = v(E,) < co fiir
allen > 1,

dann ist p = v.
Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir in Bedingung (ii) den zweiten
Fall annehmen (sonst wéhle E; = S). Wir definieren dann fiir n € N die eingeschrankten

Mafle (warum?)
un(A) := u(ANEy), vn(A) :=v(ANE,)

mit p,(E) = v,(E) fur alle E € & wegen der Schnittstabilitat und betrachten
Dy ={A € A|pn(A) = vn(A)} Cc A.

Dann ist D, das kleinste Dynkin-System, das & enthélt (warum?). Nach Satz 2.9 gilt daher
D, =A,d.h. g, (A) = vy(A) fur alle A € A. Grenziibergang n — oo auf beiden Seiten
zusammen mit der o-Stetigkeit von Maflen (Satz 2.3 (iii)) ergibt nun die Behauptung. 0O

Der Beweis ist ein prototypisches Beispiel fiir ein “Ausschopfungsargument” fiir o-endliche
Mafle; solche Argumente werden in Folge haufig auftreten.

2.3 DAS LEBESGUE-MASS

Das kanonische Maf} auf dem R ist das Lebesgue-Maf, das den klassischen Volumenbegriff
von reguldren Korpern auf Borel-Mengen verallgemeinert. Nach dem Eindeutigkeitssatz
ist es durch den Inhalt von halboffenen Quadern eindeutig festgelegt.

Satz 2.1 (Lebesgue-Maf). Es gibt genau ein Maf3 auf 8%, genannt Lebesgue-Mafl A¢ mit
M([a,b)) = (b1 —a)) -+ (bg — ag).

Beweis. Die Existenz eines solchen Maf3es ist nichttrivial; wir werden die Frage am Ende
der Vorlesung behandeln.

Fiir die Eindeutigkeit verwenden wir Satz 2.10: Nach Satz 1.20 (iii) ist & = { [a,b) | a,be Rd}

ein Erzeuger von R? und schnittstabil (warum?). Weiter gilt fir E, := [-n, n) € & offen-
sichtlich E, T R? sowie A%(E,) = (2n)¢ < . O
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Das Lebesgue-Maf} kann auch wie folgt charakterisiert werden.

Satz 2.12. Das Lebesgue-Map ist das einzige Maf3 auf B¢ mit

(i) A%(B) = 2%(B +0) mit B+ v := {x + v|x € B} fiir alle B € B¢ undov € R? (Translati-
onsinvarianz),

(ii) A%([0,1)) =1 (Normiertheit).
Beweis. Die Normiertheit des Lebesgue-Mafles folgt aus der Definition; fiir die Translati-

onsinvarianz betrachten wir das Bildmaf} y = ¢(A%) fiir die stetige und damit messbare
Funktion ¢(x) := x + v. Dann ist nach Definition

p(la,b) =27 (¢7([a,b))) = 2([a - 0,b —v))
= (b1 =01) = (a1 = 1)) -+~ ((ba = vg) = (ag = va)) = A*([a,]))
Aus Satz 2.1 folgt nun p(B) = A%(B) fiir alle B € 8.

Sei umgekehrt j1 ein translationsinvariantes und normiertes Mafy auf 8¢. Dann folgt

1= u([0,1) = D p(10, 1)) =nd - ([0, 1)),
k=1

denn wir kénnen den Einheitswiirfel in n? disjunkte kongruente Teilwiirfel der Seitenlinge
% zerlegen, die wegen der Translationsinvarianz das gleiche Maf haben. Daraus folgt
u([o, %)) = n~?. Da dies fiir beliebige n € N gilt, kénnen wir mit endlich vielen solcher
Teilwiirfel jeden Quader [a, b) mit a,b € Q¢ disjunkt zusammensetzen. Aus der Additivitat
und Translationsinvarianz folgt dann

u(la, b)) = (b1 —ay) -+~ (bg — ag), fiir alle a, b € Q“.

Da Q dicht in R ist, bilden diese Quader einen schnittstabilen Erzeuger von B¢ (siche den
Beweis von Satz 1.20). Aus Satz 2.10 folgt daher y = A%, m]

Fiir das Lebesgue-Maf in R lasst sich relativ einfach ein Beispiel einer Menge konstruieren,
der man keinen sinnvollen Inhalt zuweisen kann.

Satz 2.13 (Vitali). Sei N C [0,1] eine Menge mit der Eigenschaft, dass fiir jede reelle Zahl a
genau eine Zahl b € N existiert, so dass a — b rational ist. Setze N +r := {x +r|x € N}.
Dann gilt

(i) N +r und N + r’ sind disjunkt fiir alle rationale Zahlenr # r’,
(i) [0,1] € Urean[-1(N +r) c [-1,2].
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Beweis. Hausaufgabe. Die Menge N ist eine vollstandige Menge von Représentanten fiir die
Aquivalenzrelation a ~ b & a — b € Q, deren Existenz aus dem Auswahlaxiom folgt. O

Aus (ii) folgt sofort, dass N weder positives Lebesgue-Maf} noch Lebesgue-Maf 0 haben
kann, ohne Translationsinvarianz, o-Additivitat, oder Monotonie zu verletzen. Auf ahnliche
Weise, aber mit deutlich mehr Aufwand, lassen sich statt dieser “paradoxen Uberdeckung”
auch “paradoxe Zerlegungen” wie das Banach-Tarski-Paradoxon im R® konstruieren.

2.4 NULLMENGEN

Von besonderem Interesse in der Integrations- und Wahrscheinlichkeitstheorie sind Mengen
mit Maf} 0, da sie fiir viele Zwecke “vernachlédssigbar” sind.

Definition 2.14 (Nullmengen). Sei (S, A, p) ein Mafiraum. Eine Menge A C S heifit
(p-)Nullmenge, falls gilt A € A und pu(A) = 0.

Direkt aus der Definition erhalten wir die folgenden Eigenschaften von Nullmengen.
Folgerung 2.15. Sei (S, A, p) ein MafSraum und bezeichne N C A das System aller y-
Nullmengen. Dann gilt
(i) 0 € N, aberS ¢ N aufler u =0,
(i) Ae Aund AD A" € A impliziert A" € N,
(iii) Ay, Ay, - - € N impliziert Up>1 An € N.

Beispiel 2.16. Fiir alle x € R ist {x} eine Lebesgue-Nullmenge, denn {x} = N,>1[x, %) €
B ist messbar. Weiter folgt aus der Translationsinvarianz des Lebesgue-Maf3, dass
A({x}) = c fur ein ¢ > 0 und alle x € R ist. Aus der Normiertheit, Monotonie, und
o-Additivitat folgt daher

1=a0.0) = (U {2}) = DA () = e

n>2 n>1 n>2

was nur fir ¢ = 0 moglich ist. Damit sind auch alle hochstens abzéhlbaren Teilmengen
von R Lebesgue-Nullmengen.

Insbesondere sind Eigenschaften, die nur auf Nullmengen gelten, “vernachlassigbar”.
Definition 2.17 (fast tiberall). Sei (S, A, p) ein Mafiraum, (S’, A’) ein messbarer Raum

und ¢, : S — S’ messbare Funktionen. Ist {¢ # ¢/} € A eine p-Nullmenge, so heiflen
¢ und ¥ (u-)fast iberall gleich, geschrieben ¢ = (u-)fast iiberall oder ¢(x) = ¢(x) fur
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(p-)fast alle x € S.
Analog spricht man von ¢ < fast iiberall.

Beispiel 2.18. Die Funktion Tyg;) ist A-fast {iberall stetig, aber nicht A-fast {iberall gleich
einer stetigen Funktion (warum?). Umgekehrt ist die Dirichlet-Funktion 1¢ fast tiberall
gleich 0, aber nirgends stetig.

Allgemein sagt man: Erfillt ¢ eine Eigenschaft auf dem Komplement einer Nullmenge, gilt
diese Eigenschaft fast iiberall. In den folgenden Kapiteln werden wir das vor allem fiir die
punktweise Konvergenz benétigen.

Definition 2.19 (Konvergenz fast iberall). Sei (S, A,y) ein Maflraum,
(8',d) ein metrischer Raum, und ¢,¢1,...,0, : S — S messbar. Gilt
p({x € S|lim, o d(@n(x), p(x)) #0}) = 0, dann konvergiert ¢, gegen ¢ (u-)fast
iiberall, geschrieben ¢, — ¢ (u-)fast tiberall.

Beispiel 2.20. Betrachte ¢, : [0,1] — R, x — x". Dann konvergiert ¢, — 0 A-fast
tiberall.
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3 DAS LEBESGUE-INTEGRAL

Wir haben nun alles zur Hand, um den gesuchten allgemeineren Integralbegriff zu defi-
nieren, zunichst fiir nichtnegative messbare Funktionen. Die Grundidee ist einfach: fiir
stickweise konstante reelle Funktionen ist das Riemann-Integral gleich der Summe der
Rechtecksflachen (Konstante mal Intervalllainge); dank unserem allgemeineren Inhalts-
begriff konnen wir statt Intervallen beliebige (messbare) Urbilder zulassen und dann die
Zylinderformel (Konstante mal Grundfliache, d. h. Maf} des Urbilds) aufsummieren.

Definition 3.1 (einfache Funktion). Sei (S, A) ein messbarer Raum und f : § — R,
nichtnegativ. Dann heift f einfache Funktion, falls f messbar ist und gilt

f=227 1=,

wobei die Summe endlich ist.

Einer einfachen Funktion kann man nun einen kanonischen Integralwert zuweisen; die
wesentliche Idee in der Konstruktion fiir allgemeine nichtnegative Funktionen ist, das
Integral iiber das Supremum einfacher Funktionen (statt wie im Riemann-Integral als
Grenzwert einer spezifischen Folge von Treppenfunktionen) zu definieren. Zusammen
mit der monotonen Approximation und dem Monotonieprinzip aus Kapitel 1 erlaubt dies,
starkere Aussagen zu gewinnen.

Definition 3.2 (Lebesgue-Integral). Sei (S, A, y) ein Mafiraum und f : S — R, messbar.
Dann heifSt

[ fau=sup{ Sz utih =21

Lebesgue-Integral von f beziglich p. Ist die Integrationsvariable nicht offensichtlich,
schreiben wir / f(x)du(x).

h einfach mit 0 < h < f} € [0, o0]

Beachte, dass das Supremum immer existiert (aber nicht endlich sein muss), da die konstante
Funktion h = 0 immer zuléssig ist.
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3 DAS LEBESGUE-INTEGRAL

Direkt aus der Definition erhélt man nun wichtige Eigenschaften. In Folge sei stets (S, A, y)
ein Mafiraum.

Satz 3.3 (Markov-Ungleichung). Sei f : S — R, messbar und z > 0. Dann gilt
sultfzah < [ fdu

Beweis. Fiir messbare nichtnegative f und alle z > 0 ist h := z - (7>} einfach und erfiillt
0<h<f. m|

Daraus folgt insbesondere eine der fundamentalen Eigenschaften jedes Integrals: die Mo-
notonie.

Satz 3.4. Seien f,q : S — R, messbar. Dann gilt
(i) f < g fast iiberall impliziert/fd,u < fgd,u,
(ii) f = g fast iiberall impliziert/fdp = fgd,u,
(iii) ffdy = 0 genau dann, wenn f = 0 fast iiberall,
(iv) ffdy < oo impliziert f < oo fast iiberall,

Beweis. (i): Fir alle h einfach mit 0 < h < fistauch b’ :=h - 1(y< ) einfachmit 0 < b’ < g.
Also gilt (warum?)

Szl =2) =Dz p(th=2f <g) = D)z p(h=2))
da nach Annahme {f > g} eine Nullmenge ist. Daraus folgt
[ ran=sw{ Sz utw =2

< sup {Zz (K =2})

h einfachmit 0 < h < f}

h’ einfach mit 0 < b’ < g} = / gdy,

da das letze Supremum iiber alle einfachen 0 < h" < g anstatt nur die der Form &’ = h-1 <y
genommen wird.

(ii): folgt sofort aus (i).

(iii): Die Richtung “=" folgt aus (ii) und / 0du = 0 (warum?). Umgekehrt folgt aus der
Markov-Ungleichung fiir alle n € N

o< ul(f= i< [ fdu=o
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3 DAS LEBESGUE-INTEGRAL

und damit p({f > %}) = 0. Weiter gilt {f > %} T {f > 0} (warum?), so dass aus der
o-Stetigkeit von p folgt u({f > 0}) =0, d.h. f = 0 fast tiberall.

(iv):Fir alle z > 0ist 0 < z - T{f—o) < f einfach und daher

zullf=ooh < [ fau<oo
Durch Grenziibergang z — oo folgt daraus p({f = co}) = 0. ]

Der folgende Satz von Beppo Levi ist der Fundamentalsatz der Lebesgue-Integration, der
fir monotone Funktionenfolgen das Vertauschen von punktweisem(!) Grenzwert und
Integral erlaubt. (Zur Erinnerung: Fiir das Riemann-Integral gilt dies nur fiir gleichmdfige
Konvergenz!)

Satz 3.5 (monotone Konvergenz). Seien 0 < fi < f, < --- messbar und f :=sup,., f,. Dann

gilt
/fdp:hm/fndy.

Beweis. Wegen f > f, fiir alle n € N folgt aus der Monotonie des Integrals (Satz 3.4 (i))
sofort /fdy > /fn dy und damit auch ffdy > lim, 00 /f,, du (wobei die rechte Seite
wegen der Monotonie nur endlich oder unbeschrénkt sein kann, aber in jedem Fall existiert).

Fiir die umgekehrte Ungleichung sei h eine beliebige einfache Funktion mit 0 < h < f und
€ > 0.Dann ist fir allen € N

hp == (h - €)+ ) 1]{fn>h—.€}

ebenfalls eine einfache Funktion mit 0 < h, < f;, (warum?). Nach Definition gilt dann

D=0 ulh=2f>h-h < [ fudn

Nach Definition von h und f gilt nun {f; > h— ¢} T S (warum?), und daher folgt aus der
o-Stetigkeit p({h = z, f, > h —¢}) — p({h = z}). Grenziibergang n — oo gefolgt von
& — 0 auf beiden Seiten liefert daher

Sz utth=2p < lim [

sodass durch Supremum iiber alle einfachen Funktionen 0 < h < f die Behauptung
folgt. m]
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3 DAS LEBESGUE-INTEGRAL

Wir werden diesen Satz insbesondere auf die monotone (und einfache!) Approximation
aus Lemma 1.30 anwenden, um wiinschenswerte Eigenschaften von endlichen Summen
auf Integrale zu tibertragen.

Fiir nichtmonotone Funktionenfolgen erhalten wir immer noch eine “Unterhalbstetigkeit”
des Lebesgue-Integrals.

Satz 3.6 (Lemma von Fatou). Seien 0 < fi < f, < --- messbar und f > 0 messbar mit
f < liminf,s; f, fast iiberall. Dann gilt

/fd,usliminf/fndy.

Beweis. Setze g, := infyzp fn > fo. Dann gilt 0 < g; < go < -+ sowie sup,5;gn =
liminf, . f,. Wir konnen also Satz 3.5 anwenden und erhalten

/fduS/liminff,,d,uz lim supgnduSliminf/ﬁ,dy,

n>1

wobei wir im ersten und im letzten Schritt die Monotonie des Integrals verwendet haben.
O

Eine bessere Aussage konnen wir im Allgemeinen nicht erwarten.

Beispiel 3.7. Fir alle n € Nist f, := nl, 1) > 0 eine einfache Funktion und konvergiert
fast iiberall gegen 0, wahrend

/fnd/l > nA([0,1)) =1
fir alle n € N gilt.

Tatsachlich gilt hier die Ungleichung mit Gleichheit, denn fiir einfache Funktionen wird
das Supremum in der Definition fiir f selber angenommen. (Dies ist eine nichttriviale
Aussage, denn {f = z} geht nur bis auf Nullmengen in die Berechnung ein.) Dies kann auf
Funktionen mit abzahlbar vielen Werten verallgemeinert werden.

Satz 3.8. Sei f : S — R, messbar. Nimmt f héchstens abzihlbar viele Werte an, dann gilt
/fdﬂ=2y'ﬂ({f=y}),
y

wobei die Summe iiber alle Werte von f geht.
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3 DAS LEBESGUE-INTEGRAL

Beweis. Wieder folgt aus der Nichtnegativitat von f, dass die Summe bzw. Reihe auf der
rechten Seite wohldefiniert und unabhangig von der Reihenfolge (endlich oder unendlich)
ist.

Wir betrachten zuerst den Fall, dass f nur endlich viele Werte annimmt (d. h. einfach ist).
Sei dafiir h eine einfache Funktion mit 0 < h < f. Dann gilt

u{f=y,h=2z}) =pu(@ =0 fur alle z > y,

und damit durch Aufspalten mit Hilfe der o-Additivitat (warum?) und Umsortieren der
(endlichen!) Summen

Dizouh=z =2 > z-u({h=zf =y}
z z y
<O DVyuh=zf =y =Dz - p({f =y},
y z y

da alle Summanden fiir z > y verschwinden. Supremum iber alle h ergibt dann die
Behauptung, da die andere Ungleichung direkt aus der Definition fiir die zuléssige einfache
Funktion h = f folgt.

Sei nun angenommen, f nimmt eine unendliche Folge von Werten y;, y», ... an, und sei
0 <z <z, <... eine divergente Folge mit z; # y; fiir alle i, j € N. Setze nun

n
fo= 20k Vg + 2 Vpmoo)-
k=1

Dann sind alle f;, einfach und erfiillen (genau wie in Lemma 1.30) 0 < f; < f, < - sowie
sup,.»; fn = f. Anwenden von Fall 1, Grenziibergang n — oo, und der Satz iiber die monotone
Konvergenz (Satz 3.5) ergibt nun die Behauptung. m]

Der folgende Spezialfall ist besonders in der Wahrscheinlichkeitstheorie sehr niitzlich.

Folgerung 3.9. Sei A C S messbar. Dann gilt
H(A) = / Tadp.

Damit konnen wir nun die zweite fundamentale Eigenschaft jedes Integrals zeigen: die
Linearitat.

Satz 3.10 (Linearitat). Seien f,g:S — R, messbar und a, f > 0. Dann gilt

[ar+podu=a [ ransp [ gdn

27



3 DAS LEBESGUE-INTEGRAL

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass f und g hochstens abzéhlbar viele Werte u bzw. v
annehmen. Dann nimmt auch af + fg hochstens abzédhlbar viele Werte y an. Wieder
konnen wir wegen der Nichtnegativitat der Summanden und der o-Additivitat von p die
Reihen aufspalten und umsortieren und erhalten

Slyoufaf +Bg=y}) = > D\ (au+ po) - p({f =u,g =v})

y u v
—aSu- S pdf =ug=o) + Do S p({f =ug=0})
=a> u-p({f=u}) + B> v u({g =0}).

Anwenden von Satz 3.8 auf beide Seiten ergibt nun die Behauptung.

Fiir den allgemeinen Fall verwenden wir Lemma 1.30 um fiir f und g Folgen monotoner
Approximationen f;, g, zu erhalten, fiir die aus dem ersten Fall gilt

[ at+pmdu=a [ fdusp [ g

Dann ist auch af, + g, eine monotone Approximation von af + g (warum?), so dass wir
auf beide Seiten den Satz iiber monotone Konvergenz anwenden kénnen. m]

Durch wiederholtes Anwenden der Linearitit gefolgt von Satz 3.5 erhalten wir daraus
sofort

Folgerung 3.11. Seien f;, f3,- -+ : S — R, messbar. Dann gilt

Dofdp =27 | fudu

n>1 n>1

Eine weitere niitzliche Linearitatseigenschaft von Integralen erlaubt es, die Integrati-
onsgebiete aufzuspalten.

Definition 3.12. Sei (S, A, p) ein Mafiraum und A € A beliebig. Dann setze fiir f : § —

R, messbar
/fdy:/f-ﬂAdy.
A

(Da A messbar ist, ist f - T4 nach Lemma 1.24 (ii) ebenfalls messbar und nichtnegativ.)

Folgerung 3.13. Seien f : S — R, messbar und A, B C S messbar und disjunkt. Dann gilt
fau= [ gau [ £ap
AUB A B
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3 DAS LEBESGUE-INTEGRAL

Beweis. Da A und B disjunkt sind, folgt aus Satz 3.10 sofort
fdu :/f ﬂAqu,u:/f(ﬂA+ 15)du
UB

:/fﬂAdy+/f1]by:/Afdy+/dey. 0

Wir illustrieren die fiir die Integrationstheorie fundamentale Beweismethode der monoto-
nen Approximation und Konvergenz an zwei weiteren Beispielen, zuerst der folgenden
“Baumkuchenformel”, die manchmal fiir die Berechnung von Lebesgue-Integralen niitzlich
ist.

Al

Satz 3.14. Sei f : S — R, messbar. Dann gilt
[ ran=[ s> man
0,00

Beweis. Diesmal verwenden wir die modifizierte monotone Approximation

0 k _ ©0
=2, on Tikan<pe(iernz-omy + - Vpmeoy = 27" D7 U pokan)
k=1 k=1

(warum?). Aus Folgerung 3.11 und Satz 3.8 folgt dann

/ﬁdu=2‘”§;ﬂ({f> 2 =/[

0,00

)H({f > [£2"]27"}) dA (1),

(warum?). Wir betrachten nun den Grenziibergang n — oo auf beiden Seiten. Fir die linke
Seite konnen wir wegen der monotonen Approximation Satz 3.5 anwenden. Fiir die rechte
Seite verwenden wir, dass [¢2"]27" fiir alle ¢t > 0 eine monoton fallende Nullfolge bildet
und daher {f > [t2"]27"} T {f > t} gilt. Aus der o-Stetigkeit von y folgt die (monotone)
Konvergenz u({f > [t2"]27"}) — p({f > t}), so dass wir auch auf die rechte Seite Satz 3.5
anwenden konnen und die Behauptung erhalten. O

Oft wird diese Methode wie im folgenden Beispiel in Form des Monotonieprinzips (Satz 1.31)
angewendet.

Satz 3.15 (Transformationsformel). Sei (S’, A’) ein messbarer Raum und sei i’ das Bildmaf
von y unter ¢ : S — S’. Dann gilt fiir jede messbare Funktion f : S’ — Ry

/fdu'=/f°<pdu-
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3 DAS LEBESGUE-INTEGRAL

Beweis. Die Menge

‘K::{f:S—>@Jr

fmessbarmit/fdp’:/foq)dp}.

erfillt alle Voraussetzungen von Satz 1.31: (ii) (Abgeschlossenheit beziiglich Lineearkombi-
nationen) und (iii) (Abgeschlossenheit beziiglich monotoner Konvergenz) folgen direkt aus
Satze 3.5 und 3.10, und (i) folgt aus

[ tadt 5@ = (o7 ) =t €510 €4 = [ 1400 dn

Also gilt die Behauptung fiir alle nichtnegativen messbaren Funktionen. ]
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Fiir f : S — R messbar aber nicht unbedingt nichtnegativ betrachten wir einfach wir
einfach Positivteil f* und Negativteil f~ separat, die nach Folgerung 1.25 messbar und
offensichtlich nichtnegativ sind und f = f* — f~ erfillen. Die einzige Schwierigkeit ist
hier, die unzuléssige Rechnung co — co auszuschliessen.

Definition 4.1. Sei (S, A, p) ein Mafiraum und f : S — R messbar. Ist entweder
/f+ du < oo oder ff_ du < co, dann heif3t

[raw=[gran- [ fane®

das Lebesgue-Integral von f beziiglich p. Analog ist /A fdyfir A € A definiert.
Gilt /f+ du < oo und /f_ du < oo, dann heif3t f (u-)integrierbar; in diesem Fall ist
[ fdueR.

Aus Satz 3.4 (iv) folgt, dass eine integrierbare Funktion zwangslaufig fast tiberall endlich

ist. Wir schranken uns daher in Folge ohne grofien Verlust auf reellwertige Funktionen
ein. Weiter folgt aus Folgerung 1.25 (iii) und Satz 3.10

[1niau= [ fraws [ raue®
Wir erhalten daraus das folgende Integrabilitatskriterium.

Satz 4.2. Sei f : S — R messbar. Dann ist f genau dann p-integrierbar, wenn giltf |fldu <

0o. In diesem Fall ist
< [ iridn

(4.1) ‘ / fdu

Fir integrierbare Funktionen folgen die fundamentalen Eigenschaften des Lebesgue-
Integrals aus den entsprechenden Resultaten fiir nichtnegative Funktionen.

Satz 4.3 (Monotonie). Seien f,g : S — R integrierbar. Gilt f < g fast iiberall, dann ist

ffd,usfgdy.
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Beweis. Nach Annahme gilt f* — f~ < g* — g~ und daher 0 < f* + g~ < f~ + g* fast
iiberall. Aus Satz 3.4 (i) und Satz 3.10 folgt daher

/f+d,u+/g_d,u§/g+dy+/f_dy.

Da nach Voraussetzung alle Integrale endlich sind, kénnen wir die Ungleichung umstellen
und erhalten die Behauptung. m]

Fiir das néachste Resultat beachte, dass wir zuerst die Integrierbarkeit zeigen miissen und
erst dann (durch eine dhnliche Rechnung) die behauptete Gleichheit.

Satz 4.4 (Linearitat). Seien f,g:S — R integrierbar und a, f € R. Dann ist auch af + Bg

integrierbar und es gilt
/af+ﬂgdp:a/fdp+/gdp.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Additivitat. Aus Satz 3.4 (i) und Satz 3.10 folgt wieder

[ir+gtans [+ igtan= [ in1an+ [ lgldn< s

nach Voraussetzung. Also ist auch f + g integrierbar. Weiter gilt

frg=(+9 " -(f+9 =f"-f+g9"-g
und daher
0<(f+9)"+f g =(f+9 +f +g"

Wir kénnen daher auf beide Seiten Satz 3.10 anwenden und erhalten, weil alle Integrale
nach Annahme endlich sind, durch Umstellen die Behauptung.

Analog zeigt man, dass f afdy = a/fdy gilt (warum?). m]
Fir den Fundamentalsatz iber die Vertauschbarkeit von punktweiser Konvergenz und

Integral — auch Konvergenzsatz von Lebesgue genannt — benétigen wir eine Zusatzvoraus-
setzung, die die Integrierbarkeit des Grenzwerts garantiert.

Satz 4.5 (dominierte Konvergenz). Sei fi, fo,- - : S — R messbar mit f, — f fast iiberall.

Existiert eine integrierbare Majorante g : S — [0, ), d. h. fgdy < oo undg > |fy| fast
iiberall fiir alle n € N, dann sind alle f, und f integrierbar und es gilt

0 / fo = fldu— 0,
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@ [ fodu— [ fan

Beweis. Wegen |f,| < g fiir alle n € Nund f, — f und daher fast iiberall gilt auch |f| < g
fast iiberall (denn die abzéhlbare Vereinigung aller auftretenden Nullmengen ist wieder
eine Nullmenge). Aus der Integrierbarkeit von g zusammen mit Satz 3.4 (i) folgt daher die
Integrierbarkeit von f; und von f.

Weiter gilt nach Annahme
0<29-|fu—fl—2g fast iiberall,

wir konnen also das Lemma von Fatou (Satz 3.6) anwenden und erhalten

/ng,usliminf/(Zg—|f—n|)dp:/ngy—limsup/|fn—f|dp,
n—oo

n—oo

Da f 2¢g du nach Annahme endlich ist, folgt

Oéliminf/|fn—f|d,uﬁlimsup/|fn—f|d/130

und damit (i).

Die Behauptung (ii) folgt daraus zusammen mit (4.1) und der Linearitat:
‘/ﬁldﬂ—/fdu‘=‘/ﬁ1—fdu

Wir zeigen nun drei Ungleichungen, die in der Integrations- und Wahrscheinlichkeitstheorie
oft verwendet werden.

S/lfn—ﬂdy—)O. O

Satz 4.6 (Holder-Ungleichung). Seien f,g: S — R messbar und1 < p,q < oo mit% + é =1
Gilt/ [fIPdu < oo und/ |g|7dp < oo, dann ist f - g integrierbar und es gilt

[roal<(f |f|Pdu)’l’(/ |g|qd,u)é.

Beweis. Ist / |fIP du = 0, so folgt aus Satz 3.4 (iii), dass fast iiberall gilt | f|” = 0 und daher
f =0 sowie f - g = 0; das gleiche folgt analog aus / |g|7du = 0. In beiden Féllen gilt die
Behauptung also trivialerweise.
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Wir kénnen also annehmen, dass f LfI? du, / |g|7dp > 0 gilt. Seien nun a, b > 0 beliebig.
Dann folgt aus der Konkavitat des Logarithmus die Ungleichung

1 1 1 1
log(ab) =loga +logh = 1—) log(a?) + glog(bq) < log (I_Jap + ;]bq)

wegen % + Cll = 1. Anwenden der Exponentialfunktion auf beiden Seiten ergibt dann die
Young-Ungleichung

1 1
ab < —a? + =b1,

die auch fiir a = 0 oder b = 0 (trivialerweise) erfiillt ist. Setze nun « := ( / [fIP dy)l/p >0
und § := (/[ |g/? dy)l/ > 0 und wende punktweise die Young-Ungleichung an auf

p
Ul lol 217, Llol”
a B par  q pi

Aus (4.1) sowie der Monotonie und Linearitat des Integrals folgt daraus

1 1 1 1
— . d,u‘s—/| ldu< —+-=1,
aﬂ‘/fg af I9 P q

was nach Definition von «, f 4quivalent ist zur Behauptung. O

Satz 4.7 (Minkowski-Ungleichung). Seien f,g : S — R messbar und1 < p < co. Dann gilt

(/ |f+glpd/1)%£(/ Iflpdu)%+(/ |g|Pd,1)%.

Beweis. Fir p = 1 folgt die Behauptung direkt aus der Dreiecksungleichung sowie der
Monotonie und Linearitat des Integrals. Sei daher 1 < p < co. Dann kénnen wir schreiben

[irearans [ari+igir+ar= [isitr+gpau+ [ lgls+g a

und Anwenden der Holder-Ungleichung fiir g := p(p — 1) > 1 mit % + % =1ergibt

|/ |f|pdﬂ)%+(/ |g|pdu)% | If+g|<P-l>qd,,)?

Dividieren durch den letzten Term und Verwenden von (p —1)g = p und 1 — é = % ergibt
die Behauptung. O

/|f+g|Pdus

Die folgende Verallgemeinerung von (4.1) ist vor allem in der Wahrscheinlichkeitstheorie
von Bedeutung,.
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Satz 4.8 (Jensen-Ungleichung). Sei i ein Wahrscheinlichkeitsmaf3, f : S — R integrierbar,
und ¢ : R — R konvex. Dann existiert das (nicht notwendigerweise endliche) Lebesgue-

Integral von ¢ o f und es gilt
w(/fdu) S/«)Ofdu-

Beweis. Sei a € R beliebig. Wir verwenden (ohne Beweis) die Tatsache, dass wegen der
Konvexitat von ¢ ein & = £(a) € R existiert' mit

(4.2) p(x) > pla)+¢&-(x—a) fur alle x € R.

Daraus folgt insbesondere
gofze@+-(f-a).
Also gilt auch (p o f)™ < (¢(a) + & (f —a))” < oo fast Giberall, da f integrierbar und

deshalb wegen Satz 3.4 (iv) fast Giberall f~ < co ist. Daher ist auch f (pof) dy < oo, und
somit existiert das Lebesgue-Integral von ¢ o f.

Ist nun f (p o /)t du = oo, so gilt die Ungleichung trivialerweise. Andernfalls ist ¢ o f
integrierbar, und aus (4.2) zusammen mit Satz 4.3 und Satz 4.4 folgt

/<oofdus<o<a>/nsdu+§-(/fdu—a).

Mit der Wahl a = f f dy folgt daraus wegen p(S) =1 die Behauptung. O

Zum Abschluss untersuchen wir noch den Zusammenhang zwischen Lebesgue- und
Riemann-Integral. Das folgende Resultat zeigt, dass ersteres tatsachlich eine Verallge-
meinerung des letzteren ist.

Satz 4.9. Sei f : [a,b] — R beschrdnkt und setze
C:={x € [aDb]|f iststetiginx}, D :={x € [a,b] | f ist nicht stetig in x} .
Dann gilt
(i) C,D sind Borel-Mengen und f - 1¢ ist Borel-messbar.

(ii) f ist Riemann-integrierbar genau dann, wenn D eine Lebesgue-Nullmenge ist; in diesem

Fall gilt
b
/ f(x)dx:/f~1]cd/1.

'Ist ¢ stetig differenzierbar, erhalt man die Existenz von ¢ := ¢’(a) aus dem Mittelwertsatz; fiir nicht
differenzierbare Funktionen ist £ nicht mehr eindeutig, und man braucht deutlich aufwéndigere Resultate
aus der konvexen Analysis.

35



4 INTEGRIERBARE FUNKTIONEN

Beweis. Zu (i): Sei P, := {x¢,...,xp} mita = xg < x; < -+ < x, = b eine Partition mit
Feinheit w(P,) := max;(x; — xj_1). Setze firk =1,...,n

i o= inf {f () | k-1 < x < i}, sk := sup {f (%) | xk-1 < x < xx},
sowie

n n
9In = Z A TEAEAR hn = Z Sk Gr ] -
k=1 k=1

Dann gilt fiir die zu der Partition gehdrende Unter- und Obersumme von f

Un 1= D k(o — xpm1) = / gndA,

k=1
n
O, = Z sp(xp — xp_1) = / h, dA.
k=1
Sei nun Py, Py, ... eine Folge von Partitionen mit w(P,) — 0 so, dass P,4+; D P, fiir alle

n € N gilt. Dann ist (warum?)
GI<gp<--<f<--<hy<h.

Da gp, h, messbar sind, sind auch g := sup, ., g, und h := sup, ., h, messbar und erfiillen
g < f < h. Wegen w(P,) — 0 muss dann gelten

n>1

(4:3) {g<h}ch{g<h}U(UPn).

Da alle P, Lebesgue-Nullmengen sind und die Vereinigung abzahlbar ist, folgt die Borel-
Messbarkeit von D (dies ist nicht trivial und benétigt Resultate tiber die Regularitdt des
Lebesgue-Maf3es, die den Rahmen der Vorlesung sprengen). Aus der Monotonie von Maflen
erhalten wir dann

A({g <h}) <A(D) < A({g < h})) +0

und damit Gleichheit. Damit ist auch C = [a, b] \ D und daher 1, Borel-messbar. Weiter
folgt wegen g < f < h aus (4.3), dass g = h = f auf C und damit f - I¢ = g- 1¢ gelten muss.
Also ist auch f - 1 Borel-messbar.

Zu (ii): Da f beschrankt ist, gilt dies auch fir g, und h,. Weiter ist [a, b] beschrankt, so
dass die Schranken eine integrierbare Majorante liefern (warum?). Nach dem Satz von der
dominierten Konvergenz (Satz 4.5) gilt also

/gd/l = lim U, /hd/l = lim O,,.

n—oo n—oo

Also ist g = h fast Giberall genau dann, wenn lim,_,., U, = lim,_,. Oy, ist — was nach
Definition genau dann der Fall ist, wenn f Riemann-integrierbar ist. Also ist wegen g < h
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4 INTEGRIERBARE FUNKTIONEN

zusammen mit (4.3) D eine Lebesgue-Nullmenge genau dann, wenn f Riemann-Integrierbar
ist. In diesem Fall gilt fast tiberallg =g - Tc = f - Tc und

/abf(x)dx:r}i_)ngoU :/gdA:/f-ﬂcd/l

und damit die Behauptung. O

37



5 KONVERGENZ UND VOLLSTANDIGKEIT

Wir haben bisher Konvergenzresultate fiir die punktweise Konvergenz (fast tiberall) unter-
sucht. Dieser Konvergenzbegriff ist aber fiir viele Zwecke nicht ausreichend, da er zum
Beispiel kein Teilfolgen-Teilfolgen-Prinzip (“wenn jede Teilfolge eine konvergente Teilfolge
mit dem selben Grenzwert besitzt, konvergiert die gesamte Folge gegen diesen”) erlaubt.
Dies liegt im Wesentlichen daran, dass wir keinerlei Zusammenhang zwischen Teilfolgen
in unterschiedlichen Punkten herstellen konnen. In diesem Kapitel betrachten wir daher
zwei in der Anwendung wichtige Konvergenzbegriffe, die diesen Mangel beheben. Wieder
sei im Folgenden (S, A, ) ein beliebiger Maf3raum.

5.1 KONVERGENZ IM MITTEL

Der erste (starkere) Konvergenzbegriff ist fiir die Analysis fundamental.

Definition 5.1. Setzefiir1< p <ocound f : S = R

1

) qu{/mwﬁﬁ

sowie

No(f) :==inf {c > 0| |f| < ¢ p-fast tiberall}

(das (u-)essentielle Supremum von f).
Gilt fiir f;, f2,... und f messbar mit N, (f,), Np(f) < o0

(52) lim Ny(fy - f) =0,

dann konvergiert f, gegen f im p-ten Mittel, geschrieben f, 2 f. Analog nennen wir
fn Cauchy-Folge im p-ten Mittel, wenn lim,, ,—co N(f, — f) = 0.

Ziel ist nun zu zeigen, dass diese Konvergenz vollstindig ist, d. h. dass jede Cauchy-Folge
im p-ten Mittel konvergiert. Dabei gehen wir wie folgt vor:
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5 KONVERGENZ UND VOLLSTANDIGKEIT

1. Die “globale” Cauchy-Eigenschaft impliziert — notfalls durch Ubergang zu einer
Teilfolge — die Cauchy-Eigenschaft fast tiberall.

2. Dank der Vollstandigkeit von R konvergiert diese Teilfolge punktweise fast tiberall;
das liefert uns einen Kandidaten fiir den Grenzwert.

3. Die “globale” Cauchy-Eigenschaft garantiert, dass die gesamte Folge “global” gegen
diesen Grenzwert konvergiert.

Fir die spatere Wiederverwertung lagern wir das zentrale Argument in Schritt 1 in ein
Lemma aus.

Lemma 5.2. Seien fi, fo,- -+ : S — R messbar mit
lim p({|fy — fml > €}) =0 fiir alle e > 0.
n,m— 00
Dann existiert f : S — R messbar und eine Teilfolge mit f, — f fast iiberall.

Beweis. Nach Voraussetzung existieren 1 < ny < nz < ... so, dass fiir alle m > ng, k € N
gilt
(U = ol > 27%}) < 27

und daher insbesondere

(o = forl > 27 <27
Setze nun

g = Z ﬂ{|ﬁ1k+1_ﬁlk|>27k}.
k>1

Dann ist g messbar und erfiillt

/gdﬂ = D I fop = el > 27D < D27 < o0

k>1 k>1

Nach Satz 3.4 (iv) ist dann g < oo fast iiberall, was nur moglich ist wenn gilt

U ({|fnk+1 — fue] > 27F fiir unendlich viele k}) =0.

Also konvergiert auch die Reihe f = Ykt | far,, — foi | fast iiberall (sonst setzen wir f =0).
Mit Hilfe der Teleskopsumme folgt daraus

k-1 .
ﬁlk :ﬁll + Z(ﬁlj+l _ﬁlj) - ﬁll +f
j=1

fast Giberall, und damit die Behauptung. ]
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5 KONVERGENZ UND VOLLSTANDIGKEIT

Beachte, dass der Grenzwert (durch die Definition von f ) von der betrachteten Teilfolge
abhangt. Trotzdem geniigt dies, um die Vollstandigkeit zu zeigen.

Satz 5.3 (Riesz—Fischer). Seil < p < oo und seien fi, fo,--- : S — R eine Cauchy-Folge im
p-ten Mittel. Dann existiert ein f : S — R mit N, (f) < oo und f, LA f.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall 1 < p < co. Dann folgt fiir alle ¢ > 0 aus der
Markov-Ungleichung

p{lfo = ful > 1) = p({Ifo = ful” > €"}) < glp/ |fin = ful? dp — 0,

Nach Lemma 5.2 existiert also eine messbare Funktion f : S — R und eine Teilfolge mit
fn, — f fast tiberall. Weiter folgt aus dem Lemma von Fatou (Satz 3.6) fiir alle m > 1

[ w1 <timint [ 16~ fil? du < timsup [ 1o~ fil? < sup [ 1fu = i
— k—o0 nx1
Aus der Cauchy-Eigenschaft folgt nun
[ =10 <sup [ 1= da o
n>

fiir m — oo und damit N,(f, — f) — 0. Weiter folgt zusammen mit der elementaren
Ungleichung (a + b)? < 2P max{a?, b?} < 2P(a? + bP) fir alle a,b > 0

[isvanse [ipduser [17=flr du<co

da N, (fm) < oo nach Voraussetzung und / |f = fnl? dp — 0.

Fiir den Fall p = co argumentiert man analog; hier impliziert Noo (f;, — fn) — 0 nach Defi-
nition die gleichmdfige Cauchy-Eigenschaft auflerhalb einer Nullmenge. Also konvergiert
auflerhalb dieser Nullmenge f, gleichmaflig gegen eine beschrinkte Funktion f, woraus
die Behauptung folgt. (Hausaufgabe.) m]

Da umgekehrt jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist, erhalten wir aus dem ersten
Teil des Beweises die niitzliche

Folgerung 5.4. Gilt f;, 2 f, so existiert eine Teilfolge mit f, — f fast iiberall.

Fiir die gesamte Folge gilt dies im Allgemeinen nicht; siehe Beispiel 5.10 weiter unten.

Beachte wieder, dass der Grenzwert f durch Lemma 5.2 nur fast iiberall festgelegt ist. Dies
ist natiirlich unbefriedigend.
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5 KONVERGENZ UND VOLLSTANDIGKEIT

5.2 LP-RAUME

Aus dem bereits gezeigten folgt, dass N, eine Halbnorm ist auf

LP(p) = {f :S > R|N,(f) < oo}.
Es gilt ndmlich:

() Np(af) = [a|Np(f) (warum?);

(i) Np(f +9g) < N,(f) + N,(g) wegen der Minkowski-Ungleichung fiir p < co und den
Supremumseigenschaften fiir p = co (warum?);

(iii) N,(0) = 0.

Allerdings folgt aus N, (f) = 0 nur f = 0 fast iiberall, so dass £L?(u) zwar ein Vektorraum,
aber kein normierter Vektorraum ist.

Dieses Manko lasst sich beheben, in dem man Nullmengen “ignoriert”: Zwei Funktionen,
die sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden, behandeln wir als gleich. Formal bedeutet
das, dass wir statt Funktionen ihre Aquivalenzklassen beziiglich der Aquivalenzrelation
“Gleichheit fast tiberall” betrachten. Wir setzen

[f]:={g]| f = g fast iiberall}

sowie
() = {[f1| Np(f) < oo}
versehen mit den Operationen

alfl+Blgl = [af] +[fgl.  afeR,

und der Norm
LA == Np(f)-

Beachte, dass alle diese Definitionen unabhangig von der Wahl der Reprasentanten sind
(warum?). Fiir [f] € LP(p) gilt dann, dass aus ||[f]]l, = 0 folgt [f] = 0. Wir haben also
gezeigt

Satz 5.5. Fiirl < p < co ist LP(p) ein normierter Vektorraum, der vollstindig ist beziiglich
der Konvergenz in der Norm.

Der Spezialfall p = 2 ist sogar ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

<Uuw=/fgm

da in diesem Fall die Hélder-Ungleichung zur Cauchy-Schwarz-Ungleichung wird.
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5 KONVERGENZ UND VOLLSTANDIGKEIT

In den meisten Fillen wird man nicht zwischen Funktionen und Aquivalenzklassen un-
terscheiden; man spricht von “Funktionen” f € L?(u) mit Norm || f||, = N, (f). Der Preis
dafiir ist, dass solche “Funktionen” keinen wohldefinierten “Funktionswert” f(x) fiir festes
x € S besitzen; dies fiithrt aber im Allgemeinen nicht zu Problemen. (Eine Ausnahme ist,
wenn [ f] einen stetigen Reprasentanten — der dann eindeutig ist (warum?) — besitzt; in
diesem Fall ist dies der kanonische Reprasentant, mit dem [ f] identifiziert wird.)

5.3 KONVERGENZ IM MASS

Lemma 5.2 definiert einen weiteren Konvergenzbegriff, der in der Wahrscheinlichkeits-
theorie von Bedeutung ist.

Definition 5.6 (Konvergenz im Maf}). Gilt fir fi, f5,... und f messbar

lim pu({|f, — fl > €}) =0 fur alle € > 0,
dann konvergiert f, gegen f im Maf3, geschrieben f, 4 f. Analog definiert man Cauchy-
Folgen im Maf3 durch (5.2).

In der Wahrscheinlichkeitstheorie spricht man auch von [Konvergenz!stochastische]stochastischer

Konvergenz.

Wieder ist der Grenzwert eindeutig fast tiberall: Gilt f, 5 fund f, 4 f, so folgt aus der
Dreiecksungleichung (warum?)

p({If = fl>eD) <ullf = fI > £ + p({lfi = fl > £H > 0
und damit wegen der o-Stetigkeit fiir ¢ —»=0
p({If - fI > 0}) =o.

Auch diese Konvergenz ist vollstandig.
Satz 5.7. Seien fi, f2,--- : S — R messbar mit
lim p({|fy — fnl > €}) =0 fiir alle e > 0.
n,m—oo
Dann existiert f : S — R messbar mit f, 5 f.

Beweis. Nach Lemma 5.2 existiert f : S — R messbar und eine Teilfolge mit f, — f fast
iiberall. Daraus folgt fiir alle e > 0 und m > 1

Vifnsioey < Hminf g g 15e)
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5 KONVERGENZ UND VOLLSTANDIGKEIT

fast tiberall (warum?). Wir konnen daher das Lemma von Fatou (Satz 3.6) anwenden und
erhalten fiir ¢ > 0 beliebig

p({Ifm = f1>€}) =/ T fusfl>ey dpt < h}};i;}f/ V{1 fo i el dH
= liminf u({Ifo = fo| > ¢}
<sup u({lfm — ful > €}) =0

n>m

fur m — oo. O
Hier gilt nun ein Teilfolgen-Teilfolgen-Prinzip.

Satz 5.8. Seien fi, fo,- -+ : S — R sowie f : S — R messbar. Fiir die Aussagen
. p
i) fo = f
(ii) jede Teilfolge von {f, }nen enthalt eine Teilfolge, die fast iiberall gegen f konvergiert
gilt dann (i)= (ii). Ist p endlich, so gilt auch (ii) = (i).

Beweis. (i)= (ii): Sei { fy }nen, N C N unendlich, eine beliebige Teilfolge. Wie im Beweis

. H . .
von Lemma 5.2 finden wir dann wegen f;, — 0 eine Folge 1 < ny < ny..., ny € N, mit

p{lfo = fl>2y <27 keN,

woraus fur

9= 15 fi>24
>1
folgt f gdp < oo und damit g < oo fast iiberall. Das bedeutet wieder

p{Ifn, = f1 > 2% fiir unendlich viele k}) = 0

und daher f;, — f fast iberall.

(ii))= (i): Sei nun {fy, }ren eine Teil-Teilfolge mit f;,, — f fast iberall. Dann folgt fiir alle
€ > 0,dass T {Ifp~fl>et = 0 fast tiberall konvergiert. Nach Annahme istf Tsdu=pu(S) < oo
eine integrierbare Majorante; aus dem Satz tiber die dominierte Konvergenz (Satz 4.5) folgt
daher

({Ufoy — 1> €}) = / Vsl Al — 0.

Also enthilt jede Teilfolge der reellen Folge {u({|f,, — f| > €})}nen eine gegen Null
konvergente Teilfolge, so dass die gesamte Folge gegen Null konvergiert. Da ¢ > 0 beliebig

war, folgt f; 5 f. ]
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Insbesondere gilt
Folgerung 5.9. Ist u endlich, so ist jede fast iiberall konvergente Folge auch im Maf konvergent.

Die Umkehrung gilt dagegen nicht.

Beispiel 5.10. Sei S = [0,1) und setze f, := H[E’ﬁ) firm e Nund 1 < k < m mit

n=k+ %m(m —1). Dann gilt f, i) 0 (und sogar f, 2 0 fiir 1 < p < o0) (warum?), aber
fn = 0 nirgendwo auf [0, 1).

Zum Abschluss betrachten wir den Zusammenhang zwischen den beiden eingefithrten
Konvergenzbegriffen.

Satz 5.11. Seien fi, fo,- -+ € LP(p). Dann sind dquivalent
. p
i) fo=f
(i)) fo 5> f und [1fulp du — [ |f1P dp < co.

Beweis. (i)= (ii): Wie im Beweis von Satz 5.3 folgt aus f, — p mit Hilfe der Markov-
Ungleichung

1
pilh = 11> < 5 [ 1= P du—o
und damit f; 4 0, sowie aus der (umgekehrten) Minkowski-Ungleichung
INp (fa) = Np () < Np(fu = f) = 0
unddamitflfnlpdy — /|f|de < oo.
(i)= (ii): Nach Satz 5.8 existiert eine Teil-Teilfolge f, — f fast iiberall. Es gilt also

0 < 2P(If1P + | fuelP) = I foe = fIP — 2P*1|fIP

Aus dem Lemma von Fatou folgt daher

2 171 dy < limint (zf’ [iseansz [igrau- | |fnk—f|Pdu).

Nach Annahme gilt nun / |ful? dp — f |f|? du < oo; wir konnen daher auf beiden Seiten
/ |f|? du subtrahieren und erhalten

OSlimsup/ |fo, — fIPdp <o.

k— o0

Also gilt N, (fp, — f) — 0. Wieder ist dies eine reelle Folge mit von der Teilfolge unabhén-
gigem Grenzwert, so dass N, (f, — f) — 0 fiir die gesamte Folge gilt. O
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Wir beginnen jetzt damit, unsere Aufmerksamkeit auf die Frage nach der Existenz von
Maflen zu richten. Nehmen wir die — noch zu beweisende — Existenz des Lebesgue-Maf3es
an, kénnen wir daraus durch “Gewichtung” weitere Mafle gewinnen. Dies ist besonders in
der Wahrscheinlichkeitstheorie wichtig, wo z. B. die Normalverteilung durch Gewichtung
der Gleichverteilung (dem Lebesgue-Maf}) durch die Gaufische Glockenkurve entsteht.
Da Malf3e aber keine Funktionen sind und deshalb keine Punktwerte haben, ist dies nicht
einfach durch punktweise Multiplikation méglich.

Stattdessen definieren wir den “gewichteten Inhalt” einer Menge durch ein entsprechendes
Integral. Sei in Folge stets (S, A) ein messbarer Raum.

Definition 6.1. Seien p, v Mafle auf A.Isth: S — R, messbar und erfiillt
(6.1) v(A) = /hd,u fur alle A € A,
A

dann heif3t h Dichte von v beziiglich p. Man schreibt dafiir auch kurz dv = hdyu oder
hi= Z—Z (die Radon-Nikodym-Ableitung von v nach p).

Umgekehrt wird fiir jede nichtnegative messbare Funktion h durch (6.1) ein Maf} definiert,
wobei die o-Additivitat aus Folgerung 3.11 folgt.

Wie die Kurzschreibweise andeutet, lasst sich dann das Integral beziiglich v mit Hilfe von
h und p ausdriicken. Es gentigt wieder, dies fiir nichtnegative Funktionen zu zeigen.

Satz 6.2. Seien y1, v Mafle auf A. Hat v die Dichte h beziglich y, so gilt fiir alle f : S — R,

messbar
/fdv:/f-hd,u.

Beweis. Wir verwenden das Monotonieprinzip aus Satz 1.31. Setze

/fdv:/f-hdp}.

7(:2{f:5—>@+
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6 DICHTEN UND ABSOLUTSTETIGKEIT

Dann gilt fiir A € A nach Definition

/ﬂAdV:v(A)thdp:/ﬂA-hdy
A

und damit 14 € K, d. h. Voraussetzung (i). Die Voraussetzungen (ii) und (iii) folgen wieder
aus der Linearitat und der monotonen Konvergenz des Lebesgue-Integrals. Nach Satz 1.31
gilt die behauptete Gleichheit also fiir alle messbaren nichtnegativen Funktionen. ]

Insbesondere gilt fiir dv = hdp und dp = kdv

/fdp:/f'kdv:/f-k-hd,u

und daher dp = (k - h)dp bzw. die “Kettenregel” Z—Z = %Z—Z.

Das folgende Eindeutigkeitsresultat rechtfertigt dabei, von “der” Radon-Nikodym-Ableitung
zu sprechen.

Satz 6.3. Seien y, v MafSe auf A. Ist v o-endlich und gilt dv = hdyp = h' dy fiir zwei h, b’ :
S — R messbar, dann ist h = b’ u-fast iiberall.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall das v endlich ist. Aus der Linearitét des Integrals
folgt dann

o> WD+ [ Bty dp= [V Wdps [y - =)y
= [ oy b =v((h > K <,
Also ist /(h — h)*dyp = 0, woraus mit Satz 3.4 (iii) folgt (h — k’)* = 0 und daher h < K’

p-fast iiberall. Durch Vertauschen von h und A’ erhalten wir die umgekehrte Ungleichung
und damit die Behauptung.

Es existiere nun E, T S mit v(E,) < oo fiir alle n € N. Wir kénnen dann wie im ersten Fall
fir v, (A) :=v(ANE,) < v(E,) < oo argumentieren und erhalten

/(h—h’)* g, dp =0.

Nun ist nach Annahme (h—h")"-1g, eine monotone Folge mit sup,,.,(h—h")*-1g, = (h—h")",
so dass aus dem Satz iiber monotone Konvergenz folgt f (h—HK)*dy = 0 und damit wie
oben die Behauptung. O
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Die zentrale Frage ist nun, wann ein gegebenes Mafl v eine Dichte beziiglich eines anderen
Mafles p besitzt. Die Frage, wann das nicht gilt, ist einfach zu beantworten: Wenn eine
messbare Menge A € A existiert mit v(A) > 0 aber p(A) = 0 (warum?). Die Bedingung
H1(A) =0 = v(A) =0 fur alle A € A ist also offensichtlich notwendig. Dies motiviert die
folgende Definition

Definition 6.4. Seien p, v Mafle auf A. Dann heifit

(i) v absolutstetig beztiglich p, geschrieben v < i, falls gilt

H(A) =0=v(A) =0 fur alle A € A,

(i) v singuldr beziiglich p, geschrieben vy, falls ein A € A existiert mit y(A) =0
und v(A°) = 0.

Beispiel 6.5. Betrachte S = R versehen mit der Borel-Algebra und x € R. Dann ist
das Dirac-Maf} d, singular bezuglich des Lebesgue-Mafles A, denn A({x}) = 0 nach
Beispiel 2.16 und 6(R \ {x}) = 0 nach Definition.

Wir zeigen nun, dass die Absolutstetigkeit nicht nur notwendig sondern auch hinreichend
ist. Dafiir verwenden wir das folgende Resultat, das auch in anderen Situationen niitzlich
ist.

Satz 6.6 (Hahn-Zerlegung). Seien v, p endliche MafSe auf A. Dann existiert A< € A mit

(i) v(A) < p(A) firalle A C A,
(ii)) v(A) > p(A) fiiralleA Cc As :=S\ A<.

Beweis. Der Beweis wird tibersichtlicher durch etwas Notation. Setze §(A) := v(A)—p(A) €
(—00, 00) fiir alle A € A. Dann ist §(0) = 0 und § o-additiv (warum?). (Man spricht daher
auch von einem endlichen signierten Maf3.) Weiter nennen wir eine Menge N € A negativ
(bezuiglich §), falls §(A) < 0 fur alle messbaren A ¢ N gilt. Unser Ziel ist nun, A< als
maximale negative Menge zu konstruieren. Dafiir gehen wir schrittweise vor.

Schritt 1: Sind Nj, Ny, - negativ, dann ist auch (U,>; N,, negativ. Sei dafiir A ¢ U,>; messbar.
Dann ist fur alle k > 1 auch

A =ANNNNg N---NNf C N

messbar und negativ und erfillen A = Uj>; Ax. Weiter sind alle Ay disjunkt, so dass aus
der o-Additivitat von J folgt

§(A) =D 8(Ap) <0.

k>1
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6 DICHTEN UND ABSOLUTSTETIGKEIT

Schritt 2: Wir konstruieren eine negative Menge N mit §(S \ N) > 0 durch sukzessives
Entfernen disjunkter Teilmengen By von S mit §(By) > 0 moglichst grof3. Setze B; := () mit
6(By) =0.Sind nun By, ..., By mit §(By), ..., 5(By) > 0 bereits gewéhlt, so setzen wir

sk :=sup {6(A) | A € A disjunkt zu By, ..., Bx} > 5(0) = 0.

Dann konnen wir ein By, disjunkt zu By, .. ., B finden mit
% falls s < o0

5(Brs1) = 4 2 ’

(Bics) {1 falls s < 0.

(Ist s = 0 — d. h. wir haben S schon bis auf eine §-Nullmenge ausgeschopft — so wihlen
wir Biy = 0.)

Setze nun N := S \ U1 Br. Dann gilt nach Konstruktion

0 < > 8(B) =8(N°) < oo,

k>1

da ¢ endlich ist. Daraus folgt 0 < %sk < 8(Bix) — 0 und damit s — 0 fiir k — oo. Ist nun
A C N messbar, dann ist A nach Definition von N disjunkt zu allen By und daher gilt nach
Definition von s auch §(A) < sy — 0. Also ist N negativ.

Schritt 3: Durch Anwenden von Schritt 2 auf ¢’ (A) := §(ANS’) fiir beliebige messbare " C S
erhalten wir eine negative Menge N’ C S’ mit §(S’ \ N’) > 0 und damit §(N’) < 6(S’)
(warum?).

Schritt 4: Wir konstruieren nun die gewiinschte maximale Menge, die die gesuchten Eigen-
schaften hat. Betrachte dafiir

o = inf {5(A) | A € A} < 5(0) = 0.

Dann existiert eine Folge S1,S,--- € A mit §(Sx) — « fur k — oo. Nach Schritt 3
existiert nun fir jedes k > 1 eine negative Menge Ny mit §(Ny) < §(Sk). Daraus folgt auch
a < 8(Ni) < 8(Sk) — a. Wir setzen nun A< := Ugs1 Ag. Nach Schritt 1ist dann A< negativ
und erfullt

a < 8(A<) =6(A<\ Ni) + 6(Ni) < 6(N) — «a

und damit a = §(A<) > —oo. Daraus folgt nun die Behauptung:
o fur A C A< messbar folgt aus der Negativitat §(A) < 0;

« fiir A C As := S\ A< messbar ist A disjunkt zu A<, und daher folgt aus der Definition
von « und der o-Additivitat

5(A) = 5(A< UA) - 8§(A) > a —a = 0. O
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6 DICHTEN UND ABSOLUTSTETIGKEIT

Im Beweis ist nur §(A) > —co und damit die Endlichkeit von p wesentlich; durch eine
leichte Modifikation von Schritt 2 und Schritt 4 konnen wir die Endlichkeit von v durch
o-Endlichkeit ersetzen (warum?).

Damit konnen wir nun Mafie mit Dichten charakterisieren.

Satz 6.7 (Radon—Nikodym). Seien p, v o-endliche MafSe auf A. Dann sind dquivalent
(i) v<pu,
(ii) es existiert h : S — R, messbar mit h = Z—Z.
In diesem Fall ist h fast iiberall endlich.

Beweis. Die Richtung (i) = (ii) ist klar (warum?). Fir die Richtung (ii) = (i) nehmen wir
zuerst an, dass ¢ und v endlich sind. Definiere

F = {f:5—>@+ /fd,uév(A) fiiralleAeﬂ}
A
und setze
B = sup/fdy.
fer

Wegen 0 € ¥ und der Endlichkeit von v ist dann 0 < f < v(S) < co. Ziel ist nun, die
gesuchte Dichte als h € F mit / hdp = B zu konstruieren. Wieder gehen wir schrittweise
Vor.

Schritt 1: Sind f, f’ € ¥, dann ist auch max{f, f'} € ¥, denn fiir alle A € A ist

[maxtrfyan= [ pawe [ paw

A An{fzf"} An{f<f"}
<vAN{fzfH+vAn{f < f'}) =v(A).

Seinun fi, f5,--+- € F mit / fndu — p. Falls notwendig durch Ersetzen von f; durch

max{fi,..., f} € F konnen wir f; < f, < --- annehmen. Aus dem Satz tiber monotone
Konvergenz folgt daher h := sup,, f, € ¥ und / hdp = p (warum?).

Schritt 2: Wegen h € F gilt /A hdu < v(A) fir alle A € A; wir miissen also die umgekehrte
Ungleichung zeigen. Dafiir verwenden wir Satz 6.6. Sei A € A beliebig und betrachte
fur e > 0 das endliche Maf} p mit dp = (h + €14) du. Fur p und v erhalten wir dann die
Hahn-Zerlegung A<, A> € A mit insbesondere fiir AN A< C Ac

(6.2) V(AN Ac) < p(ANAL) <p(A) = /hdu + cu(A).
A
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6 DICHTEN UND ABSOLUTSTETIGKEIT

Betrachte nun A N Ay und g := h + €1 4n4, . Dann gilt

(6.3) /gdp:/hdp+€,u(AﬂA2):ﬁ+gp(AﬂAZ).

Weiter gilt fiir alle A” € A wegen der Rechenregeln fiir charakteristische Funktionen
(warum?)

./ gdp = /(ﬂA'nA< + Tana )b+ el Tana, dp
A/

:/ hd,u+/ h+elady|
A'NA< ANAs
:/ hdu+ p(A'NAs)

A'NA<

<V(A NAL) +v(A NAs) =v(A)

wegen h € ¥ und A’ N A> C As. Also ist auch g € ¥ und damit /gdu < B. Zusammen
mit (6.3) folgt daraus u(A N As) = 0 und daher wegen (i) auch v(AN As) = 0. Aus (6.2)
folgt damit

v(A) =v(ANA) < /hdu + cu(A).
A

Da ¢ > 0 beliebig war, gilt v(A) < [4 hdp. Damit ist h die gesuchte Dichte, die nach Satz 6.2
fast iiberall eindeutig ist.

Schritt 3: Insbesondere folgt fiir A = {h = oo}

0o > v({h = 00}) = / U pooophdv = 00 - pu({h = 00},

was nur fiir g({h = c0}) = 0 moglich ist.

Schritt 4: Sind p, v o-endlich, so existieren E, T S mit py(E,) < cound F, T S mit
v(F,) < oo. Durch das ubliche “Zwiebelschalenprinzip” kénnen wir daraus disjunkte
Folgen mit Ups1 En = Ums1 Fn = S und p(E,), v(F,) < oo konstruieren. Wir erhalten
dadurch disjunkte Mengen Gy, := E, N Fy, mit Uy m>1 Gom = S und p(Gpm), v(Gpm) < 0.
Auf G, , konnen wir die vorherigen Schritte anwenden (warum?) und erhalten Dichten
Inm Mit V(AN Gp ) = /Gnm gnm dp. Da die Mengen disjunkt sind, konnen wir daraus die
gesuchte Dichte h := Zn,m’zl Jgnm auf S zusammensetzen. O

Zwar hat nicht jedes Maf} eine Dichte; fiir viele Zwecke reicht aber, dass man jedes Maf3
zerlegen kann in einen absolutstetigen und einen singularen Anteil.

Satz 6.8 (Lebesgue-Zerlegung). Seien y, v o-endliche MafSe auf A. Dann existieren eindeutige
Mafe pig, pis mit

(i) p=pq+ ps, d h. p(A) = pa(A) + ps(A) fiiralle A € A,
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6 DICHTEN UND ABSOLUTSTETIGKEIT

(ii) pg < v und pgLv.

Beweis. Da p, v o-endlich sind und stets gilt v < p + v (warum?), hat v nach Satz 6.7 eine
Dichte h beziiglich u + v, d. h.

(6.4) v(A):/hd(/J+v):/hd,u+/hdv fur alle A € A
A A A
(warum?). Wir setzen jetzt

HaA) = (AN (R > 0),  p(A) = p(A N {h=0}).
Dann gilt offensichtlich (i).

Seinun A € A eine v-Nullmenge. Dann folgt aus (6.4), dass fA hdp=0.Alsoisth-14 =0
und daher auch T4n(p50y = 0 p-fast iiberall, d. h. p,(A) = (AN {h > 0}) = 0. Es gilt daher
U < v. Weiter ist us({h > 0}) = p(0) = 0 und

v({h > 0}) = [h—o} hd(p+v) =0

und daher p;Lv. Also gilt auch (ii).

Seinun p =y, + y; eine weitere Lebesgue-Zerlegung. Wegen (ii) existieren dann N, N’ € A
mit
ps(N) = pg(N) =0 und  v(S\N)=v(S\N') =0

und daher auch p,(S \ N) = p,(S \ N’) = 0. Fiir beliebige A € A folgt daraus (warum?)
Ha(A) = pa(ANNNN') = u(ANNNN') = (ANN N N') = i (A).

Ist u endlich, so folgt daraus mit (i) auch ys = gf. Den Fall p o-endlich erhalten wir daraus
mit Hilfe der iiblichen Ausschopfung und der o-Stetigkeit von . m]
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7 MEHRFACHINTEGRALE UND PRODUKTMASSE

Wir betrachten nun Integrale und Mafle auf Produktridumen. Zur Erinnerung: Sind (S, A)
und (8’, A’) messbare Raume, so ist die Produkt-Algebra A ® A’ definiert als die durch
die messbaren Quader

E={AXA|AcA A A}

erzeugte o-Algebra. Da wir uns bislang vor der Konstruktion von Mafien gedriickt haben,
beginnen wir mit Integralen von Funktionen, die von mehreren Variablen abhiangen und
verwenden diese dann, um Mafle auf A ® A’ zu definieren (sonst wire der umgekehrte
Weg genauso moglich).

7.1 DOPPELINTEGRALE

Seien in Folge (S, A, p) und (S’, A’,v) zwei Mafiraume und f : S X §" — R. Ziel ist, das
Doppelintegral

/ ( fxy) dv(y)) du(x)
S S’

zu definieren. Wie iiblich beginnen wir mit nicht-negativen Funktionen f : $ x 8’ — R,.
Nach Satz 3.4 (i) ist dann das innere Integral ebenfalls nicht-negativ; die Frage ist nun,
wann dieses messbar ist als Funktion von x.

Lemma 7.1. Sei v o-endlich und f : S X 8’ — R sei A ® A’-B-messbar. Dann gilt:
(i) die Abbildung y — f(x,y) ist A’-B-messbar fiir alle x € S,
(ii) die Abbildung x +— fj, f(x,y) dv(y) ist A-B-messbar.

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass v endlich ist. Wir zeigen beide Aussagen mit Hilfe des
Monotonieprinzips (Satz 1.31). Setze dafiir

K = {f :$ xS — R, | f messbar erfiillt (i) und (ii)} .

Die ersten beiden Voraussetzungen von Satz 1.31 folgen aus der Tatsache, dass Linearkom-
binationen und punktweise Suprema von messbaren Funktionen messbar sind sowie der
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7 MEHRFACHINTEGRALE UND PRODUKTMASSE

Linearitat und monotonen Konvergenz von Integralen (warum?). Es bleibt also zu zeigen,
dass T4 € K fur alle A € A ® A’ gilt. Dafiir verwenden wir wie in Satz 2.10 den Umweg
iiber ein Dynkin-System: Betrachte

D:={Aec AA |1, erfillt (i) und (ii)} .

Dann gilt:

(i) SX S € D, denn Tsxs (x, y) =1ist konstant und daher messbar mit

/5' Tsxs (x, y) dv(y) = v(S')

ebenfalls konstant und messbar.

(if) Ist A € D, soist 1 4c = Tsxsr — 14 mit
/s' Tac(x, y)dv(y) =v(S) - /s Ta(x, y)dv(y).

Wegen v(S’) < oo folgt daraus A€ € D (warum?).

(iii) Sind Ay, Ay, --- € O disjunkt, soist 1y,., 4, = Zn>1 14, messbar, und wegen Folge-
rung 3.1 zusammen mit der Messbarkeit des punktweisen Grenzwerts folgt 1 ,., 4, €
D.

Also ist D ein Dynkin-System. Da die messbaren Quader einen schnittstabiler (warum?)
Erzeuger von A ® A’ bilden, geniigt es nun zu zeigen, dass AX A’ € D furalle A e A, A" €
A’ gilt. Dafiir verwenden wir, dass Taxar(x, y) = Ta(x) - T4 (y) gilt (warum?); daher ist
T axas als punktweises Produkt von messbaren Funktionen messbar und erfiillt

/ L (x,9) dv(3) = T4(x) / 1o () dv(y) = Ta(v(A),
S’ S’

was ebenfalls messbar ist. Damit ist AX A’ € 9. Nach Satz 2.9 ist nun D = AR A’, woraus
die Behauptung folgt.

Den Fall, dass v o-endlich ist, erhélt man daraus wie tiblich durch Ausschépfung. m|

Sind p und v beide o-endlich, sind also die Doppelintegrale

/s (./s fiey) "’V(”) ap(), /S ( /5 fx) dﬂ(x)) dv(y)

wohldefiniert. Wir konnen uns nun fragen, wann diese den gleichen Wert haben, d. h. das
Doppelintegral nicht von der Reihenfolge abhéngt.
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7 MEHRFACHINTEGRALE UND PRODUKTMASSE

Satz 7.2 (Tonelli). Seien yi, v o-endlichund f : SxS' — R, sei A ® A’-B-messbar. Dann gilt

7 S s o) aueo = [ { [ ducn) avi.

Beweis. Wir gehen vor wie im Beweis von Lemma 7.1 und nehmen zuerst an, dass p und v
endlich sind und betrachten

Ki={f:5x5 >R,

f messbar erfullt (7.1)} .

Wieder folgt aus zweimaliger Anwendung der Linearitdt und monotonen Konvergenz des
Integrals, dass die ersten beiden Voraussetzungen von Satz 1.31 erfiillt sind (warum?). Fir
die dritte Voraussetzung betrachten wir

D:={Aec AQA |14 erfiillt (7.1)} .

Dann ist D ein Dynkin-System (warum?) mit Taxa € D fiiralle A € A, A" € A’ (warum?),
woraus wie oben die Behauptung folgt. ]

Wir lassen daher in Folge die Klammern weg um anzuzeigen, dass das Integral nicht von
der Reihenfolge abhangt.

Das Integral fiir beliebige messbare f : S X §* — R definieren wir jetzt wieder iiber die
Integrale der nicht-negativen Anteile f*, f~. Damit f integrierbar ist, sollte |f| = f* + f~
doppelintegrierbar sein, d. h.

72 [ [ el aviy duta) < o

(nach Tonelli unabhangig von der Reihenfolge) sein. Hier muss man allerdings aufpassen:
Ist das duflere Integral endlich, so muss das innere Integral nur p-fast iiberall endlich
sein; wir konnen also nicht direkt folgern, dass sowohl [5, f(x,y)dv(y) < oo als auch

fS, f7(x,y)dv(y) < oo ist fir alle x € S, und damit ist unsere Definition des Integrals fiir
messbare Funktionen nicht direkt anwendbar. Allerdings “sieht” das duflere Integral den
Integranden nur fast iberall, so dass wir tiber einen kleinen Umweg ans Ziel kommen.

Lemma 7.3. Sei f : $ XS — R messbar und y, v o-endlich. Gilt (7.2), dann existiert eine
messbare Funktion f : S X §" — R mit

(i) f(x, y) = f(x, y) fiir u-fast allex € S und alle y € S,
(ii) y > f(x, y) ist v-integrierbar fiir alle x € S,

(iii) x /s' f(x, y) dv(y) ist pu-integrierbar.
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Beweis. Aus (7.2) folgt nach Satz 3.4 (iii), dass /s' |f(x,y)|dv(y) < oo fiir p-fast allex € S
gilt, d. h. fiir x € A fiir eine messbare Menge A € A mit u(A®) = 0. Wir definieren nun

A

f(x,y) =Ta(x) - f(x,y). Dann gilt

(i) nach Definition;

(i) nach Wahl von A (denn die konstante Funktion f (x,-) = 0 ist integrierbar);

J

(iii) wegen

/ fxy) dv(y)‘ du(x) < / 1 )] dv(y) dua()
S’ SJS

- [ [1repiam e <o o

Also ist unter der Vorraussetzung (7.1) das Doppelintegral

/s(/s fxy) dV(y)) du(x)

(in dieser Reihenfolge!) wohldefiniert und endlich und héngt nicht von der speziellen Wahl

von f ab, falls mehrere Funktionen Lemma 7.3 erfiillen (warum?). Dies rechtfertigt die
folgende Definition.

Definition 7.4. Seien p, v o-endlich und f : § X S — R messbar mit (7.2). Dann ist das
Doppelintegral von f definiert als

/S/S,f(X,J/)dv(y)d,u(x) ::/S/S,f(x’y)dv(y)dﬂ(x)

fur die Funktion aus Lemma 7.3.

Wieder fragen wir uns, ob der Wert von der Integrationsreihenfolge abhéngt. Dies ist —
ohne Zusatzvoraussetzung! - stets der Fall.

Satz 7.5 (Fubini). Seien p, v o-endlich und f : S X S — R messbar mit (7.2). Dann gilt
[ [ renamaueo = [ [ ey ducodin,
Beweis. Sei f aus Lemma 7.3. Dann folgt aus Lemma 7.3 (ii).

Fxy) dv(y) = / ) dv(y) - / F(x.y)dv(y) firallex €S.
S’ S’ S’
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Wegen Lemma 7.3 (iii) sind alle diese Integrale p-integrierbare Funktionen von x (warum?);
aus der Linearitit des Integrals folgt daher

/ ( f(x,ym(y)) dy(x) = / ( f*(x,wdv(y)) du(x)
S S’ S S’

_ /S ( /5 F (%) dv(y)) dp(x).

Auf die rechte Seite konnen wir nun Satz 7.2 anwenden. Anwenden von Satz 7.2 auf (7.2)
erlaubt uns, Lemma 7.3 auch fiir die vertauschten Integrale anzuwenden, so dass folgt

/S(/S,f(x, y)dv(y)) dpu(x) :/S/ (/Sf(x’ y)du(x)) ().

Wegen Lemma 7.3 (i) gilt weiter f = f fast Giberall und damit die Behauptung auch fiir

f O

Analog konnen wir fiir endliche Produkte ®ﬁ=1 A, fur (S, Ay, pn) Mairdaume und f :
19, S» — R messbar das Mehrfachintegral

‘/Sn . --Lf(xl,...,xn) dp (x1) - - - dpn (xn)

definieren.

7.2 PRODUKTMASSE

Wir verwenden nun Doppelintegrale, um aus y und v ein Mafy auf ‘A ® A’ zu definieren.

Satz 7.6. Seien i, v o-endlich. Dann definiert
piAeA R 2= [ [ ) dvy) dut),
sds
ein Maf3 auf A ® A’, und firalle f : S x ' — R, sei A @ A’-B-messbar gilt

far= [ [ o) dv(y) duo

SxS’
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Beweis. Offensichtlich gilt 7(0) = 0. Fir die o-Additivitét seien A;, Ay, -+ € A A’
disjunkt. Dann folgt aus Folgerung 3.11

(A, = /S S 1, (6 3) dv(y) dpx)

n>1 S n>1

= [2 [ s, dv) duo
n>1JY
=3 [ [ st dv) duo

n>1

= Z 1(Ap).

n>1

Die zweite Behauptung folgt wieder aus dem Monotonieprinzip: Ist

[ra= [ ﬂA<x,y>dv<y>du<x>},

so folgen die ersten beiden Voraussetzungen fiir Satz 1.31 aus der Linearitdt und monotonen
Konvergenz des Integrals, wahrend co # € K fiir alle A € A ® A’ nach Definition von 7
gilt. m]

7(2{f:5><5'—>@+

Man nennt 7 das Produktmaf$ von p und v, geschrieben p ® v, und schreibt auch dz(x, y) =
du(x) ® dv(y). Es folgt direkt aus der Definition, dass f : S X S’ — R u ® v-integrierbar
ist genau dann, wenn gilt.

[ ntdwen = [ [ i) duo <

S

Weiter ist A € A ® A’ nach Satz 3.4 (iii) eine ; ® v-Nullmenge genau dann, wenn gilt

/ Talx, y)dv(y)du(x) =0 fiur p-fast alle x € S
S,

gilt, d. h. genau dann, wenn A, := {y € 5’| (x, y) € A} eine v-Nullmenge fur p-fast alle
x € S (bzw. umgekehrt A, eine y-Nullmenge fiir v-fast alle y € §’) ist.

Umgekehrt ist es interessant zu erkennen, ob ein Maf§ auf der Produkt-Algebra das Pro-
duktmafd gegebener Maf3e ist.

Satz 7.7. Seien u, v o-endlich. Dann gilt
(L®V)(AXA) =pu(A) - v(A) fiiralle A e AA € A,

und pu ® v ist durch diese Gleichung eindeutig festgelegt.
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7 MEHRFACHINTEGRALE UND PRODUKTMASSE

Beweis. Ist A € A und A" € A’, dann folgt aus der Definition
w®MAmm:£AﬁManwwwmw
::jgjgnA<xyLy<y>dv<y>du<x>
= [1a@ e - [ e

= p(A) - v(A).

Die zweite Behauptung folgt aus Satz 2.10, da die messbaren Quader ein schnittstabiler
Erzeuger der Produktalgebra sind. m]

Analog man fiir endlich viele Ma3rdaume (S,, Ay, ptn), n =1,...,d. das Produktmafd ®Z:1 Un
auf ®7_, A,.

Beispiel 7.8 (Lebesgue-Maf). Die Borel-Algebra auf R wird erzeugt von den halboffenen

Quadern
(a,b] = (a, bi] X - -+ X (ag, by, a<beR?

fir die nach Definition gilt
A%((a,b]) = (b1 = ar) -+ (ba = aa) = A((ar, b)) - - - A((ag, bal)-

Also ist A4 = ®g:1/1 sowie fiir Borel-messbare Funktionen f : RY — R,

/fd/ld:A---Af(xl,...,xn)dl(xl)---d/l(xn),

unabhéngig von der Reihenfolge (da das Lebesgue-Maf3 o-endlich ist).

7.3 KERNE

Besonders in der Wahrscheinlichkeitstheorie gibt es Flle, in denen das “innere” Maf} v auch
von x abhingen kann, z. B. wenn dv, := h(x, y)dp(y) eine von x abhéngige Dichte hat.
Damit hier das Doppelintegral wohldefiniert ist, ist eine zusétzliche Regularitdtsannahme

erforderlich.

Definition 7.9. Seien (S, A) und (5, A’) messbare Raume. Eine Familie {v, }cs heif3t
Kernvon (S, A) auf (8, A’), wenn gilt

(i) fur alle x € S ist v, ein endliches Maf auf A’,
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7 MEHRFACHINTEGRALE UND PRODUKTMASSE

(i) fur alle A” € A’ ist die Abbildung x +— v(A’) A-B-messbar.

Lemma 7.10. Sei {vyx}xes ein von (S, A) auf (S, A') und f : S X — R, sei A ® A'-B-
messbar. Dann ist die Abbildung x — ff(x, y) dvi(y) A-B-messbar.

Beweis. Der Beweis ist analog zu dem von Lemma 7.1 unter Verwendung der Zusatzannah-
me. Setze

/ f(x,y)dve(y) ist messbar} )

Die ersten beiden Voraussetzungen von Satz 1.31 folgen wieder aus der Linearitit und der
monotonen Konvergenz von Integralen. Bleibt zu zeigen, dass 14 € K firalle A € A® A’
gilt, wofiir wir

‘7(:2{f:5><5'—>@+

D = {A EARA / Ta(x,y)dvy ist messbar}
Sl

betrachten. Dann gilt:
(i) SxS§ € D, denn
[ 15053 ) = )
ist messbar fiir S’ € A’ wegen der Kerneigenschaft.

(ii) Ist A € D, so ist
/ 1ye(x, ) dve(y) = v2(S) / 14, y) dve()
S’ S’

messbar wegen (i) und A € D.

(iii) Sind Ay, Ay, -+ € D disjunkt, so gilt 1\,., 4, = Znz1 14, € D wegen Folgerung 3.11
und der Messbarkeit des punktweisen Grenzwerts.

Also ist D wieder ein Dynkin-System, und es gentigt Iaxa € D fir A € A, A" € A’ zu
zeigen. Dies folgt aber wegen

[ ) () = 140 v ()

SI

aus der Kerneigenschaft. O
Genau wie zuvor konnen wir jetzt das Doppelintegral

/s(/s flxy) de(y)) du(x)

(in dieser Reihenfolge!) sowie das Produktmaf} y ® v, definieren, was wir hier nicht weiter
ausfithren.
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8 KONSTRUKTION VON MASSEN

Wir haben in Satz 2.10 gesehen, dass ein Maf} auf einer o-Algebra durch die Werte auf einem
(schnittstabilen) Erzeuger eindeutig festgelegt sind. Noch offen ist die umgekehrte Frage: Ob
bzw. wann und wie man durch das Festlegen von Werten auf einem Erzeuger ein Maf3 - d. h.
eine o-additive Funktion — auf der erzeugten o-Algebra definieren kann. Diese Fortsetzung
wiirde nicht nur die Existenz des Lebesgue-Mafles garantieren (und damit die Liicke im
Beweis von Satz 2.11 schlieflen) sondern auch erlauben, weitere Mafle mit vorgegebenen
Eigenschaften zu konstruieren. Wir illustrieren letzteres mit zwei Anwendungen, die in
der Funktionalanalysis bzw. der geometrischen Mafitheorie wichtig sind.

8.1 AUSSERE MASSE UND FORTSETZUNG

Die Grundidee ist dabei eine “Approximation von aulen”: Um das Maf3 einer Menge zu
bestimmen, nehmen wir eine Uberdeckung mit Mengen aus dem Erzeuger und summieren
die entsprechenden Werte auf; der minimale Wert, den wir mit solchen Uberdeckungen
erreichen konnen, ist dann das gesuchte Mafl der Menge. Da wir die Mengen nicht als dis-
junkt vorausgesetzt haben, konnen wir im allgemeinen keine Additivitat der so definierten
Maf3approximation erwarten; hochstens Subadditivitat. Wir drehen daher den Spiefs um:
Anstatt zuerst eine o-Algebra festzulegen und darauf ein Maf} zu definieren, betrachten wir
eine subadditive auflere Approximation auf der gesamten Potenzmenge und suchen dann
diejenigen Mengen, auf denen die Approximation sogar o-additiv sind. Dies motiviert die
folgende Definition.

Definition 8.1 (AuBeres MafB). Sei S # 0. Dann heifit  : P(S) — R, dufleres Maf auf S,
falls gilt

(i) n(0) =0,
(i) n(A) < Zps1n(Ap) fur A € Ups1 An.
Eine Menge A C S heifit dann n-messbar, falls gilt
n(CNA) +n(CNA%) =p(4)  furalleC CS.

Wir schreiben in Folge
A, :={A C S| A n-messbar} .
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Direkt aus der Subadditivitat (ii) folgt, dass fiir auflere Mafle gilt
n(A) < n(A) falls A C A,

d. h. Monotonie.

Wir zeigen nun, dass die 7-Messbarkeit genau die fehlende Eigenschaft ist, die der Subad-
ditivitat zur Additivitat fehlt, d. h. dass n eingeschrénkt auf A, sogar ein Maf} definiert.

Satz 8.2 (Carathéodory). Sein ein dufSeres Maf$ auf S. Dann ist A, eine c-Algebra und
peAy =Ry, p(A) =n(A),
ein Maf$ auf A,.
Beweis. Direkt aus der Definition folgt fir C c S
n(CNS)+n(CNS) =n(C) +n(0) =1(C)
und damit S € A,,. Ebenso schnell folgt fiir A € A, undC C §
n(CNAS) +n(C N (A99)) =n(CNAS) +n(CNA) =5(0)

und damit A€ € A.

Wir zeigen nun schrittweise die Abgeschlossenheit von A, beziiglich Vereinigungen sowie
die Additivitit von 7, beginnend mit zwei Mengen. Seien dafiir A, B € A, und C C A. Aus
der Subadditivitit von n folgt dann

n(C) <n(CN(AUB))+n(CN(AUB)°),
denn (CN (AUB))U (CN(AUB)°) = C ist eine Uberdeckung. Wegen A, B € A, gilt dann

n(C) =n(CNA) +n(CNA)
=n(CNA)+n(CNA°NB)+n(CnA°NB°).

Nun ist aber CN (AU B) = (CNA) U (CNAC N B) (warum?), so dass aus der Subadditivitit
und dem Distributivgesetz folgt

n(C) = n(C N (AUB)) +1n(CN(AUB))

und damit AU B € A,. Daraus folgt auch AN B = (A€ U BY)€ € A. Insbesondere gilt fiir
ANB=QundC=AUB

n(AUB) =n((AUB) N A) +n((AU B) N A°) = n(A) + n(B).

Die Behauptung gilt daher fiir die Vereinigung endlich vieler Mengen.
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Seien nun Ay, Ay, - - - € A, disjunkt und setze By, := U], A, sowie B := Upz1 A,. Dann ist
nach dem eben bewiesenen By, € A;, und daher gilt fiir alle C C Sund m € N

7(CNBp) =n(CNByNAy) +17(CNB,NAS)

M=

=n(CNAn) +n(CNBp_y) =---= D> n(CNA,),

Il
—

n
woraus zusammen mit der Monotonie wegen BS O B¢ folgt
m
n(C) =n(CNBp) +n(CNB,) 2 > n(CN Ay +1(C N E).
n=1

Grenziibergang m — co und die Subadditivitat von 1 ergeben dann

n(C) > > n(CNA,) +n(CNB°) >n(CNB)+n(CnB°) = n(C).

n>1

Alle Ungleichungen gelten daher mit Gleichheit, und damit ist B = U,>1 A, € A,. Speziell
fir C = B folgt aus der Gleichheit auch

U

n>1

= Z n(An) +1(0) = Z n(An)

n>1 n>1

n

und damit die o-Additivitit von n auf A,.

Die Vereinigung von beliebigen A, A, - - - € A, erhilt man wie iiblich durch “Disjunktifi-
zieren” (da wir gezeigt haben, dass endliche Vereinigungen n-messbar sind). Also ist A,
eine o-Algebra und 7 ein Maf3. O

Sei nun & C P(S) ein Mengensystem und 7 : & — R, gegeben. Wir definieren dann
unsere duflere Approximation durch

(8.1) u(A) :=inf {Z n(Ey,)

n>1

EEp €8, AC UAH}.

n>1

Falls fur A keine Uberdeckung mit Mengen aus & existiert, ist das Infimum iiber die leere
Menge nach Konvention p(A) = co.

Wir zeigen nun, unter welchen Bedingungen dadurch ein dufieres Maf} auf S definiert wird
und o(&) C A, gilt.
Satz 8.3 (Fortsetzungssatz). Sei & c P(S) und  : & — R,. Dann definiert (8.1) ein Maf
auf o(E) mit u(E) = n(E) fiir alle E € & genau dann, wenn gilt

(i) p(0) =0,
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(ii)) p(E) = n(E) firalleE € &,
(iii) p(E' NE) + u(E' N E®) < n(E’) fiir alle E,E’' € &.

Beweis. Ist p ein Maf auf (&) mit p|g = 7, so folgt sofort (i)—(iii) (warum?).

Fiir die umgekehrte Richtung zeigen wir zuerst, dass durch (8.1) ein dufieres Maf} n auf S defi-
niert wird. Wegen 0 € o (&) folgt aus (i) sofort v(0) = u(0) = 0. Seien nun A, A, Ay, --- C S
mit A € Ups1 A,. Nach Definition von v existieren dann fiir alle ¢ > 0 und n € N Mengen
En1,En,, - € Emit Ay C Upys1(Enm) sowie

S 7 (Enm) < n(An) + 27"

m>1

Dann ist auch A C Up»1 An € Upms1 Enm, und nach Definition von 7 als Infimum folgt
mit der geometrischen Reihe

n(A) < D 7(Enm) < > 1(An) + 6.

n,m>1 n>1

(Falls fiir ein A, keine solche Uberdeckung existiert, ist n(A,) = co nach Definition, und
die Ungleichung gilt trivialerweise.) Da ¢ > 0 beliebig war, folgt daraus die Subadditivitat.
Also ist 17 ein aufleres Maf3.

Wir zeigen nun, dass & C A, gilt. Sei dafiir E € & und C C S beliebig. Wegen der
Monotonie von dauleren Maflen geniigt es zu zeigen, dass

n(C) > n(CNE) +n(CNE°)

gilt, was offensichtlich erfiillt ist falls 7(C) = co. Wir konnen also annehmen, dass fiir alle
¢ > 0 eine Uberdeckung Ey, E,, - - - € & von C existiert mit

D m(Ey) <n(C) +¢

n>1

Dann ist C N E € Ups1(Ex N E) sowie C N EC € Ups1(E, N E€) (warum?). Aus der
Subadditivitdt von 7 folgt daher

n(CNE)+n(CNES) <D n(E,NE)+ >\ n(E, NE°)

n>1 n>1
< Z n(E,) <n(C) +e¢
n>1

wegen Annahme (iii) und der Wahl der E,. Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die gesuchte
Ungleichung. Also ist & C A,.

Aber da 7 ein dufleres Maf} ist, ist A, nach Satz 8.2 eine o-Algebra; also muss auch o(&) C
A, gelten. Ebenfalls nach Satz 8.2 ist dann y := 5|,(g) ein Maf}, das nach Annahme (ii)
Ule =nle = m erfillt. O

63



8 KONSTRUKTION VON MASSEN

Insbesondere definiert jede duflere Approximation der Form (8.1) mit 7((0) = 0 ein dufleres
Maf.

Wir kénnen nun endlich die Existenz des Lebesgue-Mafles als Fortsetzung des Volumens
von Quadern beweisen.

Satz 8.4. Sei B¢ die Borel-Algebra auf R¢. Dann existiert ein Maf3 A auf B¢ mit
2([a,b)) = (b1 = ar) -+~ (bg — aa)-

Beweis. Es geniigt, den Fall d = 1 zu betrachten, denn den allgemeinen Fall erhalten wir
daraus mit Beispiel 7.8. Setze also

E:={[a,b)|a<beR},
7:8 — [0,00), n([a, b)) :=b—a,

sowie p definiert durch (8.1). Wir weisen nun die Voraussetzungen des Fortsetzungssatzes
nach.

Zu (i): Es gilt 7(0) = 7([a,a)) = a — a = 0 und damit auch 0 < p(0) < 7(0) = 0.

Zu (ii): Nach Definition als Infimum gilt fiir alle E € & immer p(E) < n(E), da E sich selbst
iiberdeckt. Also geniigt es, die umgekehrte Ungleichung nachzuweisen, die ebenfalls nach
Definition als Infimum &quivalent ist zu

(i’) n(E) < Xps17(Ey) furalle E, Ey, Ey, - -- € Emit E C Uy Ep.

Sei also E = [a,b) C Up,si[an, by). Der Trick ist jetzt, ein Kompaktheitsargument anzuwen-
den, um daraus eine endliche Uberdeckung zu extrahieren, firr die wir die Ungleichung
nachweisen konnen. Sei dafiir ¢ > 0 beliebig und wahle fiir alle n € N ein ¢, < ¢27". Dann
ist

[a,b—¢] C [a,b) C U[an, b,) C U(an + ep, b).

n>1 n>1

Wir haben also eine offene Uberdeckung der kompakten Menge [a, b — ¢], fiir die eine
endliche Teiliberdeckung enthalt. Es gibt also ein N € N grof3 genug, dass

N
[a,b—¢) C [a,b—¢] C U(an—en,b)
n=1

gilt. Durch Weglassen von Intervallen, die vollstindig in anderen enthalten sind, und
Umsortieren konnen wir annehmen, dass gilt

ear—&<a<sb-¢e<by,

e b, € (any1— €nst, by) furn=1,... . N -1
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Daraus folgt mit Teleskopsumme
N-1
b—e—a<by—(a+e)=by—(an—en) + D, ((ans1— ent1) — (an — €n))

n=1

N-1
<by-(any—en)+ Z ((bn) — (an — €n))
n=1

N
< Z(bn —ay) — &.
n=1

Grenziibergang ¢ — 0 und N — oo ergibt dann

n(lab)=b-a< Z(bn —ay) = Z”([ambn))-

n>1 n>1

Zu (iii): Seien E = [a,b) und E’ = [a’,b"). Da & schnittstabil ist mit ) € &, existieren
a,b € R mit ) i
E'NE=[ab), E'NEC =[d,a)u[bb)
(wobei Intervalle leer sein konnen fiir z. B. a’ > a). Daraus folgt nach Definition von p
w(E'NE) < n([a,b)) =b-a
p(E' N ES) < n([d,a)) + n([b,b) = (Ga—d') + (V' - b)
und daher
p(EENE)+pu(ENES) < (b-a)+(a—d)+ (' —b) =b —d =n(E).

Nach Satz 8.3 ist daher p ein Maf§ auf der Borel-Algebra 8 = ¢(&), dass wegen der
Schnittstabilitidt von & nach Satz 2.10 gleich dem Lebesgue-Maf; A sein muss. O

Ein Maf} auf der Borel-Algebra nennt man auch Borel-Mafs.
Das System der (im Sinne von dufieren Maflen) Lebesgue-messbaren Mengen ist strikt

grofler als die Borel-Algebra.

Beispiel 8.5. Sei A € R Teilmenge einer Lebesgue-Nullmenge, d. h. es existiert ein
N € 8mit A c N und A(N) = 0. Bezeichne y1 : P(R) — R, das im Beweis von Satz 8.4
konstruierte aulere Maf3 (d. h. p|g = A). Dann folgt fiir alle C € R aus der Monotonie
von dufleren Maflen

p(CNA) +p(CNA%) < p(A) + p(C) < p(N) + p(C) = AN) + p(C) = p(C)
und damit A € A,.

Das Lebesgue-Maf} kann also sogar fortgesetzt werden auf die Lebesgue-Borel-Algebra,
die von allen offenen Mengen und allen Teilmengen von Lebesgue-Nullmengen erzeugt
wird.
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8.2 DER DARSTELLUNGSSATZ VON RIESZ

Ist S ein metrischer Raum, so definiert jedes Borel-Maf i eine Abbildung f +— / fdy auf
dem Raum der integrierbaren Funktionen; dieses ist

(i) linear,d.h. [af + pgdp=a [ fdu+p [gadp,
(ii) positiv, d.h. f > 0 impliziert ffd,u > 0,

(iii) stetig, d.h. f, — f punktweise (mit integrierbarer Majorante) impliziert / fody —
J £

man spricht daher auch von einem positiven linearen stetigen Funktional. Interessant ist
auch die umgekehrte Frage: Welche (positiven linearen stetigen) Funktionale lassen sich auf
diese Weise “darstellen”, so dass man fiir sie alle nitzlichen Eigenschaften von Integralen
anwenden kann? Es gibt eine ganze Familie solcher Darstellungssatze, die sich in den
Annahmen an den Raum, auf dem die Funktionale definiert sind, unterscheiden. Wir
betrachten hier den einfachsten fiir C(S), den Raum der stetigen Funktionen versehen mit
der Supremumsnorm (d. h. die Stetigkeit ist beziiglich der gleichméfligen Konvergenz).

Satz 8.6 (Riesz). SeiS ein kompakter metrischer Raum mit Borel-Algebra B undt : C(S) — R
ein positives lineares stetiges' Funktional. Dann existiert ein endliches Maf3 1 : 8 — [0, o0)
mit

£(f) :/fdy fiir alle f € C(S).

Beweis. Wir wenden den Fortsetzungssatz (Satz 8.3) an auf den Erzeuger O = {O C S| O offen}

und
7:0 — Ry, 7(0) :=sup {£(f) | 0 < f < T stetig} .

(Beachte, dass 1p im Allgemeinen nicht stetig ist, so dass wir nicht direkt £(1p) verwenden
konnen.) Aus der Monotonie von positiven linearen (g — f > 0 impliziert £(g) — £(f) =
£(g — f) = 0) zusammen mit den Eigenschaften des Supremums folgt (warum?) dass gilt

(i) 7(O) < n(O) falls O c O,
(i) £(f) <7m(0)<t(g) falls f <T1p<g.

Wir definieren nun wieder die duflere Approximation y auf 8 = ¢(O) durch

OneO,BCUOn}

n>1

u(B) :=inf {Z 7(0y)

n>1

und weisen die Voraussetzungen des Fortsetzungssatzes nach.

'Tatsdchlich folgt hier die Stetigkeit bereits aus der Linearitit und Positivitat, so dass keine zusétzliche
Forderung ist; in der Literatur ist der Satz daher fiir beliebige positive lineare Funktionale formuliert.
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Zu (i): Da 1y = 0 stetig ist, gilt z(0) = z(0) = £(0) = 0.

Zu (ii): Es genligt wieder zu zeigen, dass gilt

m(0) < > m(0y)  fiir 0,0,0p,--- € Omit O C (_JOy.

n>1 n>1

Wir betrachten dafiir fiir O € O die stetige untere Approximation von 1o definiert durch

<p,?(x) := min {1, nd(x, OC)} , d(x,C) := in(t;d(x, ¥),
S

wobei das Infimum fiir die wegen O € O abgeschlossene Menge O¢ angenommen wird.
Dann gilt (warum?)
(i) @O ist stetig fiir alle n € N,
(i) 0<99 <l <--- <1,
(ili) sup,s; ¢S = To.

Insbesondere folgt daraus £(¢9) < 7(0). Sei nun O}, 0, -+ € O mit O C Ups; O, und
0 < f < 1 stetig. Wir definieren nun

Im = Z q)r(r)tn’ Jm :=min{f, gm}.
n=1
Dann gilt
t(fm) < t(gm) = Z [((pronn) < Z 7(Op).
n=1 n=1

Weiter folgt aus der Uberdeckungseigenschaft und den Eigenschaften von q)g", dass f <
To < sup,,>; gm und daher f,, — f gilt (warum?); da S als kompakt vorausgesetzt war, ist
diese punktweise Konvergenz sogar gleichmaf3ig. Aus der Stetigkeit von ¢ folgt deshalb

e(f) = nlggo t(fm) < Z 7(On),

n>1
und Supremum iiber alle 0 < f < 1¢ ergibt die Behauptung.

Zu (iii): Hier verwenden wir die stetige untere Approximation
Y9 (x) :=min {1, (nd(x, 0°) = 1)*},

die die selben Eigenschaften wie ¢ erfiillt; auBerdem gilt d(x, 0€) > 1 fiir alle x € S mit
9 (x) > 0. Wir setzen nun fiir 0,0’ € O

V::{xEO’

d(x,0°) < 1}
n
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und g, := y9"9". Dann gilt V N {g, > 0} = 0 fiir alle n € N (warum?). Sei nun ¢ > 0
beliebig. Wegen 0 < g, < Tpno existiert dann ein n € N mit

7(ONO') < t(gy) +e¢.
Auflerdem ist V offen (warum?); also existiert ein 0 < h < Ty mit
(V) < £(h) +e.

Wegen V C O" und g,(x) = 0 fir x € V gilt dann auch 0 < g, + h < 1. Zusammen mit
0¢ N O’ c V folgt dann aus der Definition von y und der Eigenschaft (ii) von 7 sowie der
Linearitat von ¢

p(0'NO) +pu(0' NO%) < (0’ NO) + (V) < £(gn +h) +2¢ < m(O') + 2.

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.

Nach dem Fortsetzungssatz ist also p ein Maf3 auf B, fiir das p(S) = £(1s) = £(1) < oo gilt.
Es bleibt zu zeigen, dass ¢(f) = ffdy fir alle f € C(S) gilt. Sei dafiir zunéchst f € C(S)
mit f > 0 beliebig und setze firn > 1,k >0

e}

Dann sind alle f, x stetig und es gilt fiir alle n € N (warum?)

N
=2 fue
pa

wobei nur N = N(n) endlich viele Summanden von Null verschieden sind da f als stetige
Funktion auf der kompakten Menge S beschrankt ist. Weiter sieht man durch punktweise
Fallunterscheidung leicht, dass gilt

1
-1

1
SVsty STk < 2Ty

Aus der Monotonie des Integrals folgt daraus sofort
1 1
5.2 n(U> ) < [ hedesou(t>B).

Weiter ist {f > %} offen wegen der Stetigkeit von f; wegen p|p = 7 und der Eigenschaft
(ii) von 7 gilt daher

(8:3) (> B <eth < (1> ).
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Wegen der Linearitit von Integral und ¢ konnen wir auf (8.2) und (8.3) die (endliche!)
Summe f = ij\]:o fak anwenden und erhalten nach Indexverschiebung

—Niﬂ({f>"}) < [ raus 1ki (tr>8),
sl ) <0< Sl ),

Subtraktion der passenden Ungleichungen und Anwenden der Teleskopsumme ergibt dann

<~ (u({f > 0D = u({f > X)) < ~p(5) = 0

'/fdu—f’(f)

fir n — oo wegen p(S) < oo.

Ist f € C(S) beliebig, konnen wir dies auf f*, f~ > 0 anwenden und erhalten wieder aus
der Linearitat bzw. Definition

)y =er e = [ ran- [ fran= [ pau o

Fiir beliebige stetige lineare Funktionale erhélt man eine analoge Darstellung durch endliche
signierte Mafle (d. h. die Differenz zweier endlicher Maf3e, siehe Satz 6.6). Dadurch erhalt
man eine Charakterisierung des Dualraums des Raums der stetigen Funktionen, was (nicht
nur) in der Funktionalanalysis wichtig ist.

8.3 HAUSDORFF-MASSE

Wie Beispiel 2.16 zeigt haben abzdhlbare Punktmengen — und allgemein “diinne” Mengen
— Lebesgue-Maf} 0. Dies ist ein Problem, wenn wir z. B. wie etwa im Satz von Gauf} iiber
den Rand eines Gebiets in R? integrieren wollen. Zum Abschluss dieses Kapitels konstru-
ieren wir daher eine Familie von Maflen, die auch solchen Mengen - unabhingig von
der Raumdimension! — einen positiven Inhalt geben kénnen. Die Idee ist dabei folgende:
Statt wie im Lebesgue-Maf} das Volumen von iiberdeckenden Wiirfeln aufzusummieren,
verwenden wir hier fiir iberdeckende Mengen eine passende Potenz des Durchmessers;
diese Potenz wahlen wir entsprechend der Menge, die wir messen wollen: kubisch fiir
Volumen, quadratisch fiir Flachen, linear fiir Kurven, ....

Um dies mathematisch prazise zu machen, definieren wir fiir einen metrischen Raum (S, d)
und A C S den Durchmesser

diam(A) :=sup{d(x,y)|x,y € A}
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und setzen firs > 0und § > 0

n5(A) := inf {Z diam(A,)*

n>1

A c | A, diam(4,) < 5} .

n>1

Diese Definition macht auch fir s ¢ N Sinn; das werden wir spiter vertiefen. Die Ein-
schrankung an den Durchmesser der iiberdeckenden Mengen A, ist hierbei notwendig,
denn sonst wiren zu wenige Mengen messbar. Zum Beispiel fiir S = R und s = 7 kénnten

wir A = [0,1] offensichtlich mit sich selbst iiberdecken; also ist UL/,Z (A) < 1. Wegen der
Konkavitit der Wurzelfunktion hétte jede Uberdeckung mit mehr und kleineren Intervallen

einen grofleren Wert, z. B. \/g + \/% = V2 > 1. Dies zeigt n'/?(A) = 1; das selbe Argument
zeigt aber, dass r]iéz fur Intervalle nicht additiv und damit kein Maf} sein kann. Dagegen

wire fir § < 1 eine Uberdeckung mit mindestens zwei Mengen notwendig, so dass I]ig >1

sein muss. Die selbe Betrachtung angewendet auf Teilintervalle zeigt, dass wir hier § > 0
beliebig klein wihlen miissen. Da fiir kleinere § das Infimum iiber eine kleinere Auswahl
an Mengen genommen wird und daher grofier sein muss, ist n§ monoton wachsend fiir
é — 0. Dies motiviert die folgende Definition.

Definition 8.7 (Hausdorff-Maf}). Sei (S, d) ein metrischer Raum. Fiir s > 0 heif3t dann

n*(A) = supn3(A)
>0

das Hausdorff-Maf3 der Dimension s von A.

Durch das Konstruktionsprinzip erhalten wir zunéchst ein dufleres Maf3.
Satz 8.8. Fiir alles > 0 ist n® ein dufSeres MafS aufS.

Beweis. Genau wie im Beweis von Satz 8.3 zeigt man, dass ryg fur alle § > 0 ein aufleres
Maf ist (warum?). Daraus folgt sofort

n*(0) = supn5(0) = sup 0 = 0.
6>0 >0

Seien nun A, Aj, Az, -+ € Smit A C Uys1 Ap. Dann folgt fiir alle § > 0

my(A) < D n5(An) < D' (An),

nx1 nx1

und Supremum iiber alle § > 0 ergibt die Behauptung. O

Bevor wir die Frage beantworten, welche Mengen Hausdorff-messbar sind, betrachten wir
einige einfache Beispiele.
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Beispiel 8.9. Sei S = R¢ und

(i) A = {xy,...,xn}. Dann enthélt fir § < infi¢;j<n |x; — x;| jede Menge A, in
einer Uberdeckung von A hiochstens ein x;. Insbesondere muss die minimale
Uberdeckung dann aus genau N Mengen bestehen. Fiir s = 0 gilt daher

N
n5(A) = Z diam(A,)? =N
n=1

und damit auch

n°(A) =supN =N = |A]
6>0

(der Anzahl der Elemente von A). Fir s > 0 wihlen wir dagegen A, = B, (x,) (die
abgeschlossene Kugel um x, mit Radius r > 0) firn =1,..., N, da diese fiir alle
r > 0 die Menge A iiberdecken. Daraus folgt

N
s 2 ¢ s —
T5(A) <inf D rt =0

und damit auch n*(A) = 0.

(i) A =[ab] :={a+t(b—a)|t € [0,1]}. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit
bal - N eN gilt und wir daher A mit genau N
Mengen vom Durchmesser § (der jeweils auf [a, b] liegt) iiberdecken konnen.
Daraus folgt

konnen wir annehmen, dass

u b - al
T3(A) S 280 = ——0" =|b-al5*"
n=1

Mit deutlich mehr Aufwand als in (i) zeigt man, dass dies auch eine untere Schranke
ist (d. h. keine besseren Uberdeckungen existieren kénnen). Also ist

00 firs < 1,
n(A) = ;13(1) b—al6 ' =3|b—a| firs=1
0 furs > 1.

Allgemein kann man zeigen, dass fiir jede Kurve mit einer sinnvollen Lénge (d. h.
rektifizierbare Kurven) das Hausdorff-Maf} der Dimension 1 mit dieser Lange
tibereinstimmt.

(iii) Analog berechnet man das Hausdorff-Maf} fiir Quadrate, Wiirfel, etc. (die mit
0(6?%) bzw. O(6%) Mengen vom Durchmesser § minimal iiberdeckt werden kon-
nen).

Wir zeigen nun, dass Borel-Mengen r°-messbar sind. Dazu verwenden wir das folgende

71



8 KONSTRUKTION VON MASSEN

Resultat.

Lemma 8.10. Sei (S, d) ein metrischer Raum mit Borel-Algebra B und n ein dufSeres Maf§ auf
S. Gilt
n(AUA) =n(A) +n(4)

fur alle A,A’” C S mit
dist(A,A") :=inf {d(x,y) |[x € A,y e A’} >0

(d. h. n ist ein metrisches &ufleres Maf}), dann gilt B C A,.

Den Beweis findet man z. B. in [Brokate & Kersting 2019, Satz 11.5] (dort fiir S = R4, aber er
gilt wortwortlich fiir beliebige metrische Raume).

Satz 8.11. Sei (S, d) ein metrischer Raum mit Borel-Algebra B und s > 0. Dann ist ° ein Maf3
auf B.

Beweis. Nach Satz 8.2 zusammen mit Satz 8.8 ist n° ein Mafy auf A,s; wir miissen we-
gen Lemma 8.10 daher nur noch zeigen, dass n° metrisch ist. Seien dafiir A, A’ C S mit
dist(A, A”) > 0. Dann existiert ein § > 0 mit § < %d(A, A’). Seien nun A;, Ay, - -+ C S mit
AUA’ € Uys; und diam(A,) < 8. Aus der letzten Eigenschaft folgt nach Wahl von 8, dass
jedes A, nur mit hochstens einer der beiden Mengen A, A" nichtleeren Schnitt haben kann.
Also konnen wir die Folge {Ap}n>1 zerlegen in zwei Teilfolgen {Ap, }x>1 und {Ap,, }i>1 mit

Ac| A, A c A,
k>1 k’>1

Daraus folgt

n5(A) +n5(A") < Z diam(A,,)° + Z diam(A,,, )* < Z diam(A,)°.

k>1 k'>1 nx1

Infimum tiiber alle solchen Uberdeckungen von A U A” ergibt dann
n5(A) + n5(A") < nz(AUA),
Grenziibergang § — 0 ergibt dann
m'(A) +n°(A) <p*(AUA).

Die umgekehrte Ungleichung folgt wie iiblich aus der Subadditivitit des dufieren Maf3es
ne. O

Wir untersuchen nun, wie n°(A) fiir festes A C S von s abhiangt. Wir haben schon in
Beispiel 8.9 (ii) gesehen, dass es einen “Sprung” von n*(A) = 0 auf n°(A) = co geben kann.
Dies ist stets der Fall.
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Lemma 8.12. Sei A C S und s > 0. Dann gilt:
(i) n°(A) < oo impliziert n'(A) =0 fiir allet > s,
(ii) n°(A) > 0 impliziert n'(A) = oo fiir allet < s.

Beweis. Ist n°(A) < oo, so existiert nach Definition fiir alle § > 0 und ¢ > 0 eine Uberde-
ckung Aj, Ay, - -+ C€ S mit diam(A4,) < 6, A C Ups1 Ap, und

Z diam(A,)® < n5(A) +e.

n>1

Daraus folgt fiir t > s

Z diam(A,)' <8 Z diam(A,)°* < 87 (n5(A) +¢) .

nx1 n>1

Abschitzen der linken Seite durch das Infimum iiber alle Uberdeckungen und der rechten
Seite durch das Supremum iiber alle § > 0 ergibt dann

n5(A) < S (*(A) +¢e) =0

fir § — 0 wegen n°(A) < co nach Annahme. Dies zeigt Aussage (i).

Aussage (ii) folgt nun aus (i) durch Kontraposition. O

Dies motiviert die folgende Definition.

Definition 8.13 (Hausdorff-Dimension). Sei (S, d) ein metrischer Raum und A C S. Dann
heifit

ha :=inf{s > 0|n°(A) =0} =sup{s > 0| n*(A) = oo}

die Hausdorff-Dimension von A.

Gilt n°(A) € (0, 00) fiir ein s > 0, so folgt aus Lemma 8.12 sofort hy = s. So zeigt Beispiel 8.9,
dass endliche Punktmengen Hausdorff-Dimension 0 und Kurven Hausdorff-Dimension 1
haben; allgemein gilt, dass falls man einer Mengen eine “intuitive” Dimension zuordnen
kann, diese gleich der Hausdorff-Dimension ist. In der geometrischen MafStheorie verwen-
det man (unter anderem) die Hausdorff-Dimension, um geometrische Eigenschaften mit
analytischen Methoden zu untersuchen; siehe z. B. [Federer 1969; Lorenz 2016].

Speziell fiir den Fall S = RY kann man zusitzliche Eigenschaften zeigen. Direkt aus den
entsprechenden Eigenschaften der Metrik d(x, y) = |x — y|; in R? erhalt man Translati-
onsinvarianz und Skalierungsverhalten des Hausdorff-Maf3es.

Lemma 8.14. Sei A € R? und s > 0. Dann gilt:
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(i) *(A+v) =n*(A) firA+v:={x+v|x € A} undallev RY,
(ii) n°(cA) = c*n°(A) fircA := {cx|x € A} und allec > 0.

Weiter ist die Raumdimension eine obere Schranke fir die Hausdorff-Dimension.
Lemma 8.15. Fiiralle A c R? ist 0 < hy < d.

Beweis. Die Nichtnegativitat ist klar. Fiir die Beschranktheit betrachten wir zunéachst den
Einheitswiirfel [0, l)d, der sich zerlegen lasst in n? Teilwiirfel mit Kantenlange % und

Durchmesser @. Daraus folgt fiir 6, = @ >0

d
ng ([0,0%) < n (ﬁ) _ gdl

n

und damit fiir n — oo auch 7%([0,1)%) < co. Aus Lemma 8.12 folgt daher n4¢([0,1)%) = 0
fur alle ¢ > 0. Da n°*¢ nach Satz 8.8 ein Maf} auf der Borel-Algebra und damit o-additiv
ist und sich der R? mit abzihlbar vielen Einheitswiirfeln ausschopfen lasst, folgt mit der
Translationsinvarianz 7°*¢(R%) = 0. Aus der Monotonie von 5**¢ als du8eres Maf3 folgt
daraus auch 7**¢(A) = 0 fiir alle A ¢ R¥. Dies zeigt hs < d. O

Tatsdchlich kann man zeigen, dass I]d = cd)td gilt fiir eine Konstante ¢; > 0, die vom Volumen
der d-dimensionalen Einheitskugel abhangt; siehe z. B. [Elstrodt 2018, Satz I1I.2.9, Satz V.1.16].
(Oft wird diese Konstante direkt in der Definition des Hausdorff-Mafles verwendet, um
n? = A% zu erhalten.)

Wir schlielen mit einem Beispiel einer Menge, die keine ganzzahlige Hausdorff-Dimension

hat.

Beispiel 8.16 (Cantor-Menge). Die Cantor-Menge C C R ensteht aus dem Einheitsinter-
vall [0, 1] durch rekursives Entfernen des mittleren Drittels aus jedem Intervall. Man
erhélt dadurch eine Folge von Mengen

C0 = [0’ ]:
G =031V [3.1],
Cz = (10,51 V [5.51) V ([5, 51 V [5.1])

und so weiter und setzt

C:=(")Cn

n>0

Diese Mengen sind selbstdhnlich, d. h. C,,4; besteht aus zwei skalierten und verschobenen
Kopien von Cp; konkret gilt C,4; = %C,, U %Cn + % Man kann nun zeigen, dass dann
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auch gilt

Wegen

2
dist(3C, 3C + %) = 30

folgt aus Lemma 8.10 und Lemma 8.14

1\’ 1
C©)={=] n*(C)+|=
= 5) wr+ 3]
Angenommen, es wire n°(C) € (0,00). Dann konnen wir diese Gleichung nach s
auflosen und erhalten

N

7(©) = 21(O).

log 2

he =s = ~ 0, 631.

log 3

Der Beweis, dass fiir diese Wahl von s tatsachlich % < n*(C) < 1 gilt, ist deutlich
aufwindiger; siehe z. B. [Folland 1999, Chapter 11.3].

Andere selbstahnliche Mengen wie die Koch-Kurve oder das Sierpinski-Dreieck haben
andere, ebenfalls nicht-ganzzahlige Hausdorff-Dimensionen.
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