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UBERBLICK

Inhalt dieser Vorlesung sind moderne mathematische Methoden fiir Aufgaben in der Bild-
verarbeitung und Bildgebung; darunter fallen Entrauschen, Scharfen oder Interpolation von
Bildern sowie die Rekonstruktion von Bildern aus (unvollstdndigen) Messungen wie in der
Computer-Tomographie oder Magnetresonanztomographie. Bilder werden dabei aufgefasst
als Funktionen u : Q — M fiir ein Gebiet Q ¢ R" und eine Wertemenge M C R¢. Im
einfachsten Fall eines Schwarz-Weiss-Bildes (auf den wir uns hier konzentrieren wollen)
bildet u einen Punkt x € [0,1]? auf die Helligkeitswert u(x) € [0,1] ab (wobei 0 schwarz
und 1 weiss bedeutet); dieses Modell umfasst aber ebenso Farbbilder (u(x) = (r,¢,b) € R®
entspricht dann dem Farbwert) bis hin zu dreidimensionalen und zeitabhangigen Datensét-
zen in der medizinischen Bildgebung. Durch diesen abstrakten Zugang werden Begriffe
und Methoden aus der Funktionalanalysis und der nichtlinearen Optimierung anwendbar;
man spricht von Variationsmethoden. Ein Kernaspekt dabei ist es, Funktionenrdume zu
finden, die die Struktur von Bildern méglichst gut beriicksichtigen.

Ein Beispiel soll dies verdeutlichen. Nimmt man ein Photo bei schlechten Lichtverhéltnissen
auf, muss das eingefangene Licht stark verstarkt werden um ein sichtbares Bild zu erhalten.
Dabei wird neben dem gewiinschten Bildinhalt auch thermisches Rauschen verstarkt;
dessen nachtragliches Entfernen wird als Entrauschen bezeichnet. Wir nehmen also an,
das aufgenommene Bild f : [0,1]?> — R setzt sich zusammen aus dem gewiinschten,
rauschfreien, Bildinhalt u° : [0,1]> — R und einer unerwiinschten Storung i : [0, 11? - R,
d.h.
f=u’+n.

Die Aufgabe ist also, bei gegebenem f das unbekannte u° zu finden. Natiirlich gibt es
unendlich viele Moglichkeiten, eine Funktion als Summe zweier Funktionen zu schreiben.
Wir miissen also diese Moglichkeiten einschranken, indem wir Annahmen an die Struktur
von u° und f machen:

« Thermisches Rauschen entsteht durch Zufallsprozesse, die unabhéngig in jedem
Punkt x € [0,1]? wirken, deren Stirke aber (zum Beispiel) normalverteilt ist. Solche
Funktionen sind in dem Raum der quadrat-integrierbaren Funktionen enthalten, d. h.
neLiQ).
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« Bilder haben dagegen eine raumliche Struktur, benachbarte Bildpunkte sind also (in
der Regel) dhnlich. Eine erste Moglichkeit, dies zu beschreiben, ist durch Ableitungen
— je ahnlicher benachbarte Helligkeitswerte, desto kleiner die Ableitung. Wir setzen
also u° als (schwach) differenzierbar an: u® € H'(Q), d. h. der (schwache) Gradient
Vu® € L?(Q)% (Eine mathematisch rigorose Definition folgt in einem spiteren
Kapitel.)

Wollen wir jeweils aus dieser Funktionenklasse das beste Element finden, so fithrt dies auf
das Minimierungsproblem

min /|77(x)|2dx+/|Vu°(x)| dx.
u0 eHl(Q) r]ELZ(Q)
u+n=f

Eliminieren wir die letzte Bedingung durch Setzen von 7 = f — u°, so erhalten wir
min / lu(x) —f(x)|2dx+/ |Vu(x)|? dx.
Q Q

ueH(Q)

Wir werden sehen, dass viele Probleme in der Bildverarbeitung in dieser Form geschrieben
werden konnen:

min F(u) + aR(u),

uelU

wobei der Diskrepanzerm F die Struktur der Stérung und der Regularisierungsterm R die
Struktur des gesuchten Bildes beschreibt; blicherweise verwendet man hier (Halb-)Normen
in einem geeigneten Banachraum X O U. Der Regularisierungsparameter a gewichtet dabei,
was uns wichtiger ist: Die Struktur des Bildes oder die Nahe zu den gegebenen Daten.

Die Fragen, die wir uns nun zu stellen haben, sind

(i) Hat dieses Problem eine Losung, d. h. existiert ein # € U mit

F(a@) + aR(a1) < F(u) + aR(u) fir alle u € U?

(if) Gibt es eine intrinsische Charakterisierung von #, d. h. ohne Vergleich mit allen
anderen u € U?

(iii) Wie kann dieses # (effizient) berechnet werden?
Das Vorgehen lasst sich anhand der einfachsten Situation, ndmlich U C R, skizzieren:

(i) Ist U kompakt und sind F und G stetig, so nimmt die Funktion J := F + G nach dem
Satz von Weierstraf ihr Minimum in # € U an.

(ii) Sind F und G differenzierbar, so gilt das Fermat-Prinzip

0=J"(u) = F(a) + aR ().
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(iii) Sind F und G stetig differenzierbar, so kann man das Verfahren des steilsten Abstiegs
verwenden: Wihle u° und setze firk =1,...

mit geeigneter Schrittweite t;, dann gilt u* — @ fiir k — oo.

Ziel der Vorlesung ist es, diese Ansétze so zu verallgemeinern, dass sie auf Bildverarbei-
tungsprobleme angewendet werden konnen. Wir werden sehen, dass wir dabei schnell
gezwungen sind, den Standardrahmen zu verlassen, denn Bilder haben eine besondere
Struktur, die zu beriicksichtigen ist: Sie bestehen typischerweise aus glatten Regionen, die
durch Kanten getrennt sind (und kénnen dazu Texturen, d. h. fein aufgeldste, regelmassige,
Details enthalten). Allerdings sind (auch schwach) differenzierbare Funktionen stetig, und
kénnen daher keine Spriinge enthalten; Sobolevriume wie H!(Q) sind also ungeeignet,
Bilder zu beschreiben. Andererseits enthalten Lebesgueriume wie L?(Q) auch Rauschen,
erlauben also keine Trennung von Bild und Rauschen. Wir brauchen also Rdume ,,dazwi-
schen®; insbesondere der Raum der Funktionen mit beschrdnkter Variation hat sich als
niitzlich herausgestellt. Diese Rdume sind aber in der Regel keine Hilbertraume und fiih-
ren zu nichtdifferenzierbaren Diskrepanz- bzw. Regularisierungstermen, so dass die oben
genannten Schritte schwierig werden. Dies macht aber auch den Reiz der Bildverbeitung
aus: tiefe Methoden der Funktionalanalysis, Mafitheorie und konvexen Analysis werden
notwendig fiir eine praktische Anwendung!

In dieser Vorlesung konzentrieren wir uns jedoch auf algorithmische Aspekte und ver-
zichten dafiir auf die mafdtheoretischen Details bei der Konstruktion der auftretenden
Funktionenraume.

Dieses Skriptum basiert vor allem auf den folgenden Werken:

[1] K. BREDIES & D.A. LoRENz (2011), Mathematische Bildverarbeitung, Einfiihrung in
Grundlagen und moderne Theorie, Vieweg+Teubner, DoI: 10.1007/978-3-8348-9814-2

[2] W. ScHIROTZEK (2007), Nonsmooth Analysis, Universitext, Springer, Berlin, por: 10.
1007/978-3-540-71333-3

[3] H.H. BAuscHKE & P.L. COMBETTES (2017), Convex Analysis and Monotone Operator
Theory in Hilbert Spaces, 2. Aufl.,, Springer, New York, pol: 10.1007/978-3-319-48311-5

[4] M. BROKATE (2014), Konvexe Analysis und Evolutionsprobleme, Vorlesungsskript,
Zentrum Mathematik, TU Minchen, URL: http://www-m6.ma.tum.de/~brokate/cev_ss14.
pdf

[5] H. AtToucH, G. ButtAzZO & G. MICHAILLE (2014), Variational Analysis in Sobolev and
BV Spaces, 2. Aufl., Society for Industrial & Applied Mathematics (SIAM), Philadelphia,
PA, p01:10.1137/1.9781611973488

[6] O.SCHERZER U. A. (2009), Variational Methods in Imaging, Springer, New York, poi: 10.
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1T GRUNDLAGEN DER FUNKTIONALANALYSIS

In diesem Kapitel stellen wir die fiir diese Vorlesung wesentlichen Begriffe, Notationen
und Resultate zusammen. Fiir Beweise wird auf die Standardliteratur verwiesen, z. B. auf
[Werner 2011], sowie auf [Clason 2015].

1.1 NORMIERTE RAUME

Im Folgenden bezeichne X einen Vektorraum tiber dem Kérper K, wobei wir uns hier stets
auf den Fall K = R beschréinken. Eine Abbildung || - || : X — R* := [0, o0) heifst Norm (auf
X)), falls fiir alle x € X gilt

(i) ||Ax|| = |All]x]| fur alle A € K,
(i) [lx+ yll < llx[[ + [ly]l fir alle y € X,

(iii) ||x|| = 0 genau dann, wenn x = 0 € X.

Beispiel 1.1. (i) Auf X = RN werden Normen definiert durch

N 1/p
llxll, = (Z Ixilp) 1<p <o
i=1

[x[le0 = max [x].
i=1,..,.N

(ii) Auf X = ¢P (dem Raum der reellen Folgen, auf dem folgende Ausdriicke endlich sind)
sind Normen definiert durch

0 1/p

x|l = (Z Ixilf’) 1<p <o,
i=1

Ixlleo = sup |x;].

i=1,...,00

.....
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(iii) AufX = LP(Q) (dem Raum der messbaren reellen Funktionen auf dem Gebiet Q ¢ R”,
auf dem folgende Ausdriicke endlich sind) sind Normen definiert durch

1/p
lull, = ( /Q |u<x)|f’) 1<p<oo,

l|lulleo = ess sup |u(x)|.
x€Q

(iv) Auf X = C(Q) (dem Raum der stetigen Funktionen auf Q) ist eine Norm definiert
durch
llullc = sup [u(x)].
x€Q
Eine analoge Norm ist auf X = Cy(Q2) (dem Raum der stetigen Funktionen auf Q mit
kompaktem Tréager) definiert, wenn das Supremum nur iiber x € Q genommen wird.

Ist || - || eine Norm auf X, so bezeichnet man das Paar (X, || - ||) als normierten Raum, und
schreibt in diesem Fall oft || - ||x. Ist die Norm kanonisch (etwa in Beispiel 1.1 (ii)-(iv)), so
wird sie oft weggelassen.

Zwei Normen || - |1, || - ||2 heilen dquivalent auf X, falls c1, c; > 0 existieren mit
allxll2 < llxll1 < ezllx]l2 fiir alle x € X.

Ist X endlichdimensional, so sind alle Normen auf X &quivalent. Die Konstanten c;, ¢,
héngen dann jedoch von der Dimension N von X ab; die Vermeidung solcher dimen-
sionsabhéngiger Konstanten ist einer der Griinde, warum wir Bilder — unabhingig von
ihrer eigentlich diskreten Pixelstruktur — als Elemente in einem unendlichdimensionalen
Funktionenraum betrachten wollen.

Sind (X, || - ||x) und (Y, || - ||y) normierte Rdume mit X C Y, so heift X stetig eingebettet in
Y, geschrieben X < Y, falls ein C > 0 existiert mit

lIx|ly < Cllx|lx fiir alle x € X.

Wir betrachten nun Abbildungen zwischen normierten Rdumen. Seien im Folgenden stets
(X, |l - llx) und (Y, || - |ly) normierte Raume, U € X, und F : U — Y eine Abbildung. Wir
bezeichnen mit

« dom F := U den Definitionsbereich (englisch ,domain®) von F;

« ker F:={x € U : F(x) = 0} den Kern (englisch ,kernel” oder ,null space”) von F;
« ranF := {F(x) € Y : x € U} das Bild (englisch ,range®) von F;

« graphF := {(x,y) e XX Y : y=F(x)} den Graph von F.
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Wir sagen, F ist

o stetigin x € U, wenn fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 existiert mit

|[F(x) — F(2)|ly < ¢ fur alle z € U mit ||x — z||x < J;

o Lipschitz-stetig, wenn ein L > 0 existiert (genannt Lipschitz-Konstante) mit

|IF(x1) = F(x2)|ly < Lllx1 — x2[x fur alle x;, x, € U.

Ist T : X — Y linear, so ist die Stetigkeit dquivalent zu der Bedingung, dass eine Konstante
C > 0 existiert mit
ITx|ly < Cllx|lx fiir alle x € X.

Stetige lineare Abbildungen nennt man daher auch beschrdnkt; man spricht auch von einem
beschriankten linearen Operator. Der Raum L(X,Y) der beschrankten linearen Operatoren
ist ein normierter Raum versehen mit der Operatornorm

ITx]|ly
IT|lLx,y) = sup = sup ||Tx|ly = sup |[Tx|y
xex\(oy I1Xlx jxefiy=n Ixllx<1

(die gleich der kleinstmoglichen Konstante C in der Definition der Stetigkeit ist). Ist T €
L(X,Y) bijektiv, dann ist die Inverse T™! : Y — X stetig genau dann, wenn ein ¢ > 0
existiert mit

cllx|lx < [|Tx|ly fir alle x € X.

In diesem Fall ist || T7"|| (v x) = ¢”" fiir die gréBtmogliche Wahl von c.

1.2 STARKE UND SCHWACHE KONVERGENZ

Eine Norm vermittelt auf direkte Weise einen Konvergenzbegriff, die sogenannte starke
Konvergenz: Eine Folge {x,},en C X konvergiert (stark in X) gegen ein x € X, geschrieben
X, — X, wenn gilt

lim ||x, — x||x = 0.

n—co

Eine Teilmenge U C X nennen wir

« abgeschlossen, falls fiir jede konvergente Folge {x,},en € U auch der Grenzwert
x € U liegt;

+ kompakt, falls jede Folge {x,}nen C U eine konvergente Teilfolge {xp, }ren besitzt,
deren Grenzwert x € U liegt.
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Eine Abbildung F : X — Y ist genau dann stetig, wenn aus x, — x auch F(x,) — F(x)
folgt, und abgeschlossen, wenn fiir x, — x und F(x,) — y folgt, dass F(x) = y ist (also
graph F eine abgeschlossene Menge ist).

Weiterhin definieren wir fiir spateren Gebrauch fiir x € X und r > 0
« die offene Kugel O,(x) :={z € X : ||x — z|][x < r} und
« die abgeschlossene Kugel K,(x) :={z € X : ||x — z||x < r}.

Die abgeschlossene Kugel um 0 mit Radius 1 bezeichnet man auch als Einheitskugel Bx
(englisch ,unit ball®). Eine Menge U C X heift

« offen, falls fiir alle x € U ein r > 0 existiert mit O,(x) c U (d.h. alle x € U innere
Punkte von U sind, deren Menge wir als Inneres U° bezeichnen);

o beschrdnkt, falls sie in einer abgeschlossenen Kugel K, (0) fiir ein » > 0 enthalten ist;
« konvex, falls fir x, y € U auch Ax + (1- 1)y € U fir alle A € [0,1] gilt.

In normierten Rdumen gilt, dass das Komplement einer offenen Menge abgeschlossen ist
und umgekehrt (d. h. die abgeschlossenen Mengen im Sinne der Topologie sind genau die
(Folgen-)abgeschlossenen Mengen im Sinne unserer Definition). Sowohl offene als auch
abgeschlossene Kugeln sind wegen der Norm-Axiome konvex.

Ein normierter Raum X heifit vollstdndig, wenn jede Cauchy-Folge in X konvergiert; man
nennt X dann auch Banachraum. Alle Raume in Beispiel 1.1 sind Banachraume. Ebenso ist
L(X,Y), versehen mit der Operatornorm, ein Banachraum, wenn Y ein Banachraum ist.
Fiir konvexe Teilmengen von Banachraumen gilt folgende niitzliche Eigenschatft, die auf
dem Satz von Baire beruht.

Lemma 1.2. Sei X ein Banachraum und U C X abgeschlossen und konvex. Dann gilt

U° ={x € U: fiiralleh € X existiert § > 0 mitx +th € U fiirallet € [0,5]}.

Die Menge auf der rechten Seite wird auch als algebraisches Inneres oder englisch ,,core”
bezeichnet, weshalb Lemma 1.2 auch manchmal ,core-int-Lemma“ genannt wird.

Von wesentlicher Bedeutung wird fiir uns der Spezialfall Y = R sein, das heif3t der Raum
L(X, R) der linearen stetigen Funktionale auf X. In diesem Fall bezeichnet man X* := L(X, R)
als Dualraum von X. Ist x* € X*, so schreibt man auch

(x*, x)x = x"(x) € R.

Diese duale Paarung soll andeuten, dass man auch x auf x* wirkend auffassen kann, was
spater wichtig sein wird. Aus der Definition der Operatornorm folgt sofort, dass gilt

(1.1) [{(x*, ) x | < 1™ |Ix= [ [ x fiir alle x € X, x* € X*.
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In vielen Fillen kann der Dualraum eines Banachraums mit einem bekannten Banachraum
identifiziert werden.

Beispiel 1.3. (i) (RM,||-|l,)* = (RN, ]|-]lq) mit p'+¢g ™ =1, wobei 07! = cound 0™ = 0
gesetzt wird. Die duale Paarung ist gegeben durch

N
(x*,x)p = Zx;‘xi.
i=1
(i) (£7)* = (£9) fur 1 < p < 0. Die duale Paarung ist gegeben durch

* _ % *
(x*,x)p = inxi.
i=1

Dariiber hinaus ist (£')* = ¢, aber (¢£*)* ist selber kein Folgenraum.

(iii) Ebenso ist LP(Q)* = LI(Q) fiir 1 < p < oo. Die duale Paarung ist gegeben durch
(u*,u), = / u* (x)u(x) dx.
Q

Es gilt auch L}(Q)* = L®(Q), aber L(Q)* ist selber kein Funktionenraum.

(iv) Co(Q)* = M(Q),dem Raum der Radon-MafSe; er enthélt unter anderem das Lebesgue-
Maf, aber auch Dirac-Mafle J, fir x € Q, definiert durch 6, (u) = u(x) furu € Cy(Q).
Die duale Paarung ist gegeben durch

(u*,u)C:/Qu(x) du”.

Ein zentrales Resultat iiber Dualraume ist der Satz von Hahn-Banach, auf dem viele der
folgenden Aussagen beruhen. Es gibt von ihm eine algebraische und eine geometrische
Version.

Satz 1.4 (Hahn-Banach, algebraisch). Sei X ein normierter Raum. Zu jedem x € X existiert
ein x* € X* mit
lIx7]

x+ =1 und (", x)x = ||x||x-

Satz 1.5 (Hahn-Banach, geometrisch). Seien X ein normierter Raum und A, B C X konvex,
nichtleer und disjunkt. Ist A offen, dann existiert ein x* € X* und ein A € R mit

(x*, x1)x <A < (x",x2)x fur alle x; € A, x, € B.
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Insbesondere die geometrische Version — auch als Trennungssatz bekannt - ist von zentraler
Bedeutung fiir die konvexe Analysis; wir werden sie in der folgenden Variante bendtigen,
die als Satz von Eidelheit bekannt ist.

Folgerung 1.6. Seien X ein normierter Raum und A, B C X konvex und nichtleer. Ist die Menge
A° der inneren Punkte von A nichtleer und disjunkt zu B, dann existiert ein x* € X* \ {0}
und ein A € R mit

(1.2) (x", x1)x <A< (x", x2)x fiir alle x; € A, x; € B.

Beweis. Satz 1.5 liefert die Existenz von x* und A, so dass die Aussage gilt fiir alle x; € A°
(sogar mit strikter Ungleichung, woraus auch x* # 0 folgt). Es bleibt also zu zeigen, dass
(x*,x)x < Aauch fur x € A\ A° gilt. Da A° nichtleer ist, existiert ein xo € A° d.h. es
existiert r > 0 mit O,(xg) C A. Aus der Konvexitit von A folgt dann, dass fir alle t € [0,1]
und x € O,(x¢) auch tx + (1 —t)x € A ist. Damit ist

(1.3) 10, (x0) + (1 —t)x = Oy (txg + (1 = t)x) C A,

und insbesondere gilt x(t) := txy + (1—t)x € A° fur alle ¢t € (0,1).

Wir finden also eine Folge {x,},en C A (zum Beispiel x, = x(n™!)) mit x, — x. Aus der
Stetigkeit von x* € X = L(X, R) folgt mit Grenziibergang dann

(x*, x)x = lim (x*, x,)x < A. m]
n—oo
Ein normierter Raum wird also in gewisser Weise durch seinen Dualraum charakterisiert.

Als direkte Folgerung von Satz 1.4 erhalten wir, dass die Norm in einem Banachraum als
Operatornorm dargestellt werden kann.

Folgerung 1.7. Sei X ein Banachraum. Dann gilt fiir alle x € X

Ixllx = sup  Kx",x)x],
el <1

und das Supremum wird angenommen.

Ein x € X konnen wir also auch als lineares und wegen (1.1) stetiges Funktional auf X*
auffassen, also als Element im Bidualraum X** := (X*)*. Die Einbettung X — X™* wird
dabei vermittelt durch die kanonische Injektion

J: X - X", Jx, x")x+ := (x*,x)x furalle x* € X".

Offensichtlich ist J linear; aus Satz 1.4 folgt weiterhin || Jx||x+ = ||x||x. Ist die kanonische
Injektion surjektiv — konnen wir also X** mit X identifizieren — so nennt man X reflexiv.

10
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Endlichdimensionale Réume sind reflexiv, sowie Beispiel 1.1(ii) und (iii) fir 1 < p < oo,
nicht aber £1, £*, und L'(Q), L*(Q) sowie C(Q).

Durch die duale Paarung werden weitere Konvergenzbegriffe erzeugt: die schwache Kon-
vergenz auf X sowie die schwach-* Konvergenz auf X*.

(i) Eine Folge {x,}nen C X konvergiert schwach (in X) gegen x € X, geschrieben
x, — x, falls
(x™, xn)x — (X", x)x fiir alle x™ € X*.

(ii) Eine Folge {x}},en € X™ konvergiert schwach-# (in X*) gegen x™ € X*, geschrieben
x, =" x*, falls
(xp, x)x — (X", x)x fur alle x € X.

Die schwache Konvergenz verallgemeinert den Begriftf der komponentenweisen Konver-
genz in R", der — wie aus dem Beweis des Satzes von Heine-Borel ersichtlich ist — im
Kontext der Kompaktheit der wesentliche ist. Aus starker Konvergenz folgt schwache Kon-
vergenz; ebenso folgt aus Konvergenz in der Operatornorm (auch punktweise Konvergenz
genannt) die schwach-* Konvergenz. Ist X reflexiv, so stimmen schwache und schwach-x
Konvergenz (beide in X = X**!) iberein. In endlichdimensionalen Raumen stimmen alle
Konvergenzbegriffe iberein.

Konvergiert x, — x und x;, —* x* oder x, — x und x; — x*, so gilt (x, x,)x — (x*, x)x.
Die duale Paarung aus schwach(-x) konvergenten Folgen konvergiert aber in der Regel
nicht! Analog zur starken Konvergenz definiert man nun schwache(-*) Stetigkeit und Ab-
geschlossenheit von Abbildungen sowie schwache(-*) Abgeschlossenheit und Kompaktheit
von Mengen. Letztere Eigenschaft wird fiir uns wesentlich sein; ihre Charakterisierung ist
daher ein zentrales Resultat dieses Kapitels.

Satz 1.8 (Eberlein-Smulyan). Sei X ein normierter Raum. Dann ist Bx schwach kompakt
genau dann, wenn X reflexiv ist.

In einem reflexiven Raum enthalten also insbesondere alle beschrankten Folgen eine
schwach (aber im allgemeinen nicht stark) konvergente Teilfolge. Beachten Sie, dass schwa-
che Abgeschlossenheit eine stdrkere Forderung ist als Abgeschlossenheit. Fir konvexe
Mengen stimmen die Begriffe aber iberein.

Lemma 1.9. Eine konvexe Menge U C X ist genau dann abgeschlossen, wenn sie schwach
abgeschlossen ist.

Ist X nicht reflexiv (wie z. B. L*(Q)), so missen wir auf die schwach-* Konvergenz aus-
weichen.
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1 GRUNDLAGEN DER FUNKTIONALANALYSIS

Satz 1.10 (Banach-Alaoglu). Ist der normierte Raum X separabel (d. h. es gibt eine abzihlbare
dichte Teilmenge), so ist Bx+ schwach-+ kompakt.

Nach dem WeierstraBschen Approximationssatz sind C(Q) und LP(Q) fir1 < p < o
separabel; auch ¢? ist separabel fiir 1 < p < oco. Also sind beschrankte und schwach-*
abgeschlossene Kugeln in £, L*(Q) und M(Q) schwach-* kompakt; diese Raume sind
aber selber nicht separabel. Beachten Sie aber, dass abgeschlossene konvexe Mengen in
nichtreflexiven Rdumen nicht schwach-* abgeschlossen sein miissen.

Da ein Dualraum den urspriinglichen Raum charakterisiert, ist dies auch der Fall fiir lineare
Operatoren auf diesem Raum. Fir T € L(X, Y) ist durch T* : Y* — X*,

(T*y*, x)x = (y", Tx)y fir allex € X, y* € Y*

der adjungierte Operator T* € L(Y*,X") definiert. Es gilt stets ||T*[|rv-x+) = [ITllLcx.v)-
Auflerdem folgt aus der Stetigkeit von T, dass T* schwach-+ stetig (und T natiirlich schwach
stetig) ist.

1.3 HILBERTRAUME

Besonders weitgehende Dualitats-Aussagen gelten in Hilbertraumen. Eine Abbildung
(+,-) : X X X — R auf dem Vektorraum X tiber R heif3t Skalarprodukt, falls gilt

(i) (ax+By,z)=a(x,z)+ P (y,z) furallex, y,z€ Xund o, f € R;
(i) (x,y)=(y,x) furallex, y € X;
(iii) (x,x) > 0 fur alle x € X mit Gleichheit genau dann, wenn x = 0.

Ein Banachraum mit Skalarprodukt (X, (-, -)y) wird Hilbertraum genannt; ist das Skalar-
produkt kanonisch, lasst man es weg. Durch das Skalarprodukt wird eine Norm

lIxllx = v(x x)x
induziert, die der Cauchy—Schwarz-Ungleichung gehorcht:

(x, ¥)x < lIxlixllyllx-

Beispiel 1.3 (i-iii) fir p = 2(= q) ist jeweils ein Hilbertraum, wobei das Skalarprodukt der
dualen Paarung entspricht und die kanonischen Normen induziert.

12



1 GRUNDLAGEN DER FUNKTIONALANALYSIS

Ein Skalarprodukt vermittelt den Begrift der Orthogonalitdt: Ist X ein Hilbertraum, so
nennt man x, y € X orthogonal, falls (x, y), = 0 gilt. Eine Menge U C X, deren Elemente
paarweise orthogonal sind, heif3t Orthogonalsystem. Gilt sogar fiir alle x, y € U, dass

1 fallsx =y,

0 sonst,

(x5 y)X = {

so heifst U Orthonormalsystem. Ein Orthonormalsystem ist vollstindig, falls kein Ortho-
normalsystem V. C X mit U C V existiert. Ein hochstens abzidhlbares vollstindiges
Orthonormalsystem nennt man auch Orthonormalbasis.

Jedes Orthonormalsystem U C X erfiillt die Besselsche Ungleichung:

(1.4) Sy P <lxll}  firallex € X,
yeU

wobei hochstens abzdhlbar viele Summanden von Null verschieden sind. Ist U vollstindig
und X ein Hilbertraum, so gilt sogar Gleichheit; dies folgt aus der Parseval-Identitdt

(1.5) (x1, %2)x = Z (1, ¥)x (x2, ¥)x fur alle x1, x; € X
yeU

(man spricht daher im Fall der Gleichheit in (1.4) auch von der Parseval-Relation).

Der fur uns wesentliche Punkt ist, dass der Dualraum eines Hilbertraums X mit X identifi-
ziert werden kann.

Satz 1.1 (Fréchet—Riesz). Sei X ein Hilbertraum. Dann existiert zu jedem x* € X* genau ein
Zy € X mit ||x*||x+ = ||z ||x und

(", x)x = (x,2x7) x fiir allex € X.

Man bezeichnet z,+ als Riesz-Reprdsentant von x*. Die (lineare) Abbildung Jx : X* — X,
x* > zy+ wird Riesz-Isomorphismus genannt. Mit ihrer Hilfe zeigt man zum Beispiel, dass
jeder Hilbertraum reflexiv ist.

Satz 1.11 erlaubt, anstelle der dualen Paarung das Skalarprodukt zu verwenden. So konver-
giert {x,},en schwach gegen x genau dann, wenn gilt

(1.6) (xn,2)x = (x,2)x fur alle z € X.
Ahnliches gilt fiir lineare Operatoren auf Hilbertrdumen. Fiir Hilbertrdume X, Y wird zu
T € L(X,Y) der Hilbertraum-adjungierte Operator T* € L(Y, X) definiert durch

(T*y, %)y = (Tx, y)y firallex € X,y €Y.

Ist T* = T, so nennt man T selbstadjungiert. Zwischen den beiden Definitionen einer
Adjungierten besteht die Beziehung T* = JxT*J;". Ist der Kontext klar, werden wir nicht
in der Notation unterscheiden.
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Wir betrachten zuerst die Frage nach der Existenz von Minimierern eines (nichtlinearen)
Funktionals F : U — R fiir eine Teilmenge U eines Banachraums X. Mit solchen Problemen
beschaftigt sich die Variationsrechnung.

2.1 DIREKTE METHODE DER VARIATIONSRECHNUNG

Es ist hilfreich, die Beschrankung x € U in das Funktional aufzunehmen, indem wir F auf
X erweitern, dafiir aber den Wert oo zulassen. Wir betrachten also

F:X—)@iZRU{OO}’ F(x):{oo XEX\U.

Dabei wird R mit der iiblichen Arithmetik versehen, d. h. t < co und t + 0o = oo fiir alle
t € R; Subtraktion und Multiplikation von negativen Zahlen mit co und insbesondere
F(x) = —oo sind nicht zugelassen. Existiert iiberhaupt ein x € U, so kann ein Minimierer X
also nur in U liegen.

Wir betrachten also in Folge Funktionale F : X — R. Die Menge, auf der F endlich ist,
bezeichnet man als (effektiven) Definitionsbereich

domF :={x € X : F(x) < co}.
Ist dom F # 0, so nennt man F eigentlich (englisch: ,proper®).

Wir verallgemeinern nun den Satz von Weierstrafl (jede reellwertige stetige Funktion
auf kompakten Mengen nimmt ihr Minimum und Maximum an) auf Banachrdume und
insbesondere auf Funktionen der Form F. Da wir nur an Minima interessiert sind, reicht
dafiir eine ,einseitige” Stetigkeit: Man nennt F unterhalbstetig in x € X (englisch: ,Jower
semicontinuous®), falls gilt

F(x) < liminf F(x,) fir alle Folgen {x,},en € X mit x, — x.
n—od

Analog definiert man schwach(-+) unterhalbstetige Funktionen tiber schwach(-*) konvergen-
te Folgen. Gilt schlie3lich fiir jede Folge {x,}nen € X mit ||x,||x — oo auch F(x,) — oo,
so heif3t F koerziv.
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Damit haben wir alle Begriffe zur Hand, um das zentrale Resultat der Variationsrechnung
zu beweisen.'

Satz 2.1. Sei X ein reflexiver Banachraum und F : X — R eigentlich, koerziv und schwach
unterhalbstetig. Dann hat das Minimierungsproblem

in F
T P

eine Losung x € dom F.

Beweis. Der Beweis kann in drei Schritte aufgeteilt werden.

(i) Zeige, dass eine Minimalfolge existiert.

(i)

(iii)

Da F eigentlich ist, ist M := infyex F(x) < oo (wobei M = —oo noch nicht ausge-
schlossen ist). Wir konnen also eine Folge {y,},en C ranF \ {oo} C R finden mit
¥n — M, d.h. es existiert eine Folge {x,}n,en € X mit

F(x,) —» M = inf F(x).
x€X

Eine solche Folge wird Minimalfolge genannt. Beachten Sie, dass wir aus der Kon-
vergenz von {F(x,)}sen (noch) nicht auf die Konvergenz von {x,},en schlieen
koénnen.

Zeige, dass die Minimalfolge eine konvergente Teilfolge besitzt.

Wir zeigen zuerst, dass {x, }nen beschrankt ist. Angenommen, das ist nicht der Fall,
d. h. |[x,||x — oo fiir n — oo. Aus der Koerzivitat von F folgt dann auch F(x,) — oo,
im Widerspruch zu F(x,) — M < oo nach Definition der Minimalfolge. Also ist
{%n}nen beschrinkt und enthilt daher nach dem Satz von Eberlein-Smulyan eine
schwach konvergente Teilfolge {xp, }ren mit Grenzwert ¥ € X. Dieser Grenzwert ist
Kandidat fiir einen Minimierer.

Zeige, dass dieser Grenzwert ein Minimierer ist.

Aus der Definition der Minimalfolge folgt, dass auch fiir die Teilfolge F(x,, ) — M
gilt. Mit der schwachen Unterhalbstetigkeit von F und der Definition des Infimums
erhalten wir daher

;rel)f;F(x) < F(x) < lll?llng(xnk) =M= ;rel)f;F(x) < oo.

'Diese Beweis-Strategie, bekannt unter dem Namen direkte Methode der Variationsrechnung, wird so hiufig
angewendet, dass in Forschungsarbeiten iiblicherweise nur geschrieben wird: ,Die Existenz eines Mini-
mierers folgt aus Standard-Argumenten Das Grundprinzip geht auf Hilbert zuriick; die hier verwendete
Formulierung fiir unterhalbstetige Funktionen stammt von Leonida Tonelli (1885-1946), der damit die
moderne Variationsrechnung nachhaltig gepragt hat.
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Daraus folgt x € dom F sowie infyex F(x) = F(X) > —oo (da F eigentlich ist).
Das Infimum wird also in ¥ € dom F angenommen, und damit ist X der gesuchte
Minimierer. o

Ist X nicht reflexiv, aber Dualraum eines separablen Banachraums, so zeigt man analog
die Existenz von Minimierern schwach-* unterhalbstetiger Funktionale mit dem Satz von
Banach-Alaoglu.

Beachten Sie, wie im Beweis die zu verwendende Topologie auf X durch Schritt (ii) und
(iii) eingeschrénkt wird: Schritt (ii) profitiert von einer groben Topologie (in der mehr
Folgen konvergieren), Schritt (iii) von einer feinen (je weniger Folgen konvergieren, desto
einfacher ist die lim inf-Bedingung zu erfiillen). Da wir in unseren Fallen nicht mehr als
die Beschranktheit einer Minimalfolge erwarten konnen, konnen wir keine feinere als
die schwache Topologie verwenden. Es bleibt daher die Frage, ob gentigend (interessante)
Funktionale schwach unterhalbstetig sind.

Ein erstes Beispiel sind beschrankte lineare Funktionale: Ist x* € X*, so ist
F:X_)R, xl—)(X*,x>X,

schwach stetig (nach Definition der schwachen Konvergenz) und damit insbesondere
schwach unterhalbstetig. Ein weiterer Vorzug der (schwachen) Unterhalbstetigkeit ist, dass
sie unter bestimmten Operationen erhalten bleibt.

Lemma 2.2. Seien X, Y Banachrdume und sei F : X — R schwach unterhalbstetig. Dann sind
schwach unterhalbstetig

(i) «F firallea > 0;
(ii) F+G fiir G : X — R schwach unterhalbstetig;
(iii) ¢ o F fiir ¢ : R — R unterhalbstetig und monoton steigend;
(iv) Fo @ fiir®d : Y — X schwach stetig, d. h. aus y, — y folgt ®(y,) — ®(y);
(v) x > sup,.; Fi(x) mit F; : X — R schwach unterhalbstetig fiir eine beliebige Menge I.

Beachte, dass Aussage (v) fur stetige Funktionen nicht gilt!

Beweis. Die Aussagen (i) und (ii) folgen direkt aus den Rechenregeln fiir den lim inf.

Aussage (iii) folgt aus der Monotonie und der schwachen Unterhalbstetigkeit von ¢, denn
fur x, — x gilt
¢(F(x)) < ¢(lim ian F(x,)) < lim ian o (F(xy)).
ne ne
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Aussage (iv) folgt direkt aus der schwachen Stetigkeit von ®: Gilt y, — y, so gilt auch
Xn = ®(y,) — ®(y) =: x, und aus der Unterhalbstetigkeit von F folgt

F(®(y)) < liminf F(®(yy)).

Sei schliellich {x,},en eine schwach konvergente Folge mit Grenzwert x € X. Dann gilt
nach Definition des Supremums

(2.1) Fj(x) < liminf Fj(x,) < liminf sup F;(x,) fur alle j € I.
n—oo n—oo iel

Nehmen wir auf beiden Seiten das Supremum tiber alle j € I, so folgt die Aussage (v). O

Folgerung 2.3. Sei X ein Banachraum. Dann ist || - ||x eigentlich, koerziv und schwach
unterhalbstetig.

Beweis. Koerzivitatund dom ||-||x = X folgen direkt aus der Definition; schwache Unterhalb-
stetigkeit folgt aus Lemma 2.2 (v) und Folgerung 1.7, denn

(2:2) llxllx = sup [(x7x)x]. o
el <1

Ein weiteres haufig auftretendes Funktional ist die Indikator-Funktion® einer Menge U C X,
definiert als
0 xeU,
du(x) =
o xeX\U.

Der Zweck dieser Definition ist natiirlich, die Minimierung eines Funktionals F : X — R
unter der Nebenbedingung x € U auf die unbeschrinkte Minimierung von F := F + §y
zuriickfithren. Fir die Existenz von Minimierern ist daher das folgende Resultat wichtig.

Lemma 2.4. Sei X ein Banachraum und U C X. Dann ist 8y : X — R
(i) eigentlich, wenn U nichtleer ist;
(ii) schwach unterhalbstetig, wenn U konvex und abgeschlossen ist;

(iii) koerziv, wenn U beschrdnkt ist.

’nicht zu verwechseln mit der charakteristischen Funktion 1y mit 1y (x) =1 fiir x € U und 0 sonst!
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Beweis. Aussage (i) ist klar. Fiir (ii) betrachte eine schwach konvergente Folge {xy,},en € X
mit Grenzwert x € X. Ist x € U, dann ist wegen dy > 0 natiirlich

du(x) =0 < liminf 6y (x,).

Seinun x ¢ U. Da U konvex und abgeschlossen und daher nach Lemma 1.9 auch schwach
abgeschlossen ist, muss ein N € N existieren mit x,, ¢ U fur alle n > N (sonst konnten
wir — durch Ubergang zu einer Teilfolge — eine Folge mit x, — x € U konstruieren, im
Widerspruch zur Annahme). Also gilt dy(x,) = oo fir alle n > N und damit

5U(X) = oo = liminf 5U(xn)-

Fur (iii) sei U beschrénkt, d. h. es gebe ein M > 0 mit U C Kj(0). Gilt ||x,||x — oo, so
existiert ein N € N mit ||x,||[x > M fur alle n > N, und damit x, ¢ Ky(0) D U fir alle
n > N. Also gilt auch y (x,) — oo. O

2.2 DIFFERENZIERBARKEIT IN BANACHRAUMEN

Auch im Banachraum mdchte man Minimierer intrinsisch mit Hilfe des Fermatschen
Prinzip charakterisieren. Dafiir Gibertragen wir den klassischen Ableitungsbegriff in den
Banachraum. Dies geschieht in mehreren Schritten.

Seien X, Y Banachrdume, F : X — Y eine Abbildung, und x, h € X.

« Existiert der einseitige Grenzwert

F(x;h) = lim Flc+ tht) “F) y
t—0+

3

so nennen wir diesen Richtungsableitung in x in Richtung h.

« Falls F/(x; h) fur alle h € X existiert und durch
DF(x) : X — Y,h+ F'(x;h)

ein linearer beschrankter(!) Operator definiert wird, so heifit F Gateaux-differenzierbar
(in x) und DF € L(X,Y) Gateaux-Ableitung.

« Gilt zusitzlich
IFGx +h) - F(x) — DF(0)hlly _
I2llx—0 [IAllx ’
so heift F Fréchet-differenzierbar (in x) und F’(x) := DF(x) € L(X,Y) Fréchet-
Ableitung.

« Ist die Abbildung x +— F’(x) stetig, so heif3t F stetig differenzierbar.
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Der Unterschied zwischen Gateaux- und Fréchet-Differenzierbarkeit liegt also im Appro-
ximationsfehler von F in der Ndhe von x durch F(x) + DF(x)h: Wihrend fur Gateaux-
differenzierbare Funktionen dieser nur beschrankt durch ||k||x — also linear in ||k||x — sein
muss, ist er fiir Fréchet-differenzierbare Funktionen sogar superlinear in ||h||x. (Fir eine
feste Richtung h ist dies natiirlich auch fiir Gateaux-differenzierbare Funktionen der Fall; fiir
Fréchet-differenzierbare Funktionen ist zusatzlich also Gleichmafigkeit in h gefordert.)

Ist F Gateaux-differenzierbar, kann man die Gateaux-Ableitung berechnen via

DF(x)h = (%F(x + th))

t=0

Offensichtlich sind lineare beschrankte Operatoren F € L(X, Y) tiberall Fréchet-differenzier-
bar mit Ableitung F’(x) = F € L(X,Y) fir alle x € X. Weitere Ableitungen erhélt man
durch die iblichen Rechenregeln, die genau wie in R" gezeigt werden. Beispielhaft sei die
folgende Kettenregel angegeben.

Satz 2.5. Seien X, Y, Z Banachrdume und F : X — Y Fréchet-differenzierbar in x € X und
G : Y — Z Fréchet-differenzierbar in y := F(x) € Y. Dann ist G o F Fréchet-differenzierbar

in x und
(GoF)(x) =G'(F(x)) o F'(x).

Eine analoge Regel fiir Gateaux-Ableitungen gilt dagegen nicht!
Wir betrachten nun die Charakterisierung von Minimierern eines differenzierbaren Funk-

tionals F : X — R.3

Satz 2.6 (Fermat-Prinzip). Sei F : X — R Gateaux-differenzierbar und x € X ein lokaler
Minimierer von F. Dann gilt DF(x) =0 € X*, d. h.

(DF(%),h)x = F'(x;h) =0 furalleh € X.

Beweis. Sei h € X beliebig. Da x ein lokaler Minimierer ist, existiert nach Lemma 1.2 ein
€ > 0 mit F(x) < F(x +th) fir alle t € (0, ¢) und damit

0 < F(x +th) — F(x)

; — F'(x;h) = (DF(x),h)x fiirt — 0,

wobei wir die Gateaux- und damit Richtungsdifferenzierbarkeit von F verwendet haben.
Da die rechte Seite linear in h ist, konnen wir analog fiir —h argumentieren und erhalten
(DF(%x), h)x < 0 und damit die Behauptung. m|

3In der indirekten Methode der Variationsreichnung zeigt man dariiber auch die Existenz von Minimierern,
etwa als Losung einer partiellen Differentialgleichung.
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Beachten Sie, dass Gateaux-Ableitungen eines Funktionals F : X — R Elemente des
Dualraums X* = L(X, R) sind und daher nicht zu Vektoren in X addiert werden kénnen.
In Hilbertrdumen (und insbesondere R") kann man aber DF(x) € X* mit Hilfe des Satz
von Fréchet-Riesz kanonisch mit einem Element VF(x) € X, genannt Gradient von F,
identifizieren iiber

(DF(x),h)x = (VF(x),h)x fur alle h € X.

Als Beispiel betrachten wir fiir die durch das Skalarprodukt induzierte Norm in einem
Hilbertraum das Funktional F(x) = %||x||§( Dann gilt fiir alle x, h € X

Lix+thx+th)y -1(x
F(x:h) = 111’1(;1 5 (x X t)X 5 (%, %)
t—0*

= (x,h)x = (DF(x), h)x,

da das Skalarprodukt fiir festes x linear in h ist. Die quadrierte Norm ist also Gateaux-
differenzierbar in x mit Ableitung DF(x) = h +— (x, h)yx € X*; wegen

|%||x+h||§— Hxllz = (x, h)xl .
lim —IIhllx =0
lIAllx—0 I|A]x  hllx—0 2

ist sie sogar Fréchet-differenzierbar. Der Gradient VF(x) € X erfillt nach Definition
(VF(x),h)x = (DF(x),h)x = (x,h)x fur alle h € X,

d.h. VF(x) = x. Um zu illustrieren, wie der Gradient (im Gegensatz zur Ableitung) von
dem Skalarprodukt abhangt, sei M € L(X, X) selbstadjungiert und positiv definit (und
damit stetig invertierbar). Dann definiert (x, y), := (Mx, y)y ebenfalls ein Skalarprodukt
auf dem Vektorraum X und induziert daher eine (dquivalente) Norm ||x||z = (x, x)l/ 2,
Damit ist (X, (-, -)7) ebenfalls ein Hllbertraum den wir mit Z bezeichnen. Betrachte nun
das Funktional F : Z — R mit F(x) = 3 L|x]? % (Welches wohldefiniert ist, da || - ||x auch
eine dquivalente Norm auf Z ist). Dann ist DF(x) € Z* immer noch gegeben durch
(DF(x), h); = (x, h)y fir alle h € Z (bzw. alle h € X, da wir Z iiber den selben Vektorraum
definiert haben). Aber VF(x) € Z* ist nun charakterisiert durch

(x,h)y = (DF(x),h)z = (VE(x),h)z = (MVF(x),h)x ~ firalleh € Z,

d.h. VF(x) = M~'x # VF(x). (Die Situation wird noch komplizierter, wenn M nur auf
einem Unterraum positiv definit ist, etwa im Fall X = L%(Q) und Z = H(Q).)
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3 GRUNDLAGEN DER KONVEXEN ANALYSIS

Die klassischen Ableitungsbegriffe des letzten Kapitels sind fiir unsere Zwecke nicht
ausreichend, denn viele interessante Funktionale sind in diesem Sinne nicht differenzierbar;
auch Funktionale mit Werten in R kénnen damit nicht behandelt werden. Wir brauchen
daher einen Ableitungsbegriff, der allgemeiner als Gateaux- und Fréchet-Ableitungen ist,
aber immer noch ein Fermatsches Prinzip und praktische Rechenregeln erlaubt.

3.1 KONVEXE FUNKTIONEN

Wir betrachten zuerst die Klasse der Funktionale, die solch eine verallgemeinerte Ableitung
zulassen. Ein eigentliches Funktional F : X — R heif3t konvex, wenn fiir alle x, y € X und

A e [0,1] gilt
(3.2) F(Ax+ (1-=A4)y) < AF(x)+ (1= A)F(y)

(dabei ist der Funktionswert co auf beiden Seiten zugelassen). Gilt fiir x # y, x, y € dom F,
und A € (0,1) sogar

F(Ax+ (1—-A4)y) < AF(x) + (1—- A)F(y),

so heifdt F strikt konvex.
Eine alternative Charakterisierung der Konvexitit eines Funktionals F : X — R basiert
auf ihrem Epigraph
epiF = {(x,t) e X xR : F(x) < t}.
Lemma 3.1. Fiir F: X — R istepiF
(i) nichtleer genau dann, wenn F eigentlich ist;
(ii) konvex genau dann, wenn F konvex ist;

(iii) (schwach) abgeschlossen genau dann, wenn F (schwach) unterhalbstetig ist.
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3 GRUNDLAGEN DER KONVEXEN ANALYSIS

Beweis. Aussage (i) folgt direkt aus der Definition: F ist eigentlich genau dann, wenn ein
x € X und ein t € R existiert mit F(x) <t < oo,d.h. (x,t) € epiF.

Fir (ii) sei F konvex und seien (x,r), (y,s) € epi F gegeben. Fiir beliebige A € [0, 1] folgt
dann aus (3.1), dass gilt

F(Ax+(1-21)y) < AF(x)+ (1= A)F(y) < Ar+(1-A)s,
d.h. es ist
A, r)+(1=A)(y,8) = (Ax+ (1 —-A)y,Ar+ (1—A)s) € epi F

und damit epi F konvex. Sei umgekehrt epi F konvex und x, y € X beliebig, wobei wir
F(x) < oo und F(y) < oo annehmen konnen (ansonsten ist (3.1) trivialerweise erfiillt).
Offensichtlich sind (x, F(x)), (y, F(y)) € epiF. Aus der Konvexitit von epi F folgt dann,
dass fir alle A € [0,1] gilt

(Ax+ (1=, AF(x) + (1= HF(y)) = A(x, F(x)) + (1= 1) (3. F(y)) € epiF

und damit nach Definition von epi F auch (3.1).
Nun zu (iii): Sei zuerst F unterhalbstetig und {(x;, t,) }nen C epiF eine beliebige Folge mit
(xn, t) — (x,t) € X X R. Dann gilt

F(x) < liminf F(x,) < limsupt, =t,
n—o0

n—o0

d.h (x,t) € epi F. Sei umgekehrt epi F abgeschlossen und angenommen, F ist eigentlich
(sonst ist die Aussage trivial) und nicht unterhalbstetig. Dann existiert eine Folge {xy, }nen C
X mit x, —» x € X und

F(x) > liminf F(x,) =: M € [—00, 00).

Wir machen nun eine Fallunterscheidung:

a) x € dom F: Dann kénnen wir eine Teilfolge auswihlen, die wir wieder mit {x;, }nen
bezeichnen, so dass ein ¢ > 0 existiert mit F(x,) < F(x)—¢und damit (x,, F(x)—¢) €
epi F fir alle n € N. Wegen x, — x folgt aus der Abgeschlossenheit von epi F auch
(x, F(x) — ¢) € epi F und damit F(x) < F(x) — ¢, im Widerspruch zu ¢ > 0.

b) x ¢ dom F: In diesem Fall argumentiert man analog mit F(x,) < M + ¢ fir M > —co
bzw. F(x,) < € fir M = —oo, um einen Widerspruch zu F(x) = oo zu erhalten.

Genauso zeigt man die Aquivalenz von schwacher Unterhalbstetigkeit und schwacher
Abgeschlossenheit. m]

Zusammen mit Lemma 1.9 erhalten wir daraus sofort
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Folgerung 3.2. Sei F : X — R konvex. Dann ist F schwach unterhalbstetig genau dann, wenn
F unterhalbstetig ist.

Direkt aus der Definition folgt die Konvexitat
« der Norm || - ||x in einem normierten Raum X;
+ der Indikatorfunktion ¢ fiir eine konvexe Menge C.

Ist X ein Hilbertraum, so ist F(x) = ||x||§( sogar strikt konvex: Fiir x, y € X mit x # y und
A € (0,1) beliebig gilt

A+ (1= Dyl = G+ (1= )y 2x + (1= Dy)y
= 3% (5,0)x + 241 = 2) (5, )y + (1= D2 (3 V)
= MAGex) = (1= 1) (x =y + (1= D) (1) )
FA=D(A 62 +A 0=y )y + 1= 1) (3 7)x )
= (4 (1= ) (A Co0)x + (1= 1) (0 Y)x ) =40 = 1) (x = y.x = y)x

= Allxll§ + (1= Dlyly = 2@ = Dllx - ylk
< Allxlx + = Dllylx-

Weitere Beispiele lassen sich durch folgende Operationen erzeugen.

Lemma 3.3. Seien X, Y normierte Riume und sei F : X — R konvex. Dann sind konvex
(i) «F fiir alle a > 0;
(i) F+G fiir G : X — R konvex (ist F oder G strikt konvex, so auch F + G);
(iii) ¢ o F fiir ¢ : R — R konvex und monoton steigend;
(iv) Fo A fir A e L(Y,X);

(v) x > sup,; Fi(x) fiir eine beliebige Indexmenge I und F; konvex fiir allei € I.

Nach all der Vorarbeit kdnnen wir nun schnell das Hauptresultat tiber die Existenz von
Losungen konvexer Minimierungsaufgaben beweisen.

Satz 3.4. Sei X ein reflexiver Banachraum und seien
(i) U € X nichtleer, abgeschlossen, und konvex,
(ii) F: X — R eigentlich, konvex, und unterhalbstetig mit dom F N U # 0,
(iii) U beschrinkt oder F koerziv.
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Dann hat das Problem

in F
mip F(x)

eine Losung x € U Ndom F. Ist F strikt konvex, so ist die Losung eindeutig.

Beweis. Wir betrachten das Funktional F = F + §y. Aus Voraussetzung (i) folgt mit Lem-
ma 2.2, dass dy eigentlich, konvex und schwach unterhalbstetig ist. Wegen (ii) existiert
ein Punkt xo € U mit F(x,) < oo, daher ist auch F eigentlich, konvex und damit sogar
unterhalbstetig. Aus (iii) folgt schlieBSlich die Koerzivitit von F (da die Summe koerziv ist,
sobald es einer dieser Summanden ist). Da X reflexiv ist, konnen wir nun Satz 2.1 anwenden
und erhalten die Existenz eines Minimierers ¥ € dom F = U N dom F von F mit

F(x) = F(x) < F(x) = F(x) fiir alle x € U,

d. h. x die gesuchte Losung.

Sei nun F strikt konvex, und seien x, ¥’ € U zwei verschiedene Minimierer, d.h. ¥ # ¥’
aber F(x) = F(X’) = minyey F(x). Dann ist fir alle A € (0,1) wegen der Konvexitat von U

auch
X =Ax+(1-)x" €U,

aber wegen der strikten Konvexitat von F gilt
F(x;) < AF(x) + (1—- A)F(x") = F(%),

im Widerspruch zu F(x) < F(x) fir alle x € U. O

3.2 KONVEXE SUBDIFFERENTIALE

Wir wenden uns nun der Charakterisierung von Minimierern konvexer Funktionen durch
ein Fermatsches Prinzip zu. Ein erster Kandidat fiir den notigen Ableitungsbegriff ist die
Richtungsableitung, denn diese existiert (zumindest in den erweiterten reellen Zahlen) fiir
jede konvexe Funktion.

Lemma 3.5. Sei F : X — R konvex und seien x € dom F und h € X gegeben. Dann gilt:
(i) Die Funktion
F(x +th) — F(x)
I

¢ : (0,00) > R, .

>

ist monoton steigend.

(ii) Der Grenzwert F'(x; h) = lim;_,+ ¢(t) € [—o0, 00| existiert und erfiillt

(3.2) F'(x;h) < F(x+h) — F(x).
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Beweis. Zu (i): Durch Einsetzen und Umformen sieht man, dass fiir alle 0 < s < t die
Bedingung ¢(s) < ¢(t) aquivalent ist zu

F(x +sh) < ;F(x L th) + (1 - ;) F(x).

Dies folgt aber wegen x +sh = (1— })x + 3(x + th) aus der Konvexitat von F.

Aussage (ii) folgt sofort nun aus (i) wegen

F'(x;h) = lim o(t) =inf (1) < ¢(1) = F(x +h) - F(x). O

Leider liefert dieser Begriff noch nicht das Gewiinschte, denn die konvexe Funktion f :
R — R, f(t) = |t| hat ein Minimum in ¢t = 0, dort aber nur die Richtungsableitung
f'(0;h) = |h| > 0 fir h € R\ {0}. Es gilt also nicht f7(0; k) = 0 fir irgendein h # 0, aber
es gilt zumindest 0 < f7(0; h) fiir alle h € R. Diese Bedingung wollen wir auf allgemeine
normierte Riume verallgemeinern. Dafiir betrachten wir fiir F : X — R und x € dom F
die Menge
{x" € X* : (x",h)x < F'(x;h) firalle h € X}.

Diese Menge (die auch leer sein kann!) ist mit Hilfe von Lemma 3.5 auch ohne Richtungs-

ableitung charakterisierbar.

Lemma 3.6. Seien F : X — R konvex und x € dom F. Dann sind fiir x* € X* dquivalent
(i) {(x*,h)x < F'(x;h) fiir alle h € X;
(ii) (x*,h)x < F(x+h) — F(x) firalleh € X.

Beweis. Gilt (i), so folgt direkt aus Lemma 3.5 (ii)
(x*,h)x < F'(x;h) < F(x+h) —F(x) firalleh e X.

Gilt (ii) fur alle h € X, so auch fur th fir alle h € X und ¢t > 0. Division durch ¢ und
Grenziibergang liefert dann

F(x + th) — F(x)
t

(x*,h)x < lim = F'(x;h). m|
0
t—0*

Fihren wir X = x + h € X ein, so fihrt die zweite Bedingung auf die folgende Definition.
Fir F: X — R und x € dom F definieren wir das (konvexe) Subdifferential als
(3.3) OF(x) ={x" e X" : (x",x —x)x < F(x) — F(x) furallex e X}.

(Beachten Sie, dass x ¢ dom F zugelassen ist, da dann die Ungleichung trivialerweise erfiillt
ist.) Fir x ¢ dom F setzen wir dF (x) = (. Ein Element & € oF (x) heif3t Subgradient.

Diese Definition liefert nun das Gewunschte.
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Satz 3.7. Seien F : X — R und x € dom F. Dann sind dquivalent:
(i) 0 € 9F(x).
(ii)) F(x) = min F(x);
xeX
Beweis. Dies folgt direkt aus den Definitionen: Es ist 0 € 9F(X) genau dann, wenn gilt
0=(0,x —x)x < F(x) — F(x) fir alle x € X,

d.h. F(x) < F(%) fur alle ¥ € X. m|

Dies entspricht auch der geometrischen Anschauung: Fiir X = R = X beschreibt f (x) =
f(x) +&(x — x) mit &€ € If (x) eine Tangente an (x, f(x)) mit Steigung &; die Bedingung
& =0 € df (x) bedeutet also, dass f in X eine waagerechte Tangente hat.'

Wir betrachten einige Beispiele. Zunéchst ist aus der Konstruktion ersichtlich, dass das
Subdifferential die Gateaux-Ableitung verallgemeinert.

Satz3.8. Sei F : X — R konvex und Gateaux-differenzierbar in x. Dann ist OF (x) = {DF(x)}.

Beweis. Nach Definition der Gateaux-Ableitung gilt
(DF(x),h)x = DF(x)h = F'(x;h) fiiralle h € X.

Aus Lemma 3.6 folgt nun mit x = x + h sofort DF(x) € dF(x).
Umgekehrt folgt aus & € 9F(x) mit h := x — x € X, dass gilt

(€. h)x < F'(x;h) = (DF(x), h)x.

Da x € X beliebig war, gilt dies fiir alle h € X. Supremum iiber alle h mit || h||x < 1 liefert
dann || = DF(x)||x+ < 0,d.h. £ = DF(x). m|

Naturlich mochten wir auch Subdifferentiale von Funktionen berechnen, die nicht diffe-
renzierbar sind. Das kanonische Beispiel ist die Norm ||x||x in einem normierten Raum,
die ja in x = 0 nicht differenzierbar ist.

'Beachten Sie, dass in Satz 3.7 nirgendwo die Konvexitét von F eingeht! Tatsachlich charakterisiert 0 € oF(x)
die globalen Minimierer jeder Funktion. Nichtkonvexe Funktionen kénnen aber auch lokale Minimierer
haben, fiir die die Subdifferentialinklusion nicht erfillt ist. Tatsachlich sind (konvexe) Subdifferentiale
nichtkonvexer Funktionen in der Regel leer. Dies fithrt insbesondere fiir den Beweis einiger Rechenregeln
zu Problemen, fiir die wir in der Tat Konvexitit voraussetzen missen.
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Satz 3.9. Fiirx € X ist

{x* e X* : (x", x)x = ||x|lx und ||x*||x- =1} fallsx # 0,

(3'4) a(” ' ”X)(x) = {BX* fallsx =0.

Beweis. Fir x = 0 ist nach Definition ¢ € 9(|| - ||x)(x) genau dann, wenn gilt
(& x)x < |Ixllx fur alle x € X \ {0}

(fiir x = 0 ist die Ungleichung trivial). Dies ist aber wegen der Definition der Operatornorm
aquivalent mit ||&||x- < 1.

Sei nun x # 0 und betrachte & € 9(]| - ||x) (x). Indem wir nacheinander X = 0 und x = 2x
in die Definition (3.3) einsetzen, erhalten wir

Ixllx < (& x)x = (& 2x — x) < l2x]lx = lIx|lx = llx]lx
d.h. (&, x)x = ||x||x. Analog haben wir fiir alle x € X, dass gilt
(&x)x = (& (x+x) —x)x < [[x+x|lx = lIxllx < [I%]lx,
woraus wie im Fall x = 0 folgt ||€||x+ < 1. Fir x = x/||x||x gilt nun
(& %x = IIxlx (& x)x = llxllx lIxllx = 1.
Also ist tatsachlich ||€|[x+ = 1.

Es sei umgekehrt x* € X* mit (x*, x)x = ||x||x und ||x*||x+ = 1. Dann gilt mit (1.1) fiir alle
x € X die Relation

(% —x)x = (x, X)x — (7 0x < [IXllx - [Ixllx,

und daher nach Definition x* € (]| - ||x)(x) O

Fiir den Fall X = R erhalten wir daraus das Subdifferential der Betragsfunktion als

{1} falls t > 0,
(3.5) (|- )(t) =sign(t) :=={{-1} fallst <0,
[-1,1] fallst =0.

Durch komponentenweise Betrachtung erhalt man daraus die Charakterisierung des Sub-
differentials der Norm in (RN, || - ||1).

Schliefllich haben wir auch eine einfache Darstellung fiir das Subdifferential der Indikator-
funktion einer konvexen Menge C C X. Fiir x € C = dom ¢ gilt namlich

x* € 30c(x) © (x",Xx —x)x < 5c(x) furallex € X
S (x", ¥ —x)x <0 furallex €C,
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da die Ungleichung fiir alle x ¢ C trivialerweise erfullt ist. Die Menge 9dd¢(x) nennt
man auch Normalenkegel an C in x. Wieder ist das Beispiel X = R erhellend: Betrachte
C =[-1L1] undt € C. Dann ist £ € 98_;1)(t) genau dann, wenn é(f — ¢) < 0 fiir alle
t € [-1,1] gilt. Wir machen nun eine Fallunterscheidung:

1. Fall: ¢t = 1. Dannistf —t € [—2, 0] und damit gilt die Bedingung genau dann, wenn ¢ > 0
ist.

2.Fall: t = —1. Dann ist f — ¢t € [0, 2] und damit gilt die Bedingung genau dann, wenn
£ < 0ist

3. Fall: t € (-1,1). Dann kann t — t sowohl positive als auch negative Werte annehmen,
und damit muss ¢ = 0 sein.

Also ist

[0,00) fallst =1,

(—0c0,0] fallst= -1,

{0} falls t € (-1,1),

1] fallst € R\ [-1,1].

0111 (t) =

Dies entspricht den aus der linearen Optimierung bekannten Komplementaritditsbedingun-
gen fiir Lagrange-Multiplikatoren zu den Ungleichungen —1 < ¢t < 1. Analoges gilt fir
komponentenweise Schranken in X = RV,

Subdifferentiale weiterer Funktionale erhalt man durch Rechenregeln. Es ist naheliegend,
dass diese umso aufwandiger zu beweisen sind, je schwécher der Differenzierbarkeitsbegriff
ist (d. h. je mehr Funktionen in diesem Sinne differenzierbar sind). Die ersten beiden Regeln
folgen noch direkt aus der Definition.

Lemma 3.10. Fiir F : X — R konvex und x € dom F gilt
(i) d(AF)(x) = A(9F(x)) := {AE : £ € 9F (x)} fiir A > 0;

(ii) OF (- + x¢)(x) = OF (x + x¢) fiir xo € X mit x + xo € domF.
Schon die Summenregel ist deutlich aufwandiger.

Satz 3.11 (Summenregel). Seien F,G : X — R konvex. Dann gilt fiir alle x € dom F N dom G
OF(x) + G(x) C I(F + G)(x).

Existiert ein xo € dom F Ndom G mit F stetig in x, so gilt Gleichheit.
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Beweis. Die Inklusion folgt durch Addition der Definitionen der Subdifferentiale. Seien
daher x € dom F N dom G und ¢ € 9(F + G)(x), erfiillen also

(3.6) (£,% - x)x < (F(F) +G(%)) - (F(x) +G(x)) fiiralle ¥ € X.

Unser Ziel ist nun, mit Hilfe der Charakterisierung konvexer Funktionale durch ihren
Epigraphen und des Trennungssatzes ein lineares Funktional { € dG(x) C X* zu finden
mit £ — { € 9F(x), d. h.

F(x) —F(x) — (&, x —x)x > ({,x —x)x furallex € domF,
G(x) - G(x) < ({,x —x)x firallex € domG.

Wir definieren dafiir die Mengen

Cp:={(x,t = (F(x) — (&, x)x)) : x e domF,t > F(x) — (£, X)x},
Co ={(%,G(x) —t) : x e domG,t > G(x)},

d.h.
Cy = epi(F — &) — (0, F(x) — (& x)x), Cy = —(epiG - (0,G(x))).

Wegen x € dom F N dom G sind C; und C; nichtleer. Weiter kann man direkt nachrechnen,
dass C; und C, konvex sind. Weiter ist x; ein innerer Punkt von dom F = dom(F — ¢) (sonst
wire F nicht stetig in x¢) und damit (x, «) fiir @ grof§ genug ein innerer Punkt von C;
(denn F ist stetig und damit in einer Umgebung U C (dom F)° von x, beschrankt; wir
finden also ein offenes Intervall I ¢ R mit U X I C C;, wobei U X I nach Definition der
Produkttopologie offen in X x R ist). Das Innere (C;)° von C; ist also nichtleer. Bleibt
zu zeigen, dass (Cy)° und C; disjunkt sind. Dafiir sei (x,a) € (Cy)° N C,, fiir das nach
Definition von C; und C; (und einigem Umformen) gilt

(3-7) F(x) - F(x) = (§,x - x)x < a < G(x) - G(x),

im Widerspruch zu (3.6). Folgerung 1.6 liefert also ein (x*,s) € (X* X R) \ {(0,0)} =
(X xR)*\ {(0,0)} und ein A € R mit

(3.8) (", %)x +s(t = (F(x) = (&x)x)) <A, X edomF,t > F(x)— (£ %)x,
(3.9) (x*,X)x +s(G(x) —t) = A, x e€domG,t > G(%).

Wir zeigen nun, dass s < 0 ist. Fur s = 0 folgt mit x = xy € dom F N dom G sofort der
Widerspruch
(x%, x0)x < A < {x7, x0)x,

da (xo, a) fir a grof3 genug innerer Punkt von C; ist und daher nach Satz 1.5 die Trennung
sogar mit strikter Ungleichung erfiillt ist. Gilt s > 0, so ist fur t > F(x) — (£ x)x die
Klammer in (3.8) positiv, und t — oo mit x fest fithrt zum Widerspruch zur Beschrinktheit

durch A.
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Also ist s < 0, und aus (3.8) mit t = F(x) — (£, x)x und aus (3.9) mit t = G(x) folgt

F(X) = F(x) + (£, % = x)x > s 1 (A = (x*,X)x), fiiralle ¥ € domF,
G(x) = G(%) < s M A - (x*%)x), firallex e domG.
Setzen wir X = x € dom F N dom G in beiden Ungleichungen, so folgt sofort A = (x*, x)x.

Damit ist { = s7!x* € X* das gewiinschte Funktional mit (£ — {) € dF(x) und { € dG(x),
d.h. & € 9F(x) + dG(x). O

Daraus erhilt man per Induktion Summenregeln fiir beliebig viele Summanden (wobei in
xo alle bis auf ein Summand stetig sein miissen). Analog beweist man eine Kettenregel fiir
lineare Operatoren.

Satz 3.12 (Kettenregel). Seien X,Y normierte Riume, A € L(X,Y), undF : Y — R konvex.
Existiert ein xo € X so, dass F stetig in Ax ist, dann gilt fiir alle x € dom(F o A)

d(F o A)(x) = A"9F(Ax) := {A"y" : y" € OF(Ax)}.

Beweis. Die rechte Inklusion folgt wieder direkt aus der Definition: Fir n € dF(Ax) C Y*
gilt insbesondere fiir alle Ax € Y, x € X, dass

F(AX) — F(Ax) > (n,Ax — Ax)y = (A", x — x)x,
dh &:=Aned(FoA) C X"
Seinun x € dom(F o A) und & € 9(F o A)(x), d.h.
(3.10) F(Ax) + ((,x — x)x < F(Ax) firalle x € X.

Ahnlich wie im Beweis von Satz 3.1 zeigen wir durch Trennung die Existenz eines nj €
OF (Ax) mit £ = A*n. Wir definieren dafiir

Ci :=epiF, Cy := {(AX, F(Ax) + (({,x — x)x) : x € X}.

Man vergewissert sich leicht, dass C, nichtleer und konvex ist. Ebenso ist C; nichtleer
und konvex und besitzt nach Voraussetzung den inneren Punkt (Ax, @) fiir « grof3 genug.
Schlie3lich gilt fiir (y,t) € (C)° N C, sowohl F(y) < t alsauch y = Ax und t = F(Ax) +
(&, x — x)x fir ein X € X, woraus ein Widerspruch zu (3.10) folgt.

Wir kénnen also wieder Folgerung 1.6 anwenden und erhalten (y*,s) € (Y * xR) \ {(0,0)}
und ein A € R mit

(3.12) (¥ Py +st <A, yedomF,t>F(y),
(3.12) (¥, Ax)y + s(F(Ax) + (£, x —x)x) = A, x e X.
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Wie zuvor konnen wir den Fall s = 0 durch Wahl x = xj, y = Axp, und den Fall s > 0
durch Betrachtung von t — oo fiir y fest ausschlieffen. Also ist s < 0, und die Wahl von
X =x € dom(FoA), y=Ax € domF und t = F(Ax) ergibt sofort A = (y*, Ax)y + sF(Ax).

Aus (3.11) folgt nun wegen s < 0 mit t = F(y), dass
F($) — F(Ax) > (s 'y*,Ax — §)y firalle € domF,
d.h. 5 := —s71y* € 9F(Ax). Damit kann man (3.12) vereinfachen zu
(E-A"n,Xx—x)x <0 fiir alle ¥ € X.

Da an x keine Einschrankungen gelten, kann die Ungleichung nur gelten, falls £ = A*p ist,
was zu zeigen war. i

Damit erhalten wir eine Charakterisierung von Minimierern konvexer Funktionen unter
(konvexen) Nebenbedingungen.

Folgerung 3.13. Sei U C X nichtleer, konvex und abgeschlossen, und sei F : X — R eigentlich,
konvex und unterhalbstetig. Existiert ein xo € U’ Ndom F, so ist x € U Losung von

in F
mip ()

genau dann, wenn ein & € X* existiert mit

{-56 oF (%),

(3.13) (£, x—%x) <0 furallex e U.

Beweis. Da F und U konvex sind, konnen wir Satz 3.7 auf J := F + §y anwenden; und da
du in x¢ € U° stetig ist, konnen wir auch die Summenregel anwenden. Also hat F in X ein
Minimum genau dann, wenn gilt

0 € dJ(x) = 9F(x) + ddy (x).

Zusammen mit der Charakterisierung des Subdifferentials der Indikatorfunktion als Nor-
malenkegel erhélt man damit (3.13). |

Fiir eine Gateaux-differenzierbare (und damit stetige) Funktion F : X — R ergibt (3.13) die
klassischen Karush—-Kuhn—Tucker-Bedingungen; die Existenz des inneren Punktes x, € U°
entspricht dabei genau der Slater-Bedingung.
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3.3 KONVEXE KONJUGIERTE UND DUALITAT

Ein wesentliches Werkzeug in der konvexen Optimierung ist die Dualitdt: Jedem Op-
timierungsproblem kann ein duales Problem zugeordnet werden, und die gleichzeitige
Betrachtung beider Probleme liefert zusétzliche Informationen. Die Verbindung wird tiber
das folgende Konzept hergestellt.

Sei X ein normierter Raum und F : X — R eigentlich. Dann ist die Fenchel-Konjugierte zu
F definiert als
FF: X" SR, F*(x*) = sup (x*, x)x — F(x).
xeX

(Da dom F # 0 angenommen ist, gilt F*(x*) > —oo fiir alle x* € X", also ist die Definition
sinnvoll.) Anschaulich ist F*(x*) der (negative) affine Anteil der Tangente an F (im Punkt
x, in dem das Supremum angenommen wird) mit der Steigung x*. Aus Lemma 3.3 (v) und
Lemma 2.2 (v) folgt sofort, dass F* fiir eigentliche F stets konvex und unterhalbstetig ist.
Ist F nach unten durch ein affin-lineares Funktional beschrénkt, so ist auch F* eigentlich.
Aus der Definition folgt auflerdem sofort die Fenchel-Young-Ungleichung

(3.14) (x*,x)x < F(x) + F*(x") fiir alle x € X, x™ € X",

Falls X nicht reflexiv ist, definieren wir analog fiir F : X* — R die Fenchel-Prdkonjugierte

F.: X - R, Fi(x) = sup (x*,x)x — F(x").

x*eX*
Durch diese Konvention ist die Bikonjugierte
F": X > R, F*™(x) = (F")«(x),

selbst fiir nicht-reflexive Raume wieder auf X definiert (anstatt auf X** > X); fiir reflexive X
gilt F, = F*. Anschaulich ist F** die untere konvexe Hiille von F, die fiir konvexe Funktionen
ja mit F iibereinstimmt. Um dies zu zeigen, benétigen wir das folgende Resultat, das wir
hier nicht beweisen wollen.

Lemma 3.14. Sei F : X — R eigentlich. Dann ist F genau dann konvex und unterhalbstetig,
wenn gilt

F=F'=sup{G: X 5 R:G(x) = (x"x)x —a, x* e X", a € R mit G<F}.

Der etwas langliche Beweis beruht dhnlich wie der von Satz 3.11 auf dem Trennungssatz
von Hahn-Banach und findet sich z. B. in [Schirotzek 2007, Theorem 2.1.2].

Satz 3.15 (Fenchel-Moreau—Rockafellar). Sei F : X — R eigentlich. Dann gilt
(i) F** < F;
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(i) F** = F genau dann, wenn F konvex und unterhalbstetig ist.

Beweis. Fir Aussage (i) nehmen wir in der Fenchel-Young-Ungleichung (3.14) das Supre-
mum {ber alle x* € X* und erhalten

F(x) > sup (x",x)x — F*(x") = F*"(x).

x*eX*

Fiir (ii) zeigen wir, dass F** = F! gilt, woraus mit Lemma 3.14 die Behauptung folgt. Nach
Definition der Fenchel-Konjugierten ist F** konvex und unterhalbstetig, und wegen (i) ist
F** auch eigentlich. Also gilt nach Lemma 3.14

F*=sup{G: X > R:G(x) ={(x"x)x —a, x* € X',a e R mit G<F"}.

Wir zeigen nun, dass wir in der Definition F** durch F ersetzen konnen. Sei dafir G(x) =
(x*, x)x — o fir x* € X* und @ € R beliebig. Gilt G < F**, so folgt aus (i) sofort G < F. Gilt
umgekehrt G < F, so ist (x*, x)x — F(x) < a fir alle x € X und durch Supremum tiber alle
x € X erhalten wir a > F*(x*). Daraus folgt nun

G(x) = (x",x)x —a < (x",x)x — F'(x") < F*(x) furallex € X,

d.h.G < F™. o
Wir betrachten wieder relevante Beispiele.

Beispiel 3.16.

(i) Sei X ein Hilbertraum und F(x) = %||x||§(. Wir identifizieren X iiber den Satz von
Fréchet—Riesz mit seinem Dualraum X*, so dass die duale Paarung durch das Ska-
larprodukt ausgedriickt werden kann. Da F Fréchet-differenzierbar ist mit Gradient
VF(x) = x, muss die Losung X von

sup (X*’X)X - % (x’ x)X
xeX
das Fermat-Prinzip erfiillen, d. h. x* = x. Einsetzen und vereinfachen liefert die
Konjugierte
FX >R F() = glxll%

(ii) Sei Bx die Einheitskugel im normierten Raum X und setze F = g, . Dann ist fiir
x*eX*

(8By) " (x*) = sup (x", x)x — Ip, (x) = sup (x",x)x = [|x"|
xeX llxllx <1

X*-

Analog zeigt man unter Verwendung der Definition der Prakonjugierten im Dualraum
und Folgerung 1.7, dass (d,.)«(x) = ||x]|x ist.
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(iii) Sei X ein normierter Raum und setze F(x) = ||x||x. Fur x* € X* unterscheiden wir
nun zwei Falle:

1. Fall: ||x*||x+ < 1. Dann gilt mit (1.1) fiir alle x € X dass (x*, x)x — ||x]lx < 0 ist.
Weiterhin ist (x*, 0) = 0 = ||0]|x. Also gilt

F*(x*) = sup (x",x)x — |lx|lx = 0.
x*eX*

2. Fall: ||x*||x+ > 1. Nach Definition der Norm im Dualraum existiert dann ein xq € X
mit (x*, x0)x > ||x0||x. Lassen wir daher t — oo gehen in

0 < t((x% x0)x — lIxollx) = (x7, txo)x — lltxollx < F*(x7),
so erhalten wir F*(x*) = oco.
Zusammen ergibt dies F* = Jp,..

Wie oben zeigt man analog, dass (|| - ||x+). = dp, ist.
Wir notieren noch einige niitzliche Rechenregeln.

Lemma 3.17. Sei F : X — R eigentlich. Dann ist
(i) (aF)* = aF* o («™'1d) fiir a > 0;
(ii) (F(-+x) + (x5, )x)" = F*(- = x35) — (- — x5, Xo)x fiir allexy € X, x; € X*;

(iii) (Fo A)* = F* o A™ fiir A € L(Y, X) stetig invertierbar und A™* := (A™1)*,

Beweis. Die Regeln folgen direkt aus den Eigenschaften des Supremums.

Aussage (i) gilt wegen a > 0 und

(aF)*(x*) = sup (a(a_lx*,x)x — aF(x)) = asup ((a_lx*,x)x - F(x)) = aF*(a 'x*).
xeX xeX

Aussage (ii) gilt wegen {x + xp : x € X} = X und

(F(- +x0) + (x5, )x)" (x7) = sup (e, x)x = Fx +x0) = (x5, 0)x

sup ((x* — x5, x + x0)x — F(x +x0)) — {(x* = x5, x0)x
xeX

= sup ((x* — X, X)x — F()Z)) — (x" — x5, X0)x
X=x+x9,x€X

= F*"(x" — xg) — (x" — x5, X0)x.
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3 GRUNDLAGEN DER KONVEXEN ANALYSIS

Aussage (iii) gilt wegen X = ran A und

(FoA)'(y") = sup (y", A" Ay)y — F(Ay)
yey
= sup A7y, x)x — F(x)=F'(A™"y"). O
x=Ay,yeY

Die Definition der Fenchel-Konjugierten ist auf besondere Weise vertraglich mit der des
Subdifferentials.

Lemma 3.18. Sei F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig. Dann sind dquivalent
firx € X undx* € X*:

(i) (x*,x)x = F(x) + F*(x");
(ii) x* € dF(x);
(iii)) x € IF*(x™).

Beweis. Gilt (i), so folgt aus der Definition von F* als Supremum, dass fiir alle x € X gilt

(3-15) (x*, x)x = F(x) = F*(x") 2 (x", x)x — F(X),

was nach Definition dquivalent ist zu x* € dF(x). Umgekehrt ergibt Supremum tiber alle
x € X auf beiden Seiten von (3.15)

(x*,x)x = F(x) + F*(x"),
und zusammen mit der Fenchel-Young-Ungleichung (3.14) folgt (i).
Analog erhalt man aus (i) zusammen mit Satz 3.15 fiir alle x* € X* die Ungleichung
(", x)x = F'(x") = F(x) = F"(x) > (%", x)x = F"(%),

woraus wie oben die Aquivalenz von (i) und (iii) folgt. ]

Bemerkung. Ist X nicht reflexiv, so ist dabei x € 9F*(x*) c X* iiber die kanonische
Injektion aufzufassen, d. h. via

J(x),x* = x")x = (x" = x",x)x < F*(x*) — F*(x") firalle x* € X.

Gleichheit in der Fenchel-Young-Ungleichung (oder 4quivalent die Subdifferentialinklusion
(ii)) garantiert also in (iii) die Existenz eines Subgradienten in X € X™* und nicht nur in
X**; umgekehrt ist in (iii) die Existenz eines Subgradienten in X ¢ X™* notwendig fiir die
Gleichheit (und damit (ii)). (Analoges gilt fir F : X* — RundF, : X —» R))
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Lemma 3.18 spielt die Rolle des ,Satzes von der konvexen Umkehrfunktion®. Damit kann
man insbesondere das Subdifferential einer komplizierten Norm durch das (einfachere) der
konjugierten Indikatorfunktion ersetzen. Hat man zum Beispiel ein Problem der Form

(3.16) irel)f(F(x) + G(Ax)

firF:X >RundG:Y > R eigentlich, konvex, und unterhalbstetig sowie A € L(X,Y),
so konnen wir G mit Hilfe von Satz 3.15 ersetzen durch die Definition von G** und erhalten

(3.17) inf sup F(x)+ (y",Ax)y — G*(y").
xeX Y*eY*
Diirften wir nun inf und sup vertauschen, so konnten wir schreiben (mit inf F = — sup(—F))

inf sup F(x) +(y", Ax)y = G*(y") = sup inf F(x) +(y", Ax)y - G*(y")
xeX y*ey* y*EY* xeX

sup — [sup —F(x) + (-A"y", x)x | = G*(y").
yrey* xeX

Einsetzen der Definition von F* ergibt dann das duale Problem

(3.18) sup —F*(=A"y") = G*(y").
y*EY*

Als Nebeneftekt haben wir den Operator A zwischen den Funktionalen verschoben.

Der folgende Satz nutzt auf elegante Weise das Fermat-Prinzip, Summen- und Kettenregel
sowie die Fenchel-Young-Gleichung, um hinreichende Bedingungen fiir die Vertauschbar-
keit zu geben.

Satz 3.19 (Fenchel-Rockafellar). Seien X,Y normierte Riume, F : X — RundG:Y - R
eigentlich, konvex und unterhalbstetig, und A € L(X,Y). Gelte weiterhin:

(i) das primale Problem (3.16) hat eine Losung x € X;
(ii) es existiert ein xo € dom F N dom(G o A) so dass G stetig ist in Ax.

Dann hat das duale Problem (3.18) eine Lésung y* € Y* und es gilt

(3.19) min F(x) + G(Ax) = max —F"(-A"y") - G*(y").
xeX yrey*
Weiterhin sind X und y* Losungen von (3.16) bzw. (3.18) genau dann, wenn gilt

(3.20) {—A* y* € oF (),

7" € 9G(A%).
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Beweis. Nach Satz 3.7ist X € X genau dann eine Losung von (3.16), wenn 0 € d(F+GoA)(x)
gilt. Wegen Voraussetzung (ii) sind Satz 3.11 und Satz 3.12 anwendbar; wir erhalten also

0€dF+GoA)(x)=0F(x)+A"0G(Ax)

und damit die Existenz eines y* € dG(Ax) mit —A*y* € dF(x), d. h. (3.20) ist erfullt. Aus

(3.20) folgt nun mit Lemma 3.18 die Gleichheit in den Fenchel-Youngschen Ungleichungen
fir F und G, d. h.

(3.21) {<—A*J7*, %)x = F(%) + F*(~A"§"),
| (3", A%)y = G(AX) + G* ().

Durch Summieren beider Gleichungen erhalten wir

(3.22) F(x) + G(Ax) = —=F*(-A"y") = G*(7").

Es bleibt zu zeigen, dass y* Losung von (3.18) ist. Setze dafiir
L:XxY" >R, L(x,y") = F(x) + (y", Ax)y — G*(y").
Dann gilt fir alle X € X und y* € Y”* stets

sup L(X,y") > L(x,y") = 1nfL(x 7,
yrey*
und damit (Infimum tber alle x in der ersten und Supremum tiber alle y* in der zweiten
Ungleichung)
1nf sup L(x,y") > sup mf L(x, y").
y *ey* yreY*

Also ist wegen G = G** = (G").

(3.23) F(x) + G(Ax) = 1nf sup F(x) + (y",Ax)y — G*(y")
X yrey+
> sup 1an(x) +(y", Ax)y — G*(y")
yrey* x€X
= sup —F*(-A"y") = G*(y").

Zusammen mit der Gleichung (3.22) erhalten wir damit

—F*(=A"y") - G(y") = F(%) + G(Ax) > Sup —F*(=A"y") -G (¥,
ey

d.h. y* ist Losung von (3.18). Damit folgt aus (3.22) auch (3.19).

Sind schliellich x € X und y* € Y* Losungen von (3.16) bzw. (3.18), so folgt aus (3.19) auch
(3.22). Zusammen mit der produktiven Null erhalten wir daraus

0=[F(x)+ F'(-A"y") = (-A"y", x)x] + [G(Ax) + G"(§") — (3", Ax)y] .

Da beide Klammern wegen der Fenchel-Young-Ungleichung nicht-negativ sind, miissen
sie einzeln verschwinden. Also gilt (3.21), und aus Lemma 3.18 folgt (3.20). O
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Man nennt (3.20) auch Fenchel-Extremalitdtsbedingungen; mit Hilfe von Lemma 3.18 konnen
wir aus ihnen weitere dquivalente Optimalitatsbedingungen erzeugen, indem wir eine
oder beide Subdifferentialinklusionen invertieren. Dies werden wir spéter nutzen, um
praktisch durchfithrbare Algorithmen fiir die Lésung von Optimierungsproblemen dieser
Form herzuleiten.
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4 PROXIMALPUNKT-VERFAHREN

Wir beschiftigen uns jetzt mit Verfahren zur numerischen Berechnung von Minimierern
von Funktionalen J : X — R der Form

J(x) := F(x) + G(x)

fir F, G konvex aber nicht differenzierbar. Die Schwierigkeit dabei ist, dass im Gegensatz
zu differenzierbaren Funktionen das Aquivalent zum Gradientenabstieg, die Iteration

e xk — oy (xb),

nicht wohldefiniert ist, da ein beliebiges Element im Subdifferential keine Abstiegsrichtung
sein muss; dies kann man nur fiir den Subgradienten minimaler Norm garantieren — und
fur J erhélt man diesen auch nicht aus den entsprechenden Subgradienten von F und G.
Dies macht einen Subgradientenabstieg in der Regel nicht praktikabel. Wir dndern daher
unseren Blickwinkel und suchen eine Nullstelle der mengenwertigen Abbildung x +— aJ(x)
durch eine geeignete Fixpunktiteration.

Um technischen Schwierigkeiten aus dem Weg zu gehen — und da wir spéater die Algorith-
men auf diskretisierte Bilder, d. h. im RN, anwenden werden — beschranken wir uns in
diesem und dem néchsten Kapitel auf den Fall, dass X ein Hilbertraum ist. Dies erlaubt,
X* mit X identifizieren; insbesondere identifizieren wir dJ(x) € X* mit der Menge der
entsprechenden Riesz-Reprisentanten in X. Damit kénnen wir X mit 0 € 9J(x) durch
Fixpunktiteration auf der d4quivalenten Inklusion x € {x} + dJ(x) suchen.

4.1 MONOTONE OPERATOREN

Zuerst betrachten wir die Klasse von Abbildungen der Form x — 9J(x). Fiir zwei normierte
Riaume X, Y betrachten wir eine mengenwertige Abbildung A : X — P(Y), geschrieben
auch A : X =3 Y, und definieren weiter

« den Definitionsbereich dom A = {x € X : Ax # 0};
« das Bild ran A = U,ex Ax;
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. die Inverse A™! : Y = X durch A™!(y) = {x € X : y € Ax} fiir alle y € Y. (Beachten
Sie, dass A™(y) = 0 moglich ist.)

FirAB: X 33Y,C:Y =3 Z,und A € R definieren wir
¢« AMA: X 3 Y durch (1A)(x) = {1y : y € Ax};
e« A+B: X 3Ydurch (A+B)(x) ={y+z:ye€Ax,ze Bx};
e CoA: X 3Zdurch (CoA)(x)={z:esgibt y € Ymit y € Ax,z € Cy}.
Eine mengenwertige Abbildung A : X =3 X heifit monoton, falls gilt
(1 —ynx1—x2)x >0 fiiralle x;, x € X, y1 € Axy, Y2 € Axy.
Gilt Gleichheit nur fiir x; = x3, so heifit A streng monoton.

KlarerweEe ist die Identitiat Id : X =2 X, x + {x}, monoton. Fiir eine konvexe Funktion
F : X — R ist auch der Operator oF : X =3 X, x — 9F(x) monoton: Sind x;, x, € X und
x; € dF(x1) und x; € dF(x3), so gilt nach Definition

(x}, X = x1) < F(x) — F(xy) fur alle x € X,
(x5, % — x2) < F(X) — F(x2) fur alle x € X,

woraus fiir X = x; in der ersten und x = x; in der zweiten Ungleichung und Addition die
Monotonie folgt. Ebenso sind fiir A, B monoton und A > 0 auch AA und A + B monoton.
Wir werden aber noch eine starkere Eigenschaft benétigen, die die Abgeschlossenheit von
A garantiert.

Definition 4.1. Ein monotoner Operator A : X =3 X ist maximal monoton genau dann,
wenn fir x € X und x* € X die Bedingung

(4.1) (x" =% x—-%X)x >0 fiir alle x € X, x* € Ax

impliziert, dass x* € Ax ist.

Fiir feste x € X und x* € X besagt die Bedingung (4.1) gerade, dass die Erweiterung A > A,
definiert durch

Ax X # X,

. Ax U {x*) %=x,
s {x{x}xx

monoton ist. Die Behauptung ist dann genau, dass dies keine echte Erweiterung darstellt.
Beispielsweise ist A : R =3 R definiert durch

1 >0,
At =
-1 t<0,

monoton aber nicht maximal monoton, da A eine Teilmenge des durch At = sign(t) =
d(] - |)(t) definierten monotonen Operators ist.

Aus der Definition folgen sofort einige niitzliche Aussagen.
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Lemma 4.2. Ist A : X =3 X maximal monoton, dann ist es auch AA fiir alle A > 0.

Beweis. Seien x,x* € X und

0 (x"=x"x—-X)xy=4 (/Tlx* R JE) fir alle x € X, x* € AAx.

X

Da fiir x* € AAx gilt 171x* € Ax und A maximal monoton ist, folgt daraus A'x* € Ax, d. h.
x* € AAx. Damit ist AA maximal monoton. O

Lemma 4.3. Ist A : X =3 X maximal monoton, dann ist A schwach—stark abgeschlossen, d. h.
aus x, — x und Ax, 3 x;, — x* folgt x* € Ax.

Beweis. Fir x € X und x* € Ax beliebig gilt
0 < (xp =X xp —X)y = (x" = X", x — %)y

da x, schwach und x}, stark in X konvergieren. Da A maximal monoton ist, folgt daraus
x* € Ax. O

Von zentraler Bedeutung fiir die Theorie der monotonen Operatoren ist der Satz von
Minty.

Satz 4.4 (Minty). Sei A : X =3 X monoton. Dann ist A maximal monoton genau dann, wenn
ran(Id+A) = X.

Beweis. Wir zeigen nur, dass diese Bedingung hinreichend ist; der Beweis der Notwendig-
keit ist deutlich aufwendiger," weshalb hierfiir auf die Literatur verwiesen wird; siehe z. B.
[Bauschke & Combettes 2017, Theorem 21.1].

Sei Id +A surjektiv, und seien x € X und x* € X mit
(4.2) (x"=x"x-X)x =0 fur alle x € X, x* € Ax.
Nach Annahme existiert nun fiir x + x* € X ein z € X und ein z* € Az mit
(4.3) x+x"=z+z" € (Id+A)z.
Einsetzen von (X, x*) = (z,z") in (4.2) ergibt dann

0<(x" —2x—2)x=(z-x,x-2)x =[x —z[[% <0,

d.h. x = z. Aus (4.3) folgt dann auch x* = z* € Az = Ax, und damit ist A maximal
monoton. O

'Er verlauft analog zu dem Beweis von Folgerung 4.5 tiber die Konstruktion eines Funktionals F4 — der
Fitzpatrick-Funktion — welches fir A die selbe Rolle spielt wie F fiir oF.
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Damit lésst sich nun zeigen, dass Subdifferentiale maximal monoton sind.

Folgerung 4.5. Fiir F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig ist 9F : X =3 X
maximal monoton.

Beweis. Da oF monoton ist, gentgt es zu zeigen, dass Id +9F surjektiv ist. Fir gegebenes
z € X betrachten wir das Funktional J : X — R,

J6) = Sl =2l + F).

Da sowohl die quadrierte Norm als auch F eigentlich, konvex und unterhalbstetig sind,
ist J eigentlich, konvex und unterhalbstetig. Weiter ist | koerziv, da F fiir ||x||x — oo
schlimmstenfalls linear fillt. Nach Satz 3.4 existiert also ein X € X mit J(X) = minyex J(x),
fir welches nach Sitze 3.7 und 3.11 gilt

0 € 9J(%) = {% — z} + OF (%),

d.h.z € {x} + 0F (x). O

4.2 RESOLVENTEN UND PROXIMALPUNKTE

Wie wir im Beweis von Folgerung 4.5 gesehen haben, ist Id +9F surjektiv; da die quadrierte
Norm im Hilbertraum und damit J strikt konvex ist, ist der Minimierer und damit das Urbild
sogar eindeutig. Also ist (Id +dF) ! einwertig, auch wenn dF dies nicht ist. Es besteht daher
die Hoffnung, dieses Urbild anstelle von Subgradienten - oder allgemeiner, Elementen aus
dem Bild eines monotonen Operators — fiir Algorithmen nutzen zu kénnen.

Wir definieren daher fur A : X = X maximal monoton die Resolvente
Rp: X =2 X, RA(X) = (Id+A)_1X,

und fiir F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig die Proximalpunktabbildung
1
proxy : X — X, proxp(x) = argmin—||w—x||§(+F(w).
weX 2

Da wie im Beweis von Folgerung 4.5 w = Ryr(x) die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir ist, dass w der eindeutige Minimierer (man sagt auch Proximalpunkt)
dieser strikt konvexen Funktion ist, gilt

proxy = (Id +9F) ! = Ryp.

Wir miissen noch zeigen, dass auch die Resolvente von beliebigen maximal monotonen
Operators einwertig ist, d. h. die Schreibweise R4 : X — X gerechtfertigt ist.
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Lemma 4.6. Sei A : X =3 X maximal monoton. Dann ist Ry auf ganz X definiert und
einwertig.

Beweis. Da A maximal monoton ist, ist Id +A surjektiv, woraus dom R4 = X folgt. Seien
nun x*,z" € X beliebig und x € Ra(x*) und z € Ra(z¥), d. h. es gilt x* € {x} + Ax und
z* € {z} + Az. Aus x* — x € Ax und z* — z € Az folgt mit der Monotonie von A, dass

I -2l < (" -2 x —2)x

gilt. Ist x* = z*, so muss daher auch x = z sein. Also ist R4 einwertig. m|

Tatsachlich lassen sich Minimierer konvexer Funktionen auch als Proximalpunkte charak-
terisieren, indem man den folgende niitzlichen Zusammenhang verwendet.

Lemma4.7. SeiF : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig, und seien x, x* € X. Dann
ist fiir beliebige y > 0

x"€dF(x) & «x= prox,p(x + yx®).

Beweis. Mit Hilfe der Rechenregeln fiir mengenwertige Abbildungen sieht man, dass

x* € dF(x) © x +yx" € (Id+ydF)(x)
& x € (Id+yoF) ' (x + yx™)
& x = prox,p(x +yx").

Im letzten Schritt haben wir dabei prox,p = Rayr) = Ryor nach Lemma 3.10 (i) und die
Einwertigkeit der Proximalpunktabbildung verwendet. m]

Wendet man diese Umformulierung auf das Fermat-Prinzip 0 € dF(x) an, erhalt man sofort
das folgende Resultat.

Folgerung 4.8. Sei F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig und y > 0 beliebig.
Dann ist x € dom F ein Minimierer von F genau dann, wenn gilt

X = prox,p (%).

Damit liefert uns die Proximalpunkt-Abbildung eine Moglichkeit, Minimierer konvexer
Funktionen statt durch (explizite) Mengeninklusion durch eine (implizite) Gleichung zu
charakterisieren.

Weiter erhdlt man daraus eine Verallgemeinerung der orthogonalen Zerlegung von Vektor-
raumen.
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4 PROXIMALPUNKT-VERFAHREN

Satz 4.9 (Moreau-Zerlegung). Sei F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig. Dann
gilt firallex € X
X = proxp(x) + proxz. (x).

Beweis. Setze w = prox;(x). Dann folgt aus Lemmata 3.18 und 4.7 fiir y = 1, dass gilt

w = proxp(x) = proxp(w+ (x —w)) © x —w € 9F(w)
S w eI (x —w)
© x —w = proxp ((x —w) + w) = proxp.(x). O

Folgende Rechenregeln werden niitzlich sein.

Lemma 4.10. Sei F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig.
(i) Fir A # 0 und z € X gilt mit H(x) = F(Ax + z)

proxy (x) = A7 (prox,.p(Ax +z) — 2).

(ii) Fiiry > 0 gilt
Prox,p.(x) = x — y prox, Py 1x).

(iii) FirG:Y - R gilt mitH : X XY — R, H(x, y) = F(x) + G(y)

prox, () )
prOXyG ( y) .

prox, g (x,y) = (
Beweis. Zu (i): Nach Definition ist
_ .1 2
w = proxy(x) = arg min = [|w — x|| + F(Aw + 2).
wex 2
Da X ein Vektorraum ist, gilt weiter
min l||w —x||% + F(Aw + z) = min 1||)L_1(v —2) —x||% + F(v),
weX 2 X veX 2 X
und die entsprechenden Minimierer erfiillen o = Aw + z. Die Aussage folgt also aus
0 = arg min 1||)L_1(v —2) —x||% + F(v)
veX 2 X
.1 2
= arg min ﬁﬂv - (Ax+2)||x + F(v)

o1
= argmin 5”0 — (Ax+ z)||§( + A%F(v)

= proxzp(Ax + z).
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4 PROXIMALPUNKT-VERFAHREN

Zu (ii): Aus der Moreau-Zerlegung, den Rechenregeln fiir die Fenchel-Konjugierte, und (i)
fir A = y'l, z = 0, folgt

prox,p(x) = x — prox,p)- (x)
= X = ProX,peo(y-11d) (X)
=x- yprox},(ysz*)(y_lx).
Anwenden auf F* unter Verwendung von F** = F nach Satz 3.15 liefert die Aussage.

Zu (iii): Nach Definition der Norm auf X x Y gilt

. 1
proxyy(x,y) = arg min oll(u0) - (x, Wlkxy + vH(,0)

. 1 1
=arg min [—|ju - x||§< + yF(u)) + (—||v — y||§/ +yG(v)].
ueX,peY \ 2 2

[9.¢
Da keine gemischten Terme in u und v auftreten, konnen die Klammern separat minimiert
werden. Also ist proxYH(x, y) = (4, 0) mit
_ .1 2
i = argmin §||u - x|Ix +yF(u) = PIOX, (),

_ 1 2
¢ = atg R 5”0 = Ylly +vG(v) = prox, ). -

Das Ausrechnen von Proximalpunkten ist in der Regel schwierig, denn die Auswertung
von prox; enthalt ja bereits die Minimierung von F. In manchen Fillen kann man aber
eine geschlossene Formel angeben.

Beispiel 4.11. Wir betrachten zuerst X = R.
(i) F(t) = %|t|2, d.h. oF(t) = {t} und damit ist prox),F(t) =(1+y)'t.

1 t) = |t|, d. h. IF(t) = sign(t); siehe (3.5). Also ist s = prox (¢) = +ysign) (¢

(ii) F(2) = |¢[, d.h. 9F(t) = sign(2); siehe (3.5). Also i prox,;(t) = (Id +y sign)~'(¢)
genau dann, wenn t € {s} + y sign(s) ist. Angenommen, fiir gegebenes t gelte diese
Inklusion fiir ein §. Wir machen nun eine Fallunterscheidung.

1. Fall § = 0. Dies impliziert t € y[-1,1] = [-y,y].
2. Fall § > 0. Dies impliziert t =5+y,d.h.§ =t — y und damit t > y.
3. Fall § < 0. Dies impliziert t =5 —y, d.h. 5§ =t + y und damit t < —y.

Da dies auch eine vollstandige und disjunkte Fallunterscheidung fiir t € R ist,
erhalten wir

t—y t>y,
prox,p(t) =40 te[-y.vl
t+y t<-y.

Diese Abbildung wird auch als soft-shrinkage-Operator bezeichnet.
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4 PROXIMALPUNKT-VERFAHREN

(iii) F(t) = [-11)(t). Nach Beispiel 3.16 (iii) gilt F*(¢) = |¢|, und daraus erhalten wir mit
Lemma 4.10 (ii)

prox,p(t) =t - yproxyle*(y_lt)

t—y(yit—y™) yt>y7
={t=0 y'te -y Ly,
t—y(y ity oyt <y
1 t>1,
=4 t te[-11],
-1 t<-1

Die Proximalpunktabbildung ist also — unabhéngig von y - die Projektion von t auf
[-1,1].

Beispiel 4.12. Beispiel 4.1 kann auf X = RV (versehen mit dem Euklidischen Skalarprodukt)
verallgemeinert werden, indem man N mal Lemma 4.10 (iii) anwendet. Man erhélt dann

komponentenweise

(i) fiir F(x) = 5llx[|3

(ii) fiur F(x) = [lx]|s

[prox, s (x)]i = (|xi| - y) " sign(x;), 1<i<N;

(ifi) fir F(x) = 85, (x)
[prox, p(x)]i = x; — (xi — DY = (xi+1)”
Xi .
Tl SN

mit der Schreibweise (¢)* = max{t,0} und (¢)” := min{¢, 0}.

Viele weitere Beispiele findet man in [Parikh & Boyd 2014, § 6.5]. Allgemein gilt in einem
Hilbertraum X:

(i) Ist F= 3|l 1% = 3 (-, )y, so ist prox,p(x) = (1+y)7'x,

(ii) Ist F = || - ||x, so zeigt man analog mit Fallunterscheidung nach Satz 3.9

+
Y
rox,p(x) = (1 - —) X.
pro%yr [
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(iii) Ist F = ¢ fiir C € X nichtleer, konvex und abgeschlossen, so ist

PIrox,p (x) = projo(x),

die Projektion von x auf C; die Proximalpunktabbildung verallgemeinert also die
metrische Projektion auf (konvexe) Mengen. Projektionsformeln bzw. -verfahren fiir
verschiedene Klassen von Mengen sind in [Cegielski 2012, Kapitel 4.1] aufgefiihrt.

4.3 PROXIMALPUNKT-VERFAHREN

Wir haben gesehen, dass ein Minimierer X von F : X — R charakterisiert werden kann als
Fixpunkt von prox, p fiir beliebiges y > 0. Dies legt nahe, diesen durch eine Fixpunktitera-
tion zu berechnen: Wihle x° € X und setze fiir eine geeignete Folge {yx }xen

(4.4) Xk = prox,, 2 (xF).

Wie bei der klassischen Fixpunktiteration miissen wir nun nachweisen, dass die Fixpunk-
tabbildung in einem passenden Sinne kontrahierend wirkt. Eine Abbildung T : X — X
heif3t nichtexpansiv, wenn fiir alle x,z € X gilt [|Tx — Tz||x < ||x — z||x. Sie heif3t fest
nichtexpansiv (englisch: ,firmly nonexpansive®), wenn sogar gilt

|ITx — Tzl|% < (Tx — Tz,x — 2)x fur alle x, z € X.

Resolventen maximal monotoner Operatoren sind stets fest nichtexpansiv.

Lemma 4.13. Sei A : X =3 X maximal monoton. Dann ist Ry : X — X fest nichtexpansiv,
und es gilt

|Rax — Razll5 + [|(Id —Ra)x — Id —Ra)z||5 < llx — 2|5 fiirallex, z € X.

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 4.6 erhalten wir aus der Monotonie von A, dass fiir
x* = Ra(x) und z* = Ra(z) gilt

e = 27113 < (x = 2%, x - 2)y.,
also R4 fest nichtexpansiv ist. Daraus folgt nun, dass gilt

1(1d~Ra)x — (1d ~Ra)zll% = llx = 2% = 2 (x = 2 Rax — Raz)y + [[Rax — Razl

< |lx = zlI% = 1Rax — Razllk a

Damit kénnen wir nun die Konvergenz der Fixpunktiteration fiir Resolventen maximal
monotoner Operatoren zeigen, woraus sofort die Konvergenz des Proximalpunktverfahrens

(4.4) folgt.
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Satz 4.14. Sei A : X = X maximal monoton mit Nullstelle x* € A™1(0), und sei {yj }ren C
(0, 00) mit 3,77 ylf = co. Erfiillt {x*}en C X die Rekursion

k+1 k
x =Ry ax",

dann konvergiert x* — % mit 0 € Ax.

Beweis. Aus der Rekursion x**! = Ry Axk = (Id +y,A) " 'x* folgt

Wk = yk—l(xk _ xk+l) c Axk+1

k+1 k+ k+1

und damit auch x**! — x**2 =y, ;w**L. (Der Vektor wk spielt die Rolle des Residuums in
der verallgemeinerten Gleichung 0 € Ax.) Da A monoton ist, gilt fir yx.; > 0

0< Yl;h (wk Lk xk+2)X

_ (Wk — WL Wk+1)
X

— [k k+1) k+1)2
=|w",w — ||w
( Il

k k k
< Il (IlwFllx = 1W<l

Also ist die Folge {||w*||x }xen der Residuumsnormen nicht-negativ und monoton fallend
und daher konvergent. (Solange wX*! # 0, aber in diesem Fall ist wegen wk*! € Axk+2
bereits x**? die gesuchte Nullstelle.)

Seinun x* € X eine Nullstelle von A, d.h. 0 € Ax*. Dann ist x* = R, 4x" fiir alle y > 0. Aus
Lemma 4.13 folgt

" = (1% = [1Ryax® = Ryeax™ Ik

< [l = x*[15 = 1(0d =Ry, a)x* = (1d =Ry, 2)x" 1%

k k
= [l = x"II% = v llw" %

(4.5)

Also ist {||x* — x*||x }xen fiir jede Nullstelle x* monoton fallend (man nennt solche Folgen
Féjer-monoton) und damit beschrankt. Also ist auch {x*};cy beschriankt und hat daher eine
schwach konvergente Teilfolge x* — %. Aus (4.5) folgt auBerdem

k

k 2 0 2 2 2

(4.6) [l = N1 <l = %1% = D0 v llw %
j=0

Die Partialsummenfolge ist also monoton wachsend und beschrankt, und deshalb kon-
vergiert 313 | yZ[|w*||%. Da die Folge {y?}ren nach Annahme nicht summierbar ist, muss
liminfy_,q ||wk||§< = 0 gelten. Aus der Konvergenz von {||w*||x }xen folgt damit w* — 0.
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Lemma 4.3 angewendet auf {x*1};eny mit x5 — % und {wF} ;e mit wh — 0, ergibt dann
0 € Ax, d. h. jeder schwache Haufungspunkt von {xk}keN ist eine Nullstelle von A.

Wir zeigen nun, dass die gesamte Folge {x*}ren konvergiert. Seien x und x schwache
Haufungspunkte und damit Nullstellen von A. Dann sind wegen der Féjer-Monotonie von
{x*}1en sowohl {||x* — %||x }ren als auch {||x* — £||x } xen monoton fallend und beschrankt
und daher konvergent. Also konvergiert auch

1
k - & ka2 k-2 —112 a2
(52 -2) = (Il = 215 = 15 = =I5 + el - 1215

gegen ein ¢ € R. Da & schwacher Haufungspunkt ist, existiert eine Teilfolge {x*},cn mit

xkn — %; ebenso existiert eine Teilfolge {x*} ey mit x*m — %, Also ist

(%% — %)y = lim (xkn,x —32) —¢= lim (ka,x - x) = (3% - %)y,
n—oo X m—oo X

und damit
N
0= ||lx — x[|%,

d.h. ¥ = x. Jede Teilfolge hat daher den selben Grenzwert, und deshalb konvergiert die
gesamte Folge {x*}rcn gegen diesen. O
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Fiir Funktionale aus der Bildverarbeitung, die iiblicherweise die Form J(x) = F(x) + G(x)
haben, ist das Proximalpunkt-Verfahren in der Regel nicht praktikabel, da die Auswer-
tung prox; nicht wesentlich einfacher ist als das urspriingliche Problem. Anstatt die
Proximalpunkt-Formulierung auf 0 € 9J(x) anzuwenden, verwendet man zuerst die Sum-
menregel und erhélt dadurch ein p € X mit

{ p € 9F (%),

53) —p € 0G(x).

Man kann nun eine oder beide der Subdifferentialinklusionen durch eine Proximalpunkt-
Abbildung ersetzen.

5.1 EXPLIZITES SPLITTING

In expliziten Splitting-Verfahren — auch forward—-backward splitting genannt — wendet man
Lemma 4.7 nur auf die zweite Inklusion in (5.1) an und erhalt

p € 9F(x),
(5.2) _ o
X = prox,(x - yp).
Die zugehorige Fixpunkt-Iteration ist dann
(i) Wahle p* € 9F(x*) (mit minimaler Norm).
(ii) Setze x**1 = Prox,, g (xF = yip").

Dies ist im Allgemeinen kein praktikables Verfahren, da die Bestimmung eines Subgra-
dienten minimaler Norm aufwandig ist. Eine Ausnahme ist jedoch, wenn F zuséitzlich
differenzierbar ist: Dann gilt (im Hilbertraum) dF (x) = {VF(x)}. In diesem Fall erhalten
wir das Proximal-Gradientenverfahren

(53) x**! = prox,, ¢ (x* = yk VF(x"))

(im Spezialfall G = 8¢ - d. h. prox,;(x) = projc(x) - auch projiziertes Gradientenverfahren
genannt).
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Um nun analog zum Proximalpunkt-Verfahren Konvergenz zu zeigen, miissen wir die
Lipschitz-Stetigkeit des Gradienten voraussetzen (da wir fiir F ja keine Resolvente verwen-
den, die automatisch fest nichtexpansiv und damit Lipschitz-stetig ist).

Lemma 5.1. Sei F : X — R Gateaux-differenzierbar mit Lipschitz-stetigem Gradienten, d. h.
IVE(x) — VF(y)|lx < L||lx — yl|x fiir alle x, y € X. Dann gilt

F(y) <F(x)+ (VF(x),y —x)x + Ié”x - yll% fiirallex,y € X.
Beweis. Aus der Gateaux-Differenzierbarkeit von F folgt
%F(x +t(y—x)) = (VF(x+t(y—x)),y—x)y furallex,yeX.
Integration iiber t auf [0, 1] liefert damit
/01 (VE(x+t(y—x)),y—x)x dt =F(y) — F(x).

Zusammen mit der produktiven Null erhalten wir dann unter Verwendung der Cauchy—
Schwarz-Ungleichung und Lipschitz-Stetigkeit

1
F(y) = F(0) + (VE(x), y - x)x + / (VF(x +1(y - %)) - VE(x), y — %)y di
1
< F(x) + (VE(x), y — %)y + /0 IVEGe + t(y — %)) = VEGllxlx = yllx dt

1
< F(x)+ (VF(x),y —x)x +/ Lt||x — y||§( dt
0

L
=F(X)+(VF(X),y—X)x+5llx—y||§<~ O

Fiir gentigend kleine Schrittweiten kann man damit die Konvergenz des Proximal-Gradienten-
verfahrens zeigen.

Satz 5.2. Seien F : X > R undG : X — R eigentlich, konvex, und unterhalbstetig. Sei
zusdtzlich F Gateaux-differenzierbar mit Lipschitz-stetigem Gradienten. Gilt 0 < ypin < ¥k <
L™, dann konvergiert die durch (5.3) erzeugte Folge {x*}ren schwach gegen einen Minimierer
X von J.

Beweis. Wir argumentieren dhnlich wie im Beweis von Satz 4.14, wobei wir die Monotonie

der Folge der Residuumsnormen w* € Ax**! durch die der Funktionswerte J(x*) ersetzen.
Wir definieren dafiir

(5.4) T, : X — X, x -y (x - proxyG(x —yVF(x))),

52



5 SPLITTING-VERFAHREN

womit wir die Iteration (5.3) umschreiben kénnen als
(55) 1 = prox o (xF - e VE()) = - Ty, (65).
Nach Lemma 4.7 gilt daher

(5.6) T, (x*) = VF(x*) € 9G(x* - 1T, (x")).

Aus Lemma 5.1 folgt weiter mit x = x¥, y = x¥*1 = x* — . T, (x¥), und y < L7

2
67 FOF = pT () < PO = (VR T, (69) +—|| O IE

< P =y (VPG T (7)) + ST, (91

Damit erhalten wir aus der Definition von Subgradienten unter Verwendung von (5.6) und
VF(x) € dF(x) fir beliebige z € X, dass gilt

(8)  J() = F(* T, (x) + G (" — Ty (x1)
< P =y (VPG T (7)) + 2T, (1
+G(z) + (Tm (xF) = VF(x¥), xk = T, (x%) — z)X
< F(z) + (VF (<), - z)X - e (VPG T, (xk)) + —||TYk ()12
+G(2) + T (h) = VPG, 5 - 2 = T,y (xk))X

:](z)+( (%), x —z)X— %HTyk(xk)ll?(.

Fiir z = x* folgt daraus
5.9 T < 766 = BT, (1

d.h. {J(x*)}ren ist monoton fallend. (Das Proximal-Gradientenverfahren ist also ein Ab-
stiegsverfahren.) Fiir z = x* mit J(x*) = minyex J(x) folgt weiter durch quadratisches
Erganzen

G10) 0= ] -J(x) < (Bt -x) L

T, ()1
1 * k

= o (Il =1 = Il =% = Ty, (<)1)
Yk

1 k |2 k+1 % 2)
= —(||x* = x —|Ix* = x .
27 (ll Ix = |l 15%
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Insbesondere ist {||x* — x*||x }xen monoton fallend und damit {x*} ey Féjer-monoton und
beschréankt. Es existiert also eine schwach konvergente Teilfolge {xkl}leN mit x* — %.

Summieren Uber k = 1,.. ., n liefert nun

n

206 -1 < 33 (I et -
=1 m

m j=1

1 0 *(12 2
= (I = x"l1% = 1" = x™[I%)

2Ymin
< x0 = x*|2.
I I
Da {J(x*)}ren monoton fallend ist, folgt
k 1 = * 1 k
(5.11) Jx™ = J(x) < = D) - J(x) < [l = x"[I%
= 2NYmin

und damit J(x") — J(x*) fir n — oco. Also gilt auch wegen der schwachen Unterhalbste-
tigkeit von F und G, dass

J(®) < liminf J(xM) = J(x).

Wie im Beweis von Satz 4.14 folgt nun aus der Féjer-Monotonie von {x}1en, dass xk —

fir die gesamte Folge gilt. m]

Aus (5.11) folgt insbesondere J(x*) = J(x*) + O(k™). Um J(x*) < J(x*) + ¢ zu erreichen,
sind also O(e™!) Iterationen notwendig. Durch eine geschickte Extrapolation lisst sich dies
auf O (¢7'/?) reduzieren, was beweisbar optimal ist; siehe [Nesterov 1983], [Nesterov 2004,
Theorem 2.1.7]. (Dafir ist die Folge der Funktionswerte allerdings nicht mehr monoton
fallend.) Die Iterationsvorschrift dafiir ist

X = Prox,, g (x* -y VE(z5)),

(5.12) 1— 1% 1— 1
)-Ck+1 — (1 _ xk+l + xk
Tk+1 Tk+1

b

fiir die (schwer zu motivierende) Folge

2
1+ 1+472_

1'0:1, Tk:f(—)oo),

siehe [Beck & Teboulle 2009, § 4].

Ein Nachteil des expliziten Splittings ist die Notwendigkeit, fiir die Wahl einer zuldssigen
Schrittweite y; die Lipschitzkonstante L von VF zu kennen. Im Beweis von Satz 5.2 erkennt
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man, dass dies lediglich dazu dient, die Abschétzung (5.7) zu garantieren. Ist die Lipschitz-
konstante nicht bekannt, kann man versuchen, die Giiltigkeit von (5.7) durch Liniensuche
zu erfiillen: Man startet mit y° > 0 und verkleinert y; (etwa durch Halbieren) so lange,
bis
Yk
PO = 1T, (69) < PG =y (VPGH), T 69+ 201, 911

erfiillt ist (was spitestens fiir y; < L™! der Fall ist). Dafiir ist in jedem Schritt der Liniensuche
jeweils eine Auswertung von F und prox,, ; erforderlich (wobei Letzteres durch Vertauschen
von Proximal- und Gradientenschritt — backward—forward splitting — vermieden werden
kann).

5.2 PRIMAL-DUALES SPLITTING

Diese Verfahren wurden speziell fiir Probleme der Form

min F(x) + G(Ax)
xeX

fir F, G eigentlich, konvex und unterhalbstetig und A € L(X, Y) entwickelt. Aus Satz 3.19
und Lemma 3.18 erhalt man dafiir die Fenchel-Extremalitatsbedingungen

—A"y € 9F (%), —A"y € oF (%),
(5.13) { {

y € IG(Ax), Ax € 3G* ().
Die zugehorige Proximalpunktformulierung nach Lemma 4.7 ist

X = prox,p(x — 7A"y),
y = prox, - (y + cAx),

fiir beliebige o, 7 > 0. Daraus lasst sich direkt eine Fixpunktiteration gewinnen. Es ist aber
sowohl aus praktischer als auch aus theoretischer Sicht hilfreich, einen Extrapolationsschritt
einzuschieben:

"1 = prox_(xF — 7A* ),

(5'14) )Z'kH — 2xk+1 _ xk,

Yy = prox ;. (y* + oA,

Dieses primal-duale Extragradienten-Verfahren kann man nun - dank des zusitzlichen
Extrapolationsschritts! — als Proximalpunkt-Verfahren auffassen.' Dazu formen wir (5.14)

'Eingefiihrt wurde das Verfahren in [Chambolle & Pock 2011], weshalb es in der Literatur auch oft als
Chambolle—Pock-Verfahren bezeichnet wird; der Zusammenhang mit Proximalpunkt-Verfahren wurde in
[He & Yuan 2012] beschrieben.
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so um, dass (x¥, y¥) und (x¥*1, y¥*1) auf jeweils einer Seite stehen. Verwenden von prox_ =

(Id +79F) ! ergibt fiir die erste Gleichung:

1 = prox_;(xF — tA*y*) & x* — A" YK € ("1} + roF (1)

o rixk — A*yF e (7MY 4 aF (.
Analog haben wir fiir die zweite Gleichung (nach Elimination von x*!)
Y = prox ;. (¥* + cA(2x = x%)) & o7 yF — AxF € {67y - 24xF) 4+ 0G (K.

Setzenwir Z = X XY,z = (x,y),

rd  -A* oF A*
=22 ) =% )

so ist (5.14) dquivalent zu

MZF e (M +T)z"! o 2 e (M +T)'MZF,
Ist M invertierbar, so gilt M = (M~")~" und damit (M + T)"'MzF = (Id +M7IT) 712K, es
handelt sich dann also in der Tat um ein Proximalpunkt-Verfahren fiir den Operator M~'T.

Dazu zeigen wir, dass — unter Voraussetzungen an o, 7 — M selbstadjungiert und positiv
definit ist beziiglich des Skalarproduktes

(z1,22) 7 = (x1,x2) x + (31, )/Z)Y fir alle z; = (x4, y1) € Z, 22 = (x2,2) € Z.

Lemma 5.3. Der Operator M ist beschrdnkt und selbstadjungiert. Gilt ot||A||
M positiv definit.

2 .
LX.Y) <1, soist

Beweis. Direkt aus der Definition von M folgt die Beschranktheit (da A € L(X,Y) be-
schrankt ist) und Selbstadjungiertheit. Sei nun z = (x, y) € Z beliebig. Dann ist

(Mz,2); = (t7'x — A%y, x) + (67 'y — Ax, y)y
= Ixll} =2 ( A"y)x + o IylI}
> 7 Ixll% = 2lAllLen Ixlixlylly + o Hlylly
> Y |x % = 1Alloon Vor (7 Ixll5 + o Hivllg) + o7 iyl

(1= Al en Vor) (7 ixllx + oI ylI)
> C(llxl% + 1Y)

fir C := (1 - ||AllLx,y)Vor) min{r~!, 07"} > 0. Also ist (Mz,2), > Cl|z||’ firallez € Z
und damit M positiv definit. O
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Der Operator M induziert also ein Skalarprodukt (zi, z2) s := (Mzy, z2) , und dadurch eine
Norm ||z]|3, = (z, z) y, fiir die gilt

(5.15) callzllz < llzllm < eallzllz - firallez € Z.

Folgerung 5.4. Gilt ot||A|| < 1, so ist M stetig invertierbar, d. h. es gilt M~ € L(Z, Z).

2
L(X.Y)

Beweis. Wegen (5.15) ist fiir beliebige z € Z die Abbildung v +— (z,v), ein (beziiglich
|| - [lar) beschrénktes Funktional. Nach dem Satz von Fréchet-Riesz, angewendet auf den
Hilbertraum (Z, (-, -),), existiert also ein eindeutiges z* € Z mit

(Mz*,0), = (2",0) = (z,0), fir alle v € Z,
und die Abbildung M~ : z > z* ist linear. Damit gilt
ElIE < 12712, = (M2, 2), = (.2 < lellZI2" ]l

und nach Division durch ¢?||z*||7 folgt die behauptete Beschrénktheit von M. O

Also ist M™'T wohldefiniert, d. h. graph M™'T # (. Wir zeigen nun, dass M~'T maximal
monoton ist beziiglich des Skalarproduktes (-, ),

Lemma 5.5. Gilt o||A|| <1, so ist M™'T maximal monoton in (X, (-, ) ).

2
L(X,Y)

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Monotonie. Sei z € Z und z* € M™'Tz,d.h. Mz* € Tz.
Nach Definition von T existieren daher fiir z = (x, y) ein £ € dF(x) und ein € dG*(y) mit
Mz* = (£+ A*y,n — Ax). Analog kénnen wir fiir Z = (%, 7) € Z und z* € M™'TZ schreiben
Mz* = (E+ A*y, 77 — AX) fiir £ € 9F () und 7 € 0G*(§). Dann gilt

(2" -zz2-2)y = (MZ" -Mz"z2—2), = (E+A"y) - (E+A"y), % —x),
+((71-Ax) — (n - Ax), - )y
= (E-&x—x)y + (A" (7~ y). %~ %)y
—(Ax=x), 7=y + (=107 =Yy
=(E-&x—x)y+(M-nF-y)y20

wegen der Monotonie der Subdifferentiale.

Fir die maximale Monotonie seien nun z%, Z € Z und es gelte
(Z" -2 2-2), >0 firalle (z*,z) € graph M'T.
Wie oben ist nun Mz* = (£ + A*y,n — Ax) fur ein £ € dF(x) und ein n € dG*(y). Also gilt

(5.16) (Mz*—=Mz*z2-2),=("-2"Z2-2)y =20 furalleze Z, Mz" € Tz.
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5 SPLITTING-VERFAHREN

Setze nun £:= % —A*yund 7 == 7* + A% fir Mz* = (¥*, ) und z = (%, 7). Dann ist
Mz* = (£ + A%y, — AX), und aus (5.16) folgt daher fur alle (x, y) € Z:

0<((E+A"9) - (E+A"Y),x—x) + ((7— A%) = (1 - Ax), T — Y)y
=(E-Ex—-x)y+@-10.7—V)y.

Setzen wir speziell Paare der Form (x, y) fiir x € X beliebig und (%, y) fir y € Y beliebig
ein, erhalten wir, dass beide Skalarprodukte auf der rechte{l Seiten nichtnegativ sind. Aus
der maximalen Monotonie von Subdifferentialen folgt nun ¢ € 9F(x) und 7 € dG*(¥). Also
ist

Mz = (E+ A"y, — AX) € Tz

und damit z* € M~!Tz. Dies zeigt die maximale Monotonie von M™!T. O

Das primal-duale Extragradienten-Verfahren (5.14) ist also 4quivalent mit der Proximal-
punktiteration z*! = Ry17z* fiir M~'T maximal monoton, so dass aus Satz 4.14 zusammen
mit der positiven Definitheit von M die schwache Konvergenz folgt.

Satz 5.6. Erfiillen F, G, A die Voraussetzungen von Satz 3.19 und gilt ot||A|| <1, s0

2
L(X.Y)
konvergiert {(x*, y*)}ken schwach in Z gegen eine Losung (%, y) von (5.13).

Beweis. Aus Satz 4.14 erhalten wir wegen Lemma 5.5 zunéchst die schwache Konvergenz
von z; := (x*, y¥) beziiglich des Skalarprodukts (-, -),;. Da aber M symmetrisch und positiv
definit und damit invertierbar ist, folgt daraus

(zk, Mw)x = (2, W)y — (2, Mw)y furallew € X

und damit schwache Konvergenz beziiglich (-, ) x, da mit w auch Mw ganz X durchlauft. 0O

Beachten Sie, dass das Verfahren durch die Proximalpunktformulierung der Fenchel-
Extremalitatsbedingungen zwar implizit in F und G, nicht jedoch in A ist; es ist also nicht
verwunderlich, dass dadurch eine Schrittweitenrestriktion an 7 und o durch A entsteht.?

*Die Proximalpunktabbildung zu G o A wiirde zu einem voll impliziten Verfahren fithren, dafiir aber aufgrund
der Rechenregeln die Anwendung von A™" benétigen. Es ist gerade Sinn und Zweck des primal-dualen
Extragradientenverfahrens, die Invertierung von A — was in der Praxis oft schlecht konditioniert oder
sogar unmoglich ist — zu vermeiden.
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6 KONTINUIERLICHE BILDMODELLE

Um die Werkzeuge der Variationsrechnung auf Probleme der Bildverarbeitung anwenden
zu konnen, fassen wir nun (Schwarz-Weiss-)Bilder auf als Funktionen u : Q — R mit
Q c R? offen und beschrinkt (z.B. Q = (0,1)?). Dabei ist es wichtig, einen korrekten
Funktionenraum zu finden, in dem wir Bilder suchen: Er sollte genug Regularitét erfordern,
um zufalliges Rauschen auszuschliessen, aber nicht so viel Regularitat, dass keine Spriinge
(d. h. Kanten im Bild) erlaubt sind.

6.1 LEBESGUE-RAUME

Die grundlegende Klasse von Funktionenrdumen (die wir spéter einschréanken wollen)
sind die Raume der Lebesgue-integrierbaren Funktionen. Dabei handelt es sich um Aquiva-
lenzklassen von Funktionen, die beziiglich des Lebesgue-Mafles messbar sind; identifiziert
werden Funktionen, die sich nur auf einer Menge vom Lebesgue-Maf} Null unterscheiden.
Fir 1 < p < oo sind die Lebesgue-Rdume definiert als

LP(Q) := {u messbar : ||ul|;r < co}

mit den in Beispiel 1.1(iii) definierten Normen. Wir erinnern, dass es sich dabei um Ba-
nachrdume und fir p = 2 um einen Hilbertraum handelt, und dass L?(Q)* = LI(Q) fur
1< p<oound p!+q?! = 1ist. (Diese Identifizierung werden wir im Folgenden still-
schweigend verwenden und L(Q) als Dualraum bezeichnen.) Die Ungleichung (1.1) wird
dann zur Holder-Ungleichung

/u(x)v(x) dx < ||ullzellollze  fiir alle u € LP(Q),v € LI(Q).
Q

Daraus folgt sofort fiir beschrankte Gebiete Q die Einbettung LP(Q) — L' (Q) fir p > p/.
Da dies fiir Bilder keine Einschrankung darstellt, betrachten wir in Folge stets beschrankte
Gebiete.

Eine Sonderrolle (als der “groffitmogliche” Lebesgue-Raum) spielt

L (Q):= {u messbar : u|x € L}(K) fir alle K ¢ Q kompakt} .

loc

Ein Grund, mit Lebesgue-integrierbaren Funktionen zu arbeiten, ist die Vertraglichkeit
dieses Integralbegriffs mit der Unterhalbstetigkeit.
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6 KONTINUIERLICHE BILDMODELLE

Lemma 6.1. Sei ¢ : R — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig mit ¢ > 0. Dann gilt dies
auch fiir

d:IP(Q) — R, d(u) = {/Q e(u(x))dx ¢oueL}(Q),
0 sonst.

Beweis. Da ¢ eigentlich ist, existiert ein ¢, € dom¢. Also ist die konstante Funktion
u =ty €dom®,dag(u) =¢(t) € L(Q) c LY(Q).

Fir u,0 € dom® und A € (0,1) folgt fiir fast alle x € Q aus der Konvexitit von ¢, dass

¢(Au(x) + (1-Do(x)) < Ap(u(x)) + (1= Do (o(x)).

Da fiir f,g € L'(Q) und @, f € R auch af + g € L' (Q) gilt, ist also Au + (1— A)v € dom @,
und durch Integration der Ungleichung iiber Q folgt die Konvexitat von &.

Fir die Unterhalbstetigkeit verwenden wir Lemma 3.1. Sei dafiir {(up, t,) }nen C epi F mit
u, — uin L(Q) undt, — tin R. Dann existiert eine Teilfolge {un, }xen mit uy, (x) — u(x)
fast iiberall. Wegen der Unterhalbstetigkeit und Nichtnegativitat von f folgt mit dem Lemma
von Fatou

F(“):/Qf(“(x))dXS/Qh]friglff(“nk(x))dXSh]{riglf./gf(“nk(x))dx

= liminf F(up, ) < limsupt, =t

k—oo k—sc0

d.h. (u,t) € epiF. Also ist epi F abgeschlossen und damit F unterhalbstetig nach Lem-
ma 3.1 (iii). O

Fiir solche Funktionale lasst sich das Subdifferential punktweise charakterisieren. Im Fol-
genden sei stets p~' + ¢! =1, d.h. LY(Q) = LP(Q)* fiir 1 < p < co, angenommen.

Lemma 6.2. Sei ¢ : R — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig und ® : LP(Q) — R mit
1 < p < oo wie in Lemma 6.1. Dann ist fiir alleu € dom ®

o®(u) = {u* € LI(Q) : u*(x) € dp(u(x)) fur fast allex € Q} .

Beweis. Seiu € dom®, d.h. ¢ o u € L}(Q). Gilt fiir u* € LI(Q) dass u*(x) € dp(u(x)) fast
iiberall, so folgt daraus durch Integration

(i) — d(u) = /Q o(u(x)) — (u(x)) dx > /Qu*(x)(ﬁ(x) —u(x))dx ={u",u—u)p

fur alle 2 € LP(Q).
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6 KONTINUIERLICHE BILDMODELLE

Sei umgekehrt u* € 9®(u). Dann gilt nach Definition

/ u*(x)(a(x) —u(x))dx < / o(ti(x)) — p(u(x)) dx firalle z € LP(Q).
Q Q

Seinun t € R beliebig und sei A C Q eine beliebige messbare Menge. Fiir die Wahl

. a t x €A,
i(x) = {u(x) x ¢ A,

folgt wegen © € LP(Q) aus der obigen Ungleichung
Jwee-uenx < [ o0 - puto)dx
Da A beliebig war, muss gelten

u*(x)(t —u(x)) < o(t) —o(u(x)) fiir fast alle x € Q.

Dat € R beliebig war, folgt daraus u*(x) € du(x) fir fast alle x € Q. O

Aufahnliche Weise zeigt man, dass sich auch die Fenchel-Konjugierte punktweise berechnen
lasst.!

Lemma 6.3. Sei ¢ : R — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig, und sei ® : LP(Q) — R
mit1 < p < co wie in Lemma 6.1. Dann ist die Fenchel-Konjugierte von ® gegeben durch

O LI(Q) > R, '(u*) = /Q " (u*(x)) dx.

Auf dem anderen Ende der Glattheitsskala liegen die unendlich oft differenzierbaren Test-
funktionen in

Co (Q) :={¢: Q — R : ¢ unendlich oft stetig differenzierbar, supp ¢ C Q kompakt},

wobei supp ¢ = {x € Q : ¢(x) # 0} den Trdger von ¢ bezeichnet. Thr Wert liegt darin, dass
sich Lebesgue-integrierbare Funktionen beliebig gut durch Testfunktionen approximieren
lassen; man sagt, C;°(Q) liegt dicht in LP(Q).?

Satz 6.4. Fiir alleu € LP(Q),1 < p < oo, existiert eine Folge {¢n}nen C Cy°(Q) mit ¢, — u
inLP(Q).

'siehe z. B. [Ekeland & Témam 1999, Proposition IV.1.2]
%siehe z. B. [Dobrowolski 2010, Satz 4.23]
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Dieses Resultat erlaubt die klassische Beweistechnik des Dichtheitsarguments: Will man
eine Eigenschaft fiir alle u € LP(Q) nachweisen, so zeigt man sie zuerst fiir alle ¢ € C;° ()
und argumentiert, dass sie beim Grenziibergang in der approximierenden Folge erhalten
bleibt. So zeigt man beispielsweise das folgende wichtige Resultat.

Satz 6.5 (Fundamentallemma der Variationsrechnung?). Seiu € LIIOC(Q) mit

/ u(x)p(x)dx >0 fiir alle ¢ € Cy°(Q).
Q

Dann ist u(x) = 0 fiir fast alle x € Q.

6.2 SOBOLEV-RAUME

Es ist klar, dass Testfunktionen kein gutes Modell fiir Bilder darstellen. Statt Funktionen,
die im klassischen Sinn differenzierbar sind, betrachten wir daher als nachstes schwach
differenzierbare Funktionen. Diese Funktionen sind die Grundlage der modernen Theorie
partieller Differentialgleichungen und eignen sich besonders fiir Funktionale mit Inte-
graldarstellung. Ausgangspunkt ist, die klassische punktweise Definition der Ableitung
durch eine ,Definition im Mittel® zu ersetzen; als grundlegende Eigenschaft fordert man
dabei, dass der neue Ableitungsbegriff vertraglich ist mit der partiellen Integration. Dafiir
ist es niitzlich, einen Multiindex

a:=(ay...,aq) € Ng

mit Lange |a| := Zle a; zu definieren, um fiir f definiert auf Q cC R? eine (klassische)
partielle Ableitung der Ordnung || kompakt schreiben zu kdnnen als

A f(xy,...,xq)
D*f(xy,...,x5) = SRR
f( 1 d) axf(l . .axgd

(Wir schreiben auch kurz 9; := aixi') Eine Funktion u € Llloc(Q) heif3t schwach differenzierbar,
falls einv € Llloc(Q) existiert mit

(6.1) /Qv(x)(p(x) dx = (-1)1* Lu(x)D"Qp(x) dx fur alle ¢ € C5°(Q).

Nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung ist dann die schwache Ableitung
eindeutig definiert als D%u := v; besitzt u eine entsprechende klassische Ableitung, so
stimmt die schwache Ableitung mit dieser tiberein (und wir unterscheiden daher nicht in der
Notation). Die schwache Ableitung existiert aber fiir ein grossere Klasse von Funktionen;

3siehe z. B. [Dobrowolski 2010, Satz 5.1]
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zum Beispiel hat u : (-1,1) — R, u(x) = |x|, die schwache Ableitung Du : (-1,1) — R,
Du(x) = 1fur x > 0 und Du(x) = —1 fiir x < 0.

Wir kénnen nun die Sobolev-Raume W*P(Q) fiir k € Ny und 1 < p < oo definieren als
WhP(Q) = {u € LF(Q) : Du € LF(Q) fiir alle |a| < k}.

Diese sind Banachraume# versehen mit der Norm
1
P
lullywes = | D ID%ull?, fir1 < p < oo,
|| <k
llullyre = max || D ul| .
la| <k

al

Fir p = 2 handelt es sich um Hilbertraume mit Skalarprodukt

(U, 0) ke = Z (D%u, D%v);2 .

la|<k

Man schreibt daher iiblicherweise H*(Q) := W52(Q).

Auch Sobolev-Funktionen lassen sich beliebig gut durch Testfunktionen (ohne kompakten
Tréger) approximieren.’

Satz 6.6. Fiirallek € Nund1 < p < oo liegt C°(Q) N W*P(Q) dicht in WEP (Q).

Damit kann man etliche Eigenschaften von Sobolev-Funktionen mit Dichtheitsargumenten
beweisen. Ein niitzliches Resultat ist

Lemma 6.7. Gilt fiir einu € WoP(Q), dass D*u = 0 fiir alle |a| = k ist, dann stimmt u fast
iiberall mit einem Polynom vom Grad k — 1 iiberein.

Die Norm im Sobolev-Raum misst die Regularitit von Funktionen auf unterschiedliche
Weise, bestimmt durch die beiden Zahlen k und p: Je grosser k, desto starker fallen Oszil-
lationen ins Gewicht; je grosser m, desto stiarker fallt eine Konzentration ins Gewicht. Ist
Q glatt genug, so kann man diese beiden Eigenschaften in einem bestimmten Rahmen in
Beziehung setzen.® Ist Q c RY offen, zusammenhéngend und beschrankt, und kann der
Rand 9Q von Q durch eine Lipschitz-stetige Funktion parametrisiert werden, so nennt
man Q Lipschitz-Gebiet. Insbesondere ist das Einheitsquadrat (0,1)? ein Lipschitzgebiet.

4siehe z.B. [Dobrowolski 2010, Satz 5.10]

>Dies wurde bewiesen von Meyers und Serrin in einer Arbeit, die zu Recht berithmt ist sowohl fiir die Be-
deuting ihres Inhalts als auch fir die Kiirze ihres Titels, ,H = W* Fir den Beweis siehe z. B. [Dobrowolski
2010, Satz 5.16].

SFiir eine schéne Darstellung dieser Intuition, siehe [Tao 2010b] sowie [Tao 2010a].
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Satz 6.8 (Einbettungssatz von Sobolev, Morrey”). Sei1l < p,q < o und Q c R? ein
Lipschitz-Gebiet. Dann sind die folgenden Einbettungen stetig:

Li1(Q) p<%undp§qﬁdc_i—‘zp,
WhP(Q) — {19(Q) p= % undp < q < oo,
cQ p>4

Auf solchen Gebieten lassen sich Sobolev-Funktionen auch stetig (bzgl. der Norm) auf
groflere Gebiete fortsetzen. Je glatter das Gebiet, desto mehr Regularitat bleibt dabei erhalten.
Wir definieren C™!-Gebiete analog zu Lipschitz-Gebieten (die fiir m = 0 in dieser Definition
enthalten sind).

Satz 6.9 (Fortsetzung®). Seim € N und Q ein C™"'-Gebiet. Zu jedem Gebiet ', das Q als
kompakte Teilmenge enthiilt, existiert fiir alle 0 < k < m ein E € L(WFP(Q), WrP(Q')) mit
(Eu)lo = u.

Wir beschrinken uns in Folge auf den Fall k = 1, und verwenden fiir u € W' (Q) die
tibliche Notation Vu := (dyu, . .., 9qu)” € LP(Q)? fiir den Gradienten von u sowie

1/p
(6.2) lulwse = 1Vull (1pya = ( /Q Vu(x)lh dx)

fiir die Seminorm auf W (Q). Damit ist

1
lullwrr = (lull?, + ul? )"

5

sowie fir p = 2
(w,0)g = (w,0)12 + (Vi, Vo) 234 .

Durch partielle Integration definieren wir nun fiir eine Vektor-Funktion u = (uy, ..., ug)" €
Llloc(Q)d die schwache Divergenz

d
divu = > du; € L), (Q),
i=1

falls gilt
/divuqodxz—/u-qudx fur alle ¢ € C5°(Q).
Q Q

Sucht man nun fiir Bildverarbeitungsaufgaben Minimierer in WP (Q), so ist es naheliegend,
die entsprechende Seminorm als Regularisierungsterm zu verwenden. Fir die direkte
Methode miissen wir Konvexitit, Unterhalbstetigkeit und Koerzivitat untersuchen. Dafiir
zeigen wir zuerst die Abgeschlossenheit von V.

7siehe z.B. [Adams & Fournier 2003, Theorem 4.12], [Dobrowolski 2010, Satz 6.24]
8siehe z. B. [Dobrowolski 2010, Satz 6.10]
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Lemma 6.10. Sei Q ¢ R? und1 < p,q < co. Dann ist
v {u € L9(Q) : Vu € LP(Q)C’} — IP(Q)¢

schwach abgeschlossen, d. h. u, — u in L (Q) und Vu, — v in LY(Q)? impliziert v = Vu.
Die Aussage gilt fiir p = oo oder g = oo, wenn die entsprechende Konvergenz durch schwach-
Konvergenz ersetzt wird.

Beweis. Sei {up}nen C LI(Q) eine Folge mit u, — u in LI(Q) und LP(Q)¢ 5 Vu, — o
in LP(Q)%). Fiir alle ¢ € Cy’ () gilt insbesondere ¢ € LP(Q)* und drp € LI(Q)" fiir alle
1 < k < d. Nach Definition der schwachen Konvergenz und der schwachen Ableitung gilt
dann

(6.3) / U dx
Q

<ak(P, u)Lq = ,}E,Eo<ak¢’ un)Lq

lim [ u,orpdx =— lim / Ok Un dx
n—oo Q

—00
n Q

- nli_r>lgo<¢’ Oun)rr = —(@, Fu)rp

- / vk dx,
0

d.h. vy = Jru fur alle 1 < k < d nach Definition der schwachen Ableitung. Damit ist
Vu =o. m|
Aus der Gleichheit des zweiten und des vorletzten Terms in (6.3) folgt, dass formal V* = — div

gilt. Dies kann durch korrekte Wahl der Bild- und Definitionsbereiche auch rigoros bewiesen
werden; siehe z. B. [Kurula & Zwart 2012].

Es ist klar, dass die Seminorm nicht koerziv ist, da |u|y1, = 0 gilt fiir u = ¢ konstant. Eine
Moglichkeit, diesen Fall auszuschliessen, ist die Beschrankung auf Funktionen mit Mittel-
wert 0; dann folgt die Koerzivitat aus der Poincaré-Ungleichung. Sei dafiir Q beschrankt
mit Lebesgue-Maf} |Q| und u € L(Q), und setze

1
u(u) = @/Qu(x) dx

sowie fiiralle1 < p < o0

I, : LP(Q) — LP(Q), Mo(u) =u— pu(u).

Lemma 6.11 (Poincaré-Wirtinger-Ungleichung?®). Sei Q ein konvexes Lipschitz-Gebiet und
1 < p < oo. Dann existiert ein ¢ > 0 mit

IToulle < clulyry fiir alleu € WP (Q).

9siehe z. B. [Dobrowolski 2010, Satz 6.23]
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Damit kénnen wir nun das Gewiinschte zeigen.

Satz 6.12. Sei Q ein konvexes Lipschitz-Gebiet und1 < p < co. Dann ist

1(,lP 1,
E|u|wl,p ue W P(Q)’

00 sonst

R:LP(Q) - R,  R(u):= {

eigentlich, konvex und unterhalbstetig, und fiir {un}nen C LP(Q) mit ||Ilguy||e — oo gilt
R(up) — oo.

Beweis. Da R(u) = 0 fir u = 0 € W (Q), ist R eigentlich. Weiter ist die Vektornorm | - |,
konvex auf R?, und zusammen mit der Konvexitit und Monotonie von t s t? auf [0, co)
folgt die Konvexitat von R analog zum Beweis von Lemma 6.1.

Fiir die Unterhalbstetigkeit betrachten wir eine Folge u, — u in L?(Q). Gilt |uy|y1p — oo,
so ist nichts zu zeigen. Ansonsten ist { Vi, } nen beschrinkt in LP(Q)? und hat daher wegen
dessen Reflexivitit fiir 1 < p < co nach dem Satz von Eberlein-Smulyan eine konvergente
Teilfolge Vu,, — v € LP(Q)%. Da nach Voraussetzung auch u, — u gilt, folgt aus
Lemma 6.10 also Vu, — Vu. Da wir dieses Argument auf jede Teilfolge von {u,}nen
anwenden konnen, gilt dies fiir die gesamte Folge. Die Unterhalbstetigkeit der Norm in
LP(Q)¢ ergibt dann
1Vullgpya < lim inf [Vl 170,

und aus der Monotonie von t 117|tlp folgt die Unterhalbstetigkeit von R.

Sei nun {up}pen C LP(Q) mit ||Touyl|r — 0. Angenommen, es gidbe ein M > 0 mit
R(un) < M fiir unendlich viele n € N. Nach Definition von R und W (Q) muss dann auch
|un|wir < M und damit insbesondere u, € W' (Q) fiir diese n gelten. Aus Lemma 6.11
folgt dann [|ITouy,||rr < clup|lwir < cM, ein Widerspruch. O
Wir berechnen schliellich die Richtungsableitungen von R.

Lemma 6.13. Seienu,h € dom R = W'P(Q) fiir1 < p < 0. Dann gilt

R'(u;h) = / |Vu|§_2Vu - Vhdx.
Q

Beweis. Die Abbildung t — ll)tp ist konvex und differenzierbar auf [0, co) mit Ableitung
|t|P~2t. Wie im Beweis von Lemma 3.5 folgt daraus, dass fiir fast alle x € Q die Abbildung

0o (0,00) >R (1) = - (Va0 +1TRCOI] - HITu(lp).

monoton steigend ist mit |, ()| < |@x(1)] < %th(x) |P fir alle t € (0,1]. Wegen h €
WP (Q) ist daher ¢, (t) € L'(Q) (als Funktion auf Q fiir festes t) fiir alle ¢t € (0,1]. Nach
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dem Satz von Lebesgue’® konnen wir daher den Grenziibergang ¢ — 0* unter dem Integral
durchfithren und erhalten

R (u;h) = / lim ¢y (t) dx = / |Vu|§_2Vu - Vhdx. m|
Q t—0 Q

Da diese Richtungsableitung linear in A ist, ist R Gateaux-differenzierbar, und wir erhalten
mit Satz 3.8 eine Charakterisierung des Subdifferentials.

Folgerung 6.14. Fiiru € W (Q),1 < p < oo, gilt & € dR(u) genau dann, wenn

/,fhdx:/Wuﬂ;_zVu'Vhdx fiir alle h € W(Q).
Q Q

Auf der rechten Seite steht die schwache Formulierung eines partiellen Differentialoperators
(der fiir p # 2 nichtlinear ist; fiir p = 2 erhélt man den negativen Laplace-Operator) mit
homogenen Neumann-Randbedingungen, siehe z. B. [Attouch, Buttazzo & Michaille 2014,
Theorem 6.6.1, Remark 6.6.1].

6.3 FUNKTIONEN MIT BESCHRANKTER VARIATION

Zwar lasst WP (Q) fiir p — 1immer stirkere Konzentration von Vu zu, echte Kanten (d. h.
Unstetigkeiten entlang Linien) sind dennoch auch fiir p = 1 nicht zugelassen. Das sieht
man bereits an einem einfachen Beispiel: Betrachte fiir Q = (—1,1) die Funktion definiert
durch u(x) = 1firx > 0 und u(x) = —1fiir x < 0. Falls eine schwache Ableitung v existiert,
miisste diese fiir beliebige ¢ € C;°(Q) erfiillen

1 1 0 1
[omod=- [ wwpedc= [y [ oxdx=zp00)
-1 -1 -1 0
Es gibt aber keine Funktion v € L}(Q) mit fQ vp dx = ¢(0) fiir alle ¢ € C°(€2) (denn diese
miusste fast Giberall gleich Null sein). Hingegen gilt dies fiir § € M(Q) = Co(Q)*; siehe
Beispiel 1.3 (iv). Um Kanten zu erhalten, miissen wir also auch Funktionen zulassen, deren
schwacher Gradient nur ein Radon-Maf} ist.

Analog zur schwachen Ableitung definieren wir daher fiir u € L, _(Q) die sehr schwache
Ableitung D*u € M(Q) via (6.1). Der entsprechende sehr schwache Gradient ist dann ein

siehe z.B. [Dobrowolski 2010, Satz 4.11]
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vektorwertiges Maf, d. h. ein Element im Dualraum M (Q; R¢) des Raums Co(Q; R%) der
stetigen Funktionen von Q nach R, versehen mit der Norm®

loll(cya = sup [ (x) ]2

x€Q

Dann ist Vu := v € M(Q; IRd) der sehr schwache Gradient von u genau dann, wenn gilt

d
/udiV(pdx:—/go-dv:—Z @i do; fﬁralle(pecgc’(Q;[Rd),
Q Q -1 Jo

und wir kénnen fiir sehr schwach differenzierbare u wegen der Dichtheit von C;°(Q) in
Co(Q) schreiben

TV (u) = [|Vull p1ye = sup {/ udivedx: ¢ € CSO(Q;[Rd) mit ||¢l| ) < 1}.
Q

Hat u keinen sehr schwachen Gradienten, setzen wir TV (u) = co. Man nennt TV (u) die
totale Variation von u."” Fiir die eingangs definierte Funktion ist zum Beispiel

TV(u) = sup /1u(x)<p’(x) dx = sup 2¢(0) =2,

llolles1 /-1 llolle<t

was genau der Hohe des Sprungs von u in x = 0 entspricht. Weiter folgt fiir u € W (Q)
durch partielle Integration und Dichtheit von C;°(Q) in L*(Q) beziiglich der punktweisen
fast iiberall (aber nicht gleichméBigen!) Konvergenz," dass TV (u) = || Vul| 11« gilt. Die
totale Variation stellt also eine Erweiterung der Seminorm in W*!(Q) dar.

Wir mochten nun TV als Regularisierungsterm verwenden; dafiir miissen wir nachweisen,
dass TV eigentlich (klar wegen TV (0) = 0), konvex und unterhalbstetig ist. Dafiir zeigt
man zuerst die Abgeschlossenheit des sehr schwachen Gradienten; der Beweis lauft genau
wie in Lemma 6.10.

Lemma 6.15. Sei Q € R? und1 < p < co. Dann ist der sehr schwache Gradient
V: {u eLP(Q):Vue M(Q;Rd)} — M(Q;RY)

schwach-« abgeschlossen, d. h. u, — u in LP(Q) und Vu, —* v in M(Q;R?) impliziert
v=Vu.

"Die Wahl der Vektornorm fiir ¢(x) € R¢ ist fiir das Folgende unwesentlich, hat aber Auswirkungen auf
die geometrische Struktur von Minimierern der unten definierten totalen Variation. Die Euklidische
Norm hat den Vorteil der Rotationsinvarianz, d. h. die totale Variation eines Bildes hangt nicht davon ab,
ob Kanten mit Koordinatenrichtungen zusammenfallen. Man spricht daher in diesem Fall auch von der
isotropen totalen Variation.

Im Sinne der Mafitheorie ist TV (u) eigentlich die totale Variation |Vu|(Q) des Mafles Vu; die Bezeichnung
hat sich in diesem Kontext trotzdem eingebiirgert.

3siehe z. B. [Brezis 2010, Exercise 4.25]
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Analog zu Satz 6.12 (mit dem Satz von Banach-Alaoglu anstelle von Eberlein-Smulyan)
folgt daraus Konvexitat und Unterhalbstetigkeit von TV.

Satz 6.16. Sei Q € R? und1 < p < co. Dann ist TV : LP(Q) — R eigentlich, konvex und
unterhalbstetig.

Dagegen ist die W'!-Seminorm nicht unterhalbstetig in L!(Q): Fiir die eingangs betrachtete
stickweise konstante Funktion u € L*(—1,1) konvergiert die Folge {u,},en € L7 (-1,1),
definiert durch

1 x>1/n,
up(x) :=={nx |x| <1/n,
-1 x<-1/n,

stark (und damit auch schwach) in L!(-1,1) gegen u und erfiillt
1/n
lun |y = / ndx =2,
-1/n
aber u ¢ W'!(—1,1) und daher |u|yu = oo. Dies ist eine weitere Begriindung fiir die Not-

wendigkeit, auf sehr schwache Ableitungen und damit die totale Variation auszuweichen.

Funktionen, deren totale Variation endlich ist, nennt man Funktionen mit beschrdnkter
Variation. Der zugehorige Funktionenraum

BV(Q) = {u e L'(Q) : TV(u) < oo}
ist ein Banachraum versehen mit der Norm?*
llullgy = llullpr + TV (u).

Weitere Eigenschaften von BV erhalt man wie fiir Sobolevraume iiber Dichtheitsargumente.
Allerdings liegen die Testfunktionen nicht dicht in BV beziiglich der starken Konvergenz
(laut Satz 6.6 ist der Abschluss von C*(Q) beziiglich dieser Norm gerade W(Q)). Wir
brauchen dafiir einen schwacheren Konvergenzbegrift: Wir sagen, u, konvergiert strikt in
BV gegen u, wenn u, — u in L' und zusitzlich TV (u,) — TV (u) gilt.

Satz 6.17 (Dichtheit™). Sei Q ein beschrdnktes Gebiet. Dann existiert fiir alleu € BV (Q) eine
Folge {pn}nen C C*(Q), die strikt in BV gegen u konvergiert.

Damit lassen sich jetzt die iiblichen Resultate zeigen. Wir setzen fiir alle Aussagen voraus,
dass Q ein beschranktes Lipschitz-Gebiet ist.

“4siehe z. B. [Attouch, Buttazzo & Michaille 2014, Theorem 10.1.1]
5siehe z.B. [Attouch, Buttazzo & Michaille 2014, Theorem 10.1.2]
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Satz 6.18 (Einbettung'®). Fiir alle1 < p < % ist die Einbettung BV (Q) — LP(Q) stetig.

Satz 6.19 (Fortsetzung'?). Es gibt einen beschrinkten linearen OperatorE : BV (Q) — BV (R9)
mit Eulq = u, Eulga\g = 0, und || V(Eu) || m(aq) = 0 fiir alleu € BV (Q).

Satz 6.20 (Poincaré-Wirtinger'®). Sei1 < p < d/(d —1). Dann existiert ein ¢ > 0 so dass fiir
alleu € BV (Q) gilt
IToulle < ¢ TV (u).

Insbesondere gilt fiir {uy fnen C LP(Q) mit ||TTouy||e — o0 auch TV (u,) — oo.

Die Untersuchung der Sprungstellen von Funktionen u € BV(Q) und deren Verbindung
mit der totalen Variation TV (u) ist Inhalt der geometrischen Maf3theorie, deren Behandlung
den Rahmen dieser Vorlesung sprengen wiirde. Hierfiir sei auf [Ambrosio, Fusco & Pallara
2000], [Ziemer 1989], [Valkonen 2014] oder [Attouch, Buttazzo & Michaille 2014, Kapitel
10.3] verwiesen; wir betrachten lediglich einige beispielhafte Resultate.

Wir betrachten zuerst die charakteristische Funktion 1 fiir ein Lipschitz-Gebiet E C Q. Es
gilt nun fiir alle ¢ € C;°(Q; [Rd) nach dem Satz von Gauf}, dass

/ﬂEdiV(pdx:/divq)dx:/ ¢ -vdH,
Q E OF

wobei v die duBlere Einheitsnormale an 9Q und H%! das (d — 1)-dimensionale Hausdorff-
MaB ist. Also ist V1 = —vH¥(9E N Q). Man kann nun zeigen,” dass

TV(15) = H Y (GEN Q) < o0

und damit Tz € BV(Q) ist. Die totale Variation der charakteristischen Funktion eines
geniigend reguldren Gebietes E entspricht also seinem Umfang (oder Perimeter) Per(E). Fiir
stiickweise glatte Funktionen, d. h. u € BV (Q) mit uy := u|q, € W(Qy) fiir eine disjunkte
Zerlegung von Q in Lipschitzgebiete Q. C Q, zeigt man mit ein wenig mehr Aufwand

TV (u) = > 1Vullpay + | — | dH,
k l#k ¢ 0QNoQy
Die totale Variation misst also den schwachen Gradienten in den glatten Bereichen plus
den Gesamtsprung iiber alle Kanten. (Vergleiche auch das Eingangsbeispiel.) Dies zeigt
wieder die Nitzlichkeit der totalen Variation im Zusammenhang mit Bildern.

Kernstiick der geometrischen Mafitheorie ist das folgende Resultat, das eine Funktion
u € BV(Q) mit ihren Niveaumengen E; := {x € Q : u(x) > t} in Beziehung setzt.

siehe z. B. [Attouch, Buttazzo & Michaille 2014, Theorem 10.1.3]

7siehe z.B. [Ambrosio, Fusco & Pallara 2000, Proposition 3.21]

Bsiehe z. B. [Ambrosio, Fusco & Pallara 2000, Theorem 3.44] zusammen mit der Einbettung von BV (Q) in
LP(Q)

Ysiehe z. B. [Ziemer 1989, Remark 5.4.2]
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Satz 6.21 (Koflachenformel®®). Fiiru € BV(Q) gilt

TV(u):/[RPer(Et) dt.

Dieses Resultat erlaubt, die (analytische) Struktur von BV -Funktionen tiber die (geometri-
schen) Eigenschaften ihrer Niveaumengen zu beschreiben; zum Beispiel lasst sich mit Hilfe
der Koflachenformel zeigen, dass u € BV (Q) fast iiberall (beziiglich des Lebesgue-Maf3es)
differenzierbar ist und dass die Sprungstellen von u Kurven von einer bestimmten Regula-
ritat darstellen; siehe z. B. [Ambrosio, Fusco & Pallara 2000, Kapitel 3.7] und [Valkonen
2014]. Diese tiefe Verbindung von analytischen und geometrischen Begriffen macht den
Reiz der geometrischen Maf3theorie aus.

Ahnlich subtil ist die Charakterisierung des Subdifferentials 9TV c BV (Q)*. Formal lisst
sich fiir TV (u) = ||Vu|| 5« mit der Kettenregel (Satz 3.12) schreiben al:w s

oTV (1) = V*o(| - [l pa) (Vur),

fiir £ € 9TV (u) gibt es also ein n € (|| - || pqa) (V) mit £ = —div 5. Einer mathematisch
sauberen Ausfithrung stehen nun im Wege, dass o(|| - || pqa) € M(Q; R%)* ist - ein Raum,
der sehr schwierig zu charakterisieren ist — und weder Definitions- noch Bildbereich von V*
offensichtlich sind. Interessierte seien verwiesen auf [Bredies & Lorenz 2011, Seite 346-355];
wir machen uns das Leben leichter und betrachten stattdessen eine Diskretisierung des
Problems, fur die der Unterschied zwischen Pradual- und Dualraum entfillt und daher die
Verfahren aus Abschnitt 5.2 angewendet werden kénnen.

29siehe z.B. [Ziemer 1989, Theorem 5.4.4]
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Fiir die konkrete Berechnung von Minimierern mit Hilfe der in Teil II vorgestellten Al-
gorithmen muss man eine endlichdimensionale Approximation der zu minimierenden
Funktionale betrachten. Hier verwenden wir eine pixelweise Diskretisierung, die vertrag-
lich ist mit der iiblichen Darstellung in der digitalen Bildverarbeitung.

Ein kontinuierliches Bild u : [0,1]> — R wird dabei angenihert durch ein diskretes Bild
u, € R", indem wir das Gebiet [0,1]? in n = N? quadratische Teilgebiete — genannt Pixel -
mit Flache h? = 1/N? unterteilen, auf denen uy, stiickweise konstant ist. Da der Trend zum
Breitbild geht, lassen wir auch nichtquadratische Bilder mit n = NM Pixeln (die dann nicht
mehr quadratisch sein miissen) und entsprechend h*> = 1/(NM) zu. Dem kontinuierlichen
Grauwert u(ih, jh) entspricht also der diskrete Grauwert (u);; fir1<i < Nund1< j <
M." Um die Notation iibersichtlich zu halten, verzichten wir im Rest dieses Kapitels auf
den Index h.

Wir versehen den Vektorraum RM mit dem Skalarprodukt
N M
(w,0) = h* D7 > wjoy;
i=1 j=1
und der dadurch induzierten Norm
N M 1/2
llullz = V(u,u) =h (Z > |uij|2) ,
i=1 j=1

Analog definieren auch die diskreten p-Normen fiir p # 2 als

Il

o

=

=
—

i =

_

IA

e

A

8

llull,
i=1 j=1
llulleo = Jmax. |ujl, = oo,
1<j<M

'Fasst man in verbreiteter Matlab-Konvention uy, als Matrix in RN>*M auf, so zeigt die diskrete x;-Koordinate
nach unten.
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Durch diese Definition wird sichergestellt, dass die Norm eines konstanten Bildes nicht
von der Auflosung abhangt. Fiir vektorwertige Funktionen (wie etwa den Gradienten eines
Bildes) in R*NM ersetzen wir |u; | durch die Euklidische Norm

|&ijl2 = /&) & = (kz_l(&jk)z

Insbesondere erhalten wir das Skalarprodukt von £ und 7 in R?¥M (bzw. die duale Paarung
in (R*VM, |+ ]]) und (R*NM, |- ]],))

1/2

N M 2
(&n) = hZZZZ'fijkﬂijk-

i=1 j=1 k=1

Fiir die Approximation der Normen in Sobolevraumen oder BV brauchen wir noch eine
Diskretisierung des Gradienten. Dafiir interpretieren wir den Grauwert eines Pixels (i, j)
wieder mit dem Wert u(ih, jh) und approximieren die partiellen Ableitungen dru(ih, jh)
durch Vorwirtsdifferenzienquoten mit konstanter Fortsetzung am Rand, d. h. wir setzen
u(ih, (M + 1)h) = u(ih, Mh).” Die partiellen Ableitungen, ausgedriickt durch den Vektor
u € RNM gind dann

he ~ ui+1,]}'1_uij i <N,
(0, u)ij =
0

i=N,
Ui j+1—Uij .
SR i< M,
(33’+U)ij = h
0 J=M.

Der diskrete Gradient V,u € R?NM eines diskreten Bildes u € RNV ist dann komponen-
tenweise gegeben durch

(Vau)ijx = (9Z’+u)ij-

Damit kann die diskrete Sobolev-Seminorm approximiert werden durch

N M 1/p
julypo = IVl = (hZ Sy |<vhu>i,-|§)
i=1 j=1
und die (isotrope) totale Variation durch

N M
TVi(u) = h* Z Z [(Viw)ijlz = [[IVaulz|ls.

i=1 j=1

?Alternativen wiren zentrale Differenzenquotienten bzw. periodische oder Null-Fortsetzung.
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Aus der Definition ist ersichtlich, dass aus Vyu = 0 folgt u = A fiir ein A € R, denn damit ist
uj_1; = u;; fir alle i < N und u; j_; = u;; fiir alle j < M. Per Induktion erhalten wir daraus
u;j = uny fiir alle i, j und damit ist u ein konstanter Vektor.

Da es sich bei dem diskreten Gradienten um einen linearen Operator von RN nach R?NM
handelt, gibt es natiirlich eine Darstellung als Matrix in R2NM*NM. o5 jst jedoch in der
Regel weder notwendig noch sinnvoll, diese zu aufzustellen, da fiir die hier betrachteten
Algorithmen nur die Anwendung des Gradienten mit Hilfe der obigen Definition notwendig
ist. Fir die Berechnung von zuldssigen Schrittweiten im primal-dualen Extragradienten-
Verfahren brauchen wir dennoch die Operatornorm dieser Matrix.

Lemma 7.1. Fiir Vi, : RNM — R2NM ynd die durch || - ||, induzierte Operatornorm gilt

€
194lle < -

Beweis. Wir zeigen zuerst eine Hilfsabschéatzung: Fir ||ul|, < 1ist

N-1 M N M-1
2 2
-h Z Z Uiy, jUij < 1 und —h Z Z Uj jrilij < 1.
i=1 j=1 i=1 j=1
Fihren wir v;; = —u;4q fiiri < Nundoy; = 0 ein, so ist die erste Ungleichung dquivalent zu

(v,u) < 1.Seinunu # 0 (sonst ist die Abschatzung trivialerweise erfiillt) und angenommen,
die Ungleichung gilt nicht, d. h. (u,0) > 1. Wegen ||0||; < ||u|l; < 1ist dann

1< (w,0) < lullzllollz < 1,

es gilt also Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Dies ist aber dann und nur
dann der Fall, wenn v = Au fir ein A € R \ {0} ist. Nach Konstruktion von v ist gilt daher
fir beliebige j € {1,..., M}

0 = [on;| = Aun;| = [Aon-yj| = [FPun-1j] = - = 12wy,
und damit u = 0 im Widerspruch zur Annahme. Die zweite Abschatzung zeigt man analog.
Mit dieser Abschiatzung erhalten wir fur alle ||u||; < 1, dass gilt

N M i — w2 N ML w1 — w2
IIth||§ — 2 (ZE(%) )+h2( Z( ]+1h J) )

i=1 j=1 i

N-1 M N
_ 2 2 o 2 2 o
= Z”m,j U — 2uig Ui |+ Z Ui jpr + U — 2Uj jlij

~

N M N-1 M N M-1
<4 Z Z uizj -2 Z Ujy1,jUij | — 2 Z Uj j+1Uij
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
, 2 2 8
< qallullz + 55+ 55 < 55
woraus die Aussage folgt. m]
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Fir die primal-dualen Algorithmen brauchen wir auch den adjungierten Operator, die
diskrete Divergenz divy, : R*NM — RNM Daj es sich um den adjungierten Operator beziiglich
des diskreten Skalarprodukts handeln muss, konnen wir nicht einfach den (beziiglich (-, -);2)
adjungierten Operator V* analog zum Gradienten diskretisieren. Stattdessen verwenden
wir hier Riickwirtsdifferenzenquotienten und Nullfortsetzung, und definieren fiir u € RNM
komponentenweise
& i=1
(8?’_14)” = —uij_;:i_l’j 1<i< N,
_uz—l,j l — N,

woo et
(A u)y = Wt g < j< M,
—Uj M- .
—5 J=M

sowie fir v € R2NM
2

(divp0);; = Z (8]}:’_0.,.);{)[.] .

k=1
(Beachten Sie die Sonderbehandlung der Randterme i = N und j = M!)

Lemma 7.2. Fiir alleu € RNM und v € R*NM gilt

(Vhu,0) = (u,—divy0) .

Beweis. Wir verwenden ,diskrete partielle Integration®:

N-1 M N M-1
(Vhu,0) = Z(um] uij)vija | +h Z Z(ui,jﬂ = U;j)Vij2
i=1 j= =1 j=
M N N-1
= hZ Zuijvi—l,j,l - Zuijvij,1
j=1 \\i= i=1
M-1
Z“u”l] 12|~ Zuijvij,z
Jj=1
M N-1
= hZ —0yj1Uy5 + Z(Uz ~1j,1 = Vij)Uij | + ON-1j1UN,;

N M-1
+h Z (—011,2ui1 + ( (Ui,j—l,z - Uij,z)uij) + Ui,M—l,zui,M)

i=1 Jj=2
N M
= h? Z Z ( (8 0..1)ij — (52’_0-,,2)1-]) Ui
i=1 j=1
= (u, — divy 0) O
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8 ENTRAUSCHEN

Wir kehren nun zuriick zu dem Entrausch-Problem, das uns am Anfang als Motivation
diente: Ein gegebenes verrauschtes Bild f : [0,1]?> — R soll additiv zerlegt werden in einen
gewiinschten Bildinhalt «° : [0,1]> — R und eine unerwiinschte Stérung 7 : [0,1]*> — R.
Je nach Struktur der Stérung und des erwarteten Bildinhalts wird man nun die Summe
geeigneter (Semi-)Normen von 7 und u° minimieren, so dass f = u®+ 5 gilt. Wir betrachten
also

min F(u) + aR(u)

ueX

und untersuchen Existenz, Optimalitdtsbedingungen und numerische Losung fiir drei
konkrete Beispiele.

8.1 L2-H'-ENTRAUSCHEN

Ist die Stérung n normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz o, so bietet sich fir F
die quadrierte L2-Norm von f — u an. Fiir R setzen wir zunichst der Einfachheit halber die
H'-Seminorm an, betrachten also fiir Q = (0,1)?, f € L?(Q), und a > 0

1 a
ugzl(rgl)) Ellf - ulliZ(Q) + Eluliﬂ(())'
Wir kommen schnell zur Sache, denn wir sind gut vorbereitet. Fiir die Existenz wenden
wir Satz 3.4 an. Wegen domR = H!(Q) Cc L?(Q) = domF ist das Funktional eigentlich.
Dau  f —u stetig und ¢t — 3t stetig und monoton steigend ist, ist F nach Lemma 2.2
schwach unterhalbstetig; und wegen der strikten Konvexitét von || - ||§( im Hilbertraum ist
F strikt konvex. Die entsprechenden Eigenschaften von aR folgen aus Satz 6.12. Somit ist
das gesamte Funktional strikt konvex und unterhalbstetig. Schliefllich gilt offensichtlich
F(u,) — oo fur ||lu,||;z — oo, d. h. das Funktional ist wegen R > 0 koerziv. Nach Satz 3.4
hat (8.1) also eine eindeutige Losung @ € domR = H'(Q).

Nach Satz 3.7 ist # genau dann Losung, wenn 0 € 9(F + aR) (%) gilt. Nun ist F Fréchet-
differenzierbar mit VF(u) = u — f (Fréchet-Differenzierbarkeit der quadrierten Norm im
Hilbertraum und Kettenregel, Satz 2.5). Also ist F insbesondere stetig auf ganz L*(Q), und
Anwendung der Summenregel aus Satz 3.11 ergibt

f—a € aaR)(a).
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Nach Lemma 6.13 ist also u € H(Q) Losung von (8.1) genau dann, wenn gilt
a(Va, Vo) 2ya + (4,0)12 = (f,0)p fur alle v € H'(Q).
Ist nun mit f; € RNM eine Pixelbild, so erhalten wir fiir das diskretisierte Problem die
Optimalitatsbedingung
(fr, o) = a(Viup, Viop) + (up, 0p) = (a(=divy) Viup + up, o) fiir alle o, € RN,

d. h. (nach Kiirzen von h? auf beiden Seiten) i1y, als Lésung des linearen Gleichungssystems

Kpup = fu
mit der Matrix K}, := —a divy V), + Id € RNMXNM 7um Beispiel mit dem CG-Verfahren.!
Ganz analog geht man fiir F(u) = é||f - u||]‘{q und R(u) = %|u|€vl,p fir1 < q < p < oovor

(wobei dann die Optimalitatsbedingungen auf eine nichtlineare Gleichung fithren).

8.2 L2-TV-ENTRAUSCHEN

Da L?-H'-Entrauschen Kanten nicht erhalten kann, ist es fiir Bilder in der Regel nicht
geeignet. Mittlerweile hat sich daher das L2-TV-Entrauschen? durchgesetzt. Hier betrachtet
man

1 2
in —|f - +aTV(u).
in S I1f = ullfz(q) +aTV ()

Auch hier sind wir dank unserer Vorarbeiten schnell am Ziel. Wie zuvor ist der Dis-
krepanzterm F eigentlich, strikt konvex, unterhalbstetig, und koerziv auf L%. Ebenso ist
R = aTV nach Satz 6.16 eigentlich, konvex und unterhalbstetig mit dom TV = BV (Q) —
L?(Q) = dom F wegen Satz 6.18 und d = 2. Auch dieses Funktional ist wegen TV (u) > 0
koerziv, und aus Satz 3.4 folgt daher wieder die Existenz eines eindeutigen Minimierers
it € domTV = BV(Q).

Aus Satz 3.7 und der Summenregel erhalten wir wie zuvor die Optimalitatsbedingungen
f—uea(aTV)(a),

die wir mangels einer expliziten Darstellung des Subdifferentials nicht weiter ausreizen
konnen. Fiir die Diskretisierung

1 2
min —||uy — + al|||Vyu
min 2w, = fill3 + @l Vil

'Dies entspricht der Finite-Differenzen-Approximation von —aAu + u = f mit homogenen Neumann-
Randbedingungen.

’nach den Autoren, die diesen Zugang in [Rudin, Osher & Fatemi 1992] vorgeschlagen haben, auch als
ROF-Modell bekannt
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8 ENTRAUSCHEN

konnen wir jedoch den Satz von Fenchel-Rockafellar fir A = Vj sowie Lemma 3.18
anwenden und erhalten die Existenz eines y, € R2NM mit

{divh Vh = Uy — ﬁ,,
Viily € 3o, op]2ll0<a} (V)

wobei wir die nicht offensichtliche, aber direkt nachpriifbare, Tatsache verwendet haben,
dass (R*NM ||| - lqllp)* = (R2NM |- lg|l,7) fiir 1 < p, p” < oo mit % + 1% =1ist.

Auf (8.2) kénnen wir nun das primal-duale Extragradienten-Verfahren (5.14) anwenden.
Unter Verwendung von Beispiel 4.12 (i) und Lemma 4.10 (i) erhalt man fir Fj(up) = %”uh -
full% komponentenweise

1
[prox,p, (vn)]ij = m(vij +7fij).
Fir (aGy)* mit Gy (up) = |||upl2||1 entspricht die Proximalpunkt-Abbildung der Projektion
auf {oy, : |||opl2]le < a}, ist also — analog zu Beispiel 4.12 (iii) — komponentenweise gegeben
durch
O(U,'jk

[ProX, 46,y (0n)]ijk = max{a, [v;;]o}

Das komplette Verfahren ist im folgenden Algorithmus zusammengefasst, der nach Satz 5.6
fiir o7 < [|Vy]| 72 = h—gz (Lemma 7.1) gegen eine Losung von (8.2) konvergiert.?

Algorithmus 8.1 : Primal-duales L?-TV-Entrauschen
Input: f € RNM 3,0 ¢ RNM yO € R*NM 51 < h?/8
fork=1... do

uk = (W1 + t(f + divy, yk_l))/(l +7)

g = ok — k-1

w = Y1 4+ oV,a*

Yk = aw/max{a, [wl,}

Dabei sollten V;, und div, als Prozeduren implementiert werden, die fiir gegebene x*

und y*~! die entsprechenden Vektoren komponentenweise durch Differenzenquotienten
ausrechnen.

8.3 L!-TV-ENTRAUSCHEN

In der Praxis sind nicht alle Storungen normalverteilt: In der digitalen Bildgebung tritt oft
impulsives Rauschen auf, bei dem nur einzelne Pixel selektiv gestort sind. Zum Beispiel

3Da der Algorithmus fiir Bilder in BV (Q) nicht wohldefiniert ist, iberrascht es nicht, dass es im Grenziiber-
gang h — 0 ebenfalls versagt.
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8 ENTRAUSCHEN

konnen einzelne Datenleitungen defekt sein und nur Rauschen iibermitteln. Ein Modell
fiir solche Storungen 7 ist punktweise gegeben durch

) & mit Wahrscheinlichkeit r,
X) =
1 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 —r,

wobei r € [0,1] der Anteil der defekten Leitungen ist und fiir jede betroffene Leitung ¢
unabhéngig normalverteilt ist mit Mittelwert 0 und Varianz o. Noch extremer ist Salz-
und-Pfeffer-Rauschen, bei dem die Daten in den betroffenen Pixeln durch 1 (bzw. den
Maximalwert) oder 0 ersetzt werden (z. B. wenn CCD-Sensoren komplett ausfallen oder
durch kosmische Strahlung gesattigt werden). Solch eine Storung ist nicht mehr additiv;
fiir gegebenes u® : [0,1]? — [0, 1] ist das verrauschte Bild punktweise gegeben durch

0 mit Wahrscheinlichkeit r/2,
f(x) =11 mit Wahrscheinlichkeit r/2,
u%(x) mit Wahrscheinlichkeit 1 — r.

In beiden Féllen ist die Storung charakterisiert durch Ausreisser, d. h. grofle Stérungen sind
wahrscheinlicher, als sie es bei normalverteiltem Rauschen waren. Hier kann man mit
statistischen Uberlegungen begriinden, dass die L!-Norm als Diskrepanzterm robuster ist
als die L>-Norm. Wir betrachten daher fiir f € L'(Q) das Problem*

min —u +aTV(u).
Join, If = ullro) (u)

Ganz analog wie fiir L-TV-Entrauschen liefert die direkte Methode der Variationsrechnung
die Existenz eines Minimierers i € BV (Q) C L1(Q); allerdings ist nun weder ||f — u||:
noch TV (u) strikt konvex, so dass die Losung nicht mehr eindeutig sein muss.

Hier sind beide Summanden nicht-differenzierbar; da F stetig auf L'(Q) ist, liefert aber die
Summenregel und Lemma 3.10 die Existenz eines p € L*(Q) mit

p € sign(a — f),
{—f) € daTV) ().

Im Diskreten kann man stattdessen wieder den Satz von Fenchel-Rockafellar anwenden
und erhilt ein 7, € R2MM mit

{divh i, € sign(iy — f),
Viiih € 380, jopl: o<} (Fh)-

4zuerst untersucht in [Chan & Esedoglu 2005], weshalb es manchmal auch Chan—Esedoglu-Modell genannt
wird
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8 ENTRAUSCHEN

In diesem Fall ist nach Beispiel 4.12 (ii) und Lemma 4.10 (i) die Proximalpunkt-Abbildung
fur Fy(up) = ||lup — full komponentenweise gegeben durch

fij loij — fijl < 7,
[prOXth(Uh)]ij = (|Uij _fijl - T)+ Sign(vij —ﬁj) +ﬁj =13\0ij;—T U _fij > T,
vij+1 vj—fij <-T.

(Der Proximalpunkt-Schritt wirkt also als ,Ausreisser-Detektor: Ist das Residuum v, — fj,
in einem Pixel kleiner als 7, so werden dort die Daten als exakt angesehen; ansonsten liegt
ein Ausreisser vor und die Daten werden verworfen.) Das primal-duale Extragradienten-
Verfahren lautet nun wie folgt.

Algorithmus 8.2 : Primal-duales L}-TV-Entrauschen
Input : f € RVM 4,0 ¢ RNM )0 ¢ R2NM 57 < p2/8
fork=1... do

r=uk"l — £+ v divy, y*!

uk = (|r| — 7)* sign(r) + f

gk = ok _ k1

w =y 4+ oV,ak

VK = aw/max{a, [z}
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9 ENTFALTEN

Die zweite Standard-Aufgabe in der Bildverarbeitung ist das Schdrfen von Bildern. Das
optische System einer Kamera bildet jeden Punkt in der Objektebene auf einen Punkt in der
Bildebene (in der sich der Bildsensor befindet) ab. Punkte, die sich ndher zu oder weiter weg
von der Kamera befinden, werden dagegen auf einen Kreis abgebildet, dessen Radius von
der Entfernung des Punktes von der Objektebene abhéngt. Umgekehrt tiberlagern sich an
jedem Bildpunkt alle Kreise von Punkten, die innerhalb dieses Radius liegen. Dies lasst sich
mathematisch wie folgt modellieren: Angenommen, wir sind interessiert an einem Bild u°
eines Gegenstandes, der sich in einer Ebene mit festen Abstand zur Objektebene befindet,
und alle Punkte in dieser Ebene werden auf einen Kreis mit Radius r in der Bildebene
abgebildet. Definiere fiir jeden Punkt x in der Bildebene den Kreis

B (x) == {ye R?: |x =y, <r}.

Das von einem Sensor aufgenommene Bild f ist dann punktweise gegeben durch

f(x)=/Br(x) uo(y)dy=Azuo(y)ﬂsr(x)(y)dy=/Rzuo(y)ﬂmo)(x—y)dy

- [ w0y

wobei wir verwendet haben, dass y € B,(x) genau dann gilt, wenn x — y € B,(0) ist,
sowie im letzten Schritt die Variablentransformation y — x — y. Solch eine Operation
bezeichnet man als Faltung (von u° mit dem Faltungskern 15 ); das nachtriigliche Schérfen
von Bildern entspricht also einer Entfaltung. Andere Faltungskerne tauchen unter dem
Namen Punktantwort (englisch: point spread function) in der optischen Mikroskopie auf;
dort kann man durch Entfalten die effektive Auflésung erhohen.

Um fiir solche Probleme einen Diskrepanzterm zu formulieren, ist zunachst etwas Notation
notwendig. Sei Q@ ¢ R? das Gebiet, auf dem das gesuchte Bild u° definiert ist. Weiterhin sei
© C R? das Gebiet, auf dem der Faltungskern k definiert ist (wobei wir ohne Beschrinkung
annehmen konnen, dass supp k = w ist). Schlief3lich sei Q" C RY das Gebiet, auf dem das
gefaltete Bild f definiert ist. Damit die Faltung fiir alle x € Q" wohldefiniert ist, nehmen
wir in Folge stets an, dass gilt

Q'—a):{x—zeRd:er',zew}CQ.
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9 ENTFALTEN

Die Faltung von u mit k, geschrieben k * u, ist dann definiert fiir alle x € Q" durch

(k% u)(x) = / kK()ulx ) dy.

Verwenden wir die Substitution z := x — y € Q" — v C Q und setzen k’(z) := k(x — z) auf
Q\ (' — w) durch Null fort, so kénnen wir auch schreiben

(k*xu)(x) = /Q k(x —2)u(z) dz = (u % k)(x),

d. h. die Faltung ist symmetrisch.

Aus der Definition ist weiterhin sofort ersichtlich, dass durch u — k % u eine lineare
Abbildung definiert wird; diese ist sogar stetig.

Lemma 9.1. Fiirk € LY(w) undu € LP(Q) mit1 < p < oo istk % u € LP(Q’), und es gilt
Ik * ullze oy < kllzollulle(q)-

Beweis. Fir p = co kénnen wir das Supremum iiber |u(x)| vor das Integral ziehen und
erhalten die gewiinschte Abschatzung. Fiir p = 1 gilt nach dem Satz von Fubini (denn der
Integrand ist nicht-negativ) und wegen Q' — {y} c Q fiir alle y € » nach Annahme

[ txwenar= [ [ uee=plaxklay

< / /Q lu(z)| dz [k(y)| dy

= Ikl g (o) llull1(q)-

Insbesondere ist damit k * u € L}(Q’).

Fir 1 < p < co wenden wir zuerst die Holdersche Ungleichung an (mit 1/p + 1/p” = 1) und
erhalten wie zuvor

p/p’
eri@pars [ ([ -nrkoio)([kona] " o
= / jux = y)IP dx k()] dy [IkIEE
w J Q!
< lullf o I

o)’

woraus wegen p/p’ + 1 = p nach Ziehen der p-ten Wurzel die Aussage folgt. O
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9 ENTFALTEN

Aus der Symmetrie der Faltung folgt also, dass k x u mindestens so glatt ist wie die glattere
der beiden Funktionen. Ist insbesondere k € C'(®), so ist auch k x u € C}(Q).

Fiir einen gegebenen Faltungskern k € L!(w) wird also durch
K:LP(Q) — LP(QY), u-k*u,

ein linearer und beschrénkter Operator definiert, dessen Norm gleich ||k||;1(,) ist. Der
zugehorige adjungierte Operator ist wieder eine Faltung.

Lemma 9.2. FirK : LP(Q) — LP(Q'), u > kxu, istK* : LP'(Q) — LP'(Q) gegeben durch
K*u =k *u firk(y) =k(-y) firalley € w.

Beweis. Fiir w € L (Q') gilt nach Fubini

(w, k *x u)rp () = (W, u *x k)re(r)

_ / w(x) / k(x = y)u(y) dy dx
Q’ Q

_ / u(y) [ k(y-x)w(x)dxdy
Q B Q’

= (u,k‘*\M>L¢(Qy

wobei wieder k fir x — y ¢ o durch Null fortgesetzt sein soll. O

Fiir ein gegebenes unscharfes Bild f € LP(Q’) mit 1 < p < co und Faltungskern k € L!(w)
betrachten wir nun den Diskrepanzterm

1
F:IP(Q) - R,  F(u)= 13||k*” = Flfs ()

Da u — k % u ein linearer beschrankter Operator ist, ist F nach Lemmata 2.2 und 3.3
eigentlich, konvex und unterhalbstetig. Fiir die Anwendung der direkten Methode benétigen
wir nur noch die Koerzivitat, wofiir bei Regularisierung mit Seminormen ausreicht, diese
Eigenschaft nur fiir konstante Funktionen nachzuweisen. Ist u = c¢ konstant, so ist

(k % ) (x) = / K(ulx— y)dy = / k(») dy,

und damit gilt F(u) — oo fiir ¢ — oo, solange /w k(y)dy # 0 ist.

Nun haben wir alles zur Hand, um die Existenz von Lésungen von Entfaltungsproblemen
zu beweisen. Wir betrachten exemplarisch den Fall p = 2 mit der totalen Variation als
Regularisierungsterm, d. h. das Problem

1
(9.1) min—llku\'u—fﬂi2 +aTV(u).
uel? 2
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9 ENTFALTEN

Satz 9.3. Fiirk € LY(w) mit/w k(y)dy # 0 hat das Problem (9.1) eine Losung i € BV (Q).
Ist u — k % u injektiv, so ist die Losung eindeutig.

Beweis. Wir wissen bereits, dass das Funktional eigentlich, konvex und unterhalbstetig
ist, es bleibt also nur noch die Koerzivitit zu zeigen. Sei dafiir {u,},en € L2(Q) eine
Folge mit ||uy||;2(q) — oo. Wir zerlegen nun u,, € L?(Q) in einen Anteil mit Mittelwert 0
und einen konstanten Anteil (der gleich dem Mittelwert ist), d. h. u, = yu, + p(u,). Die
Dreiecksungleichung ergibt dann

IMotnllzz(q) + lp(un)llze() 2 llunllrzq) — 0.

Also muss wenigstens einer der beiden Terme auf der linken Seite auch unbeschréankt sein.
Ist der erste Term unbeschrinkt, so existiert eine Teilfolge von {IIouy }nen mit |[TIoun,, [|12(q) —
co. Wegen 1 < 2 = d/(d — 1) konnen wir die Poincaré-Wirtinger-Ungleichung (Satz 6.20)
anwenden und erhalten mit Vy(u) = 0

TV (un,,) = TV (Io(un,,)) > ¢ | Moun,, llz2(q) — .

Ansonsten muss der zweite Term unbeschriankt sein. Wir finden also wieder eine Teil-
folge mit ||p(un,)|lr2(q) — 0. Da p(uy,, ) konstant ist, gilt k * p(up,,) = C(k)p(uy,,) mit
C(k) = fw k(y) dy. Aus der Linearitat der Faltung folgt dann mit Hilfe der umgekehrten
Dreiecksungleichung und Lemma 9.1

Ik * up,, — fllzzcry = 1CE) N (un,) lzzcary = Ikl 1oy 1T (Un, ) 122 () = 1 flz2(@ry — o0,
da der zweite Term auf der rechten Seite nach Annahme beschrankt ist.

Da wir diese Argumention auf jede Teilfolge von {u,},en anwenden konnen, muss also
”k * Uy — f”Lz(Q') + aTV(un) — &0

fiir die gesamte Folge gelten. Daraus folgt die Koerzivitat des Funktionals und nach Satz 3.4
die Existenz einer Losung # € BV (Q).

Ist die Faltung injektiv, so ist fiir u; # uy auch k * u; # k % uy. Aus der strikten Konvexitat

von v %||U||iz(Q,) folgt dann fiir alle A € (0,1)
1 1

S Ikx (A + (1= Due) - flfzon = SIAkxu = f)+ (1= D(kxu, - NI o

A (1-4)

< Sl = Fl gy + S e o = g,

Der Diskrepanzterm und damit das gesamte Funktional ist also strikt konvex, was die
Eindeutigkeit des Minimierers garantiert. O
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Aus der Linearitat von K und der Fréchet-Differenzierbarkeit von v + %”U fll? 20 folgt
mit der Kettenregel aus Satz 2.5 auch die Fréchet-Differenzierbarkeit von F mit Gradient

VF(u) = K*(Ku — f) = k% (k% u — f).

Da F stetig ist auf L?(Q), folgt aus der Summenregel (Satz 3.11), dass i € BV (Q) Lésung
von (9.1) ist genau dann, wenn gilt

kx (f —kx i) € o(aTV(@)).

Fir die numerische Losung miissen wir zuerst das diskretisierte Problem formulieren,
wofiir wir eine diskrete Faltung brauchen. Auch hier miissen wir aufpassen, dass die Defi-
nitionsbereiche der verschiedenen diskreten Bilder bzw. Faltungskerne zusammenpassen.
Sei wieder u, € R™M ein diskretes Bild, und k;, € RXL ein diskreter Faltungskern. In
der Praxis sind tiblicherweise K und L ungerade, d.h. K = 2r + 1und L = 2s + 1, und
die Elemente von kj symmetrisch indiziert: ky, = (kij)i=—r...r j=—s,.s. Die diskrete Faltung

yeve

ky, % up € RIN-2r)(M=2s) (wir schenken uns die Notation %) ist dann definiert durch

i+r  Jts
[kh*blh —hZanmuzn]m—hZ Zunmzn]m
n=-r m= n=i—r m=j—s

Fiir festes k; wird dadurch ein linearer Operator K, : RNM — RN=2(M=25) mit Norm
IIKnll = |lkpl|l1 definiert. Analog zur diskreten Divergenz rechnet man nun nach (durch
Vertauschung der Summation und Indexverschiebung), dass K RN=2r)(M=25) _, pNM
gegeben ist durch

i+r  j+s

KWh '—h Z Z Wnmkn— i,m— ]—kh*Wh’
n=i—r m=j-s
d. h. durch die diskrete Faltung mit dem gespiegelten Kern [kp];; = [kx]-i—;, wobei auch
hier wy, durch Null fortgesetzt wird.

Das diskrete Problem ist also

1
. 2
min —||Kpup — fullz + al[|Vaugl2l:-
uhGRNM 2 2

Hier kommen nun in beiden Termen lineare Operatoren vor. Um zu vermeiden, fiir den
ersten Term eine Proximalabbildung ausrechnen zu missen (in der Kh_ Lauftauchen wiirde,
und K muss ja genau wie K nicht injektiv sein), wenden wir den Satz von Fenchel-
Rockafellar an auf

F,: R"™ L R, Fr(up) =0,
_ _ 1
Gy : (RWTEN(M=29) o 2NMy Gh(¥h zn) = §||J/h = full5 + alllznl2ll1,
Ayt RVM _y (RIN-21)(M=25) o aNMy Apup, = Kpup '
Viuy
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Nun ist Ay, ein beschrinkter linearer Operator mit Norm [|Ap[|* < ||k ||* + % und Adjun-
gierter

Ap s (RINZEDM=29) o aNMy _, gNM, A5 (Y zn) = K; yn — divy zp.

Da G stetig ist in A0, erhalten wir die Existenz von (jy, z,) € (RIN72N(M=25) 5 R2NM)
mit .
{—AZ()_/h, Zy) € 9Fy(up),

Aptip, € 9G, (Jn, Zn)-

Um darauf das primal-duale Extragradienten-Verfahren anwenden zu konnen, brauchen wir
nur noch die entsprechenden Proximalpunktabbildungen. Fiir F, = 0 haben wir oFy,(up) =
{0} und damit

prox,p, (up) = (Id +79F,) Nup) = (1d) 'up = up.

Weiter ist
G;: . (R(N—Zr)(M—ZS) % RZNM) N @’
k * * 1 k * *
G, (Vo 2y) = 5||yh||§ + (¥ f1) + Sgopillionlallco<a) (24)s

da das Supremum in yy, und zj separat berechnet werden kann. Auch die zugehérige Proxi-
malpunktabbildung kénnen wir nach Lemma 4.10 (iii) separat beziiglich jedem Argument
berechnen. Unter Verwendung der Rechnung in Kapitel 8.2 folgt damit

1

m(J/h — o fn)
prox, - (yn, zn) = azp .
max{a, |zp|2}

Damit konnen wir das Verfahren (5.14) fiir das Entfaltungsproblem (und analog fiir beliebige
lineare Operatoren K},) als konkreten Algorithmus formulieren:

Algorithmus 9.1 : Primal-duales L*-TV-Entfalten

Input: f € RVM ke R+ 30 ¢ @NM_10 ¢ RIN-2N(M-25) 20 ¢ 2N,
ot < ([|knll? +H?*/8)7"

fork=1... do

uk = uk =1 4 (divy, 25~

gk = ok — k1

v = (Y + o (Kpit* - £))/(1+0)

w = 2K 4 oV, ak

ZF = aw/(max{a, |w|2})

1_ KZ yk—l

Natiirlich gibt es nichts geschenkt: Durch diesen Trick wird die zulassige Wahl der Schritt-
weiten o1 < (||kh||f +8/h?)7! < h?/8 weiter eingeschrinkt.
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