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UBERBLICK

Inhalt dieser Vorlesung sind moderne mathematische Methoden fiir Aufgaben in der Bild-
verarbeitung und Bildgebung; darunter fallen Entrauschen, Schirfen oder Interpolation von
Bildern sowie die Rekonstruktion von Bildern aus (unvollstindigen) Messungen wie in der
Computer-Tomographie oder Magnetresonanztomographie. Bilder werden dabei aufgefasst
als Funktionen u : Q — M fiir ein Gebiet QO C R™ und eine Wertemenge M C R%. Im ein-
fachsten Fall eines Schwarz-Weiss-Bildes (auf den wir uns hier konzentrieren wollen) bildet u
einen Punkt x € [0, 1] auf die Helligkeitswert u(x) € [0, 1] ab (wobei 0 schwarz und 1 weiss
bedeutet); dieses Modell umfasst aber ebenso Farbbilder (u(x) = (r, g, b) € R? entspricht
dann dem Farbwert) bis hin zu dreidimensionalen und zeitabhdngigen Datensitzen in der
medizinischen Bildgebung. Durch diesen abstrakten Zugang werden Begriffe und Methoden
aus der Funktionalanalysis und der nichtlinearen Optimierung anwendbar; man spricht von
Variationsmethoden. Ein Kernaspekt dabei ist es, Funktionenraume zu finden, die die Struktur
von Bildern moglichst gut beriicksichtigen.

Ein Beispiel soll dies verdeutlichen. Nimmt man ein Photo bei schlechten Lichtverhaltnissen
auf, muss das eingefangene Licht stark verstirkt werden um ein sichtbares Bild zu erhalten.
Dabei wird neben dem gewiinschten Bildinhalt auch thermisches Rauschen verstarkt; dessen
nachtrégliches Entfernen wird als Entrauschen bezeichnet. Wir nehmen also an, das aufge-
nommene Bild f : [0,1]> — R setzt sich zusammen aus dem gewiinschten, rauschfreien,
Bildinhalt u° : [0, 11> — R und einer unerwiinschten Stérungn : [0, 1]> — R, d. h.

f=u®+.

Die Aufgabe ist also, bei gegebenem f das unbekannte u° zu finden. Natiirlich gibt es unendlich
viele Moglichkeiten, eine Funktion als Summe zweier Funktionen zu schreiben. Wir miissen
also diese Moglichkeiten einschrinken, indem wir Annahmen an die Struktur von u° und f
machen:

o Thermisches Rauschen entsteht durch Zufallsprozesse, die unabhingig in jedem Punkt
x € [0, 1]> wirken, deren Stirke aber (zum Beispiel) normalverteilt ist. Solche Funk-
tionen sind in dem Raum der quadrat-integrierbaren Funktionen enthalten, d.h.
n € L?(Q).
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« Bilder haben dagegen eine raumliche Struktur, benachbarte Bildpunkte sind also (in
der Regel) dhnlich. Eine erste Moglichkeit, dies zu beschreiben, ist durch Ableitungen
— je ahnlicher benachbarte Helligkeitswerte, desto kleiner die Ableitung. Wir setzen
also 1 als (schwach) differenzierbar an, d. h. u® € H'(Q). (Dieser Raum wird spiter
eingefiihrt.)

Wollen wir jeweils aus dieser Funktionenklasse das beste Element finden, so fiihrt dies auf
das Minimierungsproblem

min J m(x)|* dx + J IVul (x)|* dx.
wenl (Q)merl2(Q) Jo Q
uo4n=~

Eliminieren wir die letzte Bedingung durch Setzen vonn = f — u°, so erhalten wir

min J lu(x) — f(x)|* dx + J IVu(x)[* dx.
ueH' (Q) Jo Q

Wir werden sehen, dass viele Probleme in der Bildverarbeitung in dieser Form geschrieben
werden kénnen:

min F(u) + «R(u),
uel

wobei der Diskrepanzerm F die Struktur der Stérung und der Regularisierungsterm R die
Struktur des gesuchten Bildes beschreibt; blicherweise verwendet man hier (Halb-)Normen
in einem geeigneten Banachraum X O U. Der Regularisierungsparameter « gewichtet dabei,
was uns wichtiger ist: Die Struktur des Bildes oder die Niahe zu den gegebenen Daten.

Die Fragen, die wir uns nun zu stellen haben, sind

1. Hat dieses Problem eine Losung, d. h. existiert ein ©t € U mit

F(t) + aR(11) < F(u) + aR(u) fur alleu € U?

2. Gibtes eine intrinsische Charakterisierung von 11, d. h. ohne Vergleich mit allen anderen
ue u?

3. Wie kann dieses 11 (effizient) berechnet werden?
Das Vorgehen ldsst sich anhand der einfachsten Situation, namlich U C R, skizzieren:

1. Ist U kompakt und sind F und G stetig, so nimmt die Funktion J := F + G nach dem
Satz von Weierstraf$ ihr Minimum in @ € U an.

2. Sind F und G differenzierbar, so gilt das Fermat-Prinzip

0=J'(it) = F'(@) + aR'(10).
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3. Sind F und G stetig differenzierbar, so kann man das Verfahren des steilsten Abstiegs
verwenden: Wihle u® und setze firk = 1,...

uk+1 — uk o tk]’(uk)

mit geeigneter Schrittweite ty, dann gilt u* — 1 fiir k — oo.

Ziel der Vorlesung ist es, diese Ansitze so zu verallgemeinern, dass sie auf Bildverarbeitungs-
probleme angewendet werden kénnen. Wir werden sehen, dass wir dabei schnell gezwungen
sind, den Standardrahmen zu verlassen, denn Bilder haben eine besondere Struktur, die zu
beriicksichtigen ist: Sie bestehen typischerweise aus glatten Regionen, die durch Kanten ge-
trennt sind (und konnen dazu Texturen, d. h. fein aufgeloste, regelmassige, Details enthalten).
Allerdings sind (auch schwach) differenzierbare Funktionen stetig, und konnen daher keine
Spriinge enthalten; Sobolevraume wie H' (Q) sind also ungeeignet, Bilder zu beschreiben. An-
dererseits enthalten Lebesguerdume wie L?(Q) auch Rauschen, erlauben also keine Trennung
von Bild und Rauschen. Wir brauchen also Rdume ,,dazwischen®; insbesondere der Raum
der Funktionen mit beschrdnkter Variation hat sich als niitzlich herausgestellt. Diese Rdume
sind aber in der Regel keine Hilbertraume und fithren zu nichtdifferenzierbaren Diskrepanz-
bzw. Regularisierungstermen, so dass die oben genannten Schritte schwierig werden. Dies
macht aber auch den Reiz der Bildverbeitung aus: tiefe Methoden der Funktionalanalysis,
Maf3theorie und konvexen Analysis werden notwendig fiir eine praktische Anwendung!

In dieser Vorlesung konzentrieren wir uns auf algorithmische Aspekte und verzichten auf die
mafltheoretischen Details bei der Konstruktion der auftretenden Funktionenrdume.

Dieses Skriptum basiert vor allem auf den folgenden Werken:

[1] K.Brediesund D. A. Lorenz (2011). Mathematische Bildverarbeitung. Einfiihrung in Grund-
lagen und moderne Theorie. Vieweg+Teubner. DOI: 10.1007/978-3-8348-9814-2

[2] W. Schirotzek (2007). Nonsmooth Analysis. Universitext. Springer, Berlin. po1: 10.1007/
978-3-540-71333-3

[3] H.H. Bauschke und P.L. Combettes (2011). Convex Analysis and Monotone Operator
Theory in Hilbert Spaces. CMS Books in Mathematics/Ouvrages de Mathématiques de la
SMC. Springer, New York. DOI: 10.1007/978-1-4419-9467-7

[4] M. Brokate (2014). ,Konvexe Analysis und Evolutionsprobleme®. Vorlesungsskript, Zen-
trum Mathematik, TU Miinchen. URL: http: //www-m6.ma. tum.de/~brokate/cev_ss14.pdf

[5] H. Attouch u. a. (2006). Variational Analysis in Sobolev and BV Spaces. Bd. 6. MPS/SIAM
Series on Optimization. Society for Industrial und Applied Mathematics (SIAM), Phil-
adelphia, PA. DO1: 10.1137/1.9780898718782
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GRUNDLAGEN DER FUNKTIONALANALYSIS

In diesem Kapitel stellen wir die fiir diese Vorlesung wesentlichen Begriffe, Notationen und
Resultate zusammen. Fiir Beweise wird auf die Standardliteratur verwiesen, z. B. auf [Werner
2011].

1.1 NORMIERTE RAUME

Im Folgenden bezeichne X ein Vektorraum iiber dem Korper K, wobei wir uns hier stets auf
den Fall K = R beschrianken. Eine Abbildung || - || : X — R™ := [0, co) heisst Norm (auf X),
falls fiir alle x € X gilt

(i) |Ax| = [Al|x] fiir alle A € K,
(ii) flx +yll < [[x[| + [ly| firalley € X,

(iii) ||x|| = 0 genau dann, wennx =0 € X.

Beispiel 1.1. (i) Auf X = RN werden Normen definiert durch
N 1/p
Ixllp = (Z |X1|p> 1<p<oo
i=1
IIX[[co = max [|xil.
i=1,...,N

(ii) Auf X = (P (dem Raum der reellen Folgen, auf dem folgende Ausdriicke endlich sind)
sind Normen definiert durch

o 1/p
Ixllp = (Z |X1|p> 1<p<oo
i1

IX[[co = sup [xil.

i=1,...,00
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(iii) Auf X = LP(Q) (dem Raum der messbaren reellen Funktionen, auf dem folgende
Ausdriicke endlich sind) sind Normen definiert durch

1/p
[ullp = G Iu(X)Ip> 1<p< oo,
Q

[ ut]|oo = ess sup [u(x)].
x€Q

(iv) Auf X = C(Q) (dem Raum der stetigen Funktionen auf Q) ist eine Norm definiert
durch

[ullc = sup [u(x)l.
xEQ

Eine analoge Norm ist auf X = Co(Q) (dem Raum der stetigen Funktionen auf () mit
kompaktem Trager) definiert, wenn das Supremum nur tiber x € Q genommen wird.

Ist || - || eine Norm auf X, so bezeichnet man das Paar (X, || - ||) als normierten Raum, und
schreibt in diesem Fall oft || - ||x. Ist die Norm kanonisch (etwa in Beispiel 1.1 (ii)-(iv)), so
wird sie oft weggelassen.

Zwei Normen || - |1, || - ||2 heissen dquivalent auf X, falls ¢;,c, > 0 existieren mit
crllxll2 < |Ix][r < ea|lx]|2 fiir alle x € X.

Ist X endlichdimensional, so sind alle Normen auf X dquivalent. Die Konstanten ¢y, ¢, hangen
dann jedoch von der Dimension N von X ab; die Vermeidung solcher dimensionsabhédngiger
Konstanten ist einer der Griinde, warum wir Bilder als Elemente in einem unendlichdimen-
sionalen Funktionenraum betrachten wollen.

Sind (X, || - [|x) und (Y, || - ||v) normierte Raume mit X C Y, so heisst X stetig eingebettet in Y,
geschrieben X — Y, falls ein C > 0 existiert mit

IIxlly < Clix|Ix fir alle x € X.

Wir betrachten nun Abbildungen zwischen normierten Raumen. Seien im Folgenden stets
(X || - [[x) und (Y, || - ||y) normierte Rdume, U C X,und F : U — Y eine Abbildung. Wir
bezeichnen mit

« domF := U den Definitionsbereich (englisch ,,domain®) von F;

o kerF:={x € U: F(x) =0} den Kern (englisch ,kernel” oder ,,null space®) von F;
o ranF :={F(x) € Y : x € U} das Bild (englisch ,,range®) von F.

o graphF:={(x,y) € X x Y :y = F(x)} den Graph von F.
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Wir sagen, F ist

o stetigin x € U, wenn fiir alle ¢ > 0 ein 6 > 0 existiert mit

[F(x) —F(z)|[[y <e  furallez € Umit|x —z|x < &

o Lipschitz-stetig, wenn ein L > 0 existiert (genannt Lipschitz-Konstante) mit

IIF(x1) — F(x2) ||y < L||x1 —x2]|x fir alle xq,x, € U.

Ist T: X — Y linear, so ist die Stetigkeit dquivalent mit der Bedingung, dass eine Konstante
C > 0 existiert mit

IITx|ly < Cl|x||x fiir alle x € X.

Stetige lineare Abbildungen nennt man daher auch beschrinkt; man spricht auch von einem
beschrinkten linearen Operator. Der Raum L(X, Y) der beschrankten linearen Operatoren
ist ein normierter Raum versehen mit der Operatornorm

[ Tx|[y
[Tl x,yy = sup = sup |Tx[ly
x€X\{0} [R5 lIx]Ix<1

(die gleich der kleinstmoglichen Konstante C in der Definition der Stetigkeit ist). Ist T &
L(X,Y) bijektiv, dann ist die Inverse T~! : Y — X stetig genau dann, wenn ein ¢ > 0 existiert
mit

cllxllx < [|Tx|ly fiir alle x € X,

in diesem Fallist | T~" || (v,x) = ¢ fiir die grofitmogliche Wahl von c.

1.2 STARKE UND SCHWACHE TOPOLOGIE

Eine Norm vermittelt auf direkte Weise einen Konvergenzbegriff, die sogenannte starke
Konvergenz: Eine Folge {x, Jnen C X konvergiert (stark in X) gegen ein x € X, geschrieben
Xn — X, wenn gilt

lim ||x, —x|/x =0.

n—o00

Eine Teilmenge U C X nennen wir

o abgeschlossen, falls fiir jede konvergente Folge {xn Jnen C U auch der Grenzwert x € U
liegt;
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o kompakt, falls jede Folge {xn}nen C U eine konvergente Teilfolge {xn, }xen besitzt,
deren Grenzwert x € U liegt.

Eine Abbildung F : X — Y ist genau dann stetig, wenn aus x,, — x auch F(x,,) — F(x) folgt,
und abgeschlossen, wenn fiir x,, — x und F(x,,) — y folgt, dass F(x) =y ist.

Weiterhin definieren wir fiir spateren Gebrauch fiir x € Xund r > 0
o die offene Kugel O, (x) :={z € X:||x —z|| < r} und
o die abgeschlossene Kugel K, (x) :={z € X : ||[x —z|]| < 7}.

Die abgeschlossene Kugel um 0 mit Radius 1 bezeichnet man auch als Einheitskugel Bx
(englisch ,,unit ball“). Eine Menge U C X heisst

o offen, falls fiir alle x € U ein r > 0 existiert mit O,(x) C U (d. h. alle x € U innere
Punkte von U sind);

o beschrdnkt, falls sie in einer abgeschlossenen Kugel K..(0) fiir ein v > 0 enthalten ist;
o konvex, falls fir u,v € Uauch Au+ (1 —A)v € U fiir alle A € [0, 1] gilt.

In normierten Rdumen gilt, dass das Komplement einer offenen Menge abgeschlossen ist
und umgekehrt (d. h. die abgeschlossenen Mengen im Sinne der Topologie sind genau die
(Folgen-)abgeschlossenen Mengen im Sinne unserer Definition). Sowohl offene als auch
abgeschlossene Kugeln sind wegen der Norm-Axiome konvex.

Ein normierter Raum X heisst vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in X konvergiert; man
nennt X dann auch Banachraum. Alle Radume in Beispiel 1.1 sind Banachrdume. Ebenso ist
L(X,Y), versehen mit der Operatornorm, ein Banachraum, wenn Y ein Banachraum ist.

Von wesentlicher Bedeutung wird fiir uns der Spezialfall Y = R sein, das heisst der Raum
L(X,R) der linearen stetigen Funktionale auf X. In diesem Fall bezeichnet man X* := L(X,R)
als Dualraum von X. Ist x* € X*, so schreibt man auch

(x*,x)x = x"(x) € R.

Diese duale Paarung soll andeuten, dass man auch x auf x* wirkend auffassen kann, was
spater wichtig wird. Aus der Definition der Operatornorm folgt sofort, dass

(1.1) (x*,x)x < |[x|

x| x| x fir alle x € X, x* € X*.

In vielen Fillen kann der Dualraum eines Banachraums mit einem bekannten Banachraum
identifiziert werden.
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Beispiel 1.2. (i) (RM,[|-[|,)* = (RN,]| - |q) mitp~' +q~ " = 1, wobei 0~" = oo und
oo~ ! = 0 gesetzt wird. Die duale Paarung ist gegeben durch

N
6 Klpa = Y xixe
i=1
(ii) (€P)* = (£9) fur 1 < p < oo. Die duale Paarung ist gegeben durch

o0
(X, X)pqg = D Xixi
i=1

Dariiber hinaus ist (£')* = €, aber ({>°)* ist selber kein Folgenraum.

(iii) Ebensoist LP(Q)* =L9(Q) fiir 1 < p < 0. Die duale Paarung ist gegeben durch
U\ U)pq = L} u*(x)u(x) dx.

Es giltauch L' (Q)* = L>(Q), aber L*(Q)* ist selber kein Funktionenraum.

(iv) Co(Q)* ist der Raum M(Q) der Radon-MafSe; er enthilt unter anderem das Lebesgue-
Mafs, aber auch Dirac-Mafle 6, fiir x € Q, definiert durch &, (u) = u(x) firu € Cy(Q).
Die duale Paarung ist gegeben durch

(U5 wn,c = JQ u(x) du*.

Ein zentrales Resultat {iber Dualrdume ist der Satz von Hahn-Banach, auf dem viele der
folgenden Aussagen beruhen. Es gibt von ihm eine algebraische und eine geometrische und
eine algebraische Version.

Satz 1.3 (Hahn-Banach, algebraisch). Sei X ein normierter Raum. Zu jedem x € X existiert
ein x* € X* mit

o =1 und (x*,x)x = [|x[|x.

[

Satz 1.4 (Hahn-Banach, geometrisch). Seien X ein normierter Raum und A, B C X konvex,
nichtleer und disjunkt. Ist A offen, dann existiert ein x* € X* und ein A € R mit

(x*yx1)x < A < (X", x2)x fiir alle x; € A,x, € B.

Ein normierter Raum wird also in gewisser Weise durch seinen Dualraum charakterisiert.
Als direkte Folgerung von Satz 1.3 erhalten wir, dass die Norm in einem Banachraum als
Operatornorm dargestellt werden kann.
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Folgerung 1.5. Sei X ein Banachraum. Dann gilt

IX[lx = sup [(x",x)x],
e <1

und das Supremum wird angenommen.

Fin x € X konnen wir also auch als lineares Funktional auf X* auffassen, also als Element im
Bidualraum X** := (X*)*. Die Einbettung X C X** wird dabei vermittelt durch die kanonische
Injektion

J: X — X, (Jx,x")x+ := (x",x)x furallex* € X*.

Offensichtlich ist | linear; aus Satz 1.3 folgt weiterhin ||Jx||x~ = ||x|/x. Ist die kanonische
Injektion surjektiv — konnen wir also X** mit X identifizieren - so nennt man X reflexiv.
Endlichdimensionale Rdume sind reflexiv, sowie Beispiele 1.1 (ii) und (iii) fir 1 < p < oo,
nicht aber ¢! und L' (Q) sowie C(Q).

Durch die duale Paarung werden weitere Topologien erzeugt: die schwache Topologie auf X
sowie die schwach- Topologie auf X*.

(i) Eine Folge {xnnen C X konvergiert schwach (in X) gegen x € X, geschrieben x,, — x,
falls

(X", xn)x = (X", X)x fiir alle x™ € X*.

(ii) Eine Folge {x} }nen C X* konvergiert schwach-* (in X*) gegen x* € X*, geschrieben
x5 —* x*, falls

(X5, x)x = (X", %) x fiir alle x € X.

Aus starker Konvergenz folgt schwache Konvergenz; ebenso folgt aus Konvergenz in der
Operatornorm (auch punktweise Konvergenz genannt) die schwach-+ Konvergenz. Ist X
reflexiv, so stimmen schwache und schwach-* Konvergenz (beide in X = X**!) iiberein. In
endlichdimensionalen Raumen stimmen alle Konvergenzbegriffe {iberein.

Analog zur starken Konvergenz definiert man nun schwache(-x) Stetigkeit und Abgeschlossen-
heit von Abbildungen sowie schwache(-*) Abgeschlossenheit und Kompaktheit von Mengen.
Letztere Eigenschaft wird fiir uns wesentlich sein; ihre Charakterisierung ist daher ein zentra-
les Resultat dieses Kapitels.

Satz 1.6 (Eberlein-Smulyan). Sei X ein normierter Raum. Dann ist Bx schwach kompakt
genau dann, wenn X reflexiv ist.

10
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In einem reflexiven Raum sind also insbesondere alle beschrankten und schwach abge-
schlossenen Mengen schwach kompakt. Beachten Sie, dass schwache Abgeschlossenheit eine
stirkere Forderung ist als Abgeschlossenheit. Fiir konvexe Mengen stimmen die Begriffe aber
tiberein.

Lemma 1.7. Eine konvexe Menge U C X ist genau dann abgeschlossen, wenn sie schwach
abgeschlossen ist.

Beweis. Da eine konvergente Folge stets auch schwach konvergiert, ist jede schwach abge-
schlossene Menge auch abgeschlossen. Sei daher U C X konvex und abgeschlossen, und
betrachte eine Folge {xn ney C U mit x, — x € X. Angenommen, x € X\ U. Da U abge-
schlossen ist, ist X\ U offen, und es existiert daher ein z € Xund r > O mitx € O,(z) € X\ U.
Die Mengen U und O, (z) erfiillen also alle Bedingungen des Hahn-Banach-Trennungssatzes
(Satz 1.4); wir finden daher ein x* € X* mit

(x")x)x <A< (x",xn)x furallen € N.
Grenziibergang n — oo in der zweiten Ungleichung ergibt dann aber den Widerspruch

(X", x)x < (X", x)x. ]

Ist X nicht reflexiv (wie z. B. L*°(Q)), so miissen wir auf die schwach-* Konvergenz auswei-
chen.

Satz 1.8 (Banach-Alaoglu). Ist der normierte Raum X separabel (d. h. es gibt eine abzihlbare
dichte Teilmenge), so ist Bx- schwach-x kompakt.

Nach dem Weierstrafischen Approximationssatz sind C(Q) und LP(Q) fiir 1 < p < oo
separabel; auch (P ist separabel fiir 1 < p < oo. Also sind beschriankte und schwach-x
abgeschlossene Kugeln in £, L*°(Q) und M(Q) schwach-* kompakt; diese Riume sind aber
selber nicht separabel. Allerdings sind abgeschlossene konvexe Mengen in nichtreflexiven
Réumen nicht unbedingt schwach-x abgeschlossen.

Da ein Dualraum den urspriinglichen Raum charakterisiert, ist dies auch der Fall fiir lineare
Operatoren auf diesem Raum. Fir T € L(X,Y) ist durch T*: Y* — X*,

(T'y*,x)x = (y*, Tx)y fiurallex € X,y* € Y~
der adjungierte Operator T* € L(Y*,X*) definiert. Es gilt stets || T* ||t v+ x=) = || T|lL(x,v)-

Ausserdem folgt aus der Stetigkeit von T, dass T* schwach-x stetig (und T natiirlich schwach
stetig) ist.

11
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1.3 HILBERTRAUME

Besonders weitgehende Dualitéts-Aussagen gelten in Hilbertrdumen. Eine Abbildung (-, -) :
X x X — R auf dem Vektorraum X iiber R heisst Skalarprodukt, falls gilt

(1) (ax+Py,z) = x(x,z) + B (y,z) fur alle x,y,z € Xund &, p € R;

(i) (x,y) = (y,x) fur alle x,y € X;
(iii) (x,x) > 0 fiir alle x € X mit Gleichheit genau dann, wenn x = 0.
Ein Banachraum mit Skalarprodukt (X, (-, -)y) wird Hilbertraum genannt; ist das Skalarpro-
dukt kanonisch, lasst man es weg. Durch das Skalarprodukt wird eine Norm

Il = 4/ (e x)x
induziert, die der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gehorcht:
0o y)x < lxlixllyllx-

Die Beispiele 1.2 (i-iii) fiir p = 2 (= q) sind Hilbertraume, wobei das Skalarprodukt der
dualen Paarung entspricht und die kanonischen Normen induziert.

Ein Skalarprodukt vermittelt den Begriff der Orthogonalitit: Ist X ein Hilbertraum, so nennt
man x,y € X orthogonal, falls (x,y), = O gilt. Eine Menge U C X, deren Elemente paarweise
orthogonal sind, heisst Orthogonalsystem. Gilt sogar fiir alle x,y € U, dass

1 fallsx =vy,
(X’H)X_{O sonst,

so heisst U Orthonormalsystem. Ein Orthonormalsystem ist vollstindig, falls kein Orthonor-
malsystem V C X mit U C V existiert. Ein hochstens abzédhlbares vollstindiges Orthonor-
malsystem nennt man auch Orthonormalbasis.

Jedes Orthonormalsystem U C X erfiillt die Besselsche Ungleichung:
(1.2) > oyl P < xl%x  firallex € X,
yeu

wobei hochstens abzihlbar viele Summanden von Null verschieden sind. Ist U vollstindig
und X ein Hilbertraum, so gilt sogar Gleichheit; dies folgt aus der Parseval-Identitit

(x1,%X2)x = Z (x1,Y)x (x2,Y)x fir alle xq,x, € X
yeu

(man spricht daher im Fall der Gleichheit in (1.2) auch von der Parseval-Relation).

Der fiir uns wesentliche Punkt ist, dass der Dualraum eines Hilbertraums X mit X identifiziert
werden kann.
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1 GRUNDLAGEN DER FUNKTIONALANALYSIS

Satz 1.9 (Fréchet-Riesz). Sei X ein Hilbertraum. Dann existiert zu jedem x* € X* genau ein
z(x*) € X mit ||x*||x+ = ||z(x*)||x und

(x",x)x = (x,z(x")) fiir alle x € X.

Die (lineare) Abbildung Jx : x* +— z(x*) wird Riesz-Isomorphismus genannt.

Ahnliches gilt fiir lineare Operatoren auf Hilbertraumen. Fiir Hilbertraume X, Y wird zu
T € L(X,Y) der Hilbertraum-adjungierte Operator T* € L(Y, X) definiert durch

(T*y,x)x = (Tx,y)y firallex € X,y €Y.

Ist T* = T, so nennt man T selbstadjungiert. Zwischen den beiden Definitionen einer Adjun-
gierten besteht die Beziehung T* = JxT*J5'. Ist der Kontext klar, werden wir nicht in der
Notation unterscheiden.
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GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Variationsmethoden fithren auf die Aufgabe, ein (nichtlineares) Funktional F : X — R {iber
einer Teilmenge U eines Banachraums X zu minimieren. Mit solchen Problemen beschaftigt
sich die Variationsrechnung.

2.1 DIREKTE METHODE DER VARIATIONSRECHNUNG

Wir befassen uns zuerst mit der Frage nach der Existenz eines Minimierers X von F. Dabei
ist es hilfreich, die Beschrankung x € U in das Funktional aufzunehmen, indem wir F auf X
erweitern, dafiir aber den Wert co zulassen. Wir betrachten also

F:XoR=Rufo),  Flx)= {ZX) iii’\u

Dabei wird R mit der iiblichen Arithmetik versehen, d. h. t < co und t + co = oo fiir alle
t € R. Existiert iiberhaupt ein x € U, so kann ein Minimierer % also nur in U liegen. (Beachten
Sie, dass Subtraktion und Multiplikation von negativen Zahlen mit co und damit F(x) = —oo
nicht zugelassen sind.)

Wir betrachten also in Folge Funktionen F : X — R. Die Menge, auf der F endlich ist,
bezeichnet man als (effektiven) Definitionsbereich

domF:={x € X: F(x) < oo}.
Ist dom F # (), so nennt man F eigentlich (englisch: ,proper®).

Wir wollen nun den Satz von Weierstraf3 (jede reellwertige stetige Funktion auf kompak-
ten Mengen nimmt ihr Minimum und Maximum an) auf Banachraume und insbesondere
Funktionen der Form F erweitern. Da wir nur an Minima interessiert sind, reicht dafiir eine
~einseitige” Stetigkeit: Man nennt F unterhalbstetig (englisch: ,,lower semicontinuous®), falls
fir alle konvergenten Folgen {x, }nen C X mit Grenzwert x € X gilt

F(x) < liminf F(x,,).

n—oo
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Analog definiert man schwach(-x) unterhalbstetige (bzw. oberhalbstetige) Funktionen tiber
schwach(-x) konvergente Folgen. Gilt schliesslich fiir jede Folge {x Jneny C X mit ||xy ||x — 00
auch F(x,,) — o0, so heisst F koerziv.

Damit haben wir alle Begriffe zur Hand, um das zentrale Resultat der Variationsrechnung zu
beweisen.'

Satz 2.1. Sei X ein reflexiver Banachraum und F : X — R eigentlich, koerziv und schwach
unterhalbstetig. Dann hat das Minimierungsproblem

mip FC)

eine Losung x € domF.

Beweis. Der Beweis kann in vier Schritte aufgeteilt werden.
(i) Zeige, dass F nach unten beschrinkt ist.

Angenommen, F ist nicht nach unten beschriankt. Dann existiert eine Folge {x, }nen C X
mit F(x,,) — —oo. Aus der Koerzivitit von F folgt dann, dass diese Folge beschrankt ist
(sonst miisste ja F(x,,) — oo gelten), d. h. esgibtein M > O mit||x,, || < Mfiirallen € N.
Insbesondere ist also {x, }neny € Km(0). Aus dem Satz von Eberlein—émulyan folgt
dann die Existenz einer schwach konvergenten Teilfolge {x,, }xen, fiir deren Grenzwert
% € X wegen der schwachen Unterhalbstetigkeit gilt

F(x) < liin inf F(x,,, ) = —o0.

Dies ist aber ein Widerspruch zu ran F C (—o0, co].
(ii) Zeige, dass eine Minimalfolge existiert.

Da F eigentlich und nach unten beschrankt ist, muss ein M := inf,cx F(x) € R existie-
ren. Aus der Definition des Infimums folgt dann, dass eine Folge {ynney C ranF C R
existiert mit y,, — M, d. h. es existiert eine Folge {x }Jnen C X mit

F(x.) — M = inf F(x).
xEX

Eine solche Folge wird Minimalfolge genannt. Beachten Sie, dass wir aus der Konvergenz
von {F(xn ) nen nicht auf die Konvergenz von {x,, }n en schliessen konnen.

'Diese Beweis-Strategie, bekannt unter dem Namen direkte Methode der Variationsrechnung, wird so haufig
angewendet, dass in Forschungsarbeiten {iblicherweise nur geschrieben wird: ,,Die Existenz eines Mini-
mierers folgt aus Standard-Argumenten.“ Das Grundprinzip geht auf Hilbert zuriick; die hier verwendete
Formulierung fiir unterhalbstetige Funktionen stammt von Leonida Tonelli (1885-1946), der damit die
moderne Variationsrechnung nachhaltig geprigt hat.
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

(iii) Zeige, dass die Minimalfolge eine konvergente Teilfolge besitzt.

Aus der Koerzivitit von F folgt wieder, dass die Minimalfolge beschrinkt ist und daher
nach dem Satz von Eberlein-Smulyan eine schwach konvergente Teilfolge {x,,, hken mit
Grenzwert X € X besitzt. Dieser Grenzwert ist Kandidat fiir einen Minimierer.

(iv) Zeige, dass dieser Grenzwert ein Minimierer ist.

Aus der Definition der Minimalfolge folgt, dass auch fiir die Teilfolge F(x,,, ) — M gilt.
Mit der schwachen Unterhalbstetigkeit von F und der Definition des Infimums erhalten

wir daher
inf F(x) < F(x) < liminf F(x,,,) = M = inf F(x).
xeX k—o0 xeX
Das Infimum wird also in X angenommen, d. h. F(X) = min,ex F(x). O

Ist X nicht reflexiv, aber Dualraum eines separablen Banachraums, so zeigt man analog die
Existenz von Minimierern mit dem Satz von Banach-Alaoglu.

Beachten Sie, wie im Beweis die zu verwendende Topologie auf X durch Schritt (iii) und (iv)
eingeschrankt wird: Schritt (iii) profitiert von einer groben Topologie (in der mehr Folgen
konvergieren), Schritt (iv) von einer feinen (je weniger Folgen konvergieren, desto einfa-
cher ist die lim inf-Bedingung zu erfiillen). Da wir in unseren Fillen nicht mehr als die
Beschrinktheit einer Minimalfolge erwarten konnen, konnen wir keine feinere als die schwa-
che Topologie verwenden. Es bleibt daher die Frage, ob geniigend (interessante) Funktionale
schwach unterhalbstetig sind.

Ein erstes Beispiel sind beschriankte lineare Funktionale: Ist x* € X*, so ist
F: X =R, F(x) = (x*,x)x,

schwach stetig (nach Definition der schwachen Konvergenz) und damit insbesondere schwach
unterhalbstetig. Ein weiterer Vorzug der (schwachen) Unterhalbstetigkeit ist, dass sie unter
bestimmten Operationen erhalten.

Lemma 2.2. Seien X, Y Banachrdume und sei F : X — R schwach unterhalbstetig. Dann sind
schwach unterhalbstetig

(i) ofF fiir alle x > 0;
(i) F+ G fiir G : X — R schwach unterhalbstetig;
(iii) @ o F fiir @ : R — R unterhalbstetig und monoton steigend;
(iv) Fo @ fiir @ : Y — X schwach stetig, d. h. y, — vy impliziert ®(y,) — @ (y);

(v) x = sup;; Fi(x) fiir eine Indexmenge 1 und F; schwach unterhalbstetig fiir alle i € 1.

Beachte, dass Aussage (v) fiir stetige Funktionen nicht gilt!
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Beweis. Die Aussagen (i) und (ii) folgen direkt aus den Eigenschaften des lim inf.
Aussage (iii) folgt aus der Monotonie und schwachen Unterhalbstetigkeit von ¢, denn fiir

Xn — x gilt

¢(F(x)) < @(liminf F(x)) < lim inf ¢ (F(xn)).

neN neN

Aussage (iv) folgt direkt aus der schwachen Stetigkeit von ®@: Gilty,, — y, so gilt x,, ==
O (yn) — ®(y) = x, und aus der Unterhalbstetigkeit von F folgt

F(®(yn)) < liminf F(@(y)).

n—00

Sei schliesslich {xy, }nen eine schwach konvergente Folge mit Grenzwert x € X. Dann gilt
nach Definition des Supremums fiir alle j € I, dass

Fj(x) < liminf Fj(x,) < liminf sup Fi(x,,).

Nehmen wir auf beiden Seiten das Supremum iiber alle j € I, so folgt die Aussage (v). [

Folgerung 2.3. Sei X ein Banachraum. Dann ist || - ||x eigentlich, koerziv und schwach unter-
halbstetig.

Beweis. Koerzivitit und dom || - ||x = X folgt direkt aus der Definition; schwache Unterhalbs-
tetigkeit folgt aus Lemma 2.2 (v) und Folgerung 1.5, denn

IxXlx = sup [{x",x)x|. O
I lx- <1

Ein weiteres hdufig auftretendes Funktional ist die Indikator-Funktion einer Menge U C X,
definiert als

5u(x) 0 xel,
X:
b 0o x€X\U.

Lemma 2.4. Sei U C X. Dann ist dy
(i) eigentlich, wenn U nichtleer ist;
(ii) schwach unterhalbstetig, wenn U abgeschlossen und konvex ist;

(iii) koerziv, wenn U beschrdinkt ist.
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Beweis. Aussage (i) ist klar. Nach Lemma 1.7 ist eine konvexe Menge abgeschlossen genau
dann, wenn sie schwach abgeschlossen ist. Sei daher U schwach abgeschlossen und {xy }nen C
X eine schwach konvergente Folge mit Grenzwert x € X. Angenommen, x € U, dann ist
wegen dy > 0 natiirlich
6u (X) =0 < lim inf 6u (Xn).
n—oo

Ist x ¢ U, dann muss ein N € N existieren mit x,, ¢ U fiir alle n > N (sonst wire U nicht
abgeschlossen). Also gilt 5y (x,) = oo fiir allen > N und damit

dulx) =00 = linlinféu(xn).

Fir (iii) sei U beschrénkt, d. h. es gibt ein M > 0 mit U C Ky (0). Gilt |[x,||x — o0, so
existiert ein N € N mit ||x,|[x > M firallen > N,d. h. x, ¢ Km(0) D U firallen > M.
Also gilt auch &y (%) — 0. [

2.2 DIFFERENZIERBARKEIT IN BANACHRAUMEN

Auch im Banachraum méchte man Minimierer intrinsisch mit Hilfe des Fermatschen Prinzip
charakterisieren. Datfiir tibertragen wir den klassischen Ableitungsbegrift in den Banachraum.
Dies geschieht in mehreren Schritten.

Seien X, Y Banachrdume, F : X — Y eine Abbildung und x, h € X.

« Existiert der einseitige Grenzwert

. F(x+th) —F(x)
lim

t—0t t

=:F'(x;h),

so nennen wir diesen Richtungsableitung in x in Richtung h.
o Falls F/(x; h) fiir alle h € X existiert und durch
DF(x)h :=F'(x;h)
ein linearer beschrankter Operator definiert wird, so heisst F Gdteaux-differenzierbar
(in x) und DF € L(X,Y) Gateaux-Ableitung.
o Gilt zusitzlich

1o IFG+h) = F(x) = DF(x)hly

[h]|—0 Ihlx

=0,

so heisst F Fréchet-differenzierbar (inx) und F'(x) := DF(x) € L(X,Y) Fréchet-Ableitung.

o Ist die Abbildung x — F’(x) stetig, so heisst F stetig differenzierbar.
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Der Unterschied zwischen Gateaux- und Fréchet-Differenzierbarkeit liegt also im Appro-
ximationsfehler von F in der Nihe von x durch F(x) + DF(x)h: Wihrend fir Gateaux-
differenzierbare Funktionen dieser nur beschriankt durch |h||x - also linear in ||h||x - sein
muss, ist er fiir Fréchet-differenzierbare Funktionen sogar superlinear in ||h||x. (Fiir eine
feste Richtung h ist dies natiirlich auch fiir Gateaux-differenzierbare Funktionen der Fall; fiir
Fréchet-differenzierbare Funktionen ist zusitzlich also Gleichmassigkeit in h gefordert.)

Ist F Gateaux-differenzierbar, kann man die Gateaux-Ableitung berechnen via

DF(x)h = (&F(x + th))

t=0"

Offensichtlich sind lineare beschriankte Operatoren F € L(X,Y) Fréchet-differenzierbar mit
Ableitung DF = F € L(X,Y). Weitere Ableitungen erhélt man durch die iiblichen Rechenre-
geln, die genau wie in R™ gezeigt werden. Beispielhaft beweisen wir eine Kettenregel.

Satz 2.5. Seien X,Y, Z Banachrdume und F : X — Y Fréchet-differenzierbar in x € X und
G : Y — Z Fréchet-differenzierbar iny := F(x) € Y. Dann ist G o F Fréchet-differenzierbar in
x und

(GoF)'(x) = G'(F(x)) o F'(x).

Beweis. Fiir h € X mitx + h € dom F gilt
(GoF)(x+h)—(GoF)(x) = G(F(x +h)) — G(F(x)) = G(y + g) — G(y)
tiir g := F(x + h) — F(x). Aus der Fréchet-Differenzierbarkeit von G folgt daher, dass
[(GoF)(x+h)—(GoF)(x)—G'(ygllz=71(llgllv)
gilt mit r; (t)/t — O fiir t — 0. Aus der Fréchet-Differenzierbarkeit von F folgt aber, dass
lg = FORlly = ra([[hllx)
gilt mit r,(t)/t — O fiir t — 0. Insbesondere ist
(2.1) lglly < [[F'0hly +r2(lRx).-
Also gilt mit ¢ == |G/ (F(0) |t v,z
[(GoF)(x+h)—(GoF)(x) = G (FX)F (x)hlz < mi(llgllv) + cm2([[hIx).

Fiir [|h|| — O folgt aus (2.1) und F'(x) € L(X,Y) auch ||g||y — 0 und damit die gewiinschte
Aussage. [
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Eine analoge Regel fiir Gateaux-Ableitungen gilt dagegen nicht!

Wir betrachten nun die Charakterisierung von Minimierern eines differenzierbaren Funktio-
nalsF: X — R

Satz 2.6 (Fermat-Prinzip). Sei F : X — R Gdteaux-differenzierbar und x € X ein Minimierer
von F. Dann gilt DF(x) =0, d. h.

DF(x)h=F(xsh) =0  fiiralleh € X.

Beweis. Wenn x ein Minimierer von F ist, so muss insbesondere fiir alle h € X die Funktion

f:t~ F(x + th) ein Minimum in t = 0 haben. Da F Géteaux-differenzierbar ist, existiert
die Ableitung f’(t) in t = 0 und damit muss gelten
f(t) — (0

0=0) = lim "W =0 _ i, N

t—0+ t

Beachten Sie, dass Ableitungen eines Funktionals F : X — R Elemente des Dualraums
X* = L(X,R) sind, und daher nicht zu Vektoren in X addiert werden konnen. In Hilbert-
Riumen (darunter auch R™) kann man aber DF(x) € X* mit Hilfe des Satz von Fréchet-Riesz
kanonisch mit einem Element VF(x) € X, genannt Gradient von F, identifizieren iiber

DF(x)h = (VF(x),h)y fir alle h € X.

Als Beispiel betrachten wir fiir die durch das Skalarprodukt induzierte Norm in einem Hil-
bertraum das Funktional F(x) = [ x||%. Dann gilt fiir alle x, h € X, dass

DF(x)h = ! (i (x +th,x + th)X>

2\ dt = (Xa h)X'

t=0

Die quadrierte Norm ist also Gateaux-differenzierbar in x mit Ableitung DF(x) : h +— (x, h)y
und Gradient VF(x) = x € X; wegen

[ Flx A RR = g = (o x|

IRl x—0 IIhlx

1
= lnlx 0

ist sie sogar Fréchet-differenzierbar. Fasst man nun dieselbe Abbildungsvorschrift auf als
definiert auf einem kleineren Hilbertraum X’ < X (zum Beispiel X = L?(Q), X’ = H'(Q)),
so ist immer noch DF(x) € (X’)* immer noch gegeben durch DF(x)h = (x,h)y, aber
VF € X' ist nun charakterisiert durch

DF(x)h = (VF(x),h)y, firalleh € X'.

Unterschiedliche Skalarprodukte fithren daher zu unterschiedlichen Gradienten.

*In der indirekten Methode der Variationsreichnung zeigt man dariiber auch die Existenz von Minimierern,
etwa als Losung einer partiellen Differentialgleichung.
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GRUNDLAGEN DER KONVEXEN ANALYSIS

Die klassischen Ableitungsbegriffe des letzten Kapitels sind fiir unsere Zwecke nicht ausrei-
chend, denn viele interessante Funktionale sind in diesem Sinne nicht differenzierbar; auch
Funktionale mit Werten in R konnen damit nicht behandelt werden. Wir brauchen einen
Ableitungsbegriff, der allgemeiner als Gateaux- und Fréchet-Ableitungen ist, aber immer
noch ein Fermatsches Prinzip und praktische Rechenregeln erlaubt.

3.1 KONVEXE FUNKTIONEN

Wir betrachten zuerst die Klasse der Funktionale, die solch eine verallgemeinerte Ableitung
zulassen. Ein eigentliches Funktional F : X — R heisst konvex, wenn fiir alle x,y € X und
A e [0,1] gilt

F(Ax + (1 —A)y) < AF(x) + (1 —A)F(y)

(dabei ist der Funktionswert co auf beiden Seiten zugelassen). Gilt fiir x #y und A € (0, 1)
sogar

F(Ax + (1 —A)y) < AF(x) + (1 —A)F(y),

so heisst F strikt konvex.

Ein Funktional F ist genau dann konvex, wenn ihr Epigraph
epiF:={(x,t) € X x R:F(x) <t}

konvex (als Teilmenge von X x R) ist. Weiterhin ist F genau dann konvex und unterhalbstetig,
wenn epi F konvex und abgeschlossen ist. Daraus folgt auch, dass ein konvexes Funktional
genau dann unterhalbstetig ist, wenn es schwach unterhalbstetig ist.
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3 GRUNDLAGEN DER KONVEXEN ANALYSIS

Direkt aus der Definition folgt die Konvexitit
o der Norm || - ||x in einem normierten Raum X;
o der Indikatorfunktion ¢ fiir eine konvexe Menge C.
Ist X ein Hilbertraum, so ist F(x) = ||x||% sogar strikt konvex: Fiir x,y € X mit x # y und
t € (0, 1) beliebig gilt
ltx + (1= t)y[% = (b + (1= Dy, tx+ (1= ty)y
=2 (%, X)x +2t(1 = 1) (x, y)x + (1 = 1) (Y, y)x
= t(t06x) + (18 (k= y,y) + (18 (Y, y)x )
+ (=1 (LX) +t(x =y, ¥+ (1-1) (y,9)x )
= (b4 (1= 1) (X + (1= 1) (,y)x ) =t =1 (x =y, x —y)y

= tix[[% + (1 = yllx =t = Vlx —yl%
<tx[I% + (0 =yl

Weitere Beispiele lassen sich durch folgende Operationen erzeugen.
Lemma 3.1. Seien X, Y normierte Riume und sei F : X — R konvex. Dann sind konvex
(i) ofF fiir alle x > 0;
(ii)) F+ G fiirG: X — R konvex (ist F oder G strikt konvex, so auch F + G);
(iii) @ oF fiir @ : R — R konvex und monoton steigend;
(iv) Fo A fiir A € L(Y,X);
(v) x> sup;; Fi(x) fiir eine beliebige Indexmenge 1 und F; konvex fiir alle i € 1.

Nach all der Vorarbeit kénnen wir nun schnell das Hauptresultat {iber die Existenz von
Loésungen konvexer Minimierungsaufgaben beweisen.

Satz 3.2. Sei X ein reflexiver Banachraum und seien
(i) U C X nichtleer, abgeschlossen, konvex,
(i) F:U — R eigentlich, konvex, unterhalbstetig mit dom F N U # (),
(iii) U beschrdnkt oder F koerziv.
Dann hat das Problem

min F(x)

xeu

eine Losung x € U N domF. Ist F strikt konvex, so ist die Losung eindeutig.
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3 GRUNDLAGEN DER KONVEXEN ANALYSIS

Beweis. Wir betrachten das Funktional F = F+8y,. Aus Voraussetzung (i) folgt mit Lemma 2.2,
dass &y eigentlich, konvex und schwach unterhalbstetig ist. Wegen (ii) existiert ein Punkt
Xo € Umit F(xo) < oo, daher ist auch F eigentlich, konvex und damit sogar unterhalbstetig.
Aus (iii) folgt schliesslich die Koerzivitit von F (da die Summe koerziv ist, sobald ein Summand
es ist). Da X reflexiv ist, konnen wir nun Theorem 2.1 anwenden und erhalten die Existenz
eines Minimierers X € dom F = U N dom F von F mit

F(x) = F(x) <F(x) =F(x)  fiirallex € U,
d. h. x die gesuchte Losung.

Sei nun F strikt konvex, und seien x, X’ € U zwei verschiedene Minimierer, d. h. F(x) =
F(%') = minyecy F(x). Dann ist fiir alle A € (0, 1) wegen der Konvexitdt von U auch

xa = A+ (1 —=A)x" e U,
aber wegen der strikten Konvexitit von F gilt
F(xa) < AF(X) + (1 = A)F(X') = F(x),
im Widerspruch zu F(x) < F(x) fiir alle x € U. [

3.2 KONVEXE SUBDIFFERENTIALE

Wir wenden uns nun der Charakterisierung von Minimierern konvexer Funktionen durch
ein Fermatsches Prinzip zu. Ein erster Kandidat fiir den nétigen Ableitungsbegriff ist die
Richtungsableitung, denn diese existiert fiir jede konvexe Funktion.

Lemma 3.3. Sei F : X — R konvex und x € domF. Dann existiert F'(x; h) fiir jedes h € X,
und es gilt

(3.1) F'(x;h) < F(x +h) — F(x).

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass fiir x € dom F und h € X die Abbildung
F(x + th) — F(x)
t

monoton steigend ist. Durch Einsetzen und Umformen sieht man, dass fiir alle 0 < s < t die
Bedingung ¢(s) < ¢(t) dquivalent ist zu

@:(O)OO)_}Rv (P(t):

F(x+sh) < %F(x +th)+ (1- %) F(x).
Dies folgt aber wegen x + sh = (1— $)x+ £ (x+th) aus der Konvexitit von F. Daher existiert
F'(x;h) = lim ¢(t) = inf @(t),
t—0+ t>0

und damit gilt
F'(x;h) < @(1) =F(x +h) — F(x). O
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Leider liefert dieser Begriff noch nicht das Gewtinschte, denn die konvexe Funktion f : R — R,
f(t) = [t] hat ein Minimum in t = 0, dort aber nur die Richtungsableitung f'(0; h) = [h| > 0
tir h € R\ {0}. Es gilt also nicht f’(0; h) = 0 fiir irgendein h # 0, aber es gilt zumindest
0 < f/(0;h) fiir alle h € R. Diese Bedingung wollen wir auf allgemeine normierte Rdume
verallgemeinern. Dafiir betrachten wir fiir F : X — R konvex und x € dom F die Menge

{x* e X*: (x",h)x < F(x;h) furalleh € X}.
Diese Menge ist mit Hilfe von Lemma 3.3 auch ohne Richtungsableitung charakterisierbar.
Lemma 3.4. Seien F: X — R konvex und x € dom F. Dann sind fiir x* € X* dquivalent
(i) (x*,hyx < F/(x;h) fiir alleh € X;
(ii) (x*,h)x < F(x+h)—F(x) fiiralleh € X.
Beweis. Gilt (i), so folgt direkt aus (3.1), dass fiir alle h € X gilt
(x",h)x < F'(xsh) < F(x + h) — F(x).

Gilt (ii) fur alle h € X, so auch fir th fir alle h € X und t > 0. Division durch t und
Grenziibergang liefert dann

(x*,R)x < lim F(x 4+ th) — F(x)

t—0+ t

=F'(x;h). O

Fithren wir X = x + h € X ein, so fithrt die zweite Bedingung auf die folgende Definition.
Fiir F: X — R konvex und x € dom F definieren wir das (konvexe) Subdifferential als

(3.2) OF(x) :=={x" € X*: (x", X —x)x < F(X) —F(x) fiirallex € X}.

(Beachten Sie, dass X ¢ dom F zugelassen ist, da dann die Ungleichung trivialerweise erfiillt
ist.) Ein Element & € 0F(x) heisst Subgradient.

Diese Definition liefert nun das Gewtinschte.

Satz 3.5. Seien F : X — R konvex und x € dom F. Dann sind dquivalent:
(i) 0 € OF(x).
(ii) F(x) = min F(x);
xeX
Beweis. Dies folgt direkt aus den Definitionen: Es ist 0 € 0F(x) genau dann, wenn gilt

0={(0,x —%)x < F(x) — F(x) fir alle x € X,

d.h. F(x) < F(x) fur alle x € X. [
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Dies entspricht auch der geometrischen Anschauung: Fiir X = R = X* beschreibt {j := f(X) =
f(x) + &(X — x) eine Tangente an y = f(x) mit Steigung &; die Bedingung & = 0 € 9f(X)
bedeutet also, dass f in X eine waagerechte Tangente hat.

Wir betrachten einige Beispiele. Zunichst ist aus der Konstruktion ersichtlich, dass das
Subdifferential die Gateaux-Ableitung verallgemeinert.

Satz 3.6. Sei F : X — R konvex und Gateaux-differenzierbar in x. Dann ist 9F(x) = {DF(x)}.

Beweis. Nach Definition der Gateaux-Ableitung gilt
(DF(x),h)x = DF(x)h =F'(x;h) firalleh € X.
Aus Lemma 3.4 folgt nun mit X = x + h sofort DF(x) € 0F(x).
Umgekehrt folgt aus & € 0F(x) mit h ;=X —x € X, dass
(&, )x < F'(xsh) = (DF(x), h)x.

Da % € h beliebig war, gilt dies fiir alle h € X. Supremum {iiber alle h mit ||h|[x < 1 liefert
dann ||& — DF(x)||x+ < 0,d.h. § = DF(x). O]

Natiirlich mochten wir auch Subdifferentiale von Funktionen haben, die nicht differenzierbar
sind. Das kanonische Beispiel ist die Norm ||x||x in einem normierten Raum, die jain x =0
nicht differenzierbar ist.

Satz 3.7. Fiir x € X ist

{x* e X*: (x*,x)x = ||x||x und ||x*||x- =1} fallsx # 0,

o] - Ix)(x) = {Bx* falls x = 0.

Beweis. Fiir x = 0 ist nach Definition & € 9(|| - ||x)(x) genau dann, wenn gilt
(&, %)x < |IX]|x fur alle x € X.

Dies ist aber wegen der Definition der Operatornorm dquivalent mit ||&|| < 1.

Sei nun x # 0 und betrachte & € 9(|| - ||x)(x). Indem wir nacheinander X = 0 und X = 2x in
(3.2) einsetzen, erhalten wir

IxXllx < (& x)x = (& 2x —x) < [|12x][x = [Ix[lx = [Ix[lx,
d.h. (§,x)x = ||x||- Analog haben wir fiir alle X € X, dass

(& X)x = (& (X +x) =x)x < 1%+ x[[x = [Ix[lx < [[%[lx,
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woraus wie im Fall x = 0 folgt ||£]| < 1. Fir X = x/||x]| gilt nun
(& %)x = IIxllx" (& x)x = [Ix[Ix" Ixllx = 1.
Also ist tatsachlich ||&||x- = 1.

Es sei umgekehrt x* € X* mit (x*,x)x = ||x||x und ||x*||x- = 1. Dann gilt mit (1.1) fiir alle
X € X die Relation

TR —x)x = (X"

(x y X)x = (X0 < IR[x — [Ix[lx,

und daher nach Definition x* € 9(]| - ||x)(x) O

Fiir den Fall X = R erhalten wir daraus das Subdifferential der Betragsfunktion als

{1} t >0,
(3-3) o - 1)(t) =sign(t) := ¢ {=1}  t <0,
[—1,11 t=0.

Durch komponentenweise Betrachtung erhalt man daraus die Charakterisierung des Subdif-
ferentials der Norm in (R™, || - ||1).

Schliesslich haben wir auch eine einfache Darstellung fiir das Subdifferential der Indikator-
funktion einer konvexen Menge C C X. Fiir x € C = dom ¢ gilt ndmlich

*

X" € 08¢c(x) & (x
< (x

yX—X)x < 0¢(X) furallex € X

% o~

yX—x)x <0 firallex € C,

da die Ungleichung fiir alle X ¢ C trivialerweise gilt. Die Menge 95 (x) nennt man auch
Normalenkegel an C in x. Wieder ist das Beispiel X = R erhellend: Betrachte C = [—1, 1] und
t € C. Dann ist & € 98[_1 1)(t) genau dann, wenn &(t —t) < O fiir alle t € [—1, 1] gilt. Wir
machen nun eine Fallunterscheidung:

1. Fall: t =1.Dannistt—t € [—2,0] und damit gilt die Bedingung genau dann, wenn & > 0
ist.

2. Fall: t=—1.Dannistt—t € [0,2] und damit gilt die Bedingung genau dann, wenn & < 0
ist.

3. Fall: t € (—1,1). Dann kann t — t sowohl positive als auch negative Werte annehmen, und
damit muss & = 0 sein.

Also ist
[0, 00) t=1,
(—o00,0] t=-1,
00— =
N e,
0 te R\ [-1,1].
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Dies entspricht den aus der linearen Optimierung bekannten Komplementarititsbedingungen
fiir die Ungleichungen —1 < t < 1. Analoges gilt fiir komponentenweise Schranken in
X =RMN.

Subdifferentiale weiterer Funktionale erhélt man durch Rechenregeln. Es ist naheliegend,
dass diese umso aufwendiger zu beweisen sind, je schwécher der Differenzierbarkeitsbegriff
ist (d. h. je mehr Funktionen in diesem Sinne differenzierbar sind). Die ersten beiden Regeln
folgen noch direkt aus der Definition.

Lemma 3.8. Fiir F: X — R konvex und x € dom F gilt
(i) O(AF)(x) = A(OF(x)) :={A& : & € OF(x)} fiir A > 0;
(ii) O(F(- +x0))(x) = (OF)(x + xo) fiir xo € X mitx + xo € domF.

Schon die Summenregel ist deutlich aufwendiger. Wir bendtigen die folgende Variante des
Hahn-Banach-Trennsatzes.

Lemma 3.9. Seien X ein normierter Raum und A, B C X konvex und nichtleer. Ist die Menge
A° der inneren Punkte von A nichtleer und disjunkt zu B, dann existiert ein x* € X* \ {0} und
ein A € R mit

(x*,x1)x <A< (X", x2)x fiir allex; € A,x; € B.

Beweis. Satz 1.4 liefert die Existenz von x* und A, so dass die Aussage gilt fiir alle x; € A°
(sogar mit strikter Ungleichung). Es bleibt also zu zeigen, dass (x*, x)x < Aauch fiirx € A\A°
gilt. Da A° nichtleer ist, existiert ein xo € A°, d. h. es existiert v > 0 mit O, (xo) C A. Aus der
Konvexitdt von A folgt dann, dass fiir alle t € [0, 1] und X € O, (xp) auchtx + (1 —t)x € A
ist. Damit ist

tO,(x0) + (1 —t)x = O¢r(txo + (1 —t)x) € A,

und es gilt sogar x(t) := txo + (1 —t)x € A° furallet € (0,1).

Wir finden also eine Folge {x, }lneny C A° (zum Beispiel x,, = x(n~')) mit x, — x. Grenz-
ibergang liefert dann

(x*,x)x = lim (x";xn)x <A O]
n—oo

Satz 3.10 (Summenregel). Seien F, G : X — R konvex. Dann gilt fiir alle x € dom F N dom G
0F(x) +0G(x) C o(F+ G)(x).

Existiert ein xo € domF N dom G mit F stetig in xo, so gilt Gleichheit.
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Beweis. Die Inklusion folgt aus der Definition des Subdifferentials. Seien daher x € dom FNG
und ¢ € 0(F + G)(x), erfiillen also

(3.4) (&, —x)x < (F(X) + G(X)) — (F(x) + G(x)) furallex € X.

Unser Ziel ist nun, mit Hilfe der Charakterisierung konvexer Funktionen durch ihren Epigra-
phen und des Trennsatzes ein lineares Funktional ¢ € X* zu finden mit

F(X) — F(x) — (§, %k —x)x = ({,x —X)x furallekx € domF,
G(x) — G(x) < (¢,x —%X)x firallex € dom G,

dh &= (§— )+ e dF(x)+0G(x).
Wir definieren dafiir die Mengen

Cr={(%t— (F(x) = (&, %)x)) : F(X) = (&, %)x < t},
Co={(%,Gx) —1) : G(X) < t},

d.h.
Cy =epi(F—&) — (F(x) = (&x)x),  Ca=—(epiG —G(x)).

Da es sich um verschobene (und, fiir C;, gespiegelte) Epigraphen eigentlicher konvexer
Funktionen (lineare Funktionale sind konvex) handelt, sind C; und C, nichtleer und konvex.
Weiter ist x¢ ein innerer Punkt von dom F (sonst wire F— & und damit F nicht stetig in x,) und
damit (xo, &) fiir o grof$ genug ein innerer Punkt von C;. Das Innere (C;)° von C; ist also
nichtleer. Bleibt zu zeigen, dass (C;)° und C, disjunkt sind. Dafiir sei (%, «) € (C;)° N Cy,
tiir das nach Definition gilt

F(X) — F(x) — (§, X —x)x < o« < G(x) — G(%),
im Widerspruch zu (3.4). Lemma 3.9 liefert also ein (x*,s) € (X x R)* \ {0} und ein A € R
mit

(35) (X R)x +s(t— (F(x) — (& %)x))

A, XxedomFt>FXk) — (&, >"<>X,
(3.6) (x*,%)x +s(G(x) —t) = A >

<
>N\, %e€domG,t> G(x).

Wir zeigen nun, dass s < 0 ist. Fiir s = 0 folgt mit X = xo € domF N dom G sofort der
Widerspruch

(X", x0)x < A < (X", %0)x,

da (xo, o) fiir o grof? genug innerer Punkt von C; ist und daher nach Satz 1.4 die Trennung
sogar mit strikter Ungleichung erfiillt ist. Gilt s > 0, so ist fiir t > F(x) — (&, x)x die Klammer
in (3.5) positiv, und t — oco mit X fest fithrt zum Widerspruch zur Beschrianktheit durch A.
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Also ist s < 0, und aus (3.5) mit t = F(X) — (&, %) x und aus (3.6) mit t = G(%) folgt

sTTA—(x*,%)x), % ¢&domF,

F(%) — F(x) + (&% — x)x
) <s'(A— (x*,%)x), %€ domG.

G(x) —G(x

VANA\Y

Setzen wir X = x € dom F N dom G in beiden Ungleichungen, so folgt sofort A = (x*, x)x.
Damit ist { = s~ 'x* das gewiinschte Funktional, fiir das gilt (§ — () € 0F und ¢ € 9G, d.h.
£ € 0F +0G. 0

Daraus erhdlt man per Induktion Summenregeln fiir mehr Summanden (wobei alle bis auf
ein Summand stetig in x, sein miissen). Analog beweist man eine Kettenregel fiir lineare
Operatoren.

Satz 3.11 (Kettenregel). Seien X,Y normierte Riume, A € L(X,Y), und F : Y — R konvex.
Existiert ein xo € X so, dass F stetig in Ax, ist, dann gilt fiir alle x € dom(F o A)

0(FoA)(x) = A*0F(Ax) :={A"y" : y* € 0F(Ax)}.

Beweis. Die rechte Inklusion folgt wieder direkt aus der Definition: Fiirn € 0F(Ax) C Y*
gilt insbesondere fiir alle AX € Y, X € X, dass

F(AX) — F(Ax) > (n, Ax — Ax)y = (A™n, X — X)x,
d.h.&:=A"ned(FoA)C X*.
Seinun x € dom(Fo A)und &£ € 0(Fo A)(x), d. h.
F(Ax) + (§, X —x)x < F(AX) firallex € X.
Analog zur Summenregel kdnnten wir nunn € 0F(Ax) durch Trennung von epi F und
graph A = {(x,Ax) :x € A} C X xY

konstruieren. Der Abwechslung halber wenden wir stattdessen die Summenregel an auf
H:XxY =R,

H(X)U) = F(y) + 6graphA(X)y)-

Da A linear ist, ist graph A und damit d4,pn A konvex. Weiter ist Ax in dom F und damit
(x, Ax) € dom H.

Zuerst zeigen wir, dass & € 9(F o A)(x) genau dann gilt, wenn (&,0) € 0H(x, Ax) ist. Sei
zuerst (&,0) € 0H(x,Ax). Dann gilt firallex € X,j €Y

<£ X — X>X + <O y AX> F(Q) F(AX) + 6graphA(7~()g) - 6graph/\(x) AX)
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Insbesondere gilt dies fiir alle §j € ran(A) = {AX : X € X}. Also ist wegen dgraph A (X, AX) =0
(£, —x)x < F(AX) —F(Ax) firallex € X,

d.h. & € 9(F o A)(x). Sei umgekehrt & € 9(F o A)(x). Dann ist firallex € Xund g € Y
wegen dgraph A (X, AX) = 0 und dgraph a (X, ) = 0

(&% = x)x
F( ) (AX) =+ 6graphA(~)g) - 6graphA(X) AX)
F( ) (AX) + 6graphA(7~()g) - 6graphA(X) AX)

(& X =x)x +(0,§ — Ax)y

da fiir §j # AX beide Seiten der letzten Gleichung unendlich sind. Also ist (&,0) € 9H(x, Ax).

Da F stetig ist in Axo, ist (x,y) — F(y) stetig in (xo, Axo) € graph A = dom dgraph A . Aus der
Summenregel folgt nun

(£,0) € OH(x, Ax) = OF(AX) + 0dgraph A (X, AX).

Wir konnen also (&,0) = (x*,y*) + (w*, z*) schreiben fiir ein (x*,y*) € 0F(Ay) und ein
(W*,z*) € 08graph A (X, AX).

Nun ist (x*,y*) € 0F(Ax) genau dann, wenn
(x*, % —x)x + (y*,§ — Ax)y < F(J) — F(Ax) firallex e X,§eY

ist. Festhalten von X = x bzw. §j = Ax liefert y* € 0F(Ax) (wobei nun wieder F als Abbildung
auf Y aufgefasst wird) und x* = 0. Weiter ist (W*, z*) € 08graph A (X, Ax) genau dann, wenn

Wk —x)x + (2", —Ax)y <0 firalle (%,7) € graph A,
d.h. fir alle X € X und §j = A%. Also ist
W+ A" 2" x—x)x <0 firallex € X
und damit w* = —A*z*. Zusammen erhalten wir
(&0) = (0,y") + (—A"z%, z7),

woraus y* = —z* und daher £ = —A*z* = A*y* mity* € 0F(Ax) folgt, d.h. & € A*OF(Ax).
]

Damit erhalten wir eine Charakterisierung von Minimierern konvexer Funktionen unter
(konvexen) Nebenbedingungen.
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Folgerung 3.12. Sei U C X nichtleer, konvex und abgeschlossen, und sei F : X — R eigentlich,
konvex und unterhalbstetig. Existiert ein xo € U° N domF, so ist X € U Losung von

min F(x)

genau dann, wenn ein & € X* existiert mit

) — & € OF(x),
3.7 (§,x—x) <0 fiirallex € U.

Beweis. Da F und U konvex sind, konnen wir Satz 3.5 auf | := F + 6y, anwenden. Da 6y, in
Xo € U° stetig ist, folgt aus der Summenregel, dass F in X ein Minimum hat genau dann,
wenn gilt

0 € AJ(R) = OF(R) + ddu (%).

Zusammen mit der Charakterisierung des Subdifferentials der Indikatorfunktion als Norma-
lenkegel erhélt man damit (3.7). ]

Fiir eine Gateaux-differenzierbare (und damit stetige) Funktion F : X — R ergibt (3.7) die
klassischen Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen; die Existenz des inneren Punktes x, € U°
entspricht dabei der Slater-Bedingung.

3.3 KONVEXE KONJUGIERTE UND DUALITAT

Ein Grund fiir die Nitzlichkeit des konvexen Subdifferentials ist, wie wir sehen werden, seine
Verbindung mit der Fenchel-Legendre-Transformation. Sei X ein normierter Raum und
F: X — R eigentlich. Dann ist die Fenchel-Konjugierte zu F definiert als
F: X" = R, F*(x*) = sup (x*,x)x — F(x).
xeX

(Da dom F # () angenommen ist, gilt F*(x*) > —oo fiir alle x* € X*, also ist die Definition
sinnvoll.) Aus Lemma 3.1 (v) und Lemma 2.2 (v) folgt sofort, dass F* fiir eigentliche F stets
konvex und unterhalbstetig ist. Ist F nach unten durch ein affin-lineares Funktional beschrinkt,
so ist F* eigentlich. Aus der Definition folgt auch sofort die Fenchel-Young-Ungleichung

(3.8) (x*,x)x < F(x) + F*(x") fir alle x € X, x* € X*.
Anschaulich ist F*(x*) der (negative) affine Anteil der Tangente an F (im Punkt x, in dem das

Supremum angenommen wird) mit der Steigung x*. Analog definieren wir fiir F : X* — R
die Fenchel-Konjugierte als

FF: X =R, F*(x) = sup (x",x)x — F(x").
x*eX*
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Durch diese Konvention ist die Bikonjugierte F** = (F*)* selbst fiir nicht-reflexive Rdume
wieder auf X definiert (anstatt auf X**). Anschaulich ist F** die untere konvexe Hiille von F,
die fiir konvexe Funktionen ja mit F {ibereinstimmt. Um dies zu zeigen, bendtigen wir das
folgende Resultat, das wir hier nicht beweisen wollen.’

Lemma 3.13. Sei F : X — R eigentlich. Dann ist F genau dann konvex und unterhalbstetig,
wenn gilt

F=F :=sup{G: X - R:G(x) = (x*,X)x —o, x* € X*;,a € R mit G <F}.
Der etwas langliche Beweis beruht auf dem Trennungssatz von Hahn-Banach und findet sich
z.B. in [Schirotzek 2007, Theorem 2.1.2].
Satz 3.14 (Fenchel-Moreau-Rockafellar). Sei F: X — R eigentlich. Dann gilt
(i) F* <K
(ii) F** = F genau dann, wenn F konvex und unterhalbstetig ist.

Beweis. Aussage (i) nehmen wir in der Fenchel-Young-Ungleichung (3.8) das Supremum
iiber alle x* € X* und erhalten

F(x) = sup (x",x)x —F*(x*) = F*"(x).

x*eEX*

Fiir (ii) zeigen wir, dass F** = F' gilt, woraus mit Lemma 3.13 die Behauptung folgt. Nach
Definition der Fenchel-Konjugierten ist F** konvex und unterhalbstetig, und wegen (i) ist
F** auch eigentlich. Also gilt nach Lemma 3.13

F*=sup{G: X —>R:G(x) = x"x)x —a, x* € X;ya € R mit G<F”}.

Wir zeigen nun, dass wir in der Definition F** durch F ersetzen konnen. Sei dafiir G(x) =
(x*,x)x — afiir x* € X* und « € R beliebig. Gilt G < F**, so folgt aus (i) sofort G < F. Gilt
umgekehrt G < F, so ist (x*,x)x — F(x) < « fiir alle x € X und durch Supremum iiber alle
x € X erhalten wir « > F*(x*). Daraus folgt nun

G(x) = (x",x)x —a < (x",x)x — F"(x*) < F*(x) firallex € X,

d.h. G < . ]

Isiehe z. B. [Schirotzek 2007, Theorem 2.1.2]
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Wir betrachten wieder relevante Beispiele.

Beispiel 3.15.

(®)

(ii)

(iii)

Sei X ein Hilbertraum und F(x) = 1||x||%. Wiridentifizieren X iiber den Satz von Fréchet-
Riesz mit seinem Dualraum X*, so dass die duale Paarung durch das Skalarprodukt
ausgedriickt werden kann. Da F Fréchet-differenzierbar ist mit Gradient VF(x) = x,
muss die Losung x von

sup (X*)X)x - % (X,X)X
x€L2(Q)

das Fermat-Prinzip erfiillen, d. h. x* = x. Einsetzen und vereinfachen liefert die Konju-
gierte

F:X—=R,  F(x)=3x%-
Sei Bx die Einheitskugel im normierten Raum X und setze F = 0p,. Dann ist fiir x* € X*

X* e

(8B, )"(x") = sup (x",x)x — dpy (x) = sup (x",x)x = ||x]
xEX IxlIx<

Analog zeigt man unter Verwendung der Definition der Konjugierten im Dualraum
und Folgerung 1.5, dass (0g,. )" (x) = ||x||x ist.

Sei X ein normierter Raum und setze F(x) = ||x||x. Fiir x* € X* unterscheiden wir nun
zwei Fille:

1. Fall: ||[x*||x- < 1. Dann gilt mit (1.1) fiir alle x € X dass (x*,x)x — ||x||x < O ist.
Weiterhin ist (x*,0) = 0 = ||0]|x. Also gilt

F*(x") = sup (x",x)x — [[x[|x = 0.
x*eX*

2. Fall: ||x*||x+ > 1. Nach Definition der Norm im Dualraum existiert dann ein xo € X
mit (x*, Xo)x > |[Xo||x. Lassen wir daher t — oo gehen in

0 < t({(x",x0)x — [|xo0llx) = (X", txo)x — [[txo||x < F*(x"),

so erhalten wir F*(x*) = oo
Zusammen ergibt dies F* = 8, ..

Wie oben zeigt man analog, dass (|| - |

x*)* = 6BX ist.
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Wir notieren noch einige niitzliche Rechenregeln.

Lemma 3.16. Sei F: X — R eigentlich. Dann ist

(i) (aF)* = oF* o (a ' 1d) fiiir o« > 0;

(i) (F(- +x0) + (x5, )x)* = F* (- —x§) — (- —x§, x0)x fiir alle xo € X, x§ € X*;
(iii) (Fo A)* =F* o A~* fiir A € L(Y, X) stetig invertierbar und A=* := (A~1)*.

Beweis. Die Regeln folgen direkt aus den Eigenschaften des Supremums.
Aussage (i) gilt wegen o« > 0 und

1 1

(aF)*(x*) = sup (oo 'x*, x)x — aF(x)) = asup ((a 'x*,x)x — F(x)) = aF* (o 'x*).
xeX xeX

Aussage (ii) gilt wegen {x +x¢ : x € X} = X und

(F(- + x0) + (x5, )x) " (x*) = sup (x*,x)x — F(x* + x0) — (X§, % + X0)x

xeX

= sup ((x* —x§,x +xo)x — F(x* 4+ x0)) — (x* —x§, X0)x
xeX

= sup (("—=xg, %)x —F(R) — (X" — x5, %0)x

X=x+x0,xeX

=F(x" —x5) — (X" —xg,X%0) x-

Aussage (iii) gilt wegen X = ran A und

(FoA)*(y*) = sup <y*,A_]Ay>y — F(Ay)

yey

= sup (A "Y', x)x —F(x) =F (A "y"). O

x=AY,yey

Die Definition der Fenchel-Konjugierten ist auf besondere Weise vertraglich mit der des
Subdifferentials.

Lemma 3.17. Sei F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig. Dann sind dquivalent fiir
x € Xund x* € X*:

(i) (x*,x)x = F(x) + F*(x*);
(ii) x* € OF(x);
(iii) x € OF*(x*).
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3 GRUNDLAGEN DER KONVEXEN ANALYSIS

Beweis. Gilt (i), so folgt aus der Definition von F* als Supremum, dass fiir alle X € X gilt
(3.9) (x*,x)x — F(x) = F*(x") = (x*, %)x — F(%),

was nach Definition dquivalent ist zu x* € 9F(x). Umgekehrt ergibt Supremum iiber alle
% € X auf beiden Seiten von (3.9)

(x*yx)x = F(x) + F*(x"),
und zusammen mit (3.8) folgt (i).
Analog erhilt man aus (i) zusammen mit Satz 3.14 fiir alle X* € X* die Ungleichung
(x*yx)x — F"(x") = F(x) = F"(x) > (X", x) — F*(x"),
woraus wie oben die Aquivalenz von (i) und (iii) folgt. O

Bemerkung. Ist X nicht reflexiv, so ist dabei x € 9F*(x*) C X** iiber die kanonische Injektion
aufzufassen, d. h. via

(Jx), & —x")xee x» = (X" —x",x)x < F/(X") —F*(x*) fiiralle X" € X.

Gleichheit in der Fenchel-Young-Ungleichung (oder dquivalent die Subdifferentialinklusion
(ii)) garantiert also in (iii) die Existenz eines Subgradienten in X C X** und nicht nur in
X**; umgekehrt ist in (iii) die Existenz eines Subgradienten in X C X** notwendig fiir die
Gleichheit (und damit (ii)). (Analoges gilt fiir F: X* — Rund F* : X — R.)

Lemma 3.17 spielt die Rolle des ,,Satz von der konvexen Umkehrfunktion®. Damit kann

man insbesondere das Subdifferential einer komplizierten Norm durch das (einfachere) der
konjugierten Indikatorfunktion ersetzen. Hat man zum Beispiel ein Problem der Form

(3.10) in)f(F(x) + G(Ax),
xe
so konnen wir G mit Hilfe von Satz 3.14 ersetzen durch die Definition von G** und erhalten

inf sup F(x)+ (y*, Ax)y — G*(y").

xeX Y+eY*
Diirften wir nun inf und sup vertauschen, so konnten wir schreiben (mitinf F = — sup(—F))
inf sup F(x)+ (y*,Ax)y — G*(y*) = sup inf F(x)+ (y*, Ax)y — G*(y")
Xexy*ey* yrev* xeX
= sup — <sup —F(x) + (—A*y*,x>x> — G*(y").
yrey* xeX

Einsetzen der Definition von F* ergibt dann das duale Problem

(3.11) sup —F* (—A*y") — G*(y").

y*ey*
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Als Nebeneffekt haben wir den Operator A zwischen den Funktionalen verschoben.

Der folgende Satz nutzt auf elegante Weise das Fermat-Prinzip, Summen- und Kettenregel
sowie die Fenchel-Young-Gleichung, um hinreichende Bedingungen fiir die Vertauschbarkeit
zu geben.

Satz 3.18 (Fenchel-Rockafellar). Seien X,Y normierte Riume, F : X - Rund G: Y - R
eigentlich, konvex und unterhalbstetig, und A € L(X,Y). Gelte weiterhin:

(i) das primale Problem (3.10) hat eine Losung x € X;
(ii) es existiert ein xo € domF N dom(G o A) so dass G stetig ist in Axo.

Dann hat das duale Problem (3.11) eine Losung §* € Y* und es gilt

(3.12) min F(x) + G(Ax) = max —F*(—A*y*) — G*(y*).
xeX y*revy*

Weiterhin sind X und §* Losungen von (3.10) bzw. (3.11) genau dann, wenn gilt

(3.13) —A"g* € oF(x),
313 0" € 9G(A%).

Beweis. Nach Satz 3.5ist X € X genau dann eine Losung von (3.10), wenn 0 € 0(F+GoA)(X)
gilt. Wegen Voraussetzung (ii) sind Satz 3.10 und Satz 3.11 anwendbar; wir erhalten also

0€d(F+GoA)X) =dF(R) + A*dG(A%)

und damit die Existenz eines §* € 0G(AX) mit —A*g* € 0F(x), d. h. (3.13) ist erfillt. Aus
(3.13) folgt nun mit Lemma 3.17 die Gleichheit in den Fenchel-Youngschen Ungleichungen
fir Fund G, d. h.

(—ATG, %)x = F(R) + FF(—A"g"),
(5", A%)y = G(AR) + G*(§").

Durch Summieren beider Gleichungen erhalten wir

(3.14) F(%) + G(AX) = —F*(=A"g") — G*(§").

Es bleibt zu zeigen, dass §* Losung von (3.11) ist. Setze dafiir
L:XxY" =R, L(x,y*) = F(x) + (y*, Ax)y — G*(y").
Dann gilt fiir alle X € X und §* € Y* stets

sup L(x,y") > L(X,§") > inf L(x,7"),
y*ey* xeX
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3 GRUNDLAGEN DER KONVEXEN ANALYSIS

und damit (Infimum tber alle X in der ersten und Supremum iber alle §j* in der zweiten
Ungleichung)

inf L ) > inf L ).
inf sup Lhoy")> sup inf L(x,y’)

Also ist

F(x) + G(Ax) = inf sup F(x)+ (y*,Ax)y — G*(y*)

xeX Y*eY*

> sup inf F(x) + (y*, Ax)y — G*(y")
Y*EY* xeX

= sup —F"(-A"y") —G"(y")
yrey*

Zusammen mit der Gleichung (3.14) erhalten wir damit

—F(=A"9") — G(y") = F(X) + G(AX) > sup —F*(=A"y") —G"(y"),

U*EY*

d.h. §* ist Losung von (3.11). Zusammen mit (3.14) folgt daraus auch (3.12). O

Man nennt (3.13) auch Fenchel-Extremalititsbedingungen; mit Hilfe von Lemma 3.17 kénnen
wir aus ihnen weitere dquivalente Optimalitatsbedingungen erzeugen, indem wir eine oder
beide Subdifferentialinklusionen invertieren. Dies werden wir spéter nutzen, um numerisch
zugangliche Optimalitatsbedingungen fiir Bildverarbeitungsprobleme herzuleiten (wobei F
und G Diskrepanz- bzw. Regularisierungsterme sein werden).
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ALGORITHMEN



PROXIMALPUNKT-VERFAHREN

Wir beschiftigen uns jetzt mit Verfahren zur numerischen Berechnung von Minimierern
von Funktionalen J : X — R der Form

J(x) == F(x) + G(x)

fir F, G konvex aber nicht differenzierbar. Die Schwierigkeit dabei ist, dass im Gegensatz zu
differenzierbaren Funktionen das Aquivalent zum Gradientenabstieg, die Iteration

X1 e x* — 1 0](x9),
nicht wohldefiniert ist, da ein beliebiges Element im Subdifferential keine Abstiegsrichtung
sein muss; dies kann man nur fiir den Subgradienten minimaler Norm garantieren - und fiir
J erhdlt man diesen auch nicht aus den entsprechenden Subgradienten von F und G. Dies
macht einen Subgradientenabstieg in der Regel nicht praktikabel. Wir andern daher unseren
Blickwinkel und suchen eine Nullstelle der mengenwertigen Abbildung x — 9]J(x) durch
eine geeignete Fixpunktiteration.

Um technischen Schwierigkeiten aus dem Weg zu gehen - und da wir spater die Algorithmen
auf diskretisierte Bilder, d. h. im RN, anwenden werden - beschrinken wir uns in diesem
und dem néchsten Kapitel auf den Fall, dass X ein Hilbertraum ist. Dies erlaubt, X* mit X
identifizieren; insbesondere identifizieren wir 9J(x) C X* mit der Menge der entsprechenden
Riesz-Reprasentanten in X. Damit konnen wir X mit 0 € 9J(%) durch Fixpunktiteration auf
der dquivalenten Inklusion X € X + 9J(%) suchen.

41 MONOTONE OPERATOREN

Zuerst betrachten wir die Klasse von Abbildungen der Form x — 9] (x). Fiir zwei normierte
Réume X, Y wird durch eine Relation R C X x Y eine mengenwertige Abbildung A : X — P(Y),
geschrieben auch A : X =2 Y, definiert durch

Ax={y € Y:(x,y) € R}.
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4 PROXIMALPUNKT-VERFAHREN

Wir definieren weiter fiir eine mengenwertige Abbildung A : X = Y
o den Definitionsbereich dom A = {x € X : Ax # (};
o dasBildranA =

XEX

o die Inverse A=' : Y = X durch A~ (y) = {x € X:y € Ax}fiiralley € Y. (Beachten
Sie, dass A~ (y) = 0 moglich ist.)

Fir A,B: X =Y,C:Y = Z,und A € R definieren wir
e M : X = Ydurch (AA)(x) ={Ay:y € Ax};
e A+B:X=Ydurch (A+B)(x)={y+z:y € Ax,z € Bx}
e CoA:X=2Zdurch (CoA)(x) ={z:esgibty € Ymity € Ax,z € Cy}.

Eine mengenwertige Abbildung A : X = X heisst monoton, falls gilt
(U1 —yz2,x1 —x2)x =0 firallex;,x, € X,yr € Axq,yz € Ax,.

Gilt Gleichheit nur fiir x; = x;, so heisst A streng monoton.

Klarerweise ist die Identitat Id : X = X, x — {x}, monoton. Fiir eine konvexe Funktion
F : X — Rist auch der Operator 9F : X = X, x ~ 0F(x) monoton: Sind x1,x, € X und
x} € 0F(x7) und x5 € 0F(x2), so gilt nach Definition

(x x1)
(x x2)

—
pog!
N2

—F(x1) fir alle x € X,
(%) — F(x2) fir alle x € X,

XI

F
F

NN

*
X715
*
2

XI

woraus fiir X = x; in der ersten und X = x; in der zweiten Ungleichung und Addition die
Monotonie folgt. Ebenso sind fiir A, B monoton und A > 0 auch AA und A + B monoton.
Wir werden aber noch eine stirkere Eigenschaft benétigen, die die Abgeschlossenheit von A
garantiert.

Definition 4.1. A : X =2 X ist maximal monoton genau dann, wenn fiir x € X und x* € X
die Bedingung

(x* =%, x—%) =0 firallex € X, X" € Ax

impliziert, dass x* € Ax ist.

Fiir feste x € X und x* € X besagt die Bedingung gerade, dass die Erweiterung A O A,
definiert durch

~ AxU{x*} x=
Ai::{ xU{x*} % =x,

AX X # X,
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monoton ist. Die Behauptung ist dann genau, dass dies keine echte Erweiterung darstellt.
Beispielsweise ist A : R =% R definiert durch

1 t>0,
At =
-1 t<0,

monoton aber nicht maximal monoton, da A eine Teilmenge des durch At = sign(t) =
a(| - [)(t) definierten monotonen Operators ist.

Aus der Definition folgen sofort einige niitzliche Aussagen.

Lemma 4.2. Ist A : X = X maximal monoton, dann ist es auch AA fiir alle A > 0.

Beweis. Seien x,x* € X und

0< (X" =&, x — &)y =A (A X", A% x — %) fiir alle x € X, %* € AAx.

Da fiir x* € AAx gilt A"'%* € Ax und A maximal monoton ist, folgt daraus A~ 'x* € Ax,
d.h. x* € AAX. Damit ist AA maximal monoton. H

Lemma 4.3. Ist A : X = X maximal monoton, dann ist A schwach-stark abgeschlossen, d. h.
aus xn — x und Ax, 3 x5, — x* folgt x* € Ax.

Beweis. Fir X € Xund %* € AX beliebig gilt

0 < (X, —X"yxn —K)y = (x

T — X" x —X)y

da x,, schwach und x}, stark in X konvergieren. Da A maximal monoton ist, folgt daraus
x* € Ax. ]

Von zentraler Bedeutung fiir die Theorie der monotonen Operatoren ist der Satz von Minty.

Satz 4.4 (Minty). Sei A : X =% X monoton. Dann ist A maximal monoton genau dann, wenn
ran(Id+A) = X.

Beweis. Wir zeigen nur, dass diese Bedingung hinreichend ist; der Beweis der Notwendig-
keit ist deutlich aufwendiger,' weshalb hierfiir auf die Literatur verwiesen wird; siehe z. B.
[Bauschke und Combettes 2011, Theorem 21.1].

Sei Id +A surjektiv, und seien x € X und x* € Ax mit

(4.1) (x* =%, x—%)y =0 fir alle x € X, X" € Ax.

'Er verlduft analog zu dem Beweis von Folgerung 4.5 iiber die Konstruktion eines Funktionals Fo - der
Fitzpatrick-Funktion — welches fiir A die selbe Rolle spielt wie F fiir OF.
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Nach Annahme existiert nun fiir x + x* € X ein z € X und ein z* € Az mit
(4.2) x+x*=z+2z" € (Id+A)z.
Einsetzen von (X, X*) = (z,z") in (4.1) ergibt dann

0< (x" —z5x—2)y = (z—x,x —2)y = —|[x — z||% <O,

d.h. x = z. Aus (4.2) folgt dann auch x* = z* € Az = Ax, und damit ist A maximal
monoton. O

Damit ldsst sich nun zeigen, dass Subdifferentiale maximal monoton sind.

Folgerung 4.5. Fiir F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig ist OF : X = X maximal
monoton.

Beweis. Wir zeigen, dass Id +-0F surjektiv ist. Fiir gegebenes z € X betrachten wir das Funk-
tional J : X — R,

100 = 3lx — 2l + Fix).

Da sowohl die quadrierte Norm als auch F eigentlich, konvex und unterhalbstetig sind, ist
] eigentlich, konvex und unterhalbstetig. Nach Satz 3.2 existiert also ein X € X mit J(x) =
min,ex J(x), fiir welches nach Satz 3.5 und Satz 3.10 gilt

0 € 9J(x) ={x — z} + OF(x),

d.h.z € x + OF(x). O

4.2 RESOLVENTEN UND PROXIMALPUNKTE

Wie wir im Beweis von Folgerung 4.5 gesehen haben, ist Id +0F surjektiv; da die quadrierte
Norm im Hilbertraum und damit | strikt konvex ist, ist der Minimierer und damit das Urbild
sogar eindeutig. Also ist (Id +0F) " einwertig, auch wenn OF dies nicht ist. Es besteht daher
die Hoffnung, dieses Objekt anstelle des Subdifferentials — oder allgemeiner, eines monotonen
Operators - fiir Algorithmen nutzen zu konnen.

Wir definieren daher fiir A : X = X maximal monoton die Resolvente
Ra: X=X, Ra(x) = (Id+A) 'x,

und fiir F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig die Proximalpunktabbildung

1
prox; : X — X, proxg(x) = argmei)r(l EHZ —x||% + F(z).
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Daw = Ror(x) die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, dass w der eindeutige
Minimierer (man sagt auch Proximalpunkt) dieser strikt konvexen Funktion ist, gilt

prox; = (Id+0F) "' = RoF.

Wir miissen noch zeigen, dass auch die Resolvente von beliebigen maximal monotonen
Operators einwertig ist, d. h. die Schreibweise R : X — X gerechtfertigt ist.

Lemma 4.6. Sei A : X = X maximal monoton. Dann ist R auf ganz X definiert und einwertig.

Beweis. Da A maximal monoton ist, ist Id +-A surjektiv, woraus dom R 5 = X folgt. Seien nun
x*,z€X beliebig und x € Ra (x*) und z € Ra(z*),d. h. es gilt x* € x + Ax und z* € z + Az.
Aus x* —x € Ax und z* — z € Az folgt mit der Monotonie von A, dass

*

I —zll% < (x" = 2%, x — z)x

gilt. Ist x* = z*, so muss daher auch x = z sein. Also ist R4 einwertig. O]

Tatsachlich lassen sich Minimierer konvexer Funktionen auch als Proximalpunkte charakteri-
sieren, indem man den folgende niitzlichen Zusammenhang verwendet.

Lemma 4.7. Sei F: X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig, und seien x,x* € X. Dann
ist fiir beliebige y > 0

x* € 0F(x) & x=prox g(x+yx").

Beweis. Mit Hilfe der Rechenregeln fiir mengenwertige Abbildungen sieht man, dass

x* € 0F(x) & x +yx* € (Id +yoF)(x)
& x € (Id+yoF) ' (x +yx¥)
& x = prox, g (x +yx").

Im letzten Schritt haben wir dabei prox ; = R, o und die Einwertigkeit der Proximalpunk-
tabbildung verwendet. O

Wendet man diese Umformulierung auf das Fermat-Prinzip 0 € 0F(%) an, erhdlt man sofort
das folgende Resultat.

Folgerung 4.8. Sei F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig undy > 0 beliebig. Dann
ist x € dom F ein Minimierer von F genau dann, wenn gilt

X = prox, ¢ (%).
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Damit liefert uns die Proximalpunkt-Abbildung eine Moglichkeit, Minimierer konvexer
Funktionen statt durch (explizite) Mengeninklusion durch eine (implizite) Gleichung zu
charakterisieren.

Weiter erhilt man daraus eine Verallgemeinerung der orthogonalen Zerlegung von Vektor-
raumen.

Satz 4.9 (Moreau-Zerlegung). Sei F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig. Dann gilt
fiir allex € X

X = Proxg(x) + proxp.(x).

Beweis. Setze w = proxg(x). Dann folgt aus Lemma 4.7 und Lemma 3.17, dass

W = prox;(x) < x —w € 0F(x)
S x € OF (x —w)
& X —W = Proxg. (x). l

Folgende Rechenregeln werden niitzlich sein.
Lemma 4.10. Sei F: X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig.
(i) Fiir A # 0 und z € X gilt mit H(x) = F(Ax + z)
prox,, (x) = A~ (prox,,¢ (Ax + z) — z).
(ii) Fiiry > 0 gilt
prox. . (x) =x— yproxy,w(y”x).
(iii) Fiir G:Y = Rgilt mitH: X x Y = R, H(x,y) = F(x) + G(y)

prox. ¢ (x) )
prox,g(y)/ "

prOX‘yH (X) y) - <
Beweis. Zu (i): Nach Definition ist
1
proxy, (x) = argmir)} EHW —x|% + Fw + z) = W.
we
Setzen Wir v = Aw + z, so ist W = A~ (V — z) mit

_ N B 2
v—argrvnel)rgz”?\ (v—2z) —x|x + F(v)

M A+ z)||% + F(v)

o]
=g gyl =

_ 1 2 32
= arglvn€1>r<1§]|v — (Ax + z)||x + AF(v)

= prox,.p(Ax + z).
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Zu (ii): Aus der Moreau-Zerlegung, den Rechenregeln fiir die Fenchel-Konjugierte, und (i)
firA =y ',z =0, folgt
prox, ¢ (x) = x — prox, . (x)
=X — PIOX, o (y-114) (X)
=X — Y Prox, ,-2p (v 'x).

Anwenden auf F* unter Verwendung von F** = F liefert die Aussage.

Zu (iii): Nach Definition der Norm auf X x Y gilt

. 1
prOXyH(Xay) = arg (u,\{l)lér;xY ZH(U')V) - (X)y)HixY +vH(u,v)

. 1 1
—arg min | (Glu—xZ +vr)) + (S -yl +v6m).

ueX,veyY
Da keine gemischten Terme in u und v auftreten, konnen die Klammern separat minimiert
werden. Also ist prox_;(x,y) = (1, V) mit

_ 1
1 = argmin §||u —x||% +yF(u) = PTOX ¢ ()

_ 1
v:argrpel\r(l sz—yH%—ka(V) = Prox,g (x)- O

Das Ausrechnen von Proximalpunkten ist in der Regel schwierig, denn die Auswertung von
prox; enthdlt ja bereits die Minimierung von F. In manchen Féllen kann man aber eine
geschlossene Formel angeben.

Beispiel 4.11. Wir betrachten zuerst X = R.
1. F(t) = [t/ d.h. 9F(t) = {t} und damit ist prox, ((t) = (1 +v) 't

2. F(t) = [t|,d. h. OF(t) = sign(t); siehe (3.3). Alsoistw = prox ((t) = (Id +v sign) ' (t)
genau dann, wenn t € {w} + vy sign(w) ist. Angenommen, fiir gegebenes t gelte diese
Inklusion fiir ein W. Wir machen nun eine Fallunterscheidung.

1. Fall w = 0. Dies impliziert t € y[—1,1] = [—y,Y].
2. Fall w > 0. Dies impliziertt =w + vy, d.h. w = t —y und damit t > .
3. Fall w < 0. Dies impliziertt = w —vy, d.h. w =t + y und damit t < —y.

Wir erhalten also

t—Y t >Y,
PTOX, £ (t) =40 te [_‘Y)‘Y])
t+y t<—y.

Diese Abbildung wird auch als soft-shrinkage-Operator bezeichnet.
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3. F(t) = 8;_1,17(t). Nach Beispiel 3.15 (iii) gilt F*(t) = [t|, und daraus erhalten wir mit
Lemma 4.10 (ii)

proxyF(t) =t—7yprox, ip (v 't)

t—y(y 't—y ") vy lt>yl,
=4qt-0 ‘Yibc € [_‘Yi])‘yiwa
t—y(y 't+y ) vy lt<—y!
1T t>1,
= t tel-1,1]
-1 t<-—1.

Die Proximalpunktabbildung ist also — unabhéngig von y - die Projektion von t auf
[—T1,11.

Beispiel 4.12. Die Beispiele 4.11 konnen auf X = RN (versehen mit dem Euklidischen Skalar-
produkt) verallgemeinert werden, indem man N mal Lemma 4.10 (iii) anwendet. Man erhalt
dann komponentenweise

(i) fir F(x) = 3[x|I3

1 .
[prox_ ¢ (x)]i = mxn 1T<iKN;

(ii) far F(x) = ||x]|

[prox ¢ (x)]i = (Ixil —v) " sign(xi), 1<i<N;

(iii) fir F(x) = &g (x)
[prox ¢ (x)]i = xi — (xi =1)" — (x¢ +1)°
Xi . .
“mad ) SEST

mit der Schreibweise (t)™ = max{t, 0} und (t)~ := min{t, 0}.

Viele weitere Beispiele findet man in [Parikh und Boyd 2014, § 6.5]. Allgemein gilt in einem
Hilbertraum X:

(i) IstF = %H % = % (-y+) x> soist proxyF(x) =(1+v) "

(ii) Ist F = || - ||x, so zeigt man analog mit Fallunterscheidung nach Satz 3.7
+
v

46



4 PROXIMALPUNKT-VERFAHREN

(iii) Ist F = d¢ fiir C C X nichtleer, konvex und abgeschlossen, so ist

prova(x) = proj.(x),

die Projektion von x auf C; die Proximalpunktabbildung verallgemeinert also die me-
trische Projektion auf (konvexe) Mengen. Projektionsformeln bzw. -verfahren fiir ver-
schiedene Klassen von Mengen sind in [Cegielski 2012, Kapitel 4.1] aufgefiihrt.

4.3 PROXIMALPUNKT-VERFAHREN

Wir haben gesehen, dass ein Minimierer x von F : X — R charakterisiert werden kann als
Fixpunkt von prox  fiir beliebiges y > 0. Dies legt nahe, diesen durch eine Fixpunktiteration
zu berechnen: Wihle x° € X und setze fiir eine geeignete Folge {yi }xen

k+1

(4.3) x**1 = prox,, (x*)

Wie bei der klassischen Fixpunktiteration miissen wir nun nachweisen, dass die Fixpunktab-
bildung in einem passenden Sinne kontrahierend wirkt. Eine Abbildung T : X — X heisst
nichtexpansiv, wenn fiir alle x, z € X gilt || Tx — Tz||x < ||x — z||x. Sie heisst fest nichtexpansiv
(englisch: ,,firmly nonexpansive®), wenn sogar gilt

ITx — Tz||% < (Tx — Tz,x — z)y fir alle x,z € X.
Resolventen maximal monotoner Operatoren sind stets fest nichtexpansiv.

Lemma 4.13. Sei A : X = X maximal monoton. Dann ist R : X — X fest nichtexpansiv, und
es gilt

[Rax — Raz|% + |(Id—Ra)x — (Id —Ra)z||% < |Ix —z||%  fiir allex,z € X.

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 4.6 erhalten wir aus der Monotonie von A, dass fiir
x* = Ra(x) und z* = Rx(z) gilt

=z % < (¢ =z x —2)x,
also R fest nichtexpansiv ist. Daraus folgt nun, dass

|(Id —Ra)x — (Id —RA)sz( = ||x — z||§< —2(x —z,Rax — Raz)yx + [|[Rax — RAzHi

2 2

< = zfx = [Rax = Razllx
gilt. [
Damit kdnnen wir nun die Konvergenz der Fixpunktiteration fiir Resolventen maximal

monotoner Operatoren zeigen, woraus sofort die Konvergenz des Proximalpunktverfahrens
(4.3) folgt.
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4 PROXIMALPUNKT-VERFAHREN

Satz 4.14. Sei A : X = X maximal monoton, und sei {y\ }xen mit Y_y._,vi = oo. Erfiillt
{x*len C R* die Rekursion

k+1 _ 3
X =Ry AXS,

dann konvergiert x* — x mit 0 € Ax.

+1

Beweis. Aus der Rekursion x**1 = R, ax* = (Id +yA)~"x* folgt

Wk — YE] (Xk k+1) c AXkJr]

und damit auch x**1 — x**2 =y, ;w1 (Der Vektor w* spielt die Rolle des Residuums

in der verallgemeinerten Gleichung 0 € Ax.) Da A monoton ist, gilt fiir y,.; > 0

0< ,ygjr] (Wk_wk+1)xk+1 _Xk+2)x
(W —w- ’WkH)X
( k+1) _ Hwk+1 ||§(
<|

k“H (Iw"llx = W< lx) -

Also ist die Folge {||w*||x}xen der Residuumsnormen nicht-negativ und monoton fallend
und daher konvergent. (Solange w**! = 0, aber in diesem Fall ist wegen w**! € Ax*+2
bereits x**2 die gesuchte Nullstelle.)

Sei nun x* € X eine Nullstelle von A, d.h. 0 € Ax*. Dann ist x* = R, ax* fiir alley > 0. Aus
Lemma 4.13 folgt

k+1 k

— X% = 1Ry ax® = Ry ax7[Ix
< =% )I% = [[(1d =Ry, A )x* — (Id =Ry A XI5

= [ = x"[I% = vilw*[I%,

(4.4) Ix

Also ist {|[x* — x*|}xen fiir jede Nullstelle x* monoton fallend (man nennt solche Folgen
Féjer-monoton) und damit beschrankt. Also ist auch {x*};cy beschrankt und hat daher eine
schwach konvergente Teilfolge x*t — x. Aus (4.4) folgt ausserdem

k+1

"7 —x Hx HX —X Hx ZYJ HWJHX

Die Partialsummenfolge ist also monoton wachsend und beschrankt, und deshalb konver-
giert > 7, vi|w¥|%. Da die Folge {yZ}xen nach Annahme nicht summierbar ist, muss
liminfy ., [[W¥||% = O gelten. Aus der Konvergenz von {|[w*||x}xen folgt damit w* — 0.
Folgerung 4.3 angewendet auf {x*t};cy, x*t — %, und {w*t}cy, w*t — 0, ergibt dann 0 € Ax,
d. h. jeder schwache Haufungspunkt von {x*}; <y ist eine Nullstelle von A.

Wir zeigen nun, dass die gesamte Folge {x*}.cy konvergiert. Seien x und & schwache Hau-
fungspunkte und damit Nullstellen von A. Dann sind wegen der Féjer-Monotonie von {x*} cxy
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4 PROXIMALPUNKT-VERFAHREN

sowohl {||x* — x||x}xen als auch {||[x* — X||x}xen monoton fallend und beschrinkt und daher
konvergent. Also konvergiert auch

(X% =R)y = 5 (IX* = RII% — I = %[I% + [%]1% = IR1%)

N —

gegen ein ¢ € R. Da x schwacher Haufungspunkt ist, existiert eine Teilfolge {x*" },,cn mit
x*n — %; ebenso existiert eine Teilfolge {x*"},;,cny mit x*m — K. Also ist
kn 3

,X—Q)X:c:nyinoo(x

(%, x —R)yx = lim (x km % —R)

= (Q)i - Q)x )
n—oo

X
und damit

0 =[x —R[I%,

d.h. x = X. Jede Teilfolge hat daher den selben Grenzwert, und deshalb konvergiert die
gesamte Folge {x*}icn gegen diesen. ]
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SPLITTING-VERFAHREN

Fiir Funktionale aus der Bildverarbeitung, die tiblicherweise die Form J(x) = F(x) + G(x)

haben, ist das Proximalpunkt-Verfahren in der Regel nicht praktikabel, da die Auswertung
prox; nicht wesentlich einfacher ist als das urspriingliche Problem. Anstatt die Proximalpunkt-
Formulierung auf 0 € 0J(k) anzuwenden, verwendet man zuerst die Summenregel und erhalt
dadurch ein p € X mit

) { P € OF(x)

)
—p € 0G(%).
Man kann nun eine oder beide der Subdifferentialinklusionen durch eine Proximalpunkt-
Abbildung ersetzen.

51 EXPLIZITES SPLITTING

In expliziten Splitting-Verfahren - auch forward-backward splitting genannt — wendet man
Lemma 4.7 nur auf die zweite Inklusion in (5.1) an:

p € 0F(x),
X = prox, g (x —vp).
Die zugehorige Fixpunkt-Iteration ist dann
1. Wihle p* € 9F(x¥) (mit minimaler Norm).
2. Setze x*'! = prox,, ;(x* —yip®).

Dies ist im Allgemeinen kein praktikables Verfahren, da die Bestimmung eines Subgradienten
minimaler Norm aufwendig ist. Eine Ausnahme ist jedoch, wenn F zusitzlich differenzierbar
ist: Dann gilt (im Hilbertraum) oF(x) = {VF(x)}. In diesem Fall erhalten wir das Proximal-
Gradientenverfahren

XM = prox,, ¢ (x* — v VF(x))
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5 SPLITTING-VERFAHREN

(im Spezialfall G = 8¢ - d.h. prox ; (x) = proj (x) - auch projiziertes Gradientenverfahren
genannt).

Um nun analog zum Proximalpunktverfahren Konvergenz zu zeigen, miissen wir die Nicht-
expansivitit des Gradienten voraussetzen (da wir fiir F ja keine Resolvente verwenden, die
automatisch nichtexpansiv ist).

Lemma 5.1. Sei F : X — R Gdteaux-differenzierbar mit Lipschitz-stetigem Gradienten, d. h.
IVF(x) — VF(y)|lx < L||x —y||x fiir alle x,y € X. Dann gilt

L .
Fly) < F(x) + (VF(x),x —y)x + sz—yHi fiir alle x,y € X.

Beweis. Aus der Gateaux-Differenzierbarkeit von F folgt

%F(X—f—t(y —x)) = (VF(x +t(y —x)),y —x)y firallex,y € X.

Integration tber t auf [0, 1] liefert damit

1
|| (PO ety =30 = 30 de = Fy) — Foo.
0
Zusammen mit der produktiven Null erhalten wir dann unter Verwendung der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung und Lipschitz-Stetigkeit

r1

F(y) = F(x) + (VF(x),y —x)x + ; (VF(x + tly —x)) — VF(x),y —x) dt
1

< F(x) 4+ (VF(x),y —x)x + ; |[VF(x + t(y —x)) — VF(x)[|x]|x — y||x dt

r1
<F(x) + (VF(x),y —x)y + | Lt|x —y|%dt
JO

L
= F(x) + (VF(x),y = X)x + 5 [x = y%- O
Fiir gentigend kleine Schrittweiten kann man damit die Konvergenz des Proximal-Gradienten-

verfahrens zeigen.

Satz5.2. Seien F: X — Rund G : X — R eigentlich, konvex, und unterhalbstetig. Sei zusdtzlich
F Gateaux-differenzierbar mit Lipschitz-stetigem Gradienten. Gilt 0 < ymin < yx < L7, dann
konvergiert x* — x mit 0 € J(x) .

Beweis. Wir argumentieren dhnlich wie im Beweis von Satz 4.14, wobei wir die Monotonie

der Folge der Residuumsnormen w* € Ax**! durch die der Funktionswerte J(x*) ersetzen.
Wir definieren dafiir T : X — X,

T, (x) =y~ ' (x — prox ¢ (x — YVF(x))),
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5 SPLITTING-VERFAHREN

und erhalten dadurch

X = prox,, ¢ (x* — v VF(x¥)) = x* =y Ty, (x)

und, nach Lemma 4.7,

(5.2) Tyk(xk) — VF(x*) € 0G(x* — ykTyk(xk)).

Aus Lemma 5.1 folgt dann mit x = x¥,y = x*"!" = x* —y, T, (x*), und vy, < L'

N

2
(53)  F(x* —viTy, (x¥)) < F(x*) — v (VF(x¥), T, (x¥)) +YZLLHTW(XK)H§<

X

<) = i (V) Ty (69) o+ 5 T 0 e

X

Damit gilt auch fiir alle z € X unter Verwendung von (5.2) und VF(x) € 0F(x), dass

O3 = Fx* = vaTy, (069)) + G (X = 7Ty, (x9))
< F() =y (VFOK), Ty (659)) o+ 5T 6
+ G(z) + (Ty, (x*) = VF(x¥), x* — yi Ty, (x*) — z)x
< () + (TR0, 08 = 2) = vie (TR, Ty (69 + 2Ty (6 R
+G(2) + (T (x5) = VF(X9), x5 — 2= 1Ty, (¥9))
= J(2)+ (Tyy ¥ = 2) = BEITy ()

Fiir z = x* folgt daraus
JOHT) < x4 — LI, (),

d. h. {J(x*)}xen ist monoton fallend. (Das Proximal-Gradientenverfahren ist also ein Abstiegs-
verfahren.) Fiir z = x* mit J(x*) = minyex J(x) folgt weiter

0 < IO = J(x) € Ty =) = LEITy, ()%

(I =x[I% = X" = %" =y Ty, (X)1%)

1
2y

] * *
e (I =x* 1% = I = x*[I%) -

Insbesondere ist {||[x* — x*||x}xen monoton fallend und damit {x*}, <y Féjer-monoton und
beschrankt. Es existiert also eine schwach konvergente Teilfolge {x*};cy mit x*t — .
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Summieren tiber n = 1,..., k liefert nun
1T _
= (ST =X % = I =7 [1%)

k=1

= (I =% 1% = Ix* = x*[I%)

2

Da {J (x*)}xeny monoton fallend ist, folgt

1 ¢ 1
. ny __ * < _ ky * < 0 _ . *|12
(5.4) IO =10 < 3 5005 =106 < g =1
und damit J(x*) — J(x*). Also gilt auch wegen der schwachen Unterhalbstetigkeit von F und

G, dass

J(%) < liminf J(x*) = J(x").

Wie im Beweis von Satz 4.14 folgt nun aus der Féjer-Monotonie von {x*}; ¢y, dass x* — x fiir
die gesamte Folge gilt. ]

Aus (5.4) folgt insbesondere J(x*) = J(x*) + O(k™'). Um J(x*) < J(x*) + ¢ zu erreichen,
sind also O(e~") Iterationen notwendig. Durch eine geschickte Extrapolation ldsst sich dies
auf O(e~'/2) reduzieren, was beweisbar optimal ist; siche [Nesterov 1983], [Nesterov 2004,
Theorem 2.1.7]. (Dafiir ist die Folge der Funktionswerte allerdings nicht mehr monoton
fallend.) Die Iterationsvorschrift dafiir ist

X = prox,, (X — vy VF(x))
(5.5) Sk _ <] 1 —rk> L 1— Tk
Tk+1 Tk+1
tir die (schwer zu motivierende) Folge
T4+ /1+41%_,
To = 1» Tk = (_> OO),

2
siehe [Beck und Teboulle 20009, § 4].

Ein Nachteil des expliziten Splittings ist die Notwendigkeit, fiir die Wahl einer zuldssigen
Schrittweite vy die Lipschitzkonstante L von VF zu kennen. Im Beweis von Satz 5.2 erkennt
man, dass dies dazu dient, die Abschétzung (5.3) zu garantieren. Ist die Lipschitzkonstante
nicht bekannt, kann man versuchen, die Giiltigkeit von (5.3) durch Liniensuche zu erfiillen:
Man startet mit y° > 0 und verkleinert y* (etwa durch Halbieren) so lange, bis

k
FXS = ¥*Ty(65)) < FX) =¥ (VFO), Tyn (69 + 2 T (69 3

erfiillt ist (was spétestens fiir y* < L~ der Fall ist). Dafiir ist in jedem Schritt der Liniensuche
jeweils eine Auswertung von F und prox, . erforderlich.
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5.2 IMPLIZITES SPLITTING

Auch mit Liniensuche bleiben die Anforderungen an die Schrittweite vy in expliziten Verfah-
ren unbefriedigend. Dies kann man mit einem impliziten Splitting umgehen. Hier wenden
wir die Proximalpunkt-Formulierung auf beide Subdifferential-Inklusionen in (5.1) an und
erhalten

Um p aus den Gleichungen zu eliminieren, setzen wir z := X + yp und W := X — yp. Dann
istz+w =2x,d.h.

Damit brauchen wir nur noch eine Rekursion fiir z; diese gewinnen wir aus der produktiven
Null

z=2z+(x—X).

Durch Fixpunktiteration auf diesen Gleichungen erhalten wir das Douglas-Rachford-Verfahren

Xk = proxyF(zk),
(5.6) yrt = proxYG(Zxk“ —z5),
PN gk T ke

Diese Iteration kann man durch Einfithren von geeigneten Operatoren als Proximalpunkt-
Verfahren schreiben, woraus mit etwas Aufwand (nach Nachweisen der maximalen Monotonie
des entsprechenden Operators) die Konvergenz mit Satz 4.14 folgt; siehe etwa [Eckstein
und Bertsekas 1992]. Wir betrachten hier gleich eine allgemeinere Variante, die sich in der
Bildverarbeitung als sehr erfolgreich erwiesen hat.

5.3 PRIMAL-DUALE VERFAHREN

Diese Verfahren wurden speziell fiir Probleme der Form

min F(x) + G(Ax)
xEX

tir F, G eigentlich, konvex und unterhalbstetig und A € L(X,Y) entwickelt. Aus Satz 3.18 und
Lemma 3.17 erhélt man dafiir die Fenchel-Extremalitatsbedingungen
{ —A*g € OF(x), { —A*g € OF(x),

54

(5.7) 7 € 0G(AR), Ax € 0G*(9).

54
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Die zugehorige Proximalpunktformulierung nach Lemma 4.7 ist
X = prox_ ;(x — TA"g),
Uy = prox - (J + 0AX),

fiir beliebige o, T > 0. Daraus lasst sich direkt eine Fixpunktiteration gewinnen. Es ist aber
sowohl aus praktischer als auch aus theoretischer Sicht hilfreich, einen Extrapolationsschritt
(vergleiche (5.5)) einzuschieben:

Xt = prox_; (x* — TA*Y*),
y ! = prox,q. (y* + cAX ).

Dieses primal-duale Extragradienten-Verfahren kann man nun als Proximalpunkt-Verfahren
auffassen.' Dazu formen wir (5.8) so um, dass (x™,y™) und (x™*',y™*') auf jeweils einer
Seite stehen. Verwenden von prox ; = (Id +70F) " ergibt fiir die erste Gleichung;

Xt = prox_; (x* — TA*Y¥) & x* — tA*y* € x4+ TaF(x* )
o1 % — AfyR e v IxMTT L OF(x .

Analog haben wir fiir die zweite Gleichung (nach Elimination von x**1)

Yy = prox,q. (Y~ + oA (X —x9)) <

oyt — AxF e o Ty 406G (YRt ) — 2AXRTT,
Setzenwir Z=X x Y,z = (x,y),
T 11d —A* oF A~
M= ( ~A G‘Id)’ T= (—A aG*)’
so ist (5.8) dquivalent mit

MZk c (M+T)Zk+] = ZkJr] c (M_'_T)f] MZk.

Ist M invertierbar, so gilt M = (M~")~! und damit (M + T)""Mz* = (Id +M'T) " "z5; es
handelt sich dann also in der Tat um ein Proximalpunkt-Verfahren fiir den Operator M~ 'T.
Dazu zeigen wir, dass M - unter Voraussetzungen an o, T — selbstadjungiert und positiv
definit beziiglich des Skalarproduktes

(z1,22), = (x1,%2)x + (Y1,Y2)y firallez; = (x1,y1) € Z,z, = (x2,y2) € Z

ist.

'Eingefithrt wurde das Verfahren in [Chambolle und Pock 2011]; der Zusammenhang mit Proximalpunktver-
fahren wurde in [He und Yuan 2012] beschrieben.
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Lemma 5.3. Der Operator M ist beschrdnkt und selbstadjungiert. Gilt oT||A[|f x v < 1, so ist
M positiv definit.

Beweis. Direkt aus der Definition von M folgt die Beschrénktheit (da A € L(X,Y) beschrinkt
ist) und Selbstadjungiertheit. Sei nun z = (x,y) € Z \ {0} beliebig. Dann ist

(Mz,z), = (v 'x = A*y,x), + (07 'y — Ax,y),,
— v X3 =206 A"y)x + 0 [yl
Xl = 20IA xow [IXlx Tyl + o [yl
T IXIE — Ao VoT(T xR + o HlylIR) + o Tyl
(1= AL vVor) (VT IxI3 + Vo llylI3)
> ClIxE + Iyli3)

VoWV

fir C:= (1 — |[|AllLix,v)v/ot) min{t~', 07} > 0. Also ist (Mz,z), > C||z||5 fiir alle z # 0
und damit M positiv definit. ]

Der Operator M induziert also ein Skalarprodukt (z1,2,),, := (Mz1,2,), und dadurch eine
Norm ||z||34 = (z,z), fiir die gilt

(5.9) crllzllz < lzllm < ez2llz||z furallez € Z.

Folgerung 5.4. Gilt ot||A1 v, < 1, so ist M stetig invertierbar, d. h. es gilt M~ € L(Y,X).

Beweis. Wegen (5.9) ist fiir beliebige z € Z die Abbildung f : Z — R, f(v) = (z,v), ein
(beziiglich || - ||m) beschrianktes Funktional. Nach dem Satz von Fréchet-Riesz existiert also
ein eindeutiges z* € Z mit

(Mz*,v), = (z,V), fur allev € Z,
und die Abbildung M~ : z — z* ist linear. Damit gilt

ctllz’ |z < 27l = Mz*,2%)z = (2,27) 2 < |zl z]lz"]|

und nach Division durch c?||z*|| 7 folgt die behauptete Beschranktheit von M. ]

Alsoist M~'T wohldefiniert. Um die maximale Monotonie von M~ T zu beweisen, bendtigen
wir auch noch, dass die Skalarprodukte (-, -),, und (-, -), dquivalent sind.

Folgerung s5.5. Es existiert ein C > 0, so dass gilt

(z,2"), < Clz,2" )0y fiirallez,z2' € Z.
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Beweis. Aus der Parallelogrammgleichung und (5.9) folgt

1
@27 = § (le+ 23~ Iz~ 2'12)
1, _ _
<7 (e 2llz+ 2% — 2%z = 2"lIR)
< max{c;?%,¢5%} (2,2 )y - H

Lemma5.6. Gilt ot||Al]f x y) < 1, so ist M~ T maximal monoton.

Beweis. Seien z*,Z € Z und es gelte

(2 —2z'2—2), >0 firalleze Z,z* €¢ M 'Tz.

Fiir z¥ € M~ Tzist nun Mz* € Tz und daher existieren nach Definition von T ein & € 0F(x)
und ein 1 € 9G*(y) mit z = (x,y) und Mz* = (§ + A*y,n — Ax). Weiterhin ergibt
Folgerung 5.5

(510) (Mz*—Mz*z2—-2),=(2"—-z"2—2z)y
>C ' (zr—2z2—2),>0 fiiralleze Z,Mz* € Tz.

Setze nun & = x* — A*j und 1 = §* + Ax fiir Mz* = (X*,§*). Aus (5.10) folgt daher fiir alle
(x,y) € Z:

(E+AY) — (E+A™Y),x —x), + (A =A%) — (N — Ax), § —y)y

= (E—&x %) + (A" (G —y),* —xX)x — (AR =x),§ —y)y + (A —1,9 —y)y

=(E—&Ex %) +([A-19—y)y.

Da der erste Term nur von x und der zweite nur von y abhéngt und x und y unabhéngig ge-
wiahlt werden kdnnen, miissen beide Terme nichtnegativ sein. Aus der maximalen Monotonie
von Subdifferentialen folgt nun & € 9F(%) und 7| € 9G*(y). Also ist

Mz* = (X,§") = (E+ A"}, —AX) € Tz
und damit z* € M~ 'Tz. Dies zeigt die maximale Monotonie von M~ 'T. O

Das primal-duale Extragradienten-Verfahren (5.8) ist also dquivalent mit der Proximalpunkt-
iteration z**! = Ry, 112" fiir M~ 'T maximal monoton, so dass aus Satz 4.14 die Konvergenz
folgt.

Satz 5.7. Erfiillen F, G, A die Voraussetzungen von Satz 3.18 und gilt O'THAH%(X’Y) < 1,50
konvergiert {(x*,y*) xen schwach in Z gegen eine Losung (x,y) von (5.7).
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Setzt man A = Id, T =y, 0 = vy~ und z*¥ = x* — yy* und wendet Lemma 4.10 (ii) an, so
erkennt man, dass die Iteration (5.8) dquivalent ist mit (5.6); die Konvergenz des Douglas—
Rachford-Verfahrens kann man aber wegen ot||A[|f x v, = 1 nicht aus Satz 5.7 folgern.

Eine Schwierigkeit in der konkreten Durchfithrung des Verfahrens ist das Abbruchkrite-
rium. Insbesondere steht fiir nichtdifferenzierbare Funktionen kein bequemes Aquivalent
zur Residuumsnorm in den Optimalitidtsbedingungen zur Verfiigung. Aus Satz 3.18 folgt
aber, dass in der Losung (%, ) die Funktionswerte des primalen und des dualen Problems
ibereinstimmen. Das legt nahe, als Kriterium die Dualitdtsliicke

g9(x,y) :=F(x) + G(Ax) + F'(-Ay) + G"(y)

zu verwenden. Im Beweis von Satz 3.18 haben wir gesehen, dass (X, ) Sattelpunkte der
Funktion

L(x,y) = F(x) + (y,Ax)y — G™(y)
ist. Es gilt also fiir alle (x,y) € Z

inf L(x,y) < L(x,y) <L(%,9) < L(x,9) <supL(x,y).
xeX yey

Dabher ist wegen
9(x,y) = F(x) + G(Ax) —F(x) — G(AX) > 0

die Dualitdtsliicke eine obere Schranke fiir den Abstand zum minimalen Funktionswert.
Wir kénnen also abbrechen, falls g(x*,y*) < ¢ ist fiir eine vorgegebene Schranke ¢ > 0.
Allerdings ist nicht garantiert, dass g(x*,y*) — 0 gilt (aus der Unterhalbstetigkeit folgt
lediglich 0 < liminfy. ., g(x*,y*)); auch kann die Dualititsliicke unendlich sein. Dies muss
in konkreten Problemen (z. B. durch geeignete Modifikation des Kriteriums) beriicksichtigt
werden.
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Um die Werkzeuge der Variationsrechnung auf Probleme der Bildverarbeitung anwenden
zu konnen, fassen wir nun (Schwarz-Weiss-)Bilder auf als Funktionen u : O — R mit
Q c R4 (z.B. Q = [0, 1]%). Dabei ist es wichtig, einen korrekten Funktionenraum zu finden,
in dem wir Bilder suchen: Er sollte genug Regularitit erfordern, um zufilliges Rauschen
auszuschliessen, aber nicht so viel Regularitit, dass keine Spriinge (d. h. Kanten im Bild)
erlaubt sind.

6.1 LEBESGUE-RAUME

Die grundlegende Klasse von Funktionenrdumen (die wir spéter einschranken wollen) sind
die Rdume der Lebesgue-integrierbaren Funktionen. Dabei handelt es sich um Aquivalenz-
klassen von Funktionen, die beziiglich des Lebesgue-Mafles messbar sind; identifiziert wer-
den Funktionen, die sich nur auf einer Menge vom Lebesgue-Maf3 Null unterscheiden. Fiir
1 < p < oo sind die Lebesgue-Rdume definiert als

LP(Q) :={u messbar : ||ul|rr < oo}

mit den in Beispiel 1.1 (iii) definierten Normen. Wir erinnern, dass es sich dabei um Ba-
nachrdume und fir p = 2 um einen Hilbertraum handelt, und dass LP(Q)* = L9(Q) fir
1<p<ooundp '+ q ' = 1ist. (Diese Identifizierung werden wir im Folgenden still-
schweigend verwenden und L9(Q) als Dualraum bezeichnen.) Die Ungleichung (1.1) wird
dann zur Holder-Ungleichung

J u(x)v(x) dx < |[uf|e|v|lLa  firalleuw € LP(Q),v € L9(Q).
o)

Daraus folgt sofort fiir beschrinkte Gebiete Q die Einbettung LP(Q) «— LP'(Q) fiirp < p’.
Da dies fiir Bilder keine Einschrankung darstellt, betrachten wir in Folge stets beschrankte
Gebiete.
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Eine Sonderrolle (als der “grofitmogliche” Lebesgue-Raum) spielt
L. (Q) := {umessbar : ulx € L'(K) fiir alle K C Q kompakt} .
Ein Grund, mit Lebesgue-integrierbaren Funktionen zu arbeiten, ist die Vertraglichkeit dieses
Integralbegriffs mit der Unterhalbstetigkeit.
Lemma 6.1. Sei @ : R — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig. Dann gilt dies auch fiir

Joeu)dx @ouel'(Q),

Q:L7(Q) =R, (D(u):{
o0 sonst.

Beweis. Da ¢ eigentlich ist, existiert ein ty € dom ¢. Also ist die konstante Funktion u =
to € dom @, da @(u) = @(ty) € L®(Q) Cc L'(Q).

Firu,v € dom ® und A € (0, 1) folgt fiir fast alle x € Q aus der Konvexitét von ¢, dass
e(Au(x) + (1 =A)v(x)) < Ap(u(x)) + (1 —A)v(x).

Dafiirf,g € L'(Q) und &, p € Rauch af+Bg € L' (Q) gilt, ist also Au+ (1 —A)v € dom @,
und durch Integration der Ungleichung iiber O folgt die Konvexitit von ®.

Sei nun {up }ney mit u,, — win LP(Q). Dann existiert eine Teilfolge {un, Jxeny mit u,, (x) —
u(x) fast tiberall.! Wegen der Unterhalbstetigkeit von ¢ und mit dem Lemma von Fatou gilt

< J lim inf @ (un, (x)) dx
Q

k—o00
< lim ian @ (un, (x)) dx = liminf ®(u,, ). O
k—oo | k—o0

Fiir solche Funktionale ldsst sich das Subdifferential punktweise charakterisieren. Im Folgen-
denseistetsp ' +q ' =1,dh. L9(Q) = LP(Q)* fiir 1 <p < oo, angenommen.

Lemma 6.2. Sei ¢ : R — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig und ® : L?(Q) — R mit
1 < p < oo wie in Lemma 6.1. Dann ist fiir alleu € dom ®

00 (u) ={u" € LI(Q) : u*(x) € 9p(u(x)) fiir fast allex € Q}.

Isiehe z. B. [Dobrowolski 2010, Satz 4.25]
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Beweis. Seiu € dom®,d.h. p ou € L'(Q). Gilt fiir u* € L9(Q) dass u*(x) € 0 (u(x))
fast tiberall, so folgt daraus durch Integration

|
£
Ral
o
x
Il
e
¥
o
|
£
—
<

Q1) — 0u) = LZ @(t(x)) — e(ulx)) dx > L uw (x)(Gx

furalleti € LP(Q).

Sei umgekehrt u* € 9@ (u). Dann gilt nach Definition

J w(x)(t(x) —u(x)) dx < J e(t(x)) — @(u(x))dx firalleti € LP(Q).
Q Q

Seinun t € R beliebig und sei A C Q) eine beliebige messbare Menge. Fiir die Wahl

) {t X € A,
u(x) :=
u(x) x¢A,

folgt wegen 1t € LP(Q) aus der obigen Ungleichung

J W) (t—ulx)) dx < J o) — @(ulx)) dx.
A A

Da A beliebig war, muss gelten

w(x)(t—u(x)) < o(t) — @(u(x)) fur fast alle x € Q.
Dat € R beliebig war, folgt daraus u*(x) € du(x) fiir fast alle x € Q. l
Auf dhnliche Weise zeigt man, dass sich auch die Fenchel-Konjugierte punktweise berechnen
lasst.”

Lemma 6.3. Sei @ : R — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig, und sei ® : L?(Q) — R
mit 1 < p < oo wie in Lemma 6.1. Dann ist die Fenchel-Konjugierte von ® gegeben durch

O*:19(Q) - R, @*(u") :J @*(u"(x)) dx.
Q

Auf dem anderen Ende der Glattheitsskala liegen die unendlich oft differenzierbaren Test-
funktionen in

C(Q) :={@: Q — R: ¢ unendlich oft stetig differenzierbar, supp ¢ C Q kompakt},

wobei supp ¢ = {x € Q : @(x) # 0} den Trdger von ¢ bezeichnet. Ihr Wert liegt darin, dass
sich Lebesgue-integrierbare Funktionen beliebig gut durch Testfunktionen approximieren
lassen; man sagt, C*(Q) liegt dicht in L?(Q).°

*siehe z. B. [Ekeland und Témam 1999, Proposition IV.1.2]
3siehe z. B. [Dobrowolski 2010, Satz 4.23]
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Satz 6.4. Fiiralleu € LP(Q), 1 < p < oo, existiert eine Folge {@n neny C CF(Q) mit @, — u
inL?(Q).

Dieses Resultat erlaubt die klassische Beweistechnik des Dichtheitsarguments: Will man eine
Eigenschaft fiir alle u € LP(Q) nachweisen, so zeigt man sie zuerst fiir alle ¢ € C3(Q) und
argumentiert, dass sie beim Grenziibergang in der approximierenden Folge erhalten bleibt.
So zeigt man beispielsweise das folgende wichtige Resultat.

Satz 6.5 (Fundamentallemma der Variationsrechnung*). Seiu € L _(Q) mit

J u(x)e(x)dx >0 fiir alle @ € C3°(Q).
e}

Dann ist u(x) = 0 fiir fast alle x € Q.

6.2 SOBOLEV-RAUME

Es ist klar, dass Testfunktionen kein gutes Modell fiir Bilder darstellen. Statt Funktionen, die
im klassischen Sinn differenzierbar sind, betrachten wir daher als nichstes schwach differen-
zierbare Funktionen. Diese Funktionen sind die Grundlage der modernen Theorie partieller
Differentialgleichungen und eignen sich besonders fiir Funktionale mit Integraldarstellung.
Ausgangspunkt ist, die klassische punktweise Definition der Ableitung durch eine ,,Definiti-
on im Mittel“ zu ersetzen; als grundlegende Eigenschaft fordert man dabei, dass der neue
Ableitungsbegriff vertraglich ist mit der partiellen Integration. Dafiir ist es niitzlich, einen
Multiindex

o= (0t1y...,00q) € NG

mit Lange o := Y&, o; zu definieren, um fiir f definiert auf Q ¢ R? eine (klassische)
partielle Ableitung der Ordnung || kompakt schreiben zu kdnnen als

6'“‘f(x1 ‘e Xd)
D*f(x1,... = ol
(Xl) )Xd) ax(]x] L. aX(oicd

(Wir schreiben auch kurz 0; := a%i .) Eine Funktionu € L} (Q) heisst schwach differenzierbar,
falls einv € L] _(Q) existiert mit

(6.1) le(x)(p(x) dx = (—1)« JQ u(x)D%@(x) dx tir alle ¢ € C3(Q).

Nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung ist dann die schwache Ableitung
eindeutig definiert als D*u := v; besitzt u eine entsprechende klassische Ableitung, so

“siehe z. B. [Dobrowolski 2010, Satz 5.1]
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stimmt die schwache Ableitung mit dieser iiberein (und wir unterscheiden daher nicht in
der Notation). Die schwache Ableitung existiert aber fiir ein grossere Klasse von Funktionen;
zum Beispiel hat u : (—1,1) — R, u(x) = |x|, die schwache Ableitung Du : (—1,1) — R,
Du(x) = 1fiirx > 0und Du(x) = —1 fir x < 0.

Wir kénnen nun die Sobolev-Réiume WP (Q) firr k € Ny und 1 < p < oo definieren als
WEP(Q) = {u e LP(Q) : D*u € LP(Q) fiir alle || < k}.

Diese sind Banachriume® versehen mit der Norm

uflwier = Z 1D |7 fir 1 < p < o0,
[l <k
e = max [D%ul] -
lx|<k

Fiir p = 2 handelt es sich um Hilbertrdume mit Skalarprodukt

(W V) ke = Z (D*u, D*Vv)>.

lx|<k

Man schreibt daher iiblicherweise H*(Q) := W*2(Q).

Auch Sobolev-Funktionen lassen sich beliebig gut durch Testfunktionen (ohne kompakten
Trager) approximieren.®

Satz 6.6. Fiirallek € Nund 1 < p < oo liegt C*(Q) N W*P(Q) dicht in WSP(Q).

Damit kann man etliche Eigenschaften von Sobolev-Funktionen mit Dichtheitsargumenten
beweisen. Ein niitzliches Resultat ist

Lemma 6.7. Gilt fiir ein u € W*P(Q), dass D*u = 0 fiir alle |«| = k ist, dann stimmt u fast
iiberall mit einem Polynom vom Grad k — 1 iiberein.

Die Norm im Sobolev-Raum misst die Regularitit von Funktionen auf unterschiedliche Weise,
bestimmt durch die beiden Zahlen k und p: Je grosser k, desto stérker fallen Oszillationen ins
Gewicht; je grosser m, desto starker féllt eine Konzentration ins Gewicht. Ist Q glatt genug, so
kann man diese beiden Eigenschaften in einem bestimmten Rahmen in Beziehung setzen.”
Ist Q C R¢ offen, zusammenhidngend und beschrankt, und kann der Rand 0Q von Q durch
eine Lipschitz-stetige Funktion parametrisiert werden, so nennt man Q Lipschitz-Gebiet.
Insbesondere ist das Einheitsquadrat [0, 1]% ein Lipschitzgebiet.

*siehe z. B. [Dobrowolski 2010, Satz 5.10]

°Dies wurde bewiesen von Meyers und Serrin in einer Arbeit, die zu Recht bekannt ist sowohl fiir ihren Inhalt
als auch fiir die Kiirze ihres Titels, ,,H = W*. Fiir den Beweis siehe z. B. [Dobrowolski 2010, Satz 5.16].

"Fiir eine schone Darstellung dieser Intuition, siehe [Tao 2010b] sowie [Tao 2010a].
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Satz 6.8 (Einbettungssatz von Sobolev, Morrey®). Sei 1 < p,q < oo und Q C R? ein
Lipschitz-Gebiet. Dann sind die folgenden Einbettungen stetig:

LY(Q) p<gundp <q< %,
WEP(Q) — { L9(Q) p=23undp < q< oo,
cQ) p>4

Auf solchen Gebieten lassen sich Sobolev-Funktionen auch stetig auf grofiere Gebiete fort-
setzen. Je glatter das Gebiet, desto mehr Regularitit bleibt dabei erhalten. Wir definieren
C™'-Gebiete analog zu Lipschitz-Gebieten (die fiir m = 0 in dieser Definition enthalten
sind).

Satz 6.9 (Fortsetzung’®). Sei m € N und Q ein C™'-Gebiet. Zu jedem Gebiet Q', das Q als
kompakte Teilmenge enthiilt, existiert fiir alle 0 < k < mein E € LW*P(Q), WSP(Q)) mit
(Eu)lo =w

Wir beschrinken uns in Folge auf den Fall k = 1, und verwenden fiir u € WP (Q) die
iibliche Notation Vu := (9u,...,04u)" € LP(Q)¢ fiir den Gradienten von u sowie

1/p
Wwie = [[VUl|(1r)e = (J IVu(x)Ig dx)
Q

fiir die Seminorm auf WP (Q). Damit ist

eliwre = (Relfs + hulfy )P,

sowie fiirp =2
(W V) = (W V)2 + (Vu, V) 120
Durch partielle Integration definieren wir nun fiir eine Vektor-Funktionu = (uq,...,uq)" €

L} (Q)? die schwache Divergenz

loc

d
divu = Z aiui € LI]OC(Q))

i=1

falls gilt

J divue dx:—J u- Vo dx fir alle @ € C3(Q).
Q o

Sucht man nun fiir Bildverarbeitungsaufgaben Minimierer in WP (Q), so ist es naheliegend,
die entsprechende Seminorm als Regularisierungsterm zu verwenden. Fiir die direkte Metho-
de miissen wir Konvexitit, Unterhalbstetigkeit und Koerzivitit untersuchen. Dafiir zeigen
wir zuerst die Abgeschlossenheit von V.

8siehe z. B. [Adams und Fournier 2003, Theorem 4.12], [Dobrowolski 2010, Satz 6.24]
®siehe z. B. [Dobrowolski 2010, Satz 6.10]
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Lemma 6.10. Sei Q C R4 und 1 < p, q < oo. Dann ist
V: {u €eLI(Q):Vue LP(Q)d} —1P(Q)¢

schwach abgeschlossen, d. h. w,, — win LP(Q) und Vu,, — vin L9(Q)% impliziert v = Vu.
Die Aussage gilt fiir p = oo oder q = oo, wenn die entsprechende Konvergenz durch schwach-x
Konvergenz ersetzt wird.

Beweis. Sei eine Folge u,, mit den geforderten Eigenschaften gegeben. Fiir alle ¢ € C3(Q)
gilt insbesondere ¢ € LP(Q)* und 0, € L9(Q)* fiir alle 1 < k < d. Nach Definition der
schwachen Konvergenz und der schwachen Ableitung gilt dann

(6.2) J U@ dx = (Ox @, U)ra = h_TP (Ok @, Un)ra
Q mn o0

n—oo n—oo

= lim J U, 0@ dx = lim —J O, @ dx
Q Q

= lim _<(p>akun>U’ = _<(P, aku>U’

n—oo
= —J Vi@ dx,
Q
d.h. vy = oyufiiralle T < k < d nach Definition der schwachen Ableitung. Damit ist
Vu=w. ]
Aus der Gleichheit des zweiten und des vorletzten Terms in (6.2) folgt, dass formal V* = —div

gilt. Dies kann durch korrekte Wahl der Bild- und Definitionsbereiche auch rigoros bewiesen
werden; siehe z. B. [Kurula und Zwart 2012].

Es ist klar, dass die Seminorm nicht koerziv ist, da [u|yy1., = 0 gilt fiir u = c konstant. Eine
Moglichkeit, diesen Fall auszuschliessen, ist die Beschrankung auf Funktionen mit Mittelwert
0; dann folgt die Koerzivitdt aus der Poincaré-Ungleichung. Sei dafiir Q beschrankt mit
Lebesgue-Mafd |Q] und u € L'(Q), und setze

el
sowie fliralle 1 < p < o0

My : LP(Q) — LP(Q), Mo(u) =u— p(u).

Lemma 6.11 (Poincaré-Wirtinger-Ungleichung'®). Sei Q ein konvexes Lipschitz-Gebiet und
1 < p < oco. Dann existiert ein ¢ > 0 so dass fiir allew € WHP (Q) gilt

[TTow||rr < clulwrp.

%jehe z. B. [Dobrowolski 2010, Satz 6.23]
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Damit konnen wir nun das Gewiinschte zeigen.

Satz 6.12. Sei Q ein Lipschitz-Gebiet und 1 < p < co. Dann ist
Sl we WhP(Q),
00 sonst

R:LP(Q) = R, R(u) = {

eigentlich, konvex und unterhalbstetig, und fiir {un jneny C LP(Q) mit ||TTown|[r — oo gilt
R(u,) — oo.

Beweis. Da R(u) =0 fiiru=0 € WHP(Q), ist R eigentlich. Weiter ist die Vektornorm | - |,
konvex auf R¢, und zusammen mit der Konvexitit und Monotonie von t — tP auf [0, co)
folgt die Konvexitdt von R analog zum Beweis von Lemma 6.1.

Fiir die Unterhalbstetigkeit betrachten wir eine Folge u,, — win LP(Q). Gilt [u, w1, — o0,
so ist nichts zu zeigen. Ansonsten ist {Vu,, Jnen beschrankt in LP(Q) und hat daher (LP(Q)
ist reflexiv fiir 1 < p < oo) nach dem Satz von Eberlein-Smulyan eine konvergente Teilfolge
Vun, — v € LP(Q)4. Da nach Voraussetzung auch w,, — u gilt, folgt aus Lemma 6.10 also
Vu,,, — Vu. Die Unterhalbstetigkeit der Norm in LP (Q)¢ ergibt dann

[V (190 < Biminf [V, fuo)a.
k—o0

Da wir dieses Argument auf jede Teilfolge von {u, }ncn anwenden konnen, gilt dies fiir die
gesamte Folge.

Sei nun {uphey € LP(Q) mit [TToun||ir — o0. Angenommen, es gibe ein M > 0 mit
[Unlwie < M fiir unendlich viele n € N. Dies bedeutet insbesondere u,, € WP (Q) fiir
diese n. Aus Lemma 6.11 folgt dann ||TToun ||1r < clunlwie < ¢M, ein Widerspruch. H

Wir berechnen schliesslich die Richtungsableitungen von R.

Lemma 6.13. Seien u,h € domR = WP (Q) fiir 1 < p < oo. Dann gilt

R'(u;h) = J Vulp~?Vu - Vhdx.
Q

Beweis. Die Abbildung t — %tp ist konvex und differenzierbar auf [0, co) mit Ableitung
[t|P~2t. Wie im Beweis von Lemma 3.3 folgt daraus, dass fiir fast alle x € Q die Abbildung

ox:(0,00) 5B, ()= 1 (LTulx) +tVRGIE — HTukIE)

monoton steigend ist mit [y (t)| < [@x(1)] < %IVh(X)Ip € L'(Q) (wegen h € WHP(Q))
far t € (0, 1]. Nach dem Satz von Lebesgue'' konnen wir also den Grenzibergang t — 0
unter dem Integral durchfiithren und erhalten

R'(u;h) = J lim @4 (t)dx = J IVuIE’ZVu- Vhdx. O
Q

Q t—0+t

"siehe z. B. [Dobrowolski 2010, Satz 4.11]
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Da diese Richtungsableitung linear in h ist, ist R Gateaux-differenzierbar, und wir erhalten
mit Satz 3.6 eine Charakterisierung des Subdifferentials.

Folgerung 6.14. Fiiru e W'P(Q), 1 < p < oo, gilt & € dR(w) genau dann, wenn

J Ehdx = J [Vulp~*Vu-Vhdx fiiralleh € WP(Q).
Q Q

Auf der rechten Seite steht die schwache Formulierung eines partiellen Differentialoperators
(der fiir p # 2 nichtlinear ist; fiir p = 2 erhélt man den negativen Laplace-Operator) mit
homogenen Neumann-Randbedingungen, siehe z. B. [Attouch u. a. 2006, Theorem 6.6.1,
Remark 6.6.1].

6.3 FUNKTIONEN MIT BESCHRANKTER VARIATION

Zwar lisst WP (Q) fiir p — 1 immer stirkere Konzentration von Vu zu, echte Kanten (d. h.
Unstetigkeiten entlang Linien) sind dennoch auch fiir p = 1 nicht zugelassen. Das sieht man
bereits an einem einfachen Beispiel: Betrachte fiir Q = [—1, 1] die Funktion definiert durch
u(x) = 1fiirx > 0und u(x) = —1 fiir x < 0. Falls eine schwache Ableitung v existiert,
miisste diese fiir beliebige ¢ € CF(Q) erfiillen

0 1

(%) d"_L o' (x) dx = 20(0).

1 1
| veemac==| wmeax=|

—1 —1 —1
Es gibt aber keine Funktion v € L' (Q) mit [, v dx = ¢(0) fiir alle ¢ € CF(Q) (denn
diese miisste fast iiberall gleich Null sein). Hingegen gilt dies fiir 5o € M(Q) = Co(Q)*;
siehe Beispiel 1.2 (iv). Um Kanten zu erhalten, miissen wir also auch Funktionen zulassen,
deren schwacher Gradient nur ein Radon-Maf? ist.

Analog zur schwachen Ableitung definieren wir daher fiir u € L} (Q) die sehr schwache
Ableitung D*u € M(Q) via (6.1). Der entsprechende sehr schwache Gradient ist dann ein
vektorwertiges Maf3, d. h. ein Element im Dualraum M(Q;R?) des Raums Co(Q;R?) der

stetigen Funktionen von Q nach R4, versehen mit der Norm'?

[ellcya = SUB|<P(X)|2-
x€eQ
Dann ist Vu := v € M(Q;R?) der sehr schwache Gradient von u genau dann, wenn gilt

d

J udivq)dx:—J (p-dv:ZJ @i dvy fiir alle @ € CP(Q;RY),
Q o = Jo

?Die Wahl der Vektornorm fiir @(x) € R9 ist fiir das Folgende unwesentlich, hat aber Auswirkungen auf die
geometrische Struktur von Minimierern der unten definierten totalen Variation. Die Euklidische Norm hat
den Vorteil der Rotationsinvarianz, d. h. die totale Variation eines Bildes hangt nicht davon ab, ob Kanten
mit Koordinatenrichtungen zusammenfallen. Man spricht daher in diesem Fall auch von der isotropen
totalen Variation.
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und wir kénnen fiir sehr schwach differenzierbare u wegen der Dichtheit von CF(Q) in
Co(Q) schreiben

TV(u) == ||[Vul| () = sup {J udive dx: @ € CF(Q;RY) mit ||| (cye < 1}.
Q

Hat u keinen sehr schwachen Gradienten, setzen wir TV(u) = co. Man nennt TV(u) die
totale Variation von u."” Fiir die eingangs definierte Funktion ist zum Beispiel

1
TV(u) = sup J u(x)e'(x)dx = sup 2¢(0) =2,
1

lellc< lellc<

was genau der Hohe des Sprungs von u in x = 0 entspricht. Weiter folgt fiiru € W1 (Q)
durch partielle Integration und Dichtheit von C$(Q) in L*(Q) beziiglich der punktweisen
fast tiberall (aber nicht gleichmafligen!) Konvergenz,'* dass TV(u) = ||[Vul| 1)« gilt. Die
totale Variation stellt also eine Erweiterung der Seminorm in W'1(Q) dar.

Wir mochten nun TV als Regularisierungsterm verwenden; dafiir miissen wir nachweisen,
dass TV eigentlich (klar wegen TV(0) = 0), konvex und unterhalbstetig ist. Dafiir zeigt man
zuerst die Abgeschlossenheit des sehr schwachen Gradienten; der Beweis lauft genau wie in
Lemma 6.10.

Lemma 6.15. Sei Q C R und 1 < p < co. Dann ist der sehr schwache Gradient
V:{uelP(Q): Vue MQ;RY} - M(Q;RY)

schwach-+ abgeschlossen, d. h. u, — win L?(Q) und Vu,, —* v in M(Q;R?) impliziert
v =Vu.

Analog zu Satz 6.12 (mit dem Satz von Banach-Alaoglu anstelle von Eberlein-Smulyan) folgt
daraus Konvexitdt und Unterhalbstetigkeit von TV.

Satz 6.16. Sei Q C R4 und1 < p < oo. Dann ist TV : LP(Q) — R eigentlich, konvex und
unterhalbstetig.

Dagegen ist die W' -Seminorm nicht unterhalbstetig in L' (Q): Fiir die eingangs betrachtete
stiickweise konstante Funktion u € L*(—1, 1) konvergiert die Folge {u, Jneny C L®(—1,1),
definiert durch

1T x>1/n,
Un(x):=¢nx  |x| < 1/n,
-1 x<—-1/n,

*Im Sinne der Maf3theorie ist TV(u) eigentlich die totale Variation [Vu|(Q) des Mafles Vu; die Bezeichnung
hat sich in diesem Kontext trotzdem eingebiirgert.
siehe z. B. [Brezis 2010, Exercise 4.25]
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6 KONTINUIERLICHE BILDMODELLE

stark (und damit auch schwach) in L'(—1, 1) gegen u und erfiillt

1/n
Unlwi1 = J ndx =2,
—1/n
aber u ¢ W1 (—1,1) und daher |11 = oco. Dies ist eine weitere Begriindung fiir die Not-
wendigkeit, auf sehr schwache Ableitungen und damit die totale Variation auszuweichen.

Funktionen, deren totale Variation endlich ist, nennt man Funktionen mit beschrinkter Varia-
tion. Der zugehorige Funktionenraum

BV(Q):={uel'(Q): TV(u) < oo}
ist ein Banachraum versehen mit der Norm*®
[ullsv = [[uflr + TV(w).

Weitere Eigenschaften von BV erhilt man wie fiir Sobolevraume iiber Dichtheitsargumente.
Allerdings liegen die Testfunktionen nicht dicht in BV beziiglich der starken Konvergenz
(laut Satz 6.6 ist der Abschluss von C*(Q) beziiglich dieser Norm gerade W'1(Q)). Wir
brauchen dafiir einen schwicheren Konvergenzbegrift: Wir sagen, w,, konvergiert strikt in
BV gegen u, wenn u,, — win L' und zusitzlich TV(u,) — TV(u) gilt.

Satz 6.17 (Dichtheit'®). Sei Q ein beschrinktes Gebiet. Dann existiert fiir allew € BV(Q) eine

Folge {@nnen C C®(Q), die strikt in BV gegen u konvergiert.

Damit lassen sich jetzt die iblichen Resultate zeigen. Wir setzen fiir alle Aussagen voraus,
dass Q ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet ist.

Satz 6.18 (Einbettung'’). Fiir alle1 < p < 1% ist die Einbettung BV(Q) < LP(Q) stetig.

Satz 6.19 (Fortsetzung'®). Es gibt einen beschrinkten linearen Operator E : BV(Q) — BV(RY)
mit Eulo =1, BEulga\g = 0, und || V(EW)||m(a0) = 0 fiir allew € BV(Q).

Satz 6.20 (Poincaré-Wirtinger'”). Sei 1 < p < d/(d — 1). Dann existiert ein ¢ > 0 so dass
fiir allew € BV(Q) gilt

IMou|lrr < cTV(u).

Insbesondere gilt fiir {un fneny C LP(Q) mit ||[TTown||r — 00 auch TV (u,) — .

5siehe z. B. [Attouch u. a. 2006, Theorem 10.1.1]

Ssiehe z. B. [Attouch u. a. 2006, Theorem 10.1.2]

siehe z. B. [Attouch u. a. 2006, Theorem 10.1.3]

'%siehe z. B. [Ambrosio u. a. 2000, Proposition 3.21]

Ysiehe z. B. [Ambrosio u. a. 2000, Theorem 3.44] zusammen mit der Einbettung von BV(Q) in LP(Q)
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6 KONTINUIERLICHE BILDMODELLE

Die Untersuchung der Sprungstellen von Funktionen u € BV(Q) und deren Verbindung
mit der totalen Variation TV(u) ist Inhalt der geometrischen MafStheorie, deren Behandlung
den Rahmen dieser Vorlesung sprengen wiirde. Hierfiir sei auf [Ambrosio u. a. 2000], [Zie-
mer 1989] oder [Attouch u. a. 2006, Kapitel 10.3] verwiesen; wir betrachten lediglich einige
beispielhafte Resultate.

Wir betrachten zuerst die charakteristische Funktion ¢ fiir ein Lipschitz-Gebiet E C Q. Es
gilt nun fiir alle ¢ € CF(Q;R?) nach dem Satz von Gauf3, dass

J xe div @ dx:J div ¢ dx :J @ -vdHIT,

Q E O

wobei v die dussere Einheitsnormale an 0Q und 4~ das (d — 1)-dimensionale Hausdorff-
Maf ist. Also ist Vxg = —vHI "' (0E N Q). Man kann nun zeigen,*® dass

TV(xe) =HYTOENQ) < o0

und damit xg € BV(Q) ist. Die totale Variation der charakteristischen Funktion eines
geniigend reguldren Gebietes E entspricht also seinem Umfang (oder Perimeter) Per(E).
Fiir stiickweise glatte Funktionen, d.h. u € BV(Q) mit uy := u|g, € WH'(Qy) fiir eine
disjunkte Zerlegung von Q in Lipschitzgebiete O, C (), zeigt man mit ein wenig mehr
Aufwand

TV(LL) :ZHVLL](HLI(QK) +ZJ Iuk—ulldﬂqu.
k

1#£k 00, N0,

Die totale Variation misst also den schwachen Gradienten in den glatten Bereichen plus den
Gesamtsprung iiber alle Kanten. (Vergleiche auch das Eingangsbeispiel.) Dies zeigt wieder
die Niitzlichkeit der totalen Variation im Zusammenhang mit Bildern.

Kernstiick der geometrischen MafStheorie ist das folgende Resultat, das eine Funktion u €
BV(Q) mit ihren Niveaumengen E := {x € Q : u(x) > t} in Beziehung setzt.

Satz 6.21 (Koflichenformel®'). Fiiru € BV(Q) gilt

TV(u) = JR Per(E,) dt.

Dieses Resultat erlaubt, die (analytische) Struktur von BV-Funktionen iiber die (geometri-
schen) Eigenschaften ihrer Niveaumengen zu beschreiben; zum Beispiel ldsst sich mit Hilfe
der Koflachenformel zeigen, dass u € BV(Q) fast tiberall (beziiglich des Lebesgue-Maf3es)
differenzierbar ist und dass die Sprungstellen von u Kurven von einer bestimmten Regularitit
darstellen; siehe z. B. [Ambrosio u. a. 2000, Kapitel 3.7] und [Valkonen 2014]. Diese tiefe Ver-
bindung von analytischen und geometrischen Begriffen macht den Reiz der geometrischen
Maf3theorie aus.

2%siehe z. B. [Ziemer 1989, Remark 5.4.2]
lsiehe z. B. [Ziemer 1989, Theorem 5.4.4]
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6 KONTINUIERLICHE BILDMODELLE

Ahnlich subtil ist die Charakterisierung des Subdifferentials 9TV C BV(Q)*. Formal lasst
sich fir TV(u) = ||Vu||ca mit der Kettenregel (Satz 3.11) schreiben al:w s

TV (W) = V*(| - [lvea) (V1L),

fiir & € 0TV(u) gibt es also ein € O(|| - [|3a) (V) mit & = —divn. Einer mathematisch
sauberen Ausfithrung stehen nun im Wege, dass O(|| - ||5ca) € M(Q;R?)* ist — ein Raum,
der sehr schwierig zu charakterisieren ist - und weder Definitions- noch Bildbereich von V*
offensichtlich sind. Interessierte seien verwiesen auf [Bredies und Lorenz 2011, Seite 346-355];
wir nehmen in Folge an, dass 1 regulir genug und insbesondere n € Co(Q;R?) ist, so dass
wir Lemma 3.17 anwenden konnen. Wir erhalten dann

Vu € bégco(Q;Rd] (T]),

was eine deutlich einfachere Darstellung erlaubt. Insbesondere entfdllt nach Diskretisierung
der Unterschied zwischen Pridual- und Dualraum, sodass die Verfahren aus Abschnitt 5.3
auf diese Darstellung angewendet werden kénnen.
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Fiir die konkrete Berechnung von Minimierern mit Hilfe der in Teil II vorgestellten Algorith-
men muss man eine endlichdimensionale Approximation der zu minimierenden Funktionale
betrachten. Hier verwenden wir eine pixelweise Diskretisierung, die vertraglich ist mit der
tiblichen Darstellung in der digitalen Bildverarbeitung.

Ein kontinuierliches Bild u : [0, 1]*> — R wird dabei angenéhert durch ein diskretes Bild
up, € R™, indem wir das Gebiet [0, 1]2 in n = N2 quadratische Teilgebiete — genannt Pixel -
mit Fliche h? = 1/N? unterteilen, auf denen uy, stiickweise konstant ist. Da der Trend zum
Breitbild geht, lassen wir auch nichtquadratische Bilder mit n = NM Pixeln (die immer noch
quadratisch sein sollen) zu. Dem kontinuierlichen Grauwert u(ih,jh) entspricht also der
diskrete Grauwert (uy )i fir 1 <i < Nund 1 <j < m." Um die Notation tibersichtlich zu
halten, verzichten wir im Rest dieses Kapitels auf den Index h.

Wir versehen den Vektorraum RMM mit dem Skalarprodukt
N M
(uv) =h* > > vy
i=1j=1
und der dadurch induzierten Norm

N 1/2
HUHZ =V (w,u) =h (Z Z |uij|2> .

i=1 j=1

Analog definieren auch die diskreten p-Normen fiir p # 2 als

N M 1/p
ully = (hz Z |uij|p> y 1< p<oo
i=1j=1

[ulleo = max lwil, P = oo.
1<j<M

!Fasst man in verbreiteter Matlab-Konvention up, als Matrix in RN*M auf, so zeigt die diskrete x; -Koordinate
nach unten.
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7 DISKRETE BILDMODELLE

Durch diese Definition wird sichergestellt, dass die Norm eines konstanten Bildes nicht von
der Auflésung abhangt. Fiir vektorwertige Funktionen (wie etwa den Gradienten eines Bildes)
in R?NM ersetzen wir [u;;| durch die Euklidische Norm

5 1/2
&2 = V&ij - &y = (Z(Eijk)2> .

k=1

Insbesondere erhalten wir das Skalarprodukt von & und i in R2NM (bzw. die duale Paarung
n (RENMU]1 L) und (R2NM ] []50)

N M 2
(&m) hzZZZEijkﬂijk-

i=1 j=1 k=1

Fiir die Approximation der Normen in Sobolevraumen oder BV brauchen wir noch eine

Diskretisierung des Gradienten. Dafiir interpretieren wir den Grauwert eines Pixels (i, j)

wieder mit dem Wert u(ih,jh) und approximieren die partiellen Ableitungen 0, u(ih,jh)

durch Vorwirtsdifferenzienquoten mit konstanter Fortsetzung am Rand, d. h. wir setzen

u(ih, (M + 1)h) = u(ih, Mh).? Die partiellen Ableitungen, ausgedriickt durch den Vektor
€ R™M sind dann

(ah’Jru)i. _ ui+1,}j1—up l < N)
! ! i=N,
gy = {5 <M
2 j 0 J=M

Der diskrete Gradient Vi, u € R?NM eines diskreten Bildes u € RNM ist dann komponen-
tenweise gegeben durch

(Vhu)ij = (at’ﬂij.
Damit kann die diskrete Sobolev-Seminorm approximiert werden durch
N M 1/p
ulyre = [[Viullp = <h2 > D I(Vauwy )
i=1 j=1
und die (isotrope) totale Variation durch

N M
TVa(w) =h? Y Y Vil = [IVrulah.

i=1 j=1

*Alternativen wiren zentrale Differenzenquotienten bzw. periodische oder Null-Fortsetzung.
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Aus der Definition ist ersichtlich, dass aus Vu = 0 folgt u = A fiir ein A € R, denn damit
istu;_q; = uy firallei < Nund u; j_; = wyj fiir alle j < M. Per Induktion erhalten wir
daraus ui; = unpm fiir alle i, j und damit ist u ein konstanter Vektor.

Da es sich bei dem diskreten Gradienten um einen linearen Operator von RNM nach R2NM
handelt, gibt es natiirlich eine Darstellung als Matrix in RZNM*NM; eg st jedoch in der
Regel weder notwendig noch sinnvoll, diese zu aufzustellen, da fiir die hier betrachteten
Algorithmen nur die Anwendung des Gradienten mit Hilfe der obigen Definition notwendig
ist. Fiir die Berechnung von zuldssigen Schrittweiten im primal-dualen Extragradienten-
Verfahren brauchen wir dennoch die Operatornorm dieser Matrix.

RNM

Lemma 7.1. Fiir Vy, : — R2NM ynd die durch || - ||, induzierte Operatornorm gilt

V8
V]2 < e

Beweis. Wir zeigen zuerst eine Hilfsabschédtzung: Fiir |jul||; < 1ist

N-1 M N M-1
2 2
—h E g Wi, iUy < 1 und —h E E Ui jr1lyy < 1.
=1 j=1 i=1 j=1
Fihren wirvy; = —u; 1 j firt < Nundvy; = 0ein, soist die erste Ungleichung dquivalent zu

(v,u) < 1. Sei nun u # O (sonst ist die Abschitzung trivialerweise erfiillt) und angenommen,
die Ungleichung gilt nicht, d. h. (u,v) > 1. Wegen ||v||2 < |[u]|2 < 1ist dann

1< (wv) < flullzvlz <1,

es gilt also Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Dies ist aber dann und nur dann
der Fall, wenn v = Au fiir ein A € R \ {0} ist. Nach Konstruktion von v ist gilt daher fiir
beliebige j € {1,...,M}

0= VN = 7\LLN]' = ?\VN_],]' = 7\2'LLN_1’)' == 7\Nu1]—,
und damit u = 0 im Widerspruch zur Annahme. Die zweite Abschitzung folgt analog.

Mit dieser Abschitzung erhalten wir fiir alle ||u|[, < 1, dass gilt

h 2 — h

i=1 j=1

M—1
-2 <Z Uy ,)+1u1]>
1

i=1 j=

<1z Jlulz + h2
woraus die Aussage folgt. O]
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Fiir die primal-dualen Algorithmen brauchen wir auch den adjungierten Operator, die diskrete
Divergenz divy, : RZNM — RNM _Da es sich um den adjungierten Operator beziiglich des
diskreten Skalarprodukts handeln muss, konnen wir nicht einfach den (beziiglich (-,),.)
adjungierten Operator V* analog zum Gradienten diskretisieren. Stattdessen verwenden
wir hier Riickwirtsdifferenzenquotienten und Nullfortsetzung, und definieren fiir u € RNM
komponentenweise

wyj .
I i=1,
(a?’iu%]‘ = w 1<i< N,
—UN-1,j s
+ 1= N)
o i=1,
(@ w)y = ¢ B 1< <M,
—Uim— _
hM 1 — M)
sowie fiirv e R2NM
2
. h,—
(divp v)yj = Z (ak v.,.,k)ij .
k=1

(Beachten Sie die Sonderbehandlung der Randterme i = N und j = M!)
Lemma 7.2. Fiir alleu € RNM und v € R2NM gilt

(Viu,v) = (u,—divy v).

Beweis. Wir verwenden ,diskrete partielle Integration®:

N-1T M M—1
(Vhu,v) = <Z Z Wir1,5 — Wij Vl) 1) +h (Z Z (ui,j-H —Uij)vij,2>

i=1 j=1

N
(( WijVi—1,j,1 ) (Z UijVij,1 ))
j=1 i=2
M M—1
+h ((Z uii"i»j1,2> - (Z uij"ij,Z))
=1 j=2

N—1
—V1j,1U15 + E (Vic1,5,0 — Vij, 1 )Wij | +VN1,,1UN

i=2

<—V11 U1 + ( E (Vi,j—1,2 _Vij,Z)uij) +V1,M—1,2ui,M>
1

Z (=P v 1)y — (% v 2)y) wy

i=1 j=

=h

™Mz H‘MZ

I
=
Mz

+h

M 2

— h?

Mz ¢

—_

= (u,—div, v). ]

76



Teil IV

REKONSTRUKTIONSMODELLE



ENTRAUSCHEN

Wir kehren nun zuriick zu dem Entrausch-Problem, das uns am Anfang als Motivation
diente: Ein gegebenes verrauschtes Bild f : [0, 1] — R soll additiv zerlegt werden in einen
gewiinschten Bildinhalt u° : [0, 11> — R und eine unerwiinschte Stérungn : [0,1]%2 — R.
Je nach Struktur der Stérung und des erwarteten Bildinhalts wird man nun die Summe
geeigneter (Semi-)Normen von 1 und u® minimieren, so dass f = u° +m gilt. Wir betrachten
also

min F(u) + aR(u)

ueX
und untersuchen Existenz, Optimalititsbedingungen und numerische Losung fiir drei kon-
krete Beispiele.

81 L?-H'-ENTRAUSCHEN

Ist die Storung n normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz o, so bietet sich fiir &
die quadrierte L?-Norm von f — u an. Fiir R setzen wir zunichst der Einfachheit halber die
H'-Seminorm an, betrachten also Q = (0, 1)% und

.1 o
(8.1) ug{l}?m z”f_uH%Z(Q) + E|u|%u(m-
Wir kommen schnell zur Sache, denn wir sind gut vorbereitet. Fiir die Existenz wenden wir
Satz 3.2 an. Wegen domR = H'(Q) C [?(Q) = dom J ist das Funktional eigentlich. Da
u > f—ustetigund t — 1t stetig und monoton steigend ist, ist ¥ nach Lemma 2.2 schwach
unterhalbstetig; und wegen der strikten Konvexitét von || - ||% im Hilbertraum ist F strikt
konvex. Die entsprechenden Eigenschaften von «R folgen aus Satz 6.12. Somit ist das gesamte
Funktional strikt konvex und unterhalbstetig. SchlieSlich gilt offensichtlich F(u,,) — oo fiir
|[un|/rz — oo, d.h. das Funktional ist koerziv. Nach Satz 3.2 hat (8.1) also eine eindeutige
Losung i € dom R = H'(Q).
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Nach Satz 3.5 ist Tt genau dann Losung, wenn 0 € 0(F + aR)(tt) gilt. Nun ist F Fréchet-
differenzierbar mit F'(u) = u — f (Fréchet-Differenzierbarkeit der quadrierten Norm im
Hilbertraum und Kettenregel, Satz 2.5). Also ist F insbesondere stetig auf ganz L?(Q), und
Anwendung der Summenregel 3.10 ergibt

f—1ted(aR)(n).

Nach Folgerung 6.13 ist also u € H' (Q) Losung von (8.1) genau dann, wenn gilt
o(VL, Vv) (12)a + (T, V)12 = (f, V)2 fir allev € H'(Q).

RNM

Ist nun mit f, € eine Pixelbild, so erhalten wir fiir das diskretisierte Problem die

Optimalititsbedingung
(fry Vi) = &(ViUny Vi) +(Un, vi) = (et(—divi)) Viun+un, vi) - fiir alle v, € RMM,

d. h. (nach Kiirzen von h? auf beiden Seiten) 11, als Losung des linearen Gleichungssystems

Khuh = fh
mit der Matrix K, := —a divy, Vi, +1d € RNMXNM 7um Beispiel mit dem CG-Verfahren.'
Ganz analog geht man fiir F(u) = £ |[f —u/[{'s und R(w) = Sulf,,, fir1 < g <p < covor

(wobei dann die Optimalitidtsbedingungen auf eine nichtlineare Gleichung fithren).

82 L?’-TV-ENTRAUSCHEN

Da L?-H'-Entrauschen Kanten nicht erhalten kann, ist es fiir Bilder in der Regel nicht geeignet.
Mittlerweile hat sich daher das L?-TV-Entrauschen” durchgesetzt. Hier betrachtet man

1
ug{lzi?ﬂ) 3 If —ullf2q) + aTV(u).
Auch hier sind wir dank unserer Vorarbeiten schnell am Ziel. Wie zuvor ist der Diskrepanz-
term J strikt konvex, unterhalbstetig und koerziv auf L?. Ebenso ist R = TV nach Satz 6.16
eigentlich, konvex und unterhalbstetig mit dom TV = BV(Q) < [?(Q) = dom F wegen
Satz 6.18 und d = 2. Aus Satz 3.2 folgt nun wieder die Existenz eines eindeutigen Minimierers
e domTV =BV(Q).

Aus Satz 3.5 und der Summenregel erhalten wir wie zuvor die Optimalititsbedingungen

f—1ted(«TV)(1),

'Dies entspricht der Finite-Differenzen-Approximation von —xAu + u = f mit homogenen Neumann-
Randbedingungen.
*nach den Autoren, die diesen Zugang in [Rudin u. a. 1992] vorgeschlagen haben, auch als ROF-Modell bekannt
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die wir mangels einer expliziten Darstellung des Subdifferentials nicht weiter ausreizen konnen.
Fiir die Diskretisierung

1
8.2 min = |lup — 3 + «f|[Viu
(8.2) min 5l = 13+ ][V nunlal
konnen wir jedoch den Satz von Fenchel-Rockafellar fiir A = V4, sowie Lemma 3.17 anwen-
den und erhalten die Existenz eines ij;, € R2NM mit

Viith € 080y, bl (Un),

wobei wir die nicht offensichtliche, aber direkt nachpriifbare, Tatsache verwendet haben, dass
(RENM T Tqllp) ™ = (RENM - gl dst.

Auf (8.3) konnen wir nun das primal-duale Extragradienten-Verfahren (5.8) anwenden. Unter

Verwendung von Beispiel 4.12 (i) und Lemma 4.10 (i) erhilt man fiir ¥ komponentenweise
[prox. 4 (vn)lij = m(\}ij + tfy).

Fiir (aR)* entspricht die Proximalpunkt-Abbildung der Projektion auf {vy, : [[[Vil2]c0 < &},

ist also — analog zu Beispiel 4.12 (iii) - komponentenweise gegeben durch

. XKVijx

ProXiam (e = F o gl

Das komplette Verfahren ist im folgenden Algorithmus zusammengefasst, der nach Satz 5.7

fir ot < |[Vy| % = %2 (Lemma 7.1) gegen eine Lésung von (8.2) konvergiert.

Algorithmus 8.1 : Primal-duales L2-TV-Entrauschen
Input : f € RNM 1,0 ¢ RN"M 0 ¢ R2NM 51 < h?/8
fork=1... do

uk = (W +1(f+ diviy* ") /(1 + 1)

Wk = 2uk — k!

w=y* "+ oV,yuk

y* = aow/ max{o, wlz}

Dabei sollten V+, und divy, als Prozeduren implementiert werden, die fiir gegebene x* und
y*~ ! die entsprechenden Vektoren komponentenweise durch Differenzenquotienten ausrech-
nen.
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83 L'-TV-ENTRAUSCHEN

In der Praxis sind nicht alle Storungen normalverteilt: In der digitalen Bildgebung tritt oft
impulsives Rauschen auf, bei dem nur einzelne Pixel selektiv gestort sind. Zum Beispiel kénnen
einzelne Datenleitungen defekt sein und nur Rauschen iibermitteln. Ein Modell fiir solche
Storungen n ist punktweise gegeben durch

(x) & mit Wahrscheinlichkeit v,
X)) =
1 0 mit Wahrscheinlichkeit T —r,

wobei v € [0, 1] der Anteil der defekten Leitungen ist und fiir jede betroffene Leitung ¢,
unabhingig normalverteilt ist mit Mittelwert O und Varianz o. Noch extremer ist Salz-und-
Pfeffer-Rauschen,bei dem die Daten in den betroffenen Pixeln durch 1 (bzw. den Maximalwert)
oder 0 ersetzt werden (z. B. wenn CCD-Sensoren komplett ausfallen oder durch kosmische
Strahlung gesittigt werden). Solch eine Storung ist nicht mehr additiv; fiir gegebenes u° :
[0, 11> — [0, 1] ist das verrauschte Bild punktweise gegeben durch

0 mit Wahrscheinlichkeit r/2,
f(x) =<1 mit Wahrscheinlichkeit r/2,
u®(x) mit Wahrscheinlichkeit 1 — r.

In beiden Féllen ist die Storung charakterisiert durch Ausreisser, d. h. grofle Stérungen sind
wahrscheinlicher, als sie es bei normalverteiltem Rauschen wiren. Hier kann man mit statis-
tischen Uberlegungen begriinden, dass die L' -Norm als Diskrepanzterm robuster ist als die
L2-Norm. Wir betrachten daher das Problem’

min ||f—U.||]_1(Q) + (XTV(U)
uell(Q)

Ganz analog wie fiir L2-TV-Entrauschen liefert die direkte Methode der Variationsrechnung
die Existenz eines Minimierers v € BV(Q) C L'(Q); allerdings ist nun weder ||f — /|
noch TV(u) strikt konvex, so dass die Losung nicht mehr eindeutig sein muss.

Hier sind beide Summanden nicht-differenzierbar; die Summenregel und Lemma 3.8 liefert
also die Existenz eines p € L*°(Q) mit

p € sign(u — f),
—p € 9(«TV)(1n).

*zuerst untersucht in [Chan und Esedoglu 2005], weshalb es manchmal auch Chan-Esedoglu-Modell genannt
wird
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Im Diskreten kann man stattdessen wieder den Satz von Fenchel-Rockafellar anwenden und
erhilt ein gy, € R2NM mit

dth gh € Sigl’l(ﬂh - fh))
Vihilth € 08(v,. || lvnlaflo<at (Un)-

In diesem Fall ist nach Beispiel 4.12 (ii) und Lemma 4.10 (i) die Proximalpunkt-Abbildung
tiir ¥ komponentenweise gegeben durch

fij vij — fil < 7,
[prox_ 4 (v)lij = (lvij — iyl — 1) sign(vyy — fy) + fi5 = (viy — T vy — fi5 > 1,
Vij +7T Vij — fij < —T.

(Der Proximalpunkt-Schritt wirkt also als ,, Ausreisser-Detektor®: Ist das Residuum vy, — fy,
in einem Pixel kleiner als T, so werden dort die Daten als exakt angesehen; ansonsten liegt
ein Ausreisser vor und die Daten werden verworfen.) Das primal-duale Extragradienten-
Verfahren lautet nun wie folgt.

Algorithmus 8.2 : Primal-duales L'-TV-Entrauschen
Input : f € RNM 1,0 ¢ RN"M 0 ¢ R2NM 51 < h?/8
fork=1... do

r=ufT1 —f+ tdivy y*!

uk = (|r] — 1) " sign(r) + f

k= 2uk —uk!

w=y* 4+ oVyu*

y* = aow/ max{o, wlz}
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Die zweite Standard-Aufgabe in der Bildverarbeitung ist das Schdrfen von Bildern. Das
optische System einer Kamera bildet jeden Punkt in der Objektebene auf einen Punkt in der
Bildebene (in der sich der Bildsensor befindet) ab. Punkte, die sich ndher zu oder weiter weg
von der Kamera befinden, werden dagegen auf einen Kreis abgebildet, dessen Radius von
der Entfernung des Punktes von der Objektebene abhdngt. Umgekehrt {iberlagern sich an
jedem Bildpunkt alle Kreise von Punkten, die innerhalb dieses Radius liegen. Dies lasst sich
mathematisch wie folgt modellieren: Angenommen, wir sind interessiert an einem Bild u°
eines Gegenstandes, der sich in einer Ebene mit festen Abstand zur Objektebene befindet, und
alle Punkte in dieser Ebene werden auf einen Kreis mit Radius r in der Bildebene abgebildet.
Definiere fiir jeden Punkt x in der Bildebene den Kreis

B.(x):={yeR*:[x—yh<1}.

Das von einem Sensor aufgenommene Bild f ist dann punktweise gegeben durch

W0y, o0 (v) dy = | w0yl o (x— y) dy
R

£(x) = Lr(x)“o(”) ay - |

R2

= J u®(x —y)xs.(0)(y) dy,
RZ

wobei wir verwendet haben, dass y € B,(x) genau dann gilt, wenn x —y € B, (0) ist,
sowie im letzten Schritt die Variablentransformation y — x — y. Solch eine Operation
bezeichnet man als Faltung (von u° mit dem Faltungskern xg,); das nachtrigliche Schirfen
von Bildern entspricht also einer Entfaltung. Andere Faltungskerne tauchen unter dem Namen
Punktantwort (englisch: point spread function) in der optischen Mikroskopie auf; dort kann
man durch Entfalten die effektive Auflosung erhohen.

Um fiir solche Probleme einen Diskrepanzterm zu formulieren, ist zunédchst etwas Notation
notwendig. Sei Q C R? das Gebiet, auf dem das gesuchte Bild u° definiert ist. Weiterhin sei
w C RY das Gebiet, auf dem der Faltungskern k definiert ist (wobei wir ohne Beschriankung
annehmen kénnen, dass supp k = w ist). SchlieSlich sei Q" C R¢ das Gebiet, auf dem das
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gefaltete Bild f definiert ist. Damit die Faltung fiir alle x € O’ wohldefiniert ist, nehmen wir
in Folge stets an, dass gilt

Q' —-w={x—zeR¥:1xeQizew} Q.

Die Faltung von u mit k, geschrieben k * u, ist dann definiert fiir alle x € Q' durch

(kxw)(x) :=j K(y)u(x — ) dy.

Verwenden wir die Substitution z:=x —y € Q' — w C Q und setzen k'(z) := k(x — z) auf
Q\ (Q" — w) durch Null fort, so kénnen wir schreiben

(kxu)(x) = L) k(x —z)u(z) dz = (ux k)(x),

d. h. die Faltung ist symmetrisch.

Aus der Definition ist weiterhin sofort ersichtlich, dass durch u — k*u eine lineare Abbildung
definiert wird; diese ist sogar stetig.

Lemma 9.1. Fiirk € L' (w) undu € LP(Q) mit 1 < p < coistkxu € LP(Q’), und es gilt

[k *xwfliran < Kl w) llullra)

Beweis. Fir p = oo konnen wir das Supremum {iiber [u(x)| vor das Integral ziehen und
erhalten die gewlinschte Abschétzung. Fiir p = 1 gilt nach dem Satz von Fubini und der
obigen Substitution

J |(k*u)(x)|dx<H u(x — )l dx [k(y)l dy < kIl o)l o)
Q7 w JQ

Damit ist insbesondere k x u € L'(Q’), und wegen der Existenz dieses Integrals war die
Anwendung des Satzes von Fubini gerechtfertigt.

Fir 1 < p < oo wenden wir zuerst die Holdersche Ungleichung an (mit 1/p +1/p’ = 1)
und erhalten wie zuvor

p/p’
J I(k*u)(x)lpdxgj (J |u(x—y)|p|k(y)|dy> (J Ik(y)ldy) dx
Q’ " NJaw w

=H b —y)IP dx [k(y)l dy [K[7/7.

< Jullfn ) IR P,

woraus nach Ziehen der p-ten Wurzel die Aussage folgt. O]
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Aus der Symmetrie der Faltung folgt also, dass k x u mindestens so glatt ist wie die glattere
der beiden Funktionen. Ist insbesondere k € C' (), so istauch k xu € C'(Q/).

Fiir einen gegebenen Faltungskern k € L'(w) wird also durch
A:LP(Q) — LP(Q"), u— kxu,

ein linearer und beschridnkter Operator definiert, dessen Norm gleich ||k||.1(,, ist. Der
zugehorige adjungierte Operator ist wieder eine Faltung.

Lemma 9.2. Fiir A : [P(Q) — LP(Q/), urs kxw, ist A* : [P (Q') — LP'(Q) gegeben durch
A*u =k *u, mit k(y) = k(—y) fiiralley € w.

Beweis. Fiirw € L' (Q/) gilt nach Fubini

<W, k*u>]_p(_o_/) = <W,u* k>Lp(Q/)

wobei wieder k fiir x —y ¢ w durch Null fortgesetzt sein soll. H

Fiir ein gegebenes unscharfes Bild f € LP(Q’) mit T < p < oo und Faltungskern k € L' (w)
betrachten wir nun den Diskrepanzterm

1
F:LP(Q) —» R, Flu) = EHk*u_ f”ﬁv(a/)'

Dau — k % u ein linearer beschrinkter Operator ist, ist ¥ nach Lemma 2.2 und Lemma 3.1
eigentlich, konvex und unterhalbstetig. Fiir die Anwendung der direkten Methode benétigen
wir nur noch die Koerzivitit, wofiir bei Regularisierung mit Seminormen ausreicht, diese
Eigenschaft nur fiir konstante Funktionen nachzuweisen. Ist u = c konstant, so ist

(k*u)(x)zj k(y)u(x—y)dy:cj K(y) dv,

und damit gilt F(u) — oo fiir ¢ — oo, solange [ k(y) dy # 0 ist.

Nun haben wir alles zur Hand, um die Existenz von Losungen von Entfaltungsproblemen
zu beweisen. Wir betrachten exemplarisch den Fall p = 2 mit der totalen Variation als
Regularisierungsterm, d. h. das Problem

1
(9.1) min Sllkxu— fl|72 + oTV(w).

85



9 ENTFALTEN

Satz 9.3. Fiirk € L' (w) mit ' k(y) dy # 0 hat das Problem (9.1) eine Losung i € BV(Q).
Ist u — k % w injektiv, so ist die Losung eindeutig.

Beweis. Wir wissen bereits, dass das Funktional eigentlich, konvex und unterhalbstetig ist,
es bleibt also nur noch die Koerzivitit zu zeigen. Sei dafiir {un}neny C L?(Q) eine Folge
mit |[un||12(q) — oo. Wir zerlegen nun u,, € L?(Q) in einen Anteil mit Mittelwert 0 und
einen konstanten Anteil (der gleich dem Mittelwert ist), d.h. u, = TTou,, + p(u,). Die
Dreiecksungleichung ergibt dann

Moun|[r2(0) + [(un)lliz0) = lunlliz@) = oo

Also muss wenigstens einer der beiden Terme auf der linken Seite auch unbeschrinkt sein. Ist
der erste Term unbeschrankt, so existiert eine Teilfolge von {TToun }nen mit | TTown, [[12(0) —
0o. Wegen 1 < 2 = d/d — 1 kénnen wir die Poincaré-Wirtinger-Ungleichung (Satz 6.20)
anwenden und erhalten mit Vu(u) =0

TV(un,) = TV(TTo(un,.)) = [Motn,,|l12(q) — co.

Ansonsten muss der zweite Term unbeschriankt sein. Wir finden also wieder eine Teilfolge
mit [[p(un,)|2(@) — oo. Da p(u,, ) konstant ist, gilt k x p(u,,.) = C(k)u(uy,, ) mit
C(k) = [, k(y) dy. Aus der Linearitit der Faltung folgt dann mit Hilfe der umgekehrten
Dreiecksungleichung und Lemma 9.1

||k*unm_f”L2(Q') > |C(k)\||lvt(unm)||L2(Q/)—Hk“v(w)H”O(unm)||L2(Q)—||f|\LZ(Q') — 00,

da der zweite Term auf der rechten Seite nach Annahme beschrankt ist.

Da wir diese Argumention auf jede Teilfolge von {u,, }» ey anwenden kénnen, muss also
Hk*un — fHLZ(Q’) + OCTV('LLn) — OO

fir die gesamte Folge gelten. Daraus folgt die Koerzivitit des Funktionals und nach Satz 3.2
die Existenz einer Losung it € BV(Q).

Ist die Faltung injektiv, so ist fiir u; # u, auch k x uy # k x u,. Aus der strikten Konvexitat
von v = 5|[||{, g, folgt dann fiir alle A € (0, 1)

1 1
7 [ Ay + (1= Awp) — fllf20n = SIAGexwy =)+ (1= A)(kxua — )20
(1—

A A)
< EHK*W _fH%Z(Q’) + THk*uz - fH%Z(Q’)'

Der Diskrepanzterm und damit das gesamte Funktional ist also strikt konvex, was die Ein-
deutigkeit des Minimierers garantiert. O
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9 ENTFALTEN

Aus der Linearitit von A und der Fréchet-Differenzierbarkeit von v — ||v — f||2, (o folgt
mit der Kettenregel 2.5 auch die Fréchet-Differenzierbarkeit von J mit

F'(u) = A" (Au—1) =k (kxu—f).

Damit ist F stetig auf L?(Q) und aus der Summenregel 3.10 folgt, dass @t € BV(Q) Losung
von (9.1) ist genau dann, wenn gilt

k* (f—kx1t) € d(aTV(1)).

Fiir die numerische Losung miissen wir zuerst das diskretisierte Problem formulieren, wofiir
wir eine diskrete Faltung brauchen. Auch hier miissen wir aufpassen, dass die Definitionsbe-
reiche der verschiedenen diskreten Bilder bzw. Faltungskerne zusammenpassen. Sei wieder
up, € RNM ein diskretes Bild, und k;, € R*" ein diskreter Faltungskern. In der Praxis sind
tiblicherweise K und L ungerade,d. h. K = 2r+1 und L = 2s+1,und die Elemente von ky, sym-
metrisch indiziert: kn = (kij)i=—r,...r,j=—s,....s- Die diskrete Faltung knxuy, € R(N-2r)(M=2s)

(wir schenken uns die Notation *},) ist dann definiert durch

T s itr j+s
[kh *uh]ij =h E E knmuifn,jfm =h § § unmki*n»i*m‘
n=—7rm=-—s n=i—r m=j—s

Fiir festes k;, wird dadurch ein linearer Operator A}, : RNM — R(N=2r(M=25) definijert.
Analog zur diskreten Divergenz rechnet man nun nach (durch Vertauschung der Summation
und Indexverschiebung), dass A}, : R(N=2r)(M=2s) _y RNM gegeben ist durch
itr j+s
[Aﬂwh]u =h Z Z ankn—i,m—j = Kn * W,

n=i—r m=j—s
d. h. durch die diskrete Faltung mit dem gespiegelten Kern [kn]i; = [k;]_i, ;.

Das diskrete Problem ist also

1
- 2
min S{|Apun — fullz + &[[[Viunl2[lr.
‘LLhGRNM 2
Hier kommen nun in beiden Termen lineare Operatoren vor. Um zu vermeiden, fiir den ersten
Term eine Proximalabbildung ausrechnen zu miissen (in der A},' auftauchen wiirde, und Ay,
muss ja genau wie A nicht injektiv sein), wenden wir den Satz von Fenchel-Rockafellar an
auf

F:R"™ L R, Flun) =0,
1
G : (RINTINIM=2s) o RINMY R G(Yn,zn) = z”yh —full5 + «|llznl2 ]I,
By : RNM _ (R(N—Zr)(M—Zs) % RZNM) Biupy = Anuy )
’ thh
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Nun ist By, ein beschriinkter linearer Operator mit Norm By, || < |[kn | 4 ;% und Adjun-
gierter

Bp : (RINT21(M=2s) o RINMy _, RNM B? (Yn,zn) = Afyn — divy, zp.

Da G stetig ist in By,0, erhalten wir die Existenz von (g, zy,) € (RIN721)(M=2s) 5 RZNM)
mit

_B:L(ghvih) € aF(L—Lh))
Bhith € 0G™ (Jn,Zn).

Um darauf das primal-duale Extragradienten-Verfahren anwenden zu kénnen, brauchen wir
nur noch die entsprechenden Proximalpunktabbildungen. Fiir F = 0 haben wir 0F(uy,) = {0}
und damit

prox. g (un) = (Id%—TE)F)*1 (up) = (Id)*]uh = uy.
Weiter ist
G* . (R(Nfzr)(Mfzs) % RZNM) N E)
* * * ] * * *
G (Yrzi) = 5YRl12 + (Y ) + Spwnctivnls feocen (210)s

da das Supremum in y, und zy, separat berechnet werden kann. Auch die zugehérige Proxi-
malpunktabbildung kénnen wir nach Lemma 4.10 (iii) separat beziiglich jedem Argument
berechnen. Unter Verwendung der Rechnung in Kapitel 8.2 folgt damit

d—d(yh — ofy)

pProx - (Yn,zn) = XZp
max{«, |zp |2}

Damit konnen wir das Verfahren (5.8) fiir das Entfaltungsproblem (und analog fiir beliebige
lineare Operatoren Aj,) als konkreten Algorithmus formulieren:

Algorithmus 9.1 : Primal-duales L2-TV-Entfalten
Input -fe RNM, k € R(2r+1)(23+1)’ U.O c RNM, yO c R(N—Zr)(M—Zs)’ Z0 c ]RZNM’
ot < (|[knll} + h2/8)
fork=1...do
uk = uk !+ r(divy, 24T = AryRT)
k= 2uk —uk!
K=y +o(Apuc—1))/(1+0)
w =zF"T 4 oVpik
K = aw/(max{e, [Wl>})

<
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Der grofe Vorteil des Variationsansatzes in der Bildverarbeitung ist die Flexibilitat in der
Wahl der Bild- und Rekonstruktionsmodelle. Um dies zu illustrieren, betrachten wir zum
Abschluss die Reduktion von Artefakten in der jPEG-Dekompression nach [Bredies und
Holler 2012].

Bei jPEG handelt es sich um einen Standard fiir die verlustbehaftete Datenreduktion von
digitalen Bilddaten. Die Kompression eines gegebenen Pixelbildes w1, : RNM — [0, 255]
verlduft in groben Ziigen wie folgt (wir ignorieren Vorverarbeitungsschritte, die spezifisch
fiir Farbbilder sind):

1. Das Bild wird in Blocke von 8 x 8 Pixeln unterteilt.

2. Jeder Block wird durch eine diskrete Kosinus-Transformation in eine Linearkombination
von 8 x 8 Kosinusfunktionen unterschiedlicher Frequenz zerlegt.

3. Jede 8 x 8-Matrix der Koeffizienten wird elementweise durch eine vorgegebene Quanti-
sierungsmatrix dividiert (die von der gewiinschten Datenreduktion abhangt: je grofler
die Eintrage der Quantisierungsmatrix, desto hoher die Kompression, wobei die Eintré-
ge fiir hohere - und damit fiir den visuellen Eindruck weniger relevante — Frequenzen
grofler sind als die fiir niedrige).

4. Die Ergebnisse der Division werden auf ganze Zahlen gerundet. (Hier tritt der Daten-
verlust auf.)

5. Die ganzzahligen Eintrége aller Blocke werden verlustfrei komprimiert und als Bitstrom
gespeichert.

Fiir die Dekompression werden diese Schritte umgekehrt, was mit Ausnahme von Schritt 4
eindeutig moglich ist. Hier wird in der Standard-Implementierung Schritt 4 einfach iiber-
sprungen, d. h. die Umkehrung von Schritt 3 erhilt die ganzzahligen Eintrége als exakte
Koeffizienten. Dies fithrt (bei starker Kompression) zu den bekannten Block-Artefakten.
Alternativ kann man die Dekompression als Variationsproblem formulieren: Gesucht ist
dasjenige Bild u mit (zum Beispiel) minimaler totaler Variation, dessen JPEG-Kompression
den gegebenen Daten entspricht.
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10 DEKOMPRESSION

Um einen passenden Diskrepanzterm zu definieren, ist etwas Vorarbeit notig. Wir beginnen
mit der Block-Kosinus-Transformation, und nehmen dafiir an, dass Q = (0, 8k) x (0, 81) C R?
firk,le Nist. Fir0 <i<kund0<j <1

Ei; = ([81,8i+8) x [8},8) +8)) N Q

mit charakteristischer Funktion

1 X € Ei'
Xij (x) = { ”

0 sonst.
Sei weiterhin {bnm tnmso0 C L?(Q) definiert durch

brm(X1,X2) = cnCm cos(nmx;) cos(mmx;)

1 s =0,
Cs =
V2 s#£0.
Man rechnet nun nach dass dies ein vollstandiges Orthonormalsystem auf L*((0, 1)) ergibt.
Damit ist auch {a¥, }ij,nm, definiert durch

1 (x1—Si X2 — 8j

agm(xl,XZ) = gbnm 3 ) 3

)Xij(xhxz)a

ein vollstindiges Orthonormalsystem auf L?(Q). Wir bezeichnen den zugehérigen Trans-
formations-Operator mit

A:L?(Q) — 02, [Au];jm = (u, aiﬁ'm)mm»

der wegen der Parseval-Relation ||Au||,2 = [[u[[12(q) erfiillt. Mit etwas Aufwand verifiziert
man, dass A unitir ist, d.h. A=1 = A* gilt mit

A Ez — LZ(Q)) Z Vnm nm

ij,nm

Seien schlie8lich {nm}m,n>o die gegebenen Quantisierungskoeffizienten und {z3J  }j nm
die zugehdrigen quantisierten Daten des gesuchten Bildes u® € L?(Q), d. h. es gilt

L i Jnm qnm
[Au m € ] [qnmlnm 7 qan + 2 }
Wir setzen also
(10.1) F(u) .= dy(u), u:= {u cL2(Q): [AuY m}
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Wir nehmen an, dass 1 < gnm < oo gilt (da sonst keine Kompression stattfindet oder Koefhi-
zienten komplett ignoriert werden) und damit alle JY nichtleer und beschrankt sind. Also
ist wegen der Linearitdt und Beschranktheit von A auch U nichtleer, konvex und abgeschlos-
sen.

Wir betrachten nun

(10.2) min F(u)+TV(u) =minTV(u).
uelL?(Q) ueu

Fiir die Existenz einer Losung ist also nur noch zu zeigen, dass dieses Funktional eigentlich ist,
d.h.einuy € UNBV(Q) existiert. Fiir die spitere Verwendung zeigen wir gleich, dass dieses
Up im Inneren U° von U liegt. Da nach Annahme alle JU nichtleeres Inneres haben, hat U
ebenfalls ein nichtleeres Inneres. Sei nun it € U°. Aus der Dichtheit von C$(Q) C BV(Q)
in L?(Q) (Satz 6.4) erhalten wir die Existenz einer Folge {u, }nen € BV(Q) mit

|Aun — ALz = [[un —1f|2(q) = 0 firn — oo.

Deshalb existiert eine Teilfolge {Aw,, Jxen, die punktweise gegen A, konvergiert. Es gibt
also einen Index n~ grofd genug, so dass up :=u,,. € U° NBV(Q) liegt. Aus Satz 3.2 folgt
nun die Existenz einer Lésung it € U N BV(Q) von (10.2).

Die Existenz von u, erlaubt auch die Anwendung der Summenregel sowie der Kettenregel; it
ist also Losung genau dann, wenn gilt

0€dTV(i1) + A4 (A1)
mit
(10.3) J={vel®:vi eJi_
In anderen Worten: Es existiert ein p € {? mit

—A*p € dTV(1),
p € 95;(Atl)

Im Diskreten ist nun w, € R¥3! gesucht, und statt der Block-Kosinus-Transformation
A :L%(Q) — £? verwenden wir die diskrete Block-Kosinus-Transformation Ay, : R¥8! —
R33! d.h. 0 < m,n < 7. Die zuldssige Mengen Uy, bzw. ]y, sind dann analog zu (10.1) bzw.
(10.3) definiert. Der Satz von Fenchel-Rockafellar zusammen mit der Kettenregel liefert dann
die Extremalitdtsbedingungen

dthgh € aéu(uh) = Aﬁaélh(Ahﬁh),
Viln € 08(v,.:flivalz o<1} (Un)-
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Um hierfiir das primal-dualen-Extragradienten-Verfahren anwenden zu kdnnen, bendtigen
wir noch die Proximalpunkt-Abbildung der ersten Relation. Da A}, ein unitirer linearer
Operator ist (wobei A}, durch die inverse Block-Kosinus-Transformation gegeben ist), gilt

Vh € A“{Laé]h(/\huh) == Ahvh € aélh(Ahuh)

< Apup = prox.s - (Anup + TALVR)

Sup = A prox.s (An(un +tVH)).

Schliesslich haben wir analog zu Beispiel 4.12 (iii)

Vhldm Vrlim € Jim
[prox.s, (Villim = 4 dnmlznlim + 952 Drldn > dumlznldy, + 45>
qnm [thm - Em [Vh];jm < qnm[Zh]}ljm - ﬂ%

=: [proj]h(vh)]iljm.

Der gesamte Algorithmus ist also wie unten angegeben; als Startvektor u® € Uy, kann man
zum Beispiel die Standard-jPEG-Dekompression der Daten verwenden.

Algorithmus 10.1: Primal-duales jpEG-TV-Entrauschen
Input: q € R¥%, z ¢ R&3 1.0 c Uy, y° ¢ R¥8 o1 < 1/8
fork=1... do

uk = Aj proj; (An(u* ! +tdiviny "))
K1

u =2uk —u
w=y* "+ oVyuk

y* =w/(max{1, wl>})
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