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UBERBLICK

Inverse Probleme treten iiberall dort auf, wo sich gesuchte Gréfien nicht durch direkte Mes-
sung ermitteln lassen, sondern nur durch Abgleich von Messungen und mathematischen
Modellen. Beispiele finden sich in der biomedizinischen Bildgebung, der zerstérungsfreien
Priifung von Werkstoffen und der Kalibrierung von Finanzmodellen. Der Name ,inverses
Problem® riithrt daher, dass es oft ein ,direktes Problem® enthalt: ndmlich jenes mathema-
tische Modell, das die gesuchte Grofle mit der Messung verkniipft. Aus mathematischer
Sicht ist jedoch relevanter, dass es sich hierbei um sogenannte schlecht gestellte Probleme
handelt, die mit den Standard-Methoden zur Losung (nicht)linearer Gleichungen nicht
behandelt werden koénnen.!

Die mathematische Theorie der inversen Probleme ist daher ein Teilgebiet der Funktio-
nalanalysis: so, wie sich diese mit der Frage beschiftigt, wann eine Gleichung F(x) = y in
einem unendlichdimensionalen Vektorraum eine eindeutige Losung x besitzt, die stetig von
y abhangt, werden wir in dieser Vorlesung untersuchen, unter welchen Bedingungen dies
nicht der Fall ist, und wie man dann zumindest eine sinnvolle Naherung an x bekommt. Dies
entspricht im Wesentlichen dem Schritt von reguldren zu inkonsistenten, unterbestimmten,
und schlecht konditionierten linearen Gleichungssystemen.

Dieses Skriptum basiert vor allem auf den folgenden Werken:

[1] M. BURGER (2007), Inverse Problems, Vorlesungsskript, Institut fiir Numerische und
Angewandte Mathematik, Universitat Miinster, URL: http://wwwmath.uni-muenster.de/
num/Vorlesungen/IP_WSo7/skript.pdf

[2] H.W. ENcL, M. HANKE U. A. (1996), Regularization of Inverse Problems, Bd. 375, Ma-
thematics and its Applications, Kluwer Academic Publishers Group, Dordrecht, poi:
10.1007/978-94-009-1740-8

[3] B.voN HARRACH (2014), Regularisierung Inverser Probleme, Vorlesungsskript, Fachbe-
reich Mathematik, Universitat Stuttgart, uRL: http://www.mathematik.uni-stuttgart.de/
~harrach/lehre/Regularisierung.pdf

'Sonst wire auch keine eigene Vorlesung notwendig. Tatsachlich wire der Titel ,Schlecht gestellte Probleme®
passender; die Bezeichnung ,Inverse Probleme® hat sich dennoch durchgesetzt.
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1 LINEARE OPERATOREN IN NORMIERTEN RAUMEN

In diesem und dem néchsten Kapitel stellen wir die fiir diese Vorlesung wesentlichen
Begriffe, Notationen und Resultate zusammen. Fiir Beweise wird auf die Standardliteratur
verwiesen, z.B. auf [Alt 2012; Werner 2011], oder auf [Clason 2015].

1.1 NORMIERTE RAUME

Im Folgenden bezeichne X einen Vektorraum tiber dem Korper K, wobei wir uns hier stets
auf den Fall K = R beschrianken. Eine Abbildung || - || : X — R* := [0, c0) heifit Norm (auf
X)), falls fiir alle x € X gilt

(i) ||Ax|| = |All|x]|| fur alle A € K,
(i) [lx+yll < llx[| + lly[l fur alle y € X,
(iii) ||x|| = 0 genau dann, wenn x = 0 € X.

Zwei Normen || - ||1, || - ||2 heilen dquivalent, falls c1, c; > 0 existieren mit
allxllz < llxlh < eallx]l2 fur alle x € X.

Ist X endlichdimensional, so sind alle Normen auf X aquivalent. Die Konstanten ¢y, ¢;
hiangen dann jedoch von der Dimension von X ab; die Vermeidung solcher dimensionsab-
hiangiger Konstanten ist einer der Griinde, warum wir inverse Probleme in einem unend-
lichdimensionalen Funktionenraum betrachten wollen.

Beispiel 1.1. (i) Auf X = RN werden Normen definiert durch

N 1/p
||x||p=(z |xl~|P) . 1<p<w,
i=1

lIx[le = max |x;|.
i=1,...N
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(ii) Auf X = ¢P (dem Raum der reellen Folgen, auf dem folgende Ausdriicke endlich sind)
sind Normen definiert durch

o 1/p
Ixll, = (Z |x,~|P) . 1<p<w,
i=1

(B4

sup |x].

i=1,...,00

(iii) Auf X = L(Q) (dem Raum der messbaren reellen Funktionen, auf dem folgende
Ausdriicke endlich sind) sind Normen definiert durch

1/p
llull, = (/Q Iu(x)lp) , 1<p < oo,

llullo = ess sup |u(x)|.
xeQ

(iv) Auf X = C(Q) (dem Raum der Funktionen auf Q, die stetig auf den Rand fortgesetzt
werden konnen) ist eine Norm definiert durch

lulle = sup |u(x)|.
xeQ

Auf dhnliche Weise definiert man den Raum C*(Q) der k-mal stetig differenzierbaren
Funktionen mit Norm |[[u||x = Zf:o lu?c.

Ist || - || eine Norm auf X, so bezeichnet man das Paar (X, || - ||) als normierten Raum, und
schreibt in diesem Fall oft || - ||x. Ist die Norm kanonisch (etwa in Beispiel 1.1 (ii)-(iv)), so
wird sie oft weggelassen.

Sind (X, || - |lx) und (Y, || - ||y) normierte Raume mit X C Y, so heif}t X stetig eingebettet in
Y, geschrieben X — Y, falls ein C > 0 existiert mit

lx|ly < Cllx|lx fir alle x € X.

Eine Norm vermittelt auf direkte Weise einen Konvergenzbegriff, die sogenannte starke
Konvergenz: Eine Folge {x,},en C X konvergiert (stark in X) gegen ein x € X, geschrieben
X, — X, wenn gilt

lim ||x, — x|[x = 0.

n—sc0

Eine Teilmenge U C X nennen wir

« abgeschlossen, falls fiir jede konvergente Folge {x,},en € U auch der Grenzwert
x € U liegt;
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+ kompakt, falls jede Folge {xn}nen C U eine konvergente Teilfolge {xp, }ren mit
Grenzwert x € U besitzt;

« dicht in X, falls fiir alle x € X eine Folge {x, }nen C U mit x,, — x existiert.

Die Vereinigung von U mit der Menge aller Grenzwerte von konvergenten Folgen in U
bezeichnen wir als ihren Abschluss U; offensichtlich ist U dicht in U.

Ein normierter Raum X heifit vollstdndig, wenn jede Cauchy-Folge in X konvergiert; man
nennt dann X auch Banachraum. Alle Raume in Beispiel 1.1 sind Banachraume. Ist X
ein unvollstindiger normierter Raum, so bezeichnen wir X als Vervollstindigung von X
(beziiglich der Norm || - |[x).

Schliefllich definieren wir fiir spateren Gebrauch fiir x € X und r > 0
« die offene Kugel U,(x) := {z € X : ||x — z||x < r} und
« die abgeschlossene Kugel B,(x) := {z € X : ||[x —z||x < r}.

Die abgeschlossene Kugel um 0 mit Radius 1 bezeichnet man auch als Einheitskugel By.
Eine Menge U C X heif3t

« offen, falls fur alle x € U ein r > 0 existiert mit U,(x) € U (d. h. alle x € U innere
Punkte von U sind);

« beschrankt, falls sie in einer abgeschlossenen Kugel B,(0) fiir ein r > 0 enthalten ist;
« konvex, falls fiir x, y € U auch Ax + (1 - 1)y € U fur alle A € [0, 1] gilt.

In normierten Rdumen gilt, dass das Komplement einer offenen Menge abgeschlossen ist
und umgekehrt (d. h. die abgeschlossenen Mengen im Sinne der Topologie sind genau die
(Folgen-)abgeschlossenen Mengen im Sinne unserer Definition). Sowohl offene als auch
abgeschlossene Kugeln sind wegen der Norm-Axiome konvex. Dagegen ist die Einheitsku-
gel dann und nur dann kompakt, wenn X endlichdimensional ist; dies wird wesentliche
Auswirkungen fiir uns haben.

1.2 BESCHRANKTE OPERATOREN

Wir betrachten nun Abbildungen zwischen normierten Rdumen. Seien im Folgenden stets
X, | - llx) und (Y, || - |ly) normierte Raume, U € X, und F : U — Y eine Abbildung. Wir
bezeichnen mit

« D(F) := U den Definitionsbereich (englisch ,domain“) von F;
« N(F):={x € U: F(x) = 0} den Kern (englisch ,kernel” oder ,,null space®) von F;
« R(F) :={F(x) € Y : x € U} das Bild (englisch ,range”) von F.

Wir sagen, F ist
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« stetigin x € U, wenn fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 existiert mit

|IF(x) - F(z)|ly <&  fiiralle z € U mit ||x — 2|y < §;

« Lipschitz-stetig, wenn ein L > 0 existiert (genannt Lipschitz-Konstante) mit

IF(x1) = F(x2)|ly < Lllxy = x2||x fur alle x;,x, € U.

Eine Abbildung F : X — Y ist also genau dann stetig, wenn aus x, — x auch F(x,) — F(x)
folgt; sie ist abgeschlossen, wenn fiir x, — x und F(x,) — y folgt, dass F(x) = y ist.

Ist F : X — Y linear (d.h. F(A;x1 + A2x) = A F(x1) + A2F(x,) fir alle A;,4; € R und
X1, X2 € X), so ist die Stetigkeit 4quivalent mit der Bedingung, dass eine Konstante C > 0
existiert mit

IF(x)[ly < Cllx|lx fiir alle x € X.

Stetige lineare Abbildungen nennt man daher auch beschrdnkt; man spricht auch von
einem beschrankten linearen Operator. (Diese bezeichnen wir in Folge mit T und lassen
die Klammern um das Argument weg, um dies zu verdeutlichen.) Ist Y vollstdndig, so ist
der Raum £(X, Y) der beschrankten linearen Operatoren ein Banachraum versehen mit
der Operatornorm

3 ITx|ly B
ITllzx,y) = sup = sup ||[Tx|ly = sup [|Tx|ly,
xex\(oy IIXlx st lxllx =1

die gleich der minimalen Konstante C in der Definition der Stetigkeit ist. Daraus folgt auch
sofort
ITx[ly < ITllzexpllxllx  firalle x € X.

Wie in der linearen Algebra bezeichnet man T als
« injektiv, wenn N(T) = {0} ist;
o surjektiv, wenn R(T) = Y ist;
« bijektiv, wenn T injektiv und surjektiv ist.

Ist T € £(X,Y) bijektiv, dann ist die Inverse T~! : Y — X stetig genau dann, wenn ein
¢ > 0 existiert mit
cllxllx < [ITx|ly fir alle x € X;

in diesem Fall gilt || T7*|| z(y.x) = ¢ fiir das gréfite solche c. Wann dies der Fall ist, besagen
die folgenden Hauptsétze der Funktionalanalysis (die alle mehr oder weniger direkt aus
dem Satz von der offenen Abbildung folgen).

Satz 1.2 (Satz von der stetigen Inversen). Seien X, Y Banachrdume und T € L(X,Y) bijektiv.
Dann istT™': Y — X stetig.
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Fiir inverse Probleme besonders relevant ist der Fall, dass T zwar injektiv, aber nicht surjektiv
ist. Dann hatte man gerne zumindest auf dem Bild von T eine stetige Inverse; dass dies im
Allgemeinen nicht mehr der Fall ist, stellt die Kernschwierigkeit bei unendlichdimensionalen
inversen Problemen dar.

Satz 1.3 (Satz vom abgeschlossenen Bild). Seien X, Y Banachrdume undT € L(X,Y) injektiv.
Dann ist T™' : R(T) — X stetig genau dann, wenn R(T) abgeschlossen ist.

Das Trio komplett macht der folgende Satz.

Satz 1.4 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien X, Y Banachrdume. Dann istT : X — Y
stetig genau dann, wenn T abgeschlossen ist.

Wir betrachten nun Folgen linearer Operatoren. Dafiir unterscheiden wir zwei Konver-
genzbegriffe: Eine Folge {T,},en € L(X,Y) konvergiert gegen T € L(X,Y)

(i) punktweise, wenn T,,x — Tx (stark in Y) fir alle x € X konvergiert;
(ii) gleichmafig, wenn T,, — T (stark in £(X, Y)) konvergiert.

Gleichmaflige Konvergenz impliziert dabei punktweise Konvergenz; schwéchere Bedin-
gungen liefert ein weiterer Hauptsatz der Funktionalanalysis.

Satz 1.5 (Satz von Banach-Steinhaus). Sei X ein Banachraum, Y ein normierter Vektorraum,
und {T;}ier € L(X,Y) eine Familie punktweise beschrdnkter Operatoren, d. h. fiir alle x € X
existiert eine Konstante My > 0 mit sup,; ||Tix|ly < My. Dann ist

sup ||Til| £x,y) < 0.
iel

Folgerung 1.6. Seien X,Y Banachrdume und {T,},en € L(X,Y). Dann sind dquivalent
(i) {Tn}nen konvergiert gleichmdflig auf kompakten Teilmengen in X;
(ii) {T,}nen konvergiert punktweise auf X;

(iii) {T,}nen konvergiert punktweise auf einer dichten Teilmenge U C X und es gilt

sup | Tull £ex,v) < eo.
neN

Folgerung 1.7. Seien X,Y Banachrdume und {T,},en C L(X,Y). Konvergiert T, punktweise
gegeneinT : X — Y, soist T beschrinkt.
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Zwar kann man inverse Probleme in Banachraumen untersuchen, in Hilbertraumen lasst
sich die Theorie fiir lineare Operatoren aber weitestgehend geschlossen darstellen. Dort
wird auch die Analogie zu unterbestimmten und schlecht konditionierten Gleichungssys-
temen besonders deutlich.

2.1 SKALARPRODUKT UND SCHWACHE KONVERGENZ

Hilbertraume zeichnen sich dadurch aus, dass eine zusitzliche Struktur definiert ist: Eine
Abbildung (-,) : X X X — R auf dem Vektorraum X iiber R heif3t Skalarprodukt, falls
gilt

(i) (ax+ Py,z) =a(x,z) + f(y,z) furalle x,y,z € X und a, f € R;

(i) (x,y) = (y,x)furalle x,y € X;

(iii) (x,x) > 0 fur alle x € X mit (x, x) = 0 genau dann, wenn x = 0 ist.

Durch das Skalarprodukt wird eine Norm

llxllx = V(x, %)x

induziert, die der Cauchy—Schwarz-Ungleichung gehorcht:

|6 y)x | < iy llx-

(Fur festgehaltenes y ist das Skalarprodukt also stetig in x.) Ist X bezliglich der induzierten
Norm vollstindig (also (X, || - ||x) ein Banachraum), so wird X Hilbertraum genannt; ist das
Skalarprodukt und damit die induzierte Norm kanonisch, lasst man es weg. Beispiel 1.1 (i-iii)
fir p = 2 ist jeweils ein Hilbertraum, wobei das Skalarprodukt gegeben ist durch

N

(i) fir X =RN:  (x,y)y = Z XiYis
i=1

(ii) fir X =% (x,y)y = in)’i:

i=1
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(iii) fiir X = L2(Q): (u,v)y = / u(x)o(x)dx.
Q
In allen Féllen induziert das Skalarprodukt die kanonische Norm.

Durch das Skalarprodukt wird ein weiterer Konvergenzbegriff erzeugt: die schwache Kon-
vergenz. Eine Folge {x,}n,en C X konvergiert schwach (in X) gegen x € X, geschrieben
xn — x, falls gilt

(xn,2)x — (x,2)x fur alle z € X.

Dieser Begriff verallgemeinert die koordinatenweise Konvergenz im RN (wihle z = e;, den
i-ten Einheitsvektor); in endlichdimensionalen Raumen fallen also starke und schwache
Konvergenz zusammen. In unendlichdimensionalen Raumen impliziert starke Konvergenz
die schwache, aber nicht umgekehrt. Konvergiert eine Folge {x;, },en jedoch schwach gegen
ein x € X, und gilt zusatzlich ||x,||x — ||x||x, so konvergiert x, auch stark gegen x. Es gilt
aulerdem, dass die Norm schwach unterhalbstetig ist: Konvergiert x, — x, so ist

lIxllx < lim inf [[xp[[x.
n—oo

Dieser Konvergenzbegriff ist vor allem deshalb niitzlich, weil fir ihn - im Gegensatz zur
starken Konvergenz! — auch im Unendlichdimensionalen der Satz von Bolzano-Weierstrass
gilt: Jede beschrankte Folge in einem Hilbertraum besitzt eine schwach konvergente
Teilfolge. Umgekehrt ist jede schwach konvergente Folge beschrankt.

Wir betrachten nun lineare Operatoren T € L(X,Y) zwischen Hilbertraumen X, Y. Von
besonderer Bedeutung ist dabei der Spezialfall Y = R sein, das heifit der Raum £(X, R) der
linearen stetigen Funktionale auf X. Diese lassen sich mit Elementen von X identifizieren.

Satz 2.1 (Fréchet—Riesz). Sei X ein Hilbertraum. Dann existiert zu jedem A € L(X,R) genau
einzy € X mit [|[A|lzxr) = llzallx und

AMx) = (22, x)x fiir alle x € X.

Mit Hilfe dieses Satzes kann fiir jeden linearen Operator T € L(X,Y) ein adjungierter
Operator T* € L(Y, X) definiert werden durch
(T*y,x)x = (Tx,y)y fir allex € X,y €Y,
fir den gilt
(@) (T =T;
) TNl zev.x) = 1Tl £ex,v)s
(i) 17Tl cocx = DT« yy:

Ist T* = T, so nennt man T selbstadjungiert.

10
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2.2 ORTHOGONALITAT UND ORTHOGONALSYSTEME

Ein Skalarprodukt vermittelt den Begriff der Orthogonalitdt: Ist X ein Hilbertraum, so nennt
man x,y € X orthogonal, falls (x, y)y = 0 gilt. Fiir eine Teilmenge U C X heif$t

Ut :={xeX:(x,u)y=0firalleu € U}
das orthogonale Komplement von U in X; direkt aus der Definition folgt, dass U ein
abgeschlossener Unterraum ist. Insbesondere ist X+ = {0}.

Weiterhin folgt, dass U c (U*)* ist. Ist U ein abgeschlossener Unterraum, so gilt sogar
U = (U*)* (und damit {0}* = X). In diesem Fall existiert die Orthogonalzerlegung

X=UesU",
d.h. jedes Element x € X kann auf eindeutige Weise dargestellt werden als
XxX=u+u,, ueU,uLeUl.

Durch die Zuordnung x +— u wird ein linearer Operator Py € L(X, X) definiert, den man
Orthogonalprojektion auf U nennt. Fur diesen gilt:
(i) Py ist selbstadjungiert;
() [[Pullexoy =1
(iii) Id —Py = Py;
(iv) [lx = Pux|lx = mingeu [|x — ullx;
(v) z = Pyx genau dann, wennz € Uund z — x € U™.

Ist der Unterraum U dagegen nicht abgeschlossen, gilt lediglich (U+)* = U > U. Fir
T € L(X,Y) gilt daher
(i) R(T)* = N(T*) und damit N(T*)* = R(T);

(i) R(T*)* = N(T) und damit N(T)* = R(T*).

Insbesondere ist der Kern einer stetigen linearen Abbildung stets abgeschlossen; auflerdem
ist T injektiv genau dann, wenn R(T*) dicht in X liegt.

Eine Menge U C X, deren Elemente paarweise orthogonal sind, heif3t Orthogonalsystem.
Gilt sogar fiir alle x, y € U, dass

1 fallsx =y,
(X,J’)x :{

0 sonst,

11
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so heif3t U Orthonormalsystem. Ein Orthonormalsystem ist vollstindig, falls kein Ortho-
normalsystem V C X mit U C V existiert. Jedes Orthonormalsystem U C X erfiillt die
Besselsche Ungleichung:

(2.1) Z | (e, Y)x 2 < |Ixll% fir alle x € X,
yeu

wobei stets hochstens abzdhlbar viele Summanden von Null verschieden sind. Gilt sogar
Gleichheit in (2.1), so nennt man U auch Orthonormalbasis; in diesem Fall ist U vollstandig
und es gilt

x=Z(x,y)Xy fir alle x € X.
yeU

Jeder Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis. Ist diese hochstens abzihlbar, so nennt
man den Hilbertraum separabel. Aus der Besselschen Ungleichung folgt dann, dass die
Folge {up}nen = U schwach gegen Null (aber wegen ||u,||x = 1 nicht stark!) konvergiert.
Ein Beispiel ist X = L%([0,1]), welches die Orthonormalbasis {u, },cz mit

V2sin(2rnx) n>0,
un(x) = 3 V2cos(2rnx) n<o,
1 n=20.

besitzt.

SchlieB3lich halten wir fest, dass jeder abgeschlossene Unterraum U C X eine Orthonormal-
basis {u, }nen besitzt, mit deren Hilfe die Orthogonalprojektion auf U dargestellt werden
kann als -
Pyx = (x, uj)X uj.
j=1

2.3 DER SPEKTRALSATZ FUR KOMPAKTE OPERATOREN

So wie man Hilbertraume als naheliegende Verallgemeinerung von endlichdimensionalen
Vektorraumen auffassen kann, sind kompakte Operatoren das unendlichdimensionale
Analogon zu Matrizen. Ein linearer Operator T : X — Y heif3t dabei kompakt, wenn das
Bild jeder beschrankten Folge {x,},en C X eine konvergente Teilfolge {Tx,, }xen C Y
enthélt. Eine dquivalente Charakterisierung ist die folgende: Ein linearer Operator T ist
kompakt genau dann, wenn T schwach konvergente Folgen in X auf stark konvergente
Folgen in Y abbildet. (Diese Eigenschaft wird auch Vollstetigkeit genannt.) Kompakte
Operatoren bezeichnen wir in der Regel mit K.

Offensichtlich ist jeder lineare Operator mit endlichdimensionalem Bild kompakt. Insbe-
sondere ist die Identitat Id : X — X genau wie die Einheitskugel Bx kompakt dann und
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2 KOMPAKTE OPERATOREN IN HILBERTRAUMEN

nur dann, wenn X endlichdimensional ist. Weiterhin gilt, dass der Raum K(X, Y) aller
linearen kompakten Operatoren von X nach Y einen abgeschlossenen Unterraum von
L(X,Y) (und damit einen Banachraum, versehen mit der Operatornorm) bildet. Also ist
auch jeder Grenzwert von linearen Operatoren mit endlichdimensionalem Bild kompakt.
SindT € L(X,Y)und S € L(Y, Z), und ist wenigstens einer der beiden Operatoren kom-
pakt, so ist auch S o T kompakt. Weiterhin ist T* kompakt genau dann, wenn T kompakt
ist (Satz von Schauder).

Ein kanonisches Beispiel fiir kompakte Operatoren sind Integraloperatoren. Wir betrachten
X = Y = L%(0,1]) und fiir einen gegebenen Kern k € L?([0,1] x [0,1]) den Operator
K : L([0,1]) — L%([0,1]), der punktweise definiert ist durch

[Kx](t) = '/01 k(s, t)x(s)ds fur fast alle t € [0,1]

(wobei Kx € L%([0,1]) nach dem Satz von Fubini gilt). Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung und dem Satz von Fubini erhalt man nun sofort

Kl £exx) < lkllzzo.1p2)s

woraus auch folgt, dass K ein beschriankter Operator von L%([0, 1]) nach L?([0, 1]) ist.

Da k € L%([0,1]%) messbar ist, existiert eine Folge {k,}nen von einfachen Funktionen (d. h.
solche, die nur endlich viele Werte annehmen) mit k,, — k in L%([0, 1]?). Diese haben z.B.
die Form

(s, 1) = 0tz () e, (0,

ij=1
wobei yg die charakteristische Funktion des messbaren Intervalls E C [0, 1] ist und die

E; eine endliche disjunkte Zerlegung von [0, 1] bilden. Also gilt fiir den entsprechenden
Integraloperator K, mit k, statt k wegen der Linearitét des Integrals

IKn = Kl zox,x) < lkn = kllz2oapz) — 0,

d.h. K;, — K. Nun ist aber

[Knx](t) = ‘/: ka(s, t)x(s)ds = Zn: (Zn: aij/E x(s)ds
=1 \'i=1 i

und damit K, x eine Linearkombination der { yg, }1<j<n. Also ist K Grenzwert einer Folge
{Kn}nen von Operatoren mit endlichdimensionalem Bild und daher kompakt.

XE; (1)

Fir den adjungierten Operator K* € £(X, X) rechnet man leicht nach, dass gilt

[K*y](s) = /01 k(s,t)y(t) dt fiir fast alle s € [0, 1].

13



2 KOMPAKTE OPERATOREN IN HILBERTRAUMEN

Ein Integraloperator ist also genau dann selbstadjungiert, wenn der Kern symmetrisch ist,

d.h. k(s, t) = k(t,s) fur (fast) alle s, t € [0,1] gilt.

Durch geeignete Wahl des Kerns sieht man, dass zum Beispiel Losungsoperatoren fiir
partielle Differentialgleichungen oder Faltungsoperatoren — und damit eine grofie Klasse
von praktisch relevanten Operatoren — als Integraloperatoren dargestellt werden konnen
und daher kompakt sind.

Die Analogie zwischen kompakten Operatoren und Matrizen besteht vor allem darin, dass
kompakte lineare Operatoren hochstens abzahlbar viele Eigenwerte besitzen. (Dies ist fiir
beschrankte lineare Operatoren nicht notwendigerweise der Fall!) Es gilt auch die folgende
Variante der Schur-Faktorisierung; sie ist wesentlich dafiir verantwortlich, dass inverse
Probleme in Hilbertraumen so griindlich untersucht werden kénnen.

Satz 2.2 (Spektralsatz). Sei X ein Hilbertraum und sei K € K(X, X) selbstadjungiert. Dann
existiert ein (mdoglicherweise endliches) Orthonormalsystem {up}nen/n<y C X und eine (mog-
licherweise endliche) Nullfolge {A,}nen/n<n C R\ {0} mit

/N
Kx = Z An (3, tn)x Un fiir allex € X.
n=1

Weiterhin bilden die {u,}nen/n<n eine Orthonormalbasis von R(K).

Setzt man x = u,, so folgt sofort, dass u, Eigenvektor zum Eigenwert A, ist, d. h. Ku, = A,u,
gilt. Ublicherweise ordnet man die Eigenwerte nach abfallendem Betrag, d. h.

|/11|Z|/12|Z"'>0.

Dann ist [|K||zx.x) = |4l
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3 SCHLECHT GESTELLTE OPERATORGLEICHUNGEN

Wir beginnen nun unsere Untersuchung von Operatorgleichungen, die nicht mit Standard-
methoden 16sbar sind. Wir betrachten zuerst einen linearen Operator T zwischen zwei
normierten Rdumen X und Y. Nach Hadamard nennen wir die Gleichung Tx = y korrekt
gestellt, wenn fiiralle y € Y

(i) ein x € X existiert mit Tx = y;

(ii) diese Losung eindeutig ist, d. h. z # x impliziert Tz # y;
(iii) diese Losung stetig von y abhéngt, d. h. fiir alle {x, },en mit Tx, — y gilt x, — x.
Ist eine dieser Bedingungen verletzt, so nennen wir die Gleichung schlecht gestellt.

Eine Verletzung der ersten beiden Bedingungen riihrt in der Praxis oftmals von ungenii-
gendem Wissen liber die Realitat her, und kann durch Erweiterung des zugrundeliegenden
mathematischen Modells behandelt werden. Zum Beispiel kann das Konzept einer Losung
erweitert werden, so dass fiir beliebige y € Y eine verallgemeinerte Losung existiert. Ist
diese nicht eindeutig, so kann anhand von Zusatzinformationen iiber das gesuchte x eine
bestimmte Losung ausgewahlt werden. Fiir endlichdimensionale Hilbertraume fiithrt dies
auf das bekannte Prinzip der Ausgleichsrechnung; da dort alle linearen Operatoren stetig
sind, ist damit das Problem im Prinzip geldst (auch wenn die Details und insbesondere
die effiziente numerische Losung noch viel Arbeit erfordern). In unendlichdimensionalen
Réumen ist dies jedoch nicht der Fall, wie das folgende Beispiel illustrieren soll.

Beispiel 3.1. Wir suchen zu gegebenem y € Y := C([0, 1]) die Ableitung x := y’ € C([0, 1]).
Wir nehmen nun an, dass die abzuleitende Funktion y nur anhand von Messwerten gegeben
ist, die mit additiven Fehlern behaftet sind, d. h. wir haben nur

y=y+n
zur Verfiigung. In der Regel konnen wir nicht davon ausgehen, dass die Storung 1 ebenfalls
stetig differenzierbar ist; nehmen wir aber der Einfachheit an, dass sie zumindest stetig
ist. Dann ist y ebenfalls in C([0, 1]), und wir miissen die Ableitung als (linearen) Operator
T : C([0,1]) — C(]0,1]) auffassen. Offensichtlich ist damit Bedingung (i) verletzt. Aber

selbst im Fall, dass die Storung zufallig stetig differenzierbar ist, ist das Problem nicht
korrekt gestellt: Betrachte eine Folge {3, },en mit §, — 0, wihle k € N beliebig und setze

Nn(t) := 8, sin (’5‘—5)

16



3 SCHLECHT GESTELLTE OPERATORGLEICHUNGEN

sowie y, := ¥ + 1. Dann ist 5, € C([0,1]) und

172 = ¥lle = lI7nllc = 6, — 0
aber
%a(t) = F(8) = y/(£) + k cos (g) ,
d.h. fir x := y’ gilt
lx = Zallc = lImllc =k furallen € N.
Der Fehler in der Ableitung x kann also (in Abhédngigkeit von k) beliebig grof sein, auch
wenn der Fehler in y beliebig klein wird!

(Dagegen ist das Problem mit T : C'([0, 1]) — C([0, 1]) natiirlich korrekt gestellt, denn dann
impliziert ||n,|lc: — 0 nach Definition ||X — x,||c < ||#allct — 0. Die zugrundeliegende
Norm entscheidet also wesentlich tiber die Schlechtgestelltheit.)

Beachten Sie auch, dass die drei Bedingungen fiir die Korrektgestelltheit nicht vollig
unabhéangig sind. Erfillt T € L(X, Y) zum Beispiel die ersten beiden Bedingungen und sind
X und Y Banachrdume, so ist T bijektiv und hat daher nach Satz 1.2 eine stetige Inverse,
womit auch automatisch die dritte Bedingung erfiillt ist.

3.1 VERALLGEMEINERTE INVERSE

Wir versuchen nun, die ersten beiden Bedingungen fiir lineare Operatoren zwischen Hil-
bertraumen zu erfiillen, indem wir das Konzept der Losung analog zur Ausgleichsrechnung
im RY verallgemeinern. Seien X, Y Hilbertriume (was wir von nun an voraussetzen) und
betrachte fir T € L(X,Y) die Gleichung Tx = y. Ist y ¢ R(T), so hat die Gleichung keine
Losung. In diesem Fall ist es sinnvoll, ein x € X zu finden, das den Abstand ||Tx — y||y
minimiert. Ist andererseits N(T) # {0}, so existieren unendlich viele Losungen; wir wahlen
in diesem Fall diejenige aus, die minimale Norm ||x||x hat. Dies fithrt auf die folgende
Definition.

Definition 3.2. Ein Element x" € X heif3t

(i) Ausgleichslosung von Tx = y, wenn gilt

ITx" = ylly = min||Tz - ylly;
zeX

(ii) Minimum-Norm-Losung von Tx = y, wenn x| Ausgleichslésung ist mit

lIxT|lx = min {||z]|x : z ist Ausgleichslosung von Tx = y} .

17



3 SCHLECHT GESTELLTE OPERATORGLEICHUNGEN

Offensichtlich ist fiir T bijektiv x = T™'y die einzige Ausgleichs- und damit auch Minimum-
Norm-Losung. Eine Ausgleichslosung muss aber nicht existieren, falls R(T) nicht abge-
schlossen ist (da dann das Minimum in der Definition nicht angenommen wird). Um zu
untersuchen, fiir welche y € Y eine Minimum-Norm-Losung existiert, fithren wir einen
Operator ein, der y auf die Minimum-Norm-Losung abbildet; diesen bezeichnen wir als
verallgemeinerte Inverse oder Pseudoinverse. Dazu schranken wir zuerst Definitionsbereich
und Bild von T ein, so dass der Operator invertierbar wird; dann erweitern wir die Inverse
des eingeschrankten Operators auf ihren maximalen Definitionsbereich.

Satz 3.3. SeiT € L(X,Y) und setze
T = TlN(T)L : N(T)J' — R(T)

Dann existiert eine eindeutige lineare Fortsetzung T", genannt Moore-Penrose-Inverse, von
T mit

D(T) = R(T) & R(T)*,

N(TT) = R(T)*.
Beweis. Wegen der Einschrédnkung auf N (T)* und R(T) ist T injektiv und surjektiv, daher
existiert T~! und ist linear. Damit ist TT auf R(T) wohldefiniert und linear. Fiir beliebige

y € D(TT) existieren aufgrund der Orthogonalzerlegung eindeutige y; € R(T) und y, €
R(T)* mit y = y; + y,. Wegen N(TT) = R(T)* ist also durch

(3.1) TTy = TTyl + T*yz = TTyl = T_lyl

eine eindeutige lineare Fortsetzung festgelegt. Damit ist T auf ganz D(T") wohldefiniert.
O

Ist T bijektiv, so gilt offensichtlich TT = T~1. Beachten Sie, dass T' nicht unbedingt eine
stetige Fortsetzung sein muss!

Im weiteren Verlauf brauchen wir die folgenden Eigenschaften der Moore—-Penrose-Inversen.

Lemma 3.4. Die Moore—Penrose-Inverse T' erfiillt R(TT) = N(T)* sowie die ,Moore—Penrose-
Gleichungen®

() TT'T =T,

(ii) T'TTT = T,
(iii) TTT =1d Py,
(iv) TT" = (PR)lpriy,

wobei Py und Pz die orthogonalen Projektionen auf N(T) respektive R(T) bezeichnen.

18



3 SCHLECHT GESTELLTE OPERATORGLEICHUNGEN

Beweis. Wir zeigen zuerst R(T") = N(T)*. Nach Definition von TT und (3.1) gilt fiir alle
y € D(TY)

T _ "‘_1 ) _ T )
(3-2) T'y =T Pgy =T'Pgy,

denn fiir y € D(TT) = R(T) @ R(T)* ist Pzy € R(T) (und nicht nur in R(T) - diese
fundamentale Eigenschaft werden wir in Folge 6fter verwenden). Also ist T'y € R(T™!) =
N(T)*, d.h. R(TY) ¢ N(T)*. Umgekehrt gilt fir alle x € N(T)*, dass T'Tx = T"'Tx = x
ist, d.h. x € R(TT). Also ist R(TT) = N(T)*.

Zu (iv): Fiir y € D(T") folgt weiterhin aus (3.2) und R(T") = N(T)*
TT'y = TT'Pgy = TT 'Pgy = Pxy
wegen T‘lPﬁy € N(T)* und T = T auf N(T)*.
Zu (iii): Nach Definition von T gilt TTx = T~Tx fiir alle x € X und deshalb

T'Tx = T7'T (Pyx + (Id —=Py)x) = T'TPyx + T'T(Id —Px)x = (Id —Pp)x.

Zu (ii): Einsetzen von (iv) in (3.2) ergibt

TTPRTy =T'TTTy fiir alle y € D(y").

Zu (i): Aus (iii) folgt sofort
TT'Tx = TAUd—Py)x = Tx — TPyx = Tx  fiir alle x € X. O
(Tatsachlich sind die Moore-Penrose-Gleichungen eine eindeutige Charakterisierung

von TT.)

Nun koénnen wir zeigen, dass die Moore—Penrose-Inverse tatsidchlich die Minimum-Norm-
Losung liefert.

Satz 3.5. Seiy € D(T"). Dann hat Tx = y eine eindeutige Minimum-Norm-Losung x* € X,
die gegeben ist durch
x' = TTy.

Die Menge aller Ausgleichslosungen ist x* + N(T).

Beweis. Wir zeigen zuerst Existenz einer Ausgleichslosung. Betrachte dafiir die Menge

S = {xEX:szpﬂry}.
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3 SCHLECHT GESTELLTE OPERATORGLEICHUNGEN

Wegen Pgy € R(T) fir y € D(T") ist S nichtleer. Aus der Optimalitit der orthogonalen
Projektion folgt fur alle z € S, dass

1Tz = ylly = IPgy —ylly = min [lw—ylly < ITx—ylly  firallex € X,
weR(T)

d.h. alle z € S sind Ausgleichslésungen von Tx = y. Umgekehrt gilt fiir jede Ausgleichslo-
sung z € X, dass

1Py = ylly < IITz = ylly = min [[Tx - ylly = min, lw=ylly < IPgy = ylly

wegen Pzy € R(T), d.h. Tz ist die orthogonale Projektion von y auf R(T). Zusammenge-
fasst erhalten wir

S = {x € X : x ist Ausgleichslésung von Tx = y} # 0.

Die Ausgleichslosungen sind also genau die Losungen der linearen Gleichung Tx = Pgy,
die sich eindeutig darstellen lassen als x = x + xo mit x € N(T)* und xo € N(T).Da T
injektiv auf NV'(T)* ist, muss X unabhingig von x sein (sonst wére Tx; = TX; # TX = Pgy
fur x, = X, + xo mit X, # x). Wegen

Ixll% = 1% + xollg = %Il + 2 (%, x0)x + IIxollx = %[l + llxoll% > [I%II%

ist x := ¥ die Minimum-Norm-Losung, und diese ist eindeutig.

Aus xT € S N N(T)* folgt schlieBlich mit Lemma 3.4 (iii) und (ii)
x"=Ppux" = (d-Py)x" = T'Tx" = T'Pgy = TTTT"y = Ty,

was zu zeigen war. i

Wir konnen eine alternative Charakterisierung angeben.

Satz 3.6. Seiy € D(T"). Dann ist x € X Ausgleichslosung von Tx = y genau dann, wenn x
die Normalengleichungen

(3.3) T'Tx =Ty

erfiillt. Ist zusdtzlich x € N(T)*, soist x = x".
Beweis. Wie im Beweis von Satz 3.5 ist x € X Ausgleichslésung genau dann, wenn Tx =
Py gilt. Nun ist Tx = Pgy dquivalent zu Tx € R(T) und Tx —y € R(T)* = N(T*), woraus

T*(Tx — y) = 0 folgt. Schliefilich hat eine Ausgleichslosung x minimale Norm genau dann,
wenn x € N(T)* gilt. m]
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Die Minimum-Norm-Losung x' von Tx = y ist also auch die Lésung — und damit insbe-
sondere Ausgleichslosung — von (3.3) mit minimaler Norm, d. h.

x" = (T*T)'T*y.

Zur Berechnung von x' kénnen wir also die Minimum-Norm-Lésung von (3.3) an Stelle
von Tx = y heranziehen, was manchmal vorteilhafter sein wird.

Bislang haben wir die Pseudo-Inverse auf ihrem Definitionsbereich betrachtet, ohne diesen
niher zu untersuchen; dies holen wir nun nach. Nach Konstruktion ist D(T") = R(T) &
R(T)*. Da orthogonale Komplemente stets abgeschlossen sind, gilt

DT =R(T) & R = NTH @ N(T*) = Y,

d.h. D(T7)ist dichtin Y. Ist R(T) abgeschlossen, so ist daher D(T") = Y (woraus umgekehrt
folgt, dass R(T) abgeschlossen ist). Weiterhin ist fiir y € R(T)* = N(TT) die Minimum-
Norm-Lésung stets durch x* = 0 gegeben. Die zentrale Frage ist also, ob ein gegebenes
y € R(T) auch in R(T) liegt. Gilt dies stets, so muss T" sogar stetig sein. Tatsachlich reicht
bereits die Existenz eines y € R(T) \ R(T), dass T' nicht stetig sein kann.

Satz 3.7. Sei T € L(X,Y). Dann ist T" : D(T") — X stetig genau dann, wenn R(T)
abgeschlossen ist.

Beweis. Wir wenden den Satz 1.4 vom abgeschlossenen Graphen an. Zuerst zeigen wir,
dass TT abgeschlossen ist. Sei {y, }nen € D(TT) eine konvergente Folge mit y, — y € Y
und T'y, — x € X. Aus Lemma 3.4 (iv) folgt nun

TT'y, = Pgy, — Pgy

wegen der Stetigkeit der orthogonalen Projektion. Zusammen mit der Stetigkeit von T
folgt daraus

(3-4) Pzy = lim Pzy, = lim TT'y, = Tx,
d. h. x ist eine Ausgleichslésung. Weiterhin gilt wegen T'y, € R(T") = N(T)* auch
TTy,, — x € N(T)*,

denn N(T)* = R(T*) ist abgeschlossen. Wie im Beweis von Satz 3.5 bedeutet das, dass x
die Minimum-Norm-Lésung von Tx = y ist, d.h. x = T'y. Damit ist TT abgeschlossen.

Ist nun R(T) abgeschlossen, so gilt D(T") = Y. Nach Satz 1.4 ist deshalb T" : ¥ — X
stetig. Ist andererseits T" stetig auf D(T"), so kann wegen der Dichtheit von D(TT)inY

der Operator T7 stetig fortgesetzt werden auf Y zu einem TT € £(Y, X) durch

Fy := lim Ty, fiir eine Folge {y,}nen € D(TT) mit y,, — y € Y.
n—oo
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(Wegen der Stetigkeit bildet T* Cauchyfolgen auf Cauchyfolgen ab, weshalb TT wohlde-
finiert und stetig ist.) Sei nun y € R(T) und {y,}nen € R(T) mit y, — y. Analog zu (3.4)
folgt dann

y = Pgy = lim Pzy, = lim TTy, = Tﬁy e R(T),
n—oo n—oo
und damit R(T) = R(T). O

Ungliicklicherweise schliefit das bereits den interessanten Fall von kompakten Operatoren
aus.

Folgerung 3.8. Sei K € K(X,Y) mit unendlichdimensionalem Bild R(K). Dann ist K' nicht
stetig.

Beweis. Angenommen, K" ist stetig. Dann ist R(K) nach Satz 3.7 abgeschlossen, und damit
hat der wie in Satz 3.3 definierte, nach Konstruktion bijektive, Operator K eine stetige
Inverse K~' € L(R(K), N(K)'). Nun ist K kompakt, und daher auch das Produkt K o K.
Wegen

KKy =y fiir alle y € R(K)

ist dann aber auch die Identitat Id : R(K) — R(K) kompakt, und das ist nur méglich, wenn
R(K) endlichdimensional ist. O

Fiir kompakte Operatoren miissen wir die Bedingung (iii) in der Definition der Korrekt-
gestelltheit also mit anderen Mitteln erreichen. Dies werden wir im nichsten Kapitel
tun.

3.2 SINGULARWERTZERLEGUNG KOMPAKTER OPERATOREN

Wir charakterisieren nun die Moore-Penrose-Inverse von kompakten Operatoren K €
K(X,Y) mit Hilfe von Orthonormalsystemen. Dafiir mochten wir eine Spektralzerlegung
verwenden, die fiir nicht selbstadjungierte Operatoren aber nicht existiert; wegen Satz 3.6
konnen wir stattdessen aber genausogut K*K betrachten. Dies fithrt auf die Singuldrwert-
zerlegung.

Satz 3.9. Sei K € K(X,Y). Dann existieren
(i) eine Nullfolge {0, }pen mitoy > 0y > --- > 0,
(ii) eine Orthonormalbasis {u,}nen C Y von R(K),

(iii) eine Orthonormalbasis {v, }nen C X von R(K*)
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(die eventuell endlich sind) mit

(3.5) Kv, = oqu, und K u, = opv, fiirallen € N
und
(3.6) Kx = Z on (X, Un)x Un fiir alle x € X.

neN

Eine Folge {(0y, Un, Un) }nen, fiir die die Singularwertzerlegung (3.6) gilt, heif$t singuléres
System.

Beweis. DaK*K : X — X kompakt und selbstadjungiert ist, liefert der Spektralsatz (Satz 2.2)
eine Nullfolge {A,}nen € R\ {0} (nach absteigendem Betrag sortiert) und ein Orthonor-
malsystem {vy,},en € X aus zugehorigen Eigenvektoren mit

K'Kx = Z An (%, Un)x Un fir alle x € X.

neN

Wegen A, = )Ln||vn||)2( = (Apon,vn)x = (K*Kvp, vp)x = ||Kvn||§( > 0 konnen wir fur alle
neN
oy 1= \/)l_n >0 und Uy = o;flKvn ey

definieren. Letztere bilden aufgrund von

1 fallsi=j,

0 sonst,

1 ; Ai
(i, us)y = (Kvi, Kvj)y = (K"Kvi, )y = — (01,0)) = {

0i0j 0i0j 0iJj
ein Orthonormalsystem. Weiterhin gilt fiir alle n € N

K*u, = 0,'K*Kv, = 0, ' 1,0, = op0;.

Nun ist {v, }nen eine Orthonormalbasis von R(K*K). Weiterhin gilt R(K*K) = R(K*), denn
fur x € R(K*) existiert eine Folge {y,}nen C Y mit K*y, — x; insbesondere konnen wir
yn € N(K*)* = R(K) annehmen, und ein Diagonalfolgenargument ergibt x € R(K*K).
(Die andere Richtung ist klar.) Also ist {v;, }nen eine Orthonormalbasis von R(K*) = N(K)*,
und damit gilt

Z (%, vn)x vn) fur alle x € X.

Die Singuldarwertzerlegung (3.6) erhalten wir nun daraus, indem wir K durch die entspre-
chende Basisdarstellung ,durchreichen® Da wir das in Folge 6fter anwenden werden, sei
das ausfiihrlich gezeigt. Betrachte dafiir xy := Zﬁlvzl (x,vn)xvp firx € Xund N € N
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beliebig. Dann gilt offensichtlich xy — Pp1x fiir N — oo und damit wegen der Stetigkeit
von K auch

(3.7) Kx = K (Pn1x) = K(I\}im XN) = A}im Kxn

N
= llm Z (x, UH)X Kvn = Z (xa Un)X Kvn
n=1

N—>oo
neN

nach Definition der Reihe. Also gilt fiir alle x € X
Kx = Z (x,vn)x Koy = Z (%, Un)x Oy = Z (3, K ty)x tp = Z (Kx, up)y Un-
neN neN neN neN

Aus der ersten Gleichung folgt (3.6); die letzte impliziert, dass {uy}nen eine Orthonormal-
basis von R(K) ist. O

Da Eigenwerte von K*K mit Eigenvektor v, auch Eigenwerte von KK* mit Eigenvektor u,
sind, erhélt man mit Hilfe von (3.5) auch eine Singuldrwertzerlegung von K*:

K*y = Z on (¥, Un)y Un furalley € Y.

neN

Wir verwenden nun die Singularwertzerlegung von K, um den Definitionsbereich D(KT) =
R(K)®R(K)* der Moore-Penrose-Inversen K' zu charakterisieren. Wie bereits vor Satz 3.7
diskutiert, reduziert sich dies auf die Frage, wann y € R(K) tatsdchlich in R(K) liegt.

Satz 3.10. Sei K € K(X,Y) mit singuldrem System {(oy, up, Un)}nen und y € R(K). Dann ist
y € R(K) genau dann, wenn die Picard-Bedingung

(38) D ol 1@ uy P < o0

neN
erfiillt ist.

In diesem Fall gilt

(39) K'y = 07 (v, tun)y vn.

neN
Beweis. Seiy € R(K), es existiere also ein x € X mit Kx = y. Dann ist
(¥, un)y = (x, K*up)x = 05 (x, vn)x fir allen € N,

und damit folgt aus der Besselschen Ungleichung (2.1)

Do Gy P = ) (v 2 < Ixllf < .

neN neN
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3 SCHLECHT GESTELLTE OPERATORGLEICHUNGEN

Sei umgekehrt y € R(K) und gelte (3.8). Insbesondere ist damit {3, 62| (y, Un)y |*Inen

n=1"n
eine Cauchy-Folge. Dann ist auch {xy}nen mit

N
XN = Z an_l (¥, un)y Vn
n=1

eine Cauchyfolge, denn die Folge {v, }nen bildet ein Orthonormalsystem und daher gilt

2 M - M - ..
lxn = xmlly = 1l Znmnar 0 s undy Onlly = Zon log! s un)y 2 — 0 fiir N, M — o,

Weiterhin ist {v, }pen € R(K*). Also konvergiert {xn}nen € R(K*) gegen ein

x = Zcrn_l (¥, un)y vn € X,

neN

fiir das wegen der Abgeschlossenheit von R(K*) auch gilt x € R(K*) = N(K)*. Nun gilt
wie in (3.7)

Kx = Zan_l (v, un)y Kvn = Z(Y’ Un)y Un = RY =Y

neN neN
woraus y € R(K) folgt. Nach Satz 3.5 ist aber Kx = Pmy und x € N(K)* dquivalent mit
x=K'y. i

Die Picard-Bedingung sagt, dass eine Minimum-Norm-Ldsung nur existieren kann, wenn
die ,Fourier-Koeffizienten® (y, u,)y von y im Vergleich zu den Singularwerten o, schnell
genug abfallen. Die Darstellung (3.9) zeigt auch, wie Stérungen in y sich auf Stérungen in
x" auswirken: Ist y° = y + duy, firein § > 0 und n € N, so gilt

IK'y° = KTyllx = 81K upllx = 0,'6 — oo fiir n — oo,

und je schneller die Singuldrwerte abfallen, desto starker ist die Fehlerverstarkung fiir ein
festes n. Man unterscheidet daher

« moderat schlecht gestellte Probleme, fiir die ¢, r > 0 existieren so das o, > cn™" fir
alle n € N gilt (d. h. o, hochstens polynomiell gegen Null geht), und

nr

fir alle n € Nund ¢, r > 0, so ist das Problem exponentiell schlecht gestellt.

« stark schlecht gestellte Probleme, fiir die dies nicht der Fall ist. Gilt sogar g, < ce”

Fiir exponentiell schlecht gestellte Probleme kann man in der Regel keine Losung erwarten,
die tiber eine sehr grobe Naherung hinausgeht. Ist aber R(K) endlichdimensional, so bricht
die Folge {0y, }nen ab, und der Fehler bleibt beschrankt; in diesem Fall ist K T also wie erwartet
stetig.

Die Singularwertzerlegung ist ein wertvolles analytisches Werkzeug; die explizite Bestim-
mung fiir konkrete Operatoren ist in der Regel aber sehr aufwendig. Wir betrachten wieder
die Differentiation als einfaches Beispiel.
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3 SCHLECHT GESTELLTE OPERATORGLEICHUNGEN

Beispiel 3.11. Sei X = L2([0,1]) und K € K(X, X) der Integraloperator gegeben durch

1 fallss <t,

0 sonst.

1
[Kx](t) = / k(s, t)x(s)ds mit k(s,t) = {
0
Ist x =y’ fiir ein y € C'([0,1]) mit y(0) = 0, so gilt dann

[Kx](6) = /0 x(s)ds = y(t) — (0) = y(0)

d.h. fiir y € CY([0,1]) ist die Ableitung y’ eine Lésung der Operatorgleichung Kx = y (die
zwar auch in L%([0,1]) sinnvoll formuliert ist, dort aber keine Losung haben muss).

Der zugehorige adjungierte Operator ist dann gegeben durch

1 1
K'y(t) = /0 K(t.$)y(s)ds = / y(s)ds,

denn k(t,s) = 1fiir s > t und 0 sonst. Wir suchen nun die Eigenwerte und Eigenvektoren
von K*K, d.h. A > 0 und v € L?([0, 1]) mit

(3.10) Mo(t) = [K*Ko](t) = /1 /S o(r)drds.
t Jo

Wir gehen zunéchst formal vor. Einsetzen von t = 1 liefert Av(1) = 0 und daher v(1) = 0.
Ableiten von (3.10) ergibt

Av’(t):%(— /1 t /0 s v(r)drds) =- /O tz)(r) dr,

woraus durch Einsetzen von t = 0 folgt, dass v’(0) = 0 sein muss. Ein weiteres Mal Ableiten
fihrt nun auf die gewohnliche Differentialgleichung

A" (t) + o(t) =0,
welche die allgemeine Losung
o(t) = ¢ sin(o™ ) + ¢, cos(o7't)

fiir o := VA und noch zu bestimmende Konstanten c;, ¢, hat. Einsetzen in die Randbedin-
gungen v(1) = v/(0) = 0 fithrt auf ¢; = 0 und ¢, cos(c™") = 0. Da ¢; = 0 auf die triviale
Lésung v = 0 fithren wiirde (und der Nullvektor ja kein Eigenvektor ist), muss cos(c ™) = 0
sein; fir die Singularwerte o, kommen also nur die Kehrwerte der Nullstellen des Kosinus
in Frage, namlich

2

= — e N.
2n-r "

On
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3 SCHLECHT GESTELLTE OPERATORGLEICHUNGEN

Damit sind die Eigenvektoren
on(t) = V2 cos ((n- %)n t), neN,

wobei wir die Konstante c; = V2 gewihlt haben, um ||v,|| 12([01]) = 1 zu erreichen. Fiir u,
berechnen wir

un:an‘lKv”:(n—%)ﬂ/t\/icos((n—%)ns) ds:\/isin((n—%)frt), neN.
0

Nun gilt v,, u, € L2([0, 1]), und man verifiziert leicht, dass o und v, die Eigenwertgleichung
(3.10) erfiillen. Aus dem Beweis von Satz 3.9 folgt nun, dass {(oy, tn, Un) }nen ein singulares
System bildet.

Wegen o, = O(%) ist Ableiten (in dieser Formulierung) also ein moderat schlecht gestelltes
Problem. Die Picard-Bedingung (3.8) fiir ein y € L?([0, 1]) ist dann gegeben durch

1
> 1@ =27 (. un) [P < oo,

neN

Man kann nun zeigen, dass {u, },en eine Orthonormalbasis von L?([0, 1]) ist (die ja nicht
eindeutig sein muss) und daher gilt

=D, un)pe tn.
neN
Gliedweises Differenzieren der Fourier-Reihe auf der rechten Seite ergibt dann (formal)

z:= Z (Y, tn)p2 ty, = Z (n=12) 7 (v, un)p2 vn.

neN neN

Die Picard-Bedingung ist also dquivalent zu der Bedingung, dass ||z||12, < oo ist und damit
die Reihe (in L([0, 1]!) konvergiert, und in diesem Fall ist K = z. Fiir stetig differenzierbare
y ist die Konvergenz sogar gleichmafig, und es gilt K’y = z = y'.

Mit Hilfe der Singuléarwertzerlegung lassen sich auch Funktionen von kompakten Operato-
ren definieren, was spater hilfreich sein wird. Sei ¢ : [0, ) — R eine stiickweise stetige
und lokal beschrankte Funktion. Dann definieren wir fiir K € K(X, Y) mit singularem
System {(oy, Un, Upn) tnen den Operator (K*K) : X — X durch

(3.11) o(K*K)x = Z (c2) (x,0p)x U + @(0)Pp(x)x fur alle x € X.

neN

Diese Reihe konvergiert in X, denn ¢ wird nur auf dem abgeschlossenen und beschrankten
Intervall [0, 0'12] =10, ||K ||2£(X Y)] ausgewertet. Weiterhin gilt

(3.12) lo(K*K)|l £ex.x) < sup |p(o)] + @(0) < sup Q)] < oo,
neN AED0.JIKIZ )]
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3 SCHLECHT GESTELLTE OPERATORGLEICHUNGEN

d h. p(K*K) € L£(X,X).

Wir sind hier speziell an Potenzfunktionen ¢(t) = t" fir r > 0 interessiert. Einige konkrete
Beispiele sollen das verdeutlichen:

(i) Fur ¢(t) = 1gilt p(K*K) = Id, denn fir alle x € X ist

¢(K*K)x = Z (2, Un)x Un + Py(r)x = me + Pyaxyx = x

neN
wegen R(K*) = N(K)*.
(ii) Fur ¢(t) = t ist wegen ¢(0) = 0 und dem Spektralsatz ¢(K*K) = K*K.
(iii) Fiir @(¢) = Vt nennen wir |K| := ¢(K*K) den Betrag von K; es gilt also wegen o, > 0

IK|x = > 0n (x, Un)x On.

neN

Wir werden spater die folgenden Eigenschaften des Betrags benétigen.
Lemma 3.12. Sei K € K(X,Y). Dann gilt
(i) |K|"** = |K|" o |[K|® furaller,s > 0;
(ii) |K|" ist selbstadjungiert fiir aller > 0;
(iii) |||K|x|lx = ||Kx|ly fiir alle x € X;
(iv) R(K]) = R(K").

Beweis. Aussage (i) folgt direkt aus

IK|""x = Z o, (x,vn)x U = Z o, (ofl (x, v,,)X) Uy,

neN neN

_ r s
- Z Op (Z Om (x’ Z)m)X Ums> Un Un

neN meN X

= 3 o7 (K[x. vn)x 00 = [KIT(K[)

neN

da {vy}nen ein Orthonormalsystem ist.

Fiir beliebige x,z € X und r > 0 gilt weiterhin

(KI"x,2)x = " o5 (6, vn)x (vn, 2)x = (x, [K["2)x
neN

und damit (ii).
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3 SCHLECHT GESTELLTE OPERATORGLEICHUNGEN

Aussage (iii) folgt aus (i), (ii), und

K |x[l% = (IK|x, [Klx)x = (IK|*x, %)y = (K'Kx, %)y = (Kx, Kx)y = [|Kx][

Zu (iv): Sei {(op, Un, V) }nen ein singulédres System von K. Dann ist {(oy, Un, Up) tnen €in
singuldres System von K* und — nach Definition — {(oy,, vy, Uy) }nen €in singuldres System
von |K|. Nun ist x € R(K*) genau dann, wenn Kx € R(KK*) und x € N(K)* ist. Die
Picard-Bedingung fiir Kx € R(KK™) ist

00> Y ot (Kx,un)y = ) 07| (e, K'un)x P = ) 0% (x, o) -

neN neN neN

Dies ist aber (vergleiche den Beweis von Satz 3.10) die Picard-Bedingung fiir x € R(|K]),
und fiir x € N(K)* ist diese Bedingung auch notwendig. O

Lemma 3.13. Sei K € K(X,Y). Dann gilt fiir aller > s > 0 und x € X die Interpolationsun-
gleichung

S 1-5
(3.13) 1K Pxllx < KT x|l 1]y "
Beweis. Nach Definition von |K|® gilt

(314) [EETEDICACE SN
neN

woraus mit der Besselschen Ungleichung auch sofort die Aussage fiir s = 0 folgt.

Fir s > 0 wenden wir die Holdersche Ungleichung

Zanbns(Za’,’,1’?(2%)a fiir })+é:1

neN neN neN

an auf

s —25 r r
an = 02| (x, o)y |°7, bn := | (x,un)x 7727, P=5 q=

Dann folgt wieder aus (3.14) und der Besselschen Ungleichung

: -
K < (Z o2 | (x, vn)x |2) (Z | (x, on)x |2)

neN neN

21-2)

23
< K xll" llxlly™ ™,

und Wurzelziehen liefert die Aussage. O
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4 REGULARISIERUNGSVERFAHREN

Wie im letzten Kapitel gezeigt, existiert fiir y € D(TT) eine Minimum-Norm-Losung x' =
T'y der schlecht-gestellten Operatorgleichung Tx = y. In der Praxis hat man allerdings
selten die “exakten Daten” y zur Hand, sondern nur eine “gestérte Messung” y° € Bs(y),

d. h. mit
ly = ¥°lly <6,

wobei § > 0 das Fehlerniveau bezeichnet. Da T' im Allgemeinen nicht stetig ist, liefert
TTy% in der Regel keine gute Naherung fiir x', selbst wenn y° € D(T") gilt. Wir suchen
daher eine Niherung x?, die einerseits stetig von y° — und damit von § - abhingt, und
andererseits durch Wahl des Regularisierungsparameters & > 0 so nahe an x' gebracht
werden kann, wie das Fehlerniveau § zulésst. Insbesondere soll fiir 6 — 0 und geeignete
Wahl von () auch xg( 5 x' gelten. Ein Verfahren, das eine solche Naherung konstruiert,
wird Regularisierungsverfahren genannt.

4.1 REGULARISIERUNG UND PARAMETERWAHL

Im Falle von linearen Operatoren im Hilbertraum lassen sich diese Konstruktionsverfahren
in Form von Regularisierungsoperatoren definieren, die man als stetigen Ersatz fiir die
unbeschrinkte Pseudoinverse T auffassen kann. Dies fiihrt auf die folgende Definition.

Definition 4.1. Sei T € L(X,Y) ein beschrankter Operator zwischen den Hilbertraumen X
und Y. Eine Familie {R, }4>¢ von linearen Operatoren R, : Y — X heif3t Regularisierung
(von TT), falls gilt

(i) Ry € L(Y,X) fir alle @ > 0;
(ii) Ryy — Ty fiir @ — 0 und alle y € D(T7).
Eine Regularisierung ist also eine punktweise Approximation der Moore—Penrose-Inversen

durch stetige Operatoren. Aus dem Satz von Banach-Steinhaus folgt jedoch, dass die
Konvergenz im Allgemeinen nicht gleichmafig sein kann, wenn T" nicht stetig ist.

Satz 4.2. SeiT € L(X,Y) und sei {Ry}a>0 C L(Y,X) eine Regularisierung. Ist T" nicht stetig,
so ist {Ry }o>0 nicht gleichmdfig beschrdnkt. Insbesondere existiert dann ein y € Y und eine
Nullfolge { oty }nen mit ||Ry, y|lx — 0.
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4 REGULARISIERUNGSVERFAHREN

Beweis. Angenommen, es existiert kein solches y € Y. Dann ist die Familie {R,}4~0 C
L(Y,X) punktweise und damit nach dem Satz von Banach-Steinhaus gleichméflig be-
schrankt. Es existiert daher ein M > 0 mit ||Ry|| £(y,x) < M fiir alle « > 0. Zusammen mit
der punktweisen Konvergenz R, — T' auf der dichten Teilmenge D(T") C Y ergibt dann

Folgerung 1.6, dass diese Konvergenz sogar auf ganz D(TT) = Y gilt. Folgerung 1.7 liefert
dann, dass T stetig ist, und die Aussage folgt durch Kontraposition. O

Tatséachlich kann man unter einer Zusatzannahme zeigen, dass die Divergenz fir alle
y ¢ D(T") gelten muss.

Satz 4.3. Sei T € L(X,Y) mitT" nicht stetig und sei {Ry} >0 C L(Y,X) eine Regularisierung
von T7. Ist

(4.1) sup |ITR: |l £(v,y) < oo,

a>0

so gilt ||Ryy|ly — oo fiira — 0 und alley ¢ D(TT).

Beweis. Seiy € Y beliebig. Angenommen, es gibt eine Nullfolge {a, }ren fiir die {Ry, ¥ }nen
beschrankt ist. Dann existiert eine Teilfolge {xk }ren, Xk = R“"k y, mit xy — x € X.Da
beschréankte lineare Operatoren stets schwach stetig sind, gilt dann auch Tx; — Tx.

Andererseits folgt aus der Stetigkeit von T und der punktweisen Konvergenz R, — T7
auf D(TT) mit Lemma 3.4 (iv), dass TR,y — TTTy = Pzy fiir alle y € D(TY) gilt. Die
Annahme (4.1) und Folgerung 1.6 liefert dann die punktweise Konvergenz fir alle y € Y.
Aus Txy = TRank y — Pgy und Tx; — Tx folgt nun mit der Eindeutigkeit des Grenzwertes
Tx = Pgy. Alsoist Pxy € R(T) und damit y € R(T)@R(T)* = D(TT), und die gewiinschte
Aussage folgt durch Kontraposition. m]

Nun ist in der Regel das gegebene y° € Bs(y) nicht in D(TT). Wir betrachten daher den
Gesamtfehler, den wir aufsplitten konnen in

(4.2) IRy’ = TTyllx < IRey® = Rayllx + lIRey — TTyllx
< 5||R0(||£(Y,X) + ”Ray - TTy”X-

Diese Zerlegung ist ein fundamentales Hilfsmittel in der Regularisierungstheorie, das
uns noch ofter begegnen wird. Der erste Term beschreibt dabei den (fortgepflanzten)
Datenfehler, der aufgrund von Satz 4.2 fiir « — 0 nicht beschrankt bleiben kann, solange
d > 0 ist. Der zweite Term beschreibt den Verfahrensfehler, der aufgrund der punktweisen
Konvergenz fiir « — 0 gegen Null geht. Um eine sinnvolle Naherung zu erhalten, muss
daher « in Abhangigkeit von § korrekt gewahlt werden. Insbesondere fordern wir, dass
der Gesamtfehler fiir § — 0 gegen Null geht. Hier und in Folge schreiben wir kurz R* :=
(0, ).
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Definition 4.4. Eine Funktion « : R* X Y — R*, (4, y5) — a(d, y5), heif3t Parameterwahl-
strategie. Man unterscheidet

(i) a priori-Strategien, die nur von ¢ abhangen;
(ii) a posteriori-Strategien, die von § und y° abhingen;
(iii) heuristische Strategien, die nur von y° abhingen.

Ist {R,}a>0 eine Regularisierung von T und & eine Parameterwahlstrategie, so heifit das
Paar (R,, a) ein (konvergentes) Regularisierungsverfahren, falls gilt

(4.3) lim sup [Rys,0y° —TTyllx =0 fiiralley € D(T).
0 y0eBs(y)

Wir fordern also, dass fiir alle mit dem Fehlerniveau vertraglichen Stérungen y° der Ge-
samtfehler fiir verschwindendes Fehlerniveau gegen Null geht.

Wir betrachten zunachst die klassischen Beispiele fiir Parameterwahlstrategien.

A PRIORI-STRATEGIEN

Wir zeigen zuerst, dass fiir jede Regularisierung stets eine a priori-Strategie — und damit
ein Regularisierungsverfahren — existiert.

Satz 4.5. Sei {Ry}a>o eine Regularisierung von T'. Dann existiert eine a priori-Strategie a, so
dass (Ry, @) ein Regularisierungsverfahren ist.

Beweis. Sei y € D(T") beliebig. Da nach Annahme R, — T' punktweise konvergiert,
existiert fur alle ¢ > 0 ein o(¢) > 0 mit

N | ™

IRse)y = Tyllx <

Dies definiert eine monoton wachsende Funktion o : R* — R* mit lim,_,o o(¢) = 0.
Weiterhin ist fiir festes ¢ > 0 der Operator R, stetig, und damit existiert ein p(¢e) > 0 mit

fir alle z € Y mit ||z — y|ly < p(e).

DN ™

||RO'(£)Z - Ra(f)ynX <

Wieder wird dadurch eine Funktion p : R* — R* mit lim,_,0 p(¢) = 0 definiert. Wir
konnen dabei annehmen (durch optimale Wahl von p bei Wahlfreiheit), dass p strikt
monoton und stetig ist. Nach dem Satz von der Umkehrfunktion existiert also auf R(p)
eine strikt monotone und stetige Umkehrfunktion p~! mit lims_,q p~'(5) = 0. Wir setzen
diese monoton und stetig fort auf R* und definieren unsere a-priori-Strategie

a:RY - RY, 5 a(pH(5)).

32



4 REGULARISIERUNGSVERFAHREN

Dann gilt insbesondere lims_,q (&) = 0. Weiterhin existiert fiir alle e > 0 ein 6 := p(e) > 0
so, dass mit a(8) = o(¢) gilt

&

£
IRaY = T'ylix < IRo(e)y” = Rolix + IRaey = T'yllx < - + > =

[\

fur alle y‘S € Bs(y). Damit konvergiert ||R0[(5)y‘S —TTy|lx — 0 fiir § — 0 und jede Familie
{y°}550 C Bs(y). Also ist (R,, @) ein konvergentes Regularisierungsverfahren. O

Wir kénnen sogar eine Charakterisierung von a priori-Strategien angeben, die zu konver-
genten Regularisierungsverfahren fithren.

Satz 4.6. Seien T nicht stetig, {Ry}o>0 eine Regularisierung, und « : Rt — R eine a
priori-Strategie. Dann ist (Ry, a) ein Regularisierungsverfahren genau dann, wenn gilt

(1) lim a(3) =0,

(ii) gg}l}) OIRas) |l £y, x) = 0.

Beweis. Aus der Zerlegung (4.2) des Gesamtfehlers folgt sofort
IRa)Y’ = T"yllx < SlIRa)llzevi) + [Ra@yy =TTyl > 0 fiir 6 >0,

da der erste Term nach Bedingung (ii) und der zweite Term wegen der punktweisen
Konvergenz von Regularisierungsoperatoren zusammen mit Bedingung (i) gegen Null geht.

Sei umgekehrt angenommen, dass Bedingung (i) oder (ii) nicht gelten. Ist (i) verletzt, so
konvergiert Ry(s) nicht punktweise gegen T"y. Also kann (4.3) fiir die konstante Folge
y® = y und § — 0 nicht gelten und damit (R, &) kein Regularisierungsverfahren sein. Gilt
dagegen (i) aber nicht (ii), so existiert eine Nullfolge {6y }neny mit 8,||Ry(s,)ll£(v.x) = C > 0.
Wir konnen also eine Folge {z,}nen C Y mit ||z,]ly = 1und 6,||Ry(s,)znllx = C finden. Sei
nuny € D(TH beliebig, und setze y, := y + dpz,. Dann gilt y, € Bs, (y), aber

Rayyn = Ty = Ry = T1y) + 6uRa(s,)2n 7 0,

da der erste Term auf der rechten Seite wegen Bedingung (i) und der punktweisen Konver-
genz von R, eine Nullfolge, aber der zweite Term nach Konstruktion keine Nullfolge ist.
Also ist (4.3) verletzt und (R, a) daher kein Regularisierungsverfahren. Die Aussage folgt
nun durch Kontraposition. m]

Wegen ||Rq||z(v,x) — oo fiir @ — 0 bedeutet dabei die zweite Bedingung, dass a nicht
zu schnell im Verhéltnis zu § gegen Null gehen darf. Eine a priori-Strategie hat also
iiblicherweise die Form a(8) = 6" fiireinr < 1.
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A POSTERIORI-STRATEGIEN

Wie wir spater sehen werden, benétigt die optimale Wahl von «(8) Informationen tiber
die fehlerfreie (Minimum-Norm-)Lésung x7, die nicht leicht zugénglich sind. A posteriori-
Strategien kommen dagegen ohne diese Information aus. Die Grundidee ist dabei folgende:
Sei wieder y € D(TT) sowie y° € Bs(y) und betrachte das Residuum
ITRay” = ¥°lly-
Gilt nun y € R(T) und ||y — y°|ly = &, so erfiillt selbst die (eigentlich gesuchte) Minimum-
Norm-Losung x' wegen Tx" = y nur
ITx" = y°lly = lly = »°lly = 6.
Es ist also nicht sinnvoll zu versuchen, fiir die Regularisierung R, y° ein kleineres Residuum

zu erreichen. Dies motiviert das Diskrepanzprinzip von Morozov: Zu gegebenem 6 > 0 und
% € Bs(y) wihle a = a(8, y°) so, dass gilt

(4.4) TR,y = ¥°|ly < 6 fiir ein 7 > 1 unabhingig von § und y°.
Allerdings muss dieses Prinzip nicht erfiillt sein: Ist y € R(T)* \ {0}, so gilt selbst fiir

exakte Daten y° = y und die Minimum-Norm-Losung x'

ITx" = ylly = ITTy = ylly = IPgy = ylly = lIylly > 76
fir 7 > 1fest und § klein genug. Wir miissen also annehmen, dass dieser Fall nicht eintreten
kann; hinreichend dafiir ist, dass R(T) dicht in Y liegt (denn dann ist R(T)* = R(T)* =
{o}).
Fir die praktische Umsetzung wahlt man iiblicherweise eine Nullfolge {a, },en, berechnet

sukzessive Ry, y° fiir n = 1,. . ., und hort auf, sobald fiir ein o, das Diskrepanzprinzip (4.4)
erfiillt ist. Der folgende Satz liefert hierfiir die Rechtfertigung.

Satz 4.7. Sei {Ry}a>0 eine Regularisierung von TT mit R(T) dicht in Y, {ct, }nen eine streng
monoton fallende Nullfolge, und t > 1. Ist die Familie {TR, }q>0 gleichmdfig beschrdnkt, so
existiert fiir alle y € D(TT) und y° € Bs(y) ein n* € N, so dass gilt

||TRan*y5 - y5||y <7d< ||TRany5 - y5||y fiir allen < n*.

Beweis. Wir gehen vor wie im Beweis von Satz 4.3. Auf D(T") konvergiert TR, punktweise

gegen TT' = Pz und damit wegen der gleichméBigen Beschranktheit auf ganz Y = D(TY).
Fiir alle y € D(T") = R(T) und y° € Bs(y) folgt daraus

lim [|TRa,y* = 3°lly = [IPgy° =3°lly = 0
wegen R(T) = Y und damit die Behauptung. ]
Um zu zeigen, dass das Diskrepanzprinzip tatsachlich ein Regularisierungsverfahren liefert,

muss man es in Kombination mit einer konkreten Regularisierung betrachten. Wir werden
dies in den nachsten Kapiteln nachholen.
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HEURISTISCHE STRATEGIEN

Heuristische Strategien kommen sogar ohne Kenntnis des Fehlerniveaus § aus. Dies ist in
der Praxis sehr relevant, denn oft hat man keine hinreichend scharfe Abschiatzung fiir §. Das
folgende einschneidende Resultat — in der Literatur unter dem Namen Bakushinskii-Veto
bekannt, siehe [Bakushinskii 1985] — sagt jedoch, dass das im Allgemeinen nicht klappen
kann.

Satz 4.8. Sei {R,}q>0 eine Regularisierung von TT. Existiert eine heuristische Parameterwahl-
strategie a so, dass (R, «) ein Regularisierungsverfahren ist, dann ist T' stetig.

Beweis. Angenommen, es gibe solch eine Parameterwahlstrategie « : Y — R*. Dann
konnen wir die Abbildung

R:Y - X, Y B Roy)ys

definieren. Sei nun y € D(T) beliebig und betrachte eine beliebige Folge {y,}nen € D(TT)
mit y, — y. Dann ist einerseits natiirlich y, € Bs(y,) fiir alle § > 0 und n € N, und aus
der Annahme (4.3) fiir y° = y = y, fest und § — 0 folgt, dass Ry, = Ty, fiir alle n € N ist.
Auflerdem ist fiir &, := ||y, — ylly auch y, € Bs,(y), und aus (4.3) folgt mit n — oo

TTyn =Ry, = Ra(y,,)yn - TT}/s
d.h. T7 ist stetig auf D(T). O

Insbesondere kann fiir kompakte Operatoren mit unendlichdimensionalem Bild keine
heuristische Parameterwahlstrategie zu einem konvergenten Regularisierungsverfahren
fuhren. Nattirlich heif3t das nicht, dass solche Strategien in der Praxis nicht eingesetzt
werden. Zum einen verbietet das Veto keine Strategien fiir endlichdimensionale inverse
Probleme (wie etwa sehr schlecht konditionierte lineare Gleichungssysteme). Schaut man
sich den Beweis auflerdem genau an, erkennt man auch, dass der zentrale Schritt darin
besteht, die Parameterwahlstrategie auf Daten y° € D(TT) anzuwenden. Der schlimmst-
mogliche Fall fiir die gestorten Daten ist also y° € R(T) (wegen R(T)* = N(T") spielt
nur dieser Teilraum von D(T") eine Rolle), und in diesem Fall kann keine Konvergenz
garantiert werden. Nun ist iiblicherweise in der Praxis T ein kompakter (d. h. glattender)
Operator, wihrend Stérungen eher zufalligen Charakter haben und damit nicht in R(T)
liegen. Im ,;iiblichen” Fall kann ein heuristisches Verfahren also sehr wohl funktionieren.
In der Tat kann man zeigen, dass unter der zusitzlichen Annahme y° ¢ D(T") eine ganze
Klasse von beliebten heuristischen Strategien zu einem Regularisierungsverfahren fithren.
Auch hierfiir muss man die Kombination mit konkreten Regularierungen betrachten, wir
geben aber bereits ein paar Beispiele an:

(i) Das Quasioptimalitdts-Prinzip wahlt eine endliche streng monoton fallende Folge
{an}neq,... Ny und bestimmt a(y?) als a, mit

. ) S
n' e arg min IRs " — Ra, ¥’ llx-
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4 REGULARISIERUNGSVERFAHREN

(ii) Die Hanke—Raus-Regel bestimmt

1
§ .o 1 5 .0
a(y°) € argror{gg\/&IITRay Ylly

(iii) Das L-Kurven-Kriterium' bestimmt

a(y®) € arg min IRy lIxIITRzY® = y°ly-

Alle diese Verfahren basieren in der einen oder anderen Weise darauf, aus dem Residuum
eine moglichst gute Schatzung des Fehlerniveaus zu gewinnen, die dann analog zu a priori-
oder a posteriori-Strategien eingesetzt werden kann. Einen umfassenden Vergleich dieser
und weiterer Strategien findet man in [Bauer & Lukas 2011].

4.2 KONVERGENZRATEN

Eine wesentliche Fragestellung in der Regularisierung inverser Probleme ist das Herleiten
von Fehlerabschatzungen der Form

IRys,59° = T ylix < (6)

fir eine Funktion ¢ : R* — R* mit lim;_, ¢(¢) = 0. Wir sind insbesondere an Abschat-
zungen fiir den schlimmstmaoglichen Fehler

(4.5) E1.8) = sup [IRys,5° - TTyllx
y%€Bs(y)

(der fiir konvergente Regularisierungsverfahren nach (4.3) gegen Null geht fiir § — 0 und
alle y € D(T")) interessiert. Dabei muss ¢ in irgendeiner Form von y abhingen, denn
sonst konnte man a priori — ohne Kenntnis von y und y° — garantierte Fehlerschranken fiir
Regularisierungsverfahren angeben. Da die Konvergenz von R, — T lediglich punktweise
aber nicht gleichméaflig ist, kann man solche Abschiatzungen jedoch nicht erwarten.

Satz 4.9. Sei (Ry, @) ein Regularisierungsverfahren. Existiert eine Funktion ¢ : R* — R* mit
lim; ¢ ¢(t) = 0 und

(4.6) sup  &(y,8) < ¢(d),
yED(TT)ﬂBY

soist TT stetig.

'Der Name stammt aus der Praxis: Zeichnet man sich die Kurve & — (||[TRzy® = y°|ly, |[Ray®llx) (bzw.
ausgewahlte Punkte auf dieser) in einer doppelt-logarithmischen Darstellung auf, so hat diese — oft mehr
oder weniger — die Form eines “L”; der gesuchte Parameter ist dann derjenige, der in dessen “Knick” liegt.
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Beweis. Sei y € D(TT) N By und {ya}nen € D(TT) N By eine Folge mit y, — y. Mit
On = |y — yully — 0 fir n — oo gilt dann

1T Y = TTyllx < 1T yn = Rapym¥nllx + 1Ra,ymyn — T ¥lx.

Die beiden Terme auf der rechten Seite konnen wir nun mit Hilfe von (4.6) mit E(yy, 5,)
respektive &(y, 8,) und y° = y, in (4.5) abschitzen und erhalten

1Ty, = TTyllx < 20(8,).

Daraus folgt nach Annahme an ¢, dass T'y, — T7y fiir § — 0 konvergiert und damit T7
stetig auf D(TT) N By ist. Wegen der Linearitit von TT muss also T stetig auf ganz D(T")
sein. O

Die Konvergenz kann also beliebig langsam sein; Kenntnis von ¢ alleine reicht daher
nicht aus, um Fehlerschranken angeben zu kénnen - wir brauchen weitere Annahmen an
die exakten Daten y bzw. die gesuchte Minimum-Norm-Lésung x" = T'y. Anhand von
Satz 4.9 sieht man, dass die Existenz von Konvergenzraten eng mit der Stetigkeit von T' auf
abgeschlossenen Teilmengen verkniipft ist. Wir betrachten daher fir M c X und § > 0
die Grofle

e(M, 8) := sup {|lx|lx : x € M, [|Tx|ly <6},

die man als bedingtes Stetigkeitsmodul von TT : R(T) N §By — M interpretieren kann.
Das Stetigkeitsmodul gibt nun eine untere Schranke fiir den schlimmstmoglichen Fehler
an. Da sowohl ¢(M, §) als auch &E(y, §) unendlich sind falls M N N(K) # {0} und M
unbeschrinkt ist, betrachten wir in Folge den interessanteren Fall M c N(T)*.

Satz 4.10. Sei(Ry, @) ein Regularisierungsverfahren. Dann gilt fiir alle § > 0 und M c N(T)*
sup E(y,0) = M, 9).
yeD(TH),TTyeM
Beweis. Sei x € M mit ||Tx||y < 8. Fiir y° = 0 erhalten wir dann wegen x € N(7)*

lxllx = ITTTx = Rys.0)0llx < E(Tx, S)

und damit
e(M, ) = sup llx|[x < sup E(Tx,8) < sup E(y,9),
xeM,||Tx|ly <& xeM,||Tx|ly <& Tt ye M,yeD(T')
da D(T) = R(T) ® R(T)* und R(T)* = N(T"). O

Fiir eine geeignete Wahl von M kann man nun scharfe Schranken fiir (M, §) angeben.
Wir betrachten hier fiir kompakte Operatoren K € K(X, Y) Mengen der Form

Xvp = {IKI'w € X : |lwllx < p} < R(K]").

Wegen der Definition von |K|"w tber die Spektralzerlegung von K gilt insbesondere
Xyp CR(K*) = N(K)*.
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Satz 4.11. SeiK € K(X,Y) und v, p > 0. Dann gilt fiir alle 5 > 0
e(Xy,p,0) < Sﬁpﬁ.

Beweis. Seix € X, , und ||Kx||y < 6. Dann existiert w € X mit x = |[K|"w und ||w||x < p.
Aus der Interpolationsungleichung in Lemma 3.13 mit s = v und r = v + 1 sowie den
Eigenschaften aus Lemma 3.12 folgt daher

1 1

v v
Lo L v
lxllx = K wilx < K™ wiig™ [Iwlig™ = [IKIK] wlly™ llwlly™

1

v 1
= |Kx |37 [wll T < &7 pva.

Supremum iiber alle x € X, , mit ||[Kx|ly < § ergibt die Aussage. O

Dies ist zwar nur eine obere Schranke, es gibt jedoch immer zumindest eine Folge, fiir die
sie angenommen wird.

Satz 4.12. Sei K € K(X,Y) und v, p > 0. Dann existiert eine Nullfolge {5, }nen mit
e(X0p.02) = 877 p7H.

Beweis. Sei {(0y, Un, Un)}nen ein singulidres System fiir K, und setze §, := po’*! und
xn := |K|"(pvy). Da die Singulidrwerte eine Nullfolge bilden, gilt §, — 0. Weiter ist nach

Konstruktion x, € X, ,. Aus o, = (p~18,)7+ folgt nun
R
xn = plK| vy = poy v, = 8 privy,

da o, nach Konstruktion Eigenwert von |K|" mit Eigenvektor v, ist. Also ist ||x,||x =
5/ pﬁ. Analog folgt

v+2

e L o L
K*Kxn = 5ﬁ’+1pv+l Ugvn = (Sn"“p o,

und damit
IKxu |2 = (Kxy, Kxn)y = (K*Kxn, Xn)x = 0.

Es gilt daher fiir alle n € N

L
e(Xy,p, 6n) = sup Ixllx = llxallx = 84 p,
x€Xy, p, [[Kx|ly <dn

woraus zusammen mit Satz 4.11 die Gleichheit folgt. ]
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Hieraus folgt, dass fiir einen kompakten Operator K mit unendlichdimensionalem Bild kein
Regularisierungsverfahren einen Gesamtfehler ergeben kann, der fiir § — 0 garantiert

schneller als §,*' pﬁ gegen Null geht — und das auch nur unter der Zusatzannahme x' €
X,,p.? Insbesondere konvergiert der Gesamtfehler also stets langsamer als der Datenfehler.

Ein Regularisierungsverfahren heifit daher optimal (fir v und p), falls gilt
S(KxT, 0) = (5ﬁpﬁ fiir alle x' € X ps
und ordnungsoptimal (fir v und p), falls eine Konstante ¢ = ¢(v) > 1 existiert so dass gilt

(4.7) EKx',8) < c5ﬁpﬁ fiir alle x € Xyp.

Lisst man zu, dass die Konstante von x' abhingt — ist man also nur an Konvergenzraten
interessiert — so betrachtet man

X, = L_J)(mp ::7QO}(V)

p>0

und bezeichnet ein Regularisierungsverfahren als ordnungsoptimal fiir v, falls ein ¢ =
c(x") > 1 existiert mit

E(Kx',8) <cs  furallex' € X,.

Die Bedingung x' € X, , bezeichnet man dabei als Quellbedingung, das Element w € X
mit |K|'w = x' als Quelldarstellung. Da K ein kompakter (d.h. glittender) Operator
ist, stellen Quellbedingungen abstrakte Glattheitsbedingungen dar. Fiir den Integrati-
onsoperator K : L%([0,1]) — L2([0,1]) aus Beispiel 3.1 bedeutet etwa x € X3 p, dass
x = K'Kw = /tl fos w(r) dr ds eine durch p beschrankte zweite Ableitung w besitzt. Mit
Hilfe der Singuldrwertzerlegung sieht man leicht, dass die Bedingung x' € X, einer ver-
schiarften Picard-Bedingung entspricht, d. h. einer Abklingrate der Fourier-Koeffizienten
von y, die umso schneller im Vergleich zu den Singuldrwerten ist, desto grosser v ist.

Lemma 4.13. Sei K € K(X,Y) mit singuldrem System {(o,, tn, Up) }nen und sei y € R(K).
Dann istx' = K'y € X, genau dann, wenn gilt

(48) D0 (3 un)y P < o0

neN

Beweis. Nach Definition und der Darstellung (3.9) ist K’y € X, genau dann, wenn ein
w € X existiert mit

D o run)yva =K'y = |[K|"'w = )" o) (w, vn)x 0n.

neN neN

’Dies ist ein zentrales Paradigma in der Theorie — und Praxis — der inversen Probleme: Stabilitdt ist nur
unter Zusatzannahmen erreichbar!
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Da die v, ein Orthonormalsystem bilden, konnen wir einen Koeffizientenvergleich durch-
fithren und erhalten

ot (y, un)y = 0 (W, Un)y fiir alle n € N.

Wie im Beweis von Satz 3.10 folgt nun, dass w € X dann und nur dann gilt, wenn die Reihe
Yonen | (W, vn)y |2 konvergiert, d. h. (4.8) gilt. |

Tatséachlich impliziert die Ordnungsoptimalitit bereits die Regularisierungseigenschaft
eines Verfahrens. Dies ist niitzlich, denn es ist manchmal leichter, die Optimalitat nachzu-
weisen als die Regularisierungseigenschaft.

Satz 4.14. Seien K € K(X,Y) mit R(K) dicht in Y, {Ry }4>o eine Regularisierung und a(8, y°)
eine Parameterwahlstrategie. Existiert ein 79 > 1 so dass R, zusammen mit o, := (79, y5)
fiir alle T > 1y die Bedingung (4.7) fiir ein v > 0 und alle p > 0 erfiillt, so ist (Ry, ;) fiir alle
T > 19 ein Regularisierungsverfahren.

Beweis. Wir miissen also zeigen, dass aus der gleichmdfSigen Konvergenz des schlimmst-
moglichen Fehlers fiir alle x' € X, , die punktweise Konvergenz fiir alle x € D(K')
folgt. Wir konstruieren dafiir ein geeignetes xy € X, , das wir in die Fehlerabschitzung
einschieben, und wenden dann die Ordnungsoptimalitat an.

Seialsoy € D(K') = R(K)undx" = KTy (und damit Kx = y). Sei weiterhin {(c,, Un, Un) }nen
ein singuldres System von K. Fiir N € N definiere

und

N N
YN = Kxy = Z (xT, vn)X Kv, = Z (xT, vn)X OnlUp

n=1 n=1

N
= Z (xT,K*un) Uy =
X

n=1 n=

M=

(y’ uH)X un-

—_

Da {up}nen eine Orthonormalbasis von R(K) und {vy,},en eine Orthonormalbasis von
R(K*) = N(K)* ist, besitzen x' = Ky € N(K)* und y = Kx" € R(K) die Reihendarstel-

lungen
x' = Z (xT, vn)X Un, y = Z (3, un)y un.
neN neN
Damit ist
b 2
It =l = > (<o), |
n=N+1
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und
s 2
2 i

(4.9) y-wli= 3 [uf= Y o (x"n) |

n=N+1 n=N+1

i 2
< 0-2 )(XT,’U ) ‘ = 2 T 2,
Y o) | = oxllx’ =l
n=N+1

da {0y }nen eine monoton fallende Nullfolge ist. Insbesondere konvergieren xy — x" und
YN — ymit N — oo.

Nach Konstruktion ist yy € R(K) und xy € N(K)*, und damit gilt xy = K'yy. Nach
Lemma 4.13 ist deshalb xy € X, fiir alle v > 0, denn wegen (yn, u,)y = 0 fiir n > N ist die
Reihe in (4.8) endlich. Es existiert also ein wy € X mit xy = |K|"wy, d. h.

N
D (o) on = = 1K = ) o (w vy o

n=1 neN
Da R(K) dicht in Y ist, kann K kein endlichdimensionales Bild haben, was o,, > 0 fiir alle

n € N impliziert. Aus der Orthonormalitét der v, folgt daher

o, (xT,vn)X n<N,

WN, U =
(W Tn)x {0 n> N.

Deshalb gilt
o) S

= o lIxII%

lww I} = Z [(wx> vn)x [ Z on
”Zl(x ),

neN

und damit xy € X, , mit p = GJQV”xT”X-

Seien nun y° € Bs(y) und 7 > 7y > 1. Wir wihlen nun N(§) so, dass gilt

§ < one)-llxt = xns)-allx

T T—7T
.10 o x'—x <
(4.10) N) |l N llx -

(dies ist moglich, da sowohl {on }nen als auch {||xxy—x" ||x } veny monoton fallende Nullfolgen
sind). Dann gilt wegen (4.9) mit N = N(J)

Iy? = ynlly < 1y° = ylly + Iy = ynlly < 8+ onllx™ = xnllx
< (1+ 7_70)5::5.

T+ 17
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Ist y° also ein gestorter Messwert zu den exakten Daten y mit Fehlerniveau 4, so ist 0
auch ein gestorter Messwert zu yy mit Fehlerniveau é. Fir 7 := %(T + 79) > 79 ist dann

#8 = 6 und damit
a:(8,9°) = a(8,5°) = a(16,y°) = a.(8,°),

d.h. die Parameterwahlstrategien a; beziiglich y und a; beziiglich yn stimmen fiir festes
y° iiberein. Aus der Ordnungsoptimalitit (4.7) von (Ry, a;) folgt daher fiir xy € X, ,p, dass
gilt

1
o877 (o3 I 1) ™

4
I A
(E) 1.

IA

IRy 5.509%° = xnllx = IR, 5,0)9° = K'ywllx < E(w, 8)

Damit gilt

IRy, 5.7 = X" lIx < 1Ry, 5,2° = Xns)llx + llxns) — x'llx

5 \T (1 gy | ;
< e[| (I1elx) ™+l = xl
ON(S)

und es bleibt zu zeigen, dass sowohl 50]:]1 5 =0 als auch xy(s5) — x" fiir § — 0 gehen. Da

N(5) eine monotone Funktion von § ist, miissen wir nur zwei Fille unterscheiden:

(i) N(&)istbeschranktund damit konvergent, es existiert also ein Ny < co mit N(§) — N
fiir § — 0. In diesem Fall ist offensichtlich 50;]% 5 < doyl — 0. Aus der Wahl von
N(6) nach (4.10) folgt weiter

T—1T0

o l1xT = 2 |Ix = ;111}) onellx" = xne)llx < (%im =0,

—0 7T+ 7
und damit wegen oy, > 0 auch xy(5 — xn, = x'.

(i) N(J) ist unbeschrankt, d.h. N(§) — oo fiir § — 0. Dann folgt sofort x5 — xT.
Wegen (4.10) gilt weiter

1) T + Ty ON(S)-1
< llxn()-1 = x'[lx — 0,
ON@E) T —To ON(S)

da der vorletzte Term wegen oy (5) — 0 beschriankt bleiben muss.

Also gilt Rar((g,y(s)yé — x' firalle y € D(K") und y° € Bs(y), und (R,, a;) ist ein Regulari-
sierungsverfahren. m]

Schliefilich sei noch erwahnt, dass es auch schwichere Quellbedingungen mit allgemeineren
Indexfunktionen ¢ als Potenzen von K*K gibt. Ein Beispiel sind logarithmische Quellbe-
dingungen der Form x7 € R(-In|K]), die fiir exponentiell schlecht gestellte Probleme
giinstiger sind; siehe z. B. [Hohage 2000].
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Wir haben gesehen, dass die Regularisierung einer schlechtgestellten Operatorgleichung
Tx = y darin besteht, die (unbeschrinkte) Moore-Penrose-Inverse T durch eine Familie
{R4}a>0 von Operatoren zu ersetzen, die fiir jedes @ > 0 stetig auf ganz Y sind und fiira — 0
punktweise auf D(TT) gegen T' konvergieren. Fiir kompakte Operatoren K € K(X,Y)
lassen sich solche Regularisierungen mit Hilfe der Singularwertzerlegung konstruieren.
Dafiir verwenden wir, dass nach Satz 3.6 fiir y € D(KT) gilt

K'y = (K*K)'K*y.

Sei nun {(oy, Uy, Uy) }nen €in singulires System von K. Dann ist nach Konstruktion insbe-
sondere {(62, Uy, V) }nen ein singulires System von K*K, und wir kénnen nach Satz 3.10
schreiben

(K*K)TK*y = Z o_n—z (K*y,vn)x Un = Z 0';20,, (¥, un)y On

neN neN

- Z ¢(07)0n (3, Un)y On

neN

mit ¢(1) = 171, Die Unstetigkeit von K' rithrt nun daher, dass ¢ auf (0, || K*K]|| £xx)]
unbeschrankt ist, denn {0, },en ist eine Nullfolge. Um zu regularisieren, ersetzen wir
deshalb ¢ durch eine Familie {¢,}4>0 von beschrdnkten Funktionen, die punktweise gegen
¢ konvergieren. Wir schreiben hier und in Folge kurz k := ||K||2£(X’Y) = IK*K|| £(x x)-

Definition 5.1. Sei {¢4}4>0 eine Familie von stiickweise stetigen und beschrankten Funk-
tionen ¢, : [0,x] — R. Gilt

1
(1) lirrh 0a(A) = 2 fur alle A € (0,x] und
(i) Alpa(A)| < C, fiir ein C, > 0 und alle A € (0,x] und a > 0,

so hei3t {¢y }a>0 (regularisierender) Filter.

Die Idee ist dann, als Regularisierungsoperator R, := ¢,(K*K)K* zu wihlen, was in Folge
stets der Fall sein soll.
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5.1 REGULARISIERUNG

Wir zeigen zuerst, dass fiir einen regularisierenden Filter ¢, durch {¢,(K*K)K*},>( tat-
sachlich eine Regularisierung von K" definiert wird. Nach (3.11) gilt fiir alle y € Y

Rey = 0o(K'KIK'Y = 3" 0o(07) (K", 0n)y Un + 0o(0)PAK"y

neN

= Z Qoa(o's)o'n (y’ un)y Un,

neN

da ¢, beschriankt und K*y € R(K*) = N(K)* ist. Wegen der geforderten Beschranktheit
von ¢, ist R, fir & > 0 auch stetig; vergleiche (3.12).

Vorab betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 5.2. (i) Die abgeschnittene Singuldrwertzerlegung entsteht durch die Wahl

L falls A > «,
(5.1) Pa(A) = {A
0 sonst.

Offensichtlich ist ¢, beschrankt (durch é) und stiickweise stetig, konvergiert fiir
A>0und a — 0 gegen % und erfiillt die Beschrianktheitsbedingung fiir C, = 1. Der
zugehorige Regularisierungsoperator ist gegeben durch

1
(52) Rey = ) 0e(0)on (otn)y on = ), — (v ta)y on
neN on2Va
woraus sich auch der Name ergibt.
(ii) Die Tikhonov-Regularisierung entsteht durch die Wahl

Puld) = —

Wiederum ist ¢, beschrankt (durch é) und stetig, konvergiert fir A > 0 und a —
0 gegen % und erfiillt die Beschranktheitsbedingung fiir C, = 1. Der zugehorige
Regularisierungsoperator ist gegeben durch

On
Ryy = E ——— (v, un)y vn,
of +a

neN

die regularisierte Losung ¢,(K*K)K*y lasst sich jedoch auch ohne Kenntnis einer
Singularwertzerlegung berechnen. Wir werden sie daher im nachsten Kapitel aus-
fihrlicher betrachten.
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5 SPEKTRALE REGULARISIERUNG

(iii) Die Landweber-Regularisierung entsteht durch die Wahl

—(1— [a
0a(1) = %

fiir ein geeignetes w > 0. Auch hier existiert eine (intuitivere) Charakterisierung ohne
Singularwertzerlegung, weshalb wir die ndahere Betrachtung auf ein folgendes Kapitel
verschieben.

Wir werden im weiteren Verlauf die folgenden beiden Abschétzungen benétigen.

Lemma 5.3. Sei {@y}o>0 ein regularisierender Filter. Dann gilt

IKR || £(v,y) < sup |(pa(of)|a,f <Cy fiir alle > 0.
neN

Beweis. Fur alle y € Y und a > 0 gilt (vergleiche (3.7))

(53) KRyy = Ko(K'K)K'y = Y 0a(02)0n (v, n), Koy

neN

= Z (pa(aﬁ)as (y, un)y Up.

neN

Mit der Besselschen Ungleichung (2.1) folgt daher

IKRYIE = > 19a(02)0n (v, un), [* < sup loa(02)2l? Y | (v, un)y I

neN neN neN
2\, 2|2 2
S sup |(p0((o-n)0n| ”y”Y
neN

Die zweite Ungleichung folgt nun aus 0 < o7 < o7 = ||[K*K|| z(x.x) = x und der Eigenschaft
(ii) von regularisierenden Filtern. O

Lemma 5.4. Sei {@q }o>0 ein regularisierender Filter. Dann gilt

IRl £vx) < A/Cp sup Vlpa(A)|  fiirallea > 0.
A

€(0,x]

Insbesondere ist ||Ry|| £(v,x) < 0.

Beweis. Fiir alle y € Y und o > 0 folgt aus Lemma 5.3 wegen o,v, = K*u,

IRyl = (Rey, Ray)x = ) 0e(02)0m (v, un)y (Rey, vn)y

neN
= Z (Pa(US) (Ya un)Y (KRay, un)y
neN
< sup 102 (0] (KRay Yneny (V- tn)y tn) y
ne
< Su1N9 lpa(o?)] ||KRay||X||Pmy||Y
ne
< sup |pa (o) Collyll3.

neN
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5 SPEKTRALE REGULARISIERUNG

Supremum tiiber alle y € Y sowie die Beschranktheit von ¢, ergeben nun die Behauptung.
O

Wir zeigen nun die punktweise Konvergenz.

Satz 5.5. Sei {@q}o>0 €in regularisierender Filter. Dann gilt

lim0 R,y =K'y fiir alle y € D(KT),
a—

d. h. {Ry } >0 ist eine Regularisierung.

Ist KT nicht stetig, gilt dagegen lim,_o ||Ryy|lx = oo fiir alley ¢ D(KT).

Beweis. Seiy € D(K")und xT = K'y. Wegen K*Kx" = K*y nach Satz 3.6 kénnen wir auch
schreiben
Ryy = ¢o(K*K)K"y = 9o (K*K)K*Kx".

Definieren wir r,(A) := 1 — A, (1), so folgt

G4)  K'y=Rey = (d=po(KKIK K" = re(KK)x! = 3" ra(o?) (x", ) o

neN

und damit )
1K'y = Ryl = 3 rao |(x"on) | -

neN

Die Darstellung (5.4) werden wir 6fter verwenden. Da {¢, }4>0 ein regularisierender Filter
ist, gilt

lirr}) re(A) =0 fir alle A € (0, k],
a—

lre(A)] <1+ C, fiiralle A € (0,x] und a > 0.

Wegen der Besselschen Ungleichung existiert nun fiir alle ¢ > 0 ein N € N mit

2

(o] T 2 ‘(_:
2 ‘(x ’U")x‘ S0+ C)

n=N+1

Weiterhin existiert wegen der punktweisen Konvergenz von {r, },>o — die daher gleichma-
Big ist auf der endlichen Menge {07, ..., 0%} — ein ap > 0 mit

2
fur allen < Nund a < .

232
<
) g
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5 SPEKTRALE REGULARISIERUNG

Fir alle o < ap gilt daher

. 2
(o)
X
2 N 9 2
£ £
< (x0) [+ ascpr——e
2||x7L||)2(; ") x (1+Cy) 2(1+ Cp)?
2

N 9 00
1K'y = Reylly = " relod)?|(xon) [ + D ralod)?
X
n=1 n=N+1

2

< + ==&,

£
2 2

d.h. ||[K'y = Reyllx — 0 fiir « — 0. Zusammen mit der Stetigkeit von R, fiir « > 0 aus
Lemma 5.4 folgt, dass {R, }4~0 nach Definition 4.1 eine Regularisierung ist.

Die Unbeschrinktheit fiir y ¢ D(K") folgt schlieBlich aus Satz 4.3 und Lemma 5.3. O

5.2 PARAMETERWAHL UND KONVERGENZRATEN

Wir untersuchen nun, welche Parameterwahlstrategien « fiir einen gegebenen Filter ¢, zu
einem konvergenten (und ordnungsoptimalen) Regularisierungsverfahren (R,, @) fithren.
Der Ubersichtlichkeit halber werden wir in Folge stets x* := Ky und x, := R,y fiir

y € D(KT) sowie xJ := R,y° fiir y° € Bs(y) schreiben.

A PRIORI-STRATEGIEN

Nach Satz 4.6 liefert jede a priori-Strategie mit a(§) — 0 und 6||Ry|lgyx) — 0 fir
d — 0 ein Regularisierungsverfahren (R, ). Zusammen mit Lemma 5.4 erhélt man
daraus eine Bedingung fiir ¢, und damit fiir «. Zum Beispiel ist fiir die abgeschnittene
Singularwertzerlegung

Beispiel 5.6 (Abgeschnittene Singularwertzerlegung). Sei K € K(X,Y) mit singularem
System {(oy, Un, Up) tnen. Dann gilt fiir ¢, wie in (5.1)

1

IRl £(v.x) £ Cpsup Af|0a(c?)] = —=.
allL( ) (pneN a\~n \/a

Dies liefert eine Bedingung fiir den minimalen Singuldrwert, den wir fiir ein gegebenes
& > 0 in (5.2) berticksichtigen diirfen: Wahle fiir § > 0 ein n(5) mit

é
On(3)

-0 fir 6 — 0.

n(8) — o,

Dann ergibt die abgeschnittene Singularwertzerlegung zusammen mit der Parameterwahl-
strategie a(9) := 03( 5) ein Regularisierungsverfahren.
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5 SPEKTRALE REGULARISIERUNG

Dies gilt insbesondere fiir die Wahl a(9) := Urf( 5) = §> o’ fir die gilt

(8)+1°

1 1
5 _ E ( 5 ) E: ( 5 ) _ o fur § —
X = ,Un| vy — Y, up| vy =x ur 0.
a(8) . y n n £ ) n n

0,,2‘/3

Wir betrachten nun Konvergenzraten unter der Quellbedingung x € X, p fir v, p > 0. Wir
gehen dafiir wie im Beweis von Satz 5.5 vor und zeigen zunéchst, dass

wy(@) = sup 1"%|ry(A)]
Ae(0,x]

eine obere Schranke fur den Verfahrensfehler darstellt.
Lemma 5.7. Seiy € D(K") und x" € X, ,. Dann gilt fiir alle a > 0

e = xlx < @ (a)p,

IKxe = Kx'lly < wya(a)p.

Beweis. Fiir x" € X, , existiert ein w € X mit x" = |K|"w = (K*K)">w und [lw|lx < p.
Wie im Beweis von Satz 5.5 folgt nun

xT = xy = r(K*K)x" = rg(K*K)(K*K)"?w
= " ra(0R)oy (W, vn)x v

neN

und damit

2 2\12 2 2
e = xF11% = > Ira(o?) 202 | (w, va)y |
neN

< 0@’ ) 1w, vy P < 0@l < wu(a)p”
neN

Nach Lemma 3.12 (iii) gilt weiterhin
IKxy = Kx'lly = [|[K(xa = x")lly = [[1K](xa = xD)llx.
woraus analog mit

IK|(x" = x4) = (K*K)2ro(K*K)(K*K)"*w
= Z O'nra(O',%)O',‘; (W, Un)X Un

neN

und |ry(62)0) ™% < wy41(a)? die zweite Abschitzung folgt. o
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Damit haben wir jetzt alles zusammen, um Konvergenzraten zu zeigen.

Satz5.8. Seiy € D(K") undx" =K'y € X, p. Sei a(6) eine Parameterwahlstrategie mit

c (—) <a(d)<C (é) furC > ¢ > 0.
p p

Erfiillt der Filter {py}qo>0 die Bedingungen

(55) sup |pa(A)] < qua_l,
A€(0.x]
(5.6) o(@) < Ca'l?,

fiir eine Konstante C,, > 0,so ist (R, &) ein ordnungsoptimales Regularisierungsverfahren.

Beweis. Nach Satz 4.14 geniigt es, die Ordnungsoptimalitdt zu zeigen. Wir verwenden
wieder die Zerlegung (4.2) in Datenfehler und Verfahrensfehler: Seien § > 0 und y° € Bs(y)
gegeben. Dann gilt

%55 = x"llx < SlIRas)ll cv.x) + e — x llx

Nach Lemma 5.4 und Annahme (5.5) ist nun

IRl £(r.x) < VCpnCpa(8) 1 < Cpar(8)™2.

Analog folgt aus Lemma 5.7 und Annahme (5.6)
Ixa@) = x"lix < wy(@()p < Cra(8)"2p.
Zusammen mit der Parameterwahlstrategie erhalten wir daraus
x5 = x"llx < Cpa(8)25 + Coa(8)%p
< C¢c_1/25_ﬁpﬁ5 + CVCV/25ﬁp_ﬁp
= (Cpc V2 + ¢, V1257 pm,

und damit die Ordnungsoptimalitit. O

Um fiir einen konkreten Filter die Ordnungsoptimalitat fiir ein v > 0 zu zeigen, genligt es
also, fiir dieses v die Bedingung (5.6) (sowie fir ¢, die Bedingung (5.5)) nachzuweisen. Das
maximale vy > 0, so dass fiir alle v € (0, vy] die Bedingung (5.6) gilt, hei3t Qualifikation
des Filters.
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Beispiel 5.9 (Abgeschnittene Singularwertzerlegung). Aus (5.1) folgt

sup |pa(D)| < a”,
2e(0.x]

womit wegen C, = 1 fiir diesen Filter die Bedingung (5.5) erfiillt ist.

Weiterhin gilt fiir alle v > 0 und A € (0, k]

0 falls A > «a,

N2 rg(M)] = X721 = Apa(R)] =
ra()] 1= Apa(A)] {Av/z falls A < a.

Fiir alle @ € (0, k] ist also

wy(a) = sup 1"2|re()| < max{0,a"/?} = a"/?,
Ae(0.4]

und die Bedingung (5.6) ist damit fiir alle v > 0 mit C, = 1 erfiillt. Die abgeschnittene
Singularwertzerlegung ist daher fiir alle v > 0 ordnungsoptimal; man sagt, sie besitzt
unendliche Qualifikation.

A POSTERIORI-STRATEGIEN

Wir betrachten wieder das Diskrepanzprinzip: Fiir 7 > 1 sei (8, y°) so bestimmt, dass
gilt

(5.7) 1K) 5 ) = ¥lly < 76 < [IKxg = y°lly  fiiralle a > a(8,)°).

Wieder nehmen wir an, dass R(K) dicht in Y ist. Unter gewissen Stetigkeitsannahmen an
a — ||[Kx? — y°|ly kann man dann zeigen, dass so ein a(5, y°) stets existiert (vergleiche
Satz 4.7 mit Lemma 5.3). Um zu zeigen, dass das Diskrepanzprinzip zu einem Regularisie-

rungsverfahren fithrt, verwenden wir wieder Satz 4.14, wobei wir hier das Diskrepanzprinzip
als Wahlregel a; = (79, y5) auffassen miissen.

Satz 5.10. Sei {¢y}a>0 ein Filter mit Qualifikation vy > 0 (d. h. mit (5.5) und (5.6) fiir alle
v € (0,9]), sowie

(5.8) > sup |rg(A)] = C;.
a>0,A€(0,x]

Dann definiert das Diskrepanzprinzip fiir alle v € (0, vy — 1] ein ordnungsoptimales Regulari-
sierungsverfahren (Ry, a;).

Beweis. Zuerst halten wir fest, dass wegen |r,(1)| <1+ C, fiir alle « > 0 und 4 € (0, «]
stets ein 7 > 1 mit (5.8) existiert.
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Seiennun y € R(K), x" = K'y € X, , fiir ein v € (0, — 1] und p > 0, und y% € Bs(y).

Wir verwenden fiir x0 := xi 6.5%) und xg = X (5,5) Wieder die Zerlegung

é 1)
(5.9) llxg = xFlx < lla = x"llx + llxe = x2lIx

und schatzen die Summanden separat ab.

Fiir den ersten Term verwenden wir wieder die Darstellung (5.4) sowie die Quelldarstellung
x" = |[K|"w und erhalten

x'—x, = Z ra(a,f)orf (W, Un)x Un
neN

= ) raloy) (w,on)x [K|"2,

neN

= KI" > re(of) (w,00)x v =t [K|'E.

neN

Die Interpolationsungleichung (3.13) mit r = v, s = v + 1 liefert dann

1

v L
llxe = x"llx = K"l < NKIENGT NEN™

Fiir den zweiten Faktor erhalten wir aus der Definition von ¢ zusammen mit der Besselschen
Ungleichung, der Beschréanktheit von r,, und der Quellbedingung

€1l = Z ra(o)I’| (w,va)x I < CFIwll < CFp?.

neN

Fiir den ersten Faktor verwenden wir Lemma 3.12 (i), (iii), Kx" = y wegen y € R(K), und
die produktive Null:

K" E N = IKIKT"E)lx = 11K (e — xDlIx = 1K(xa — xDly = [1Kxq — ylly
< IKxS = ¥0lly + lly = ¥° = K(xq = x5)]ly.

Wieder schitzen wir separat ab: wegen der Wahl von (8, y°) nach dem Diskrepanzprinzip
ist zuerst ||[Kx? — y°|ly < 78. Fiir den zweiten Summanden gehen wir wie folgt vor: Es gilt

y —Kxy =y — KRy = (Id K¢, (K*K)K*)y
und analog fiir y° — Kx9. Also ist
Iy = ¥° = K(xa = x)IIy = 111d =Ko (K*K)K*)(y = y*)IIy
2
- 3ty )

neN

< C28%,
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wobei in der zweiten Gleichung verwendet wurde, dass gilt (vergleiche (5.3))

Koo (K*K)K"(y = %) = ) pul)on (y -5, “”)y Un.

neN

Insgesamt erhalten wir also fiir den ersten Term in (5.9)

v v L v
e = xllx < (r + C)FA8TCHTpia =: 171 p7it,

Fir den zweiten Term in (5.9) verwenden wir Lemma 5.4 und Annahme (5.5) und erhalten

(5.10) %8 = xallx < IRellzv08 < A/Cyp S Viea(A)|5

€(0,x
< Cpa(8,y°)7/%8.

Um auf die gewtinschte Ordnung zu kommen, brauchen wir nun eine Abschatzung fir
a(8,y%). Aufgrund der Wahl nach dem Diskrepanzprinzip gilt

(5.11) IKxS =y’ lly < 78 < IKx, = ¥ lly < IIKxaq = ylly + lly = ¥° = K20 = x3)lly
Fur den zweiten Term erhalten wir wie oben
||y - )’5 - K(x2a - xga)”Y < Cr5

Fiir den ersten Term schiatzen wir mit Lemma 5.7 und Annahme (5.6) ab, wobei wir v+1 < v
verwenden:

v+l
IKx20 = ylly < wyps1(2a(6, ya))l) < Cy(2a(d, ya)) 2 p.

Wir erhalten aus (5.11) also
IKx2e = Ylly > 76 = lly = y° = K(x2a = x3,)lly = (z = )3,
woraus zusammen mit der Annahme 7 > C, folgt
§ < (r=C)7'Co2 T a(6,y°) % p = Cra(8,5°) T p,
d.h.
(512) (5, y°) V2 < 7§ i

Einsetzen in (5.10) ergibt dann
5 L1 1 v L
||xa — xa”X < C(pCTV“&& v pvHl =: C25v+1pv+1_

Zusammen folgt
2} = x"llx < (C1 + )57 p7

und damit die Ordnungsoptimalitét. Aus Satz 4.14 fiir v = vp—1und 7y = G, folgt damit auch,
dass R, zusammen mit dem Diskrepanzprinzip als Parameterwahlstrategie a; = a(z8, y°)
fir alle 7 > G, ein Regularisierungsverfahren definiert. m]
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Beispiel 5.11 (Abgeschnittene Singularwertzerlegung). Hier gilt

1-AM=0 A>a
NE A -
7o (A)] {1 1<a

und damit C, = 1. Wegen der unendlichen Qualifikation ist daher die abgeschnittene
Singularwertzerlegung zusammen mit dem Diskrepanzprinzip fiir beliebige 7 > 1 und
v > 0 ein ordnungsoptimales Regularisierungsverfahren.

Hat ein Filter jedoch nur endliche Qualifikation, fithrt das Diskrepanzprinzip fiir v > vy — 1
nicht zu einem ordnungsoptimalen Regularisierungsverfahren. Es gibt jedoch verbesserte
Diskrepanzprinzipien, die das Residuum in angepassten Normen messen und dadurch zu
ordnungsoptimalen Verfahren auch fiir v € (vy — 1, vy fithren; siehe z. B. [Engl, Hanke u. a.
1996, Kapitel 4.4].

HEURISTISCHE STRATEGIEN

Wir betrachten als Beispiel die Hanke—Raus-Regel: Betrachte fiir y° € Y die Funktion

K 5 _ .0
Y0k o R W)= K
Va

und wahle

(5.13) a(y’) € arg min ¥(@).

Wir nehmen in Folge an, dass y € R(K) sowie ||y|ly > é gelten. Wir zeigen zunachst eine
bedingte Fehlerabschatzung.

Satz 5.12. Sei {4 }o>0 ein Filter mit Qualifikation vy > 0 und gelte (5.5) sowie (5.6). Existiere
weiterhin ein Minimierer a* := a(y°) € (0,x] von ¥ und gelte

(5.14) 5= |IKxS. = y°lly > 0.

Dann existiert ein ¢ > 0 so dass fiir alle v € (0,vo — 1] und p > 0 mitx" € X, , gilt
5 + o) %y 2 L
|x5. = x"|lx <c|1+ 5 max{J, 5" }vipv+,

Beweis. Wir verwenden wieder die Zerlegung

x5, = xTllx < [lxee = xTlIx + 1%, = xae[Ix.
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Fir den ersten Term erhalten wir wie im Beweis von Satz 5.10 mit (5.14) anstelle des
Diskrepanzprinzips

(5.15) Ixe: = x"llx < GF (8" + C,8)1p71 < Cymax(8, 8} p,

fiir eine Konstante C; > 0.

Fir den zweiten Term erhalten wir analog nach (5.10) mit Hilfe von (5.14) (in Form der
produktiven 1 = §*/5%)
S IIKx3. — y5||Y 5
0, — xerllx € Cp—=06 = Cpm —E——
“x(x Xa ”X = ({J\/— 905* \/E 905*
Fir den letzten Faktor verwenden wir nun die Wahlregel (5.13): Es gilt ¥(a*) < ¥(«) fur
alle a € (0, x]. Die Idee ist nun, zum Vergleich das Diskrepanzprinzip heranzuziehen. Sei
@ = a(8,y°) so gewihlt, dass (5.7) erfiillt ist. Ist @ < «, so gilt wegen (5.12)

¥(a™).

(5.16) (") < (@) < (8)(C,8 7 pi) = Cpr§7i pim

Ist dagegen a@ > k = ”K”,zg(x,y)’ so ist nach Annahme auch ||[Kx® — y°||y < 78. Wegen
§ < llylly = IKx"lly = IKIK|"wllx < K|} yy0

konnen wir daher abschatzen

(517) (@) < W) < 8K Fly y) = 87187 IK ] Ziy
.
< 167 (KN hme) ™ 1Ky, = 767397,
In beiden Féllen erhalten wir also
||xg* — Xg|lx < Cg%éﬁpﬁ
fiir eine Konstante C, > 0, und zusammen mit (5.15) folgt die gewiinschte Abschatzung. 0O

Die Hanke-Raus-Regel wire also ordnungsoptimal, falls 6* ~ § gelten wiirde. Umgekehrt
wird die Regel versagen fiir «* = 0 oder §* = 0. In letzterem Fall wire y° € R(K), und
wegen der Unstetigkeit von KT kann ||Ky® — KTy||y beliebig grof sein. Diesen Fall miissen
wir daher ausschlieffen, um weitere Aussagen treffen zu konnen. Wir nehmen zum Beispiel
an, dass ein ¢ > 0 existiert, so dass

Y eN, ={y+neY:|1d-Pnlly > ellnlly}

gilt, wobei Pz wieder die Projektion auf R(K) bedeutet. Anschaulich bedeutet das, dass die
gestorten Daten y? einen gleichmafig nach unten beschrinkten Anteil aus dem orthogo-

nalen Komplement von R(K) besitzen. Wenn wir uns auf solche Stérungen beschrinken,
liefert die Hanke—Raus-Regel tatsdchlich ein konvergentes Regularisierungsverfahren.
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Satz 5.13. Sei {@q }a>o ein Filter mit Qualifikation vy > 0 und gelte (5.5) sowie (5.6). Dann ist
fiirx" € X, , fiirv e (0,vo—1] und p > 0 und y = Kx'

lim  sup ||xg* —x'||x = 0.
020 5 eBs(y)NN,

Beweis. Seiy € R(K)und y° € N, mit||y°—y|ly = §. Dald —Pj als orthogonale Projektion
Norm 1 hat, gilt fiir alle > 0

(5.18) IKxS = y°lly > |(1d —PR)(Kx3 — y°)lly = [[1d—Pz)y° lly
= | -Px)(y° = lly = elly® = ylly
=¢&d > 0.

Also ist der Zihler von ¥(«) nach unten beschrankt, und daher gilt ¥(a) — oo fir  — 0.
Das Infimum tber alle (0, x] muss also fiir * > 0 angenommen werden. Insbesondere
folgt aus (5.18) auch

8 = ||KxS. = y0ly = &8 > 0.

Satz 5.12 liefert daher mit § < ¢7'6* die Abschitzung
o L
%0 = xllx < Co(8%)71p7a

fur eine Konstante C, > 0. Es geniigt also zu zeigen, dass fiir § — 0 auch 6* — 0 geht.
Dies folgt aber aus ¢ < k und (5.16) bzw. (5.17), denn fiir § — 0 gilt

8" = IKx2. =y lly = Vo ¥(a*) < Vk¥(a*) < VkC,r87 pvi — 0. O

Unter dhnlichen Annahmen kann man auch Ordnungsoptimalitat fiir die Hanke—Raus-
Regel zeigen sowie fiir verwandte Regeln, die auf der Minimierung von geeigneten Funk-
tionalen beruhen; siehe etwa [Kindermann 2011].
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Aufgrund ihrer zentralen Rolle in der Theorie und Praxis der inversen Probleme betrachten
wir noch einmal ausfiihrlicher die Tikhonov-Regularisierung, die definiert wird durch die
Filterfunktion

goa()') = A+a'

Wir kommen schnell zur Sache, denn wir sind gut vorbereitet. Wie in Beispiel 5.2 (ii) bereits
bemerkt, ist ¢, stetig, konvergiert fiir « — 0 gegen % ist gleichméaflig beschrankt durch
a ! und erfiillt

Apq(A) = T a <1=:C, fur alle @ > 0.

Damit ist R, = ¢o(K*K)K* ein Regularisierungsoperator mit
IRellzor <
104 L(Y,X) — —\/&’

der zusammen mit der a priori-Strategie a(d) = § ein konvergentes Regularisierungsver-
fahren ergibt.

Um Konvergenzraten zu zeigen, verwenden wir Satz 5.8 bzw. Satz 5.10. Zuniachst ist wegen
@a(A) < a7 fiir alle « > 0 die Bedingung (5.5) erfiillt mit C,, = 1. Weiterhin ist

re(d) = 1= Apq(A) =

A+a31::Cr fir alle « > 0,4 € (0,x].

Um die zweite Bedingung (5.6) nachzuweisen, miissen wir
v/2

AVea
w/(@) = sup IIr ()] = sup T =t sup hy(A)
2e(0,x] Ae(0x] AT A e(ox]

durch C,a"/? fiir eine Konstante C, > 0 abschitzen. Dafiir betrachten wir hy(A) fur festes
a > 0 als Funktion von A und berechnen

s AN+ @) — adv/? Cad gy y
ho(B) = A+ a)? T (A +a)? (5‘“ (‘ ‘1) A)'
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6 TIKHONOV-REGULARISIERUNG

Far v > 2 ist daher h, (1) monoton wachsend in A, und das Maximum tiber alle A € (0, x|
wird fiir A = k angenommen. In diesem Fall ist

v/2
wy(@) = hy(K) = “’i < Vg,
K (04

Die rechte Seite hat also nur fiir v = 2 die gewiinschte Ordnung.

[24
1_

o<

Fir v € (0,2) konnen wir die Nullstelle von h/,(1) bestimmen als 1* = . Dort ist

hZ(A*) < 0, also ist fiir alle @ > 0

[T

_\v/2
() = hy(X) = —— a s(g(l__) ) ",

womit wir die gewiinschte Ordnung erhalten.

Die Tikhonov-Regularisierung hat also mindestens (und wie wir zeigen werden, héchstens)
Qualifikation vy = 2. Aus Satz 5.8 und Satz 5.10 folgt nun die Ordnungsoptimalitét fiir a
priori- und a posteriori-Strategien.

Folgerung 6.1. Fiir alle v € (0, 2] ist die Tikhonov-Regularisierung zusammen mit der Para-
meterwahlstrategie

2 2
c(%)v+1 < a(d) SC(%)M firC>c>0
ein ordnungsoptimales Regularisierungsverfahren. Insbesondere gilt fiir a ~ 8%/

IS = x"lx < e85 firallex” € RKK'K) und y° € By(Kx").

Folgerung 6.2. Fiir allev € (0,1] und t > 1 ist die Tikhonov-Regularisierung zusammen mit
der Parameterwahlstrategie

1Kxg 5 ) = Vlly < 76 < [IKxg = y°lly  fir allea > a(8,y°)

ein ordnungsoptimales Regularisierungsverfahren. Insbesondere gilt

+ 1 . .
||xg(5,ya) -x'|lx < cb? fiir alle x' e R(K™) undy5 € B(g(KxT).

Tatsachlich kann die Qualifikation nicht hoher als 2 sein; die Tikhonov-Regularisierung
sattigt im Gegensatz zur abgeschnittenen Singularwertzerlegung. Um dies zu zeigen, leiten
wir die in Beispiel 5.2 (ii) versprochene alternative Charakterisierung her.

Lemma 6.3. Fiiry € Y und a > 0 ist x, := R,y eindeutig bestimmt als Losung der Gleichung

(6.1) (K*K + ald)x = K*y.
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6 TIKHONOV-REGULARISIERUNG

Beweis. Wir verwenden das singuldre System {(oy,, un, U5) }nen von K und erhalten

AXy = Z o (y, un)y Un
neN "
sowie
K*Kxg = Z tn)y K*Kop
G +a
neN
—'ZEJ un)YZM
neN

Daraus folgt
(K*'K + ald)x, = Z on (¥, un)y vn = K'y.

neN
Sei umgekehrt x € X eine Losung von (6.1). Einsetzen der Darstellung
(6.2) x = Z (x,Un)x Un + Pyx
neN
in (6.1) ergibt dann

D (08 +@) (x, 00y g + aPyx = (K'K + ald)x = K*y = > 0 (¥, un)y 0.

neN neN

Da {vp }nen eine Orthonormalbasis von R(K*) = N(K)* ist, muss Pyx = 0 sein. Durch
Koeffizientenvergleich folgt dann

(X, vn)x = (y, Un)y fir alle n € N.
O-Tl
Einsetzen in (6.2) ergibt wiederum

x = Z (x,Un)x Up = Z (¥, Un)y Un = Xq,

N S onta

d.h. x, ist die eindeutige Losung von (6.1). O

Der praktische Wert der Darstellung (6.1) kann nicht genug betont werden: Anstelle der
Singularwertzerlegung muss lediglich die Losung einer korrekt gestellten linearen Gleichung
(fur einen selbstadjungierten und positiv definiten Operator) berechnet werden, wofur
Standardverfahren eingesetzt werden kénnen.

Wir zeigen nun, dass im Allgemeinen keine a priori-Strategie existieren kann, fiir die der
Fehler ||xg( 5" xT|lx schneller als 6%/* gegen Null geht.
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6 TIKHONOV-REGULARISIERUNG

Satz 6.4. Sei K € K(X,Y) mit unendlichdimensionalem Bild und y € R(K). Existiert eine a
priori Parameterwahlstrategie o mit lims_,o a(8) = 0 und

. _2
(6.3) %13}) sup ||x2(5) - xTHX(S 3 =0,
y2€Bs(y)

soistx’ = 0.

Beweis. Angenommen, es ware xT # 0. Wir zeigen zuerst, dass unter diesen Voraussetzun-
gen a(6)57%/* — 0 gehen muss. Dafiir verwenden wir die Charakterisierung (6.1) fiir x0
und y(S, indem wir schreiben

(K*K + a(5)1d) (xg( 5~ xT) = K*y® — Ky — a(§)x.
Daraus folgt mit k = ||[K*K|| z(xx) = ||K*||2(Y,X)

|a(8)llIxTlx < VS + (a(8) + 1)lIxy 5, — x"llx.
Multiplizieren mit 62/ und Anwenden der Annahmen (6.3) und x* # 0 liefert nun

@5 < [T (VRS* + (@(@) + 0ll ) — x5 ) - 0.

Wir konstruieren nun einen Widerspruch. Sei {(oy, tn, Uy) }nen ein singuldres System von
K und definiere

Sp:=0> und y, =y + Sup, neN,
so dass gilt ||y, — yl|ly = 8, — 0 fiir n — oo. Sei weiter a, := a(J,). Dann ist

xi:’l —x' = (xﬁ;; — Xg,) + (Xg, — xT)

= Ra(yn - y) + (xan - xT)
- Z Tm (Snthns tm)y Um + (Xq, — x")

2
aeN Om + ay

_ _On0n :
== Up + (Xg, —x").
on + ap

Aus Annahme (6.3) fiir y° = y, sowie fiir y° = y erhalten wir daraus
0,,5,11/ 3

2

< 1x% = xT1x 8,77 + |Ixa, — x k6,2 >0 fiir n — oo.
of + ay

Andererseits folgt aber aus o, = 5,1,/ * und and, 25 50

PE 523 1
i”” = 23” = o5 1 firn — oo
ot an 8B va, 1+ ans,
und damit der gesuchte Widerspruch. m]
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6 TIKHONOV-REGULARISIERUNG

Ein Vergleich der Darstellung (6.1) mit den Normalengleichungen (3.3) legt nahe, dass die
Tikhonov-Regularisierung auch eine Minimierungseigenschaft hat. Dies trifft in der Tat
zZu.

Satz 6.5. Fiiry € Y istx, = R,y eindeutig bestimmt als Minimierer des Tikhonov-Funktionals
1 2 %2
(64 Jal) = S I1Kx =yl + Sl

Beweis. Ein Minimierer X € X von J, ist charakterisiert durch J,(x) < J,(x) fiir alle x € X.
Wir betrachten daher fiir beliebiges x € X und eine Losung x, von (6.1) die Differenz der
Funktionalwerte, sortieren die Skalarprodukte um, und erhalten

1 o 1 a
Ja(x) _]a(xa) = 5 (Kx - y’Kx - y)Y + E (X,x)X - E (Kxa - y,Kx(x - Y)Y - E (xa’xa)X
1 a .
= EHKX - Kxa”}z, + E”x - xa”)z( + (K" (Kxy — y) + AXg, X — xa)x

1 a
= SlIKx = Kxall§ + S llx = xall§

\%

0,

wobei wir im vorletzten Schritt (6.1) verwendet haben. Also ist x, ein Minimierer von J,.

Gilt umgekehrt J,(x) — J,(x) > 0 fiir alle x € X, so folgt insbesondere fiir x = X + tz fur
t > 0 beliebig und z € X fest

) N t2a . )
0 < Ju(x+tz)— Jo(x) = E||Kz||§ + T||z||)2( +t (K" (KX —y)+ ax,z)y .

Division durch ¢ und Grenziibergang t — 0 ergibt also
(K'(Kx—y)+ax,z)y =0 fiir alle z € X.

Dies ist aber nur dann moglich, wenn K*Kx + ax = K*y gilt. Da x,, die eindeutige Losung
von (6.1) ist, folgt X = x,. Also ist x,, der eindeutige Minimierer von (6.4). O

Die Charakterisierung der Tikhonov-Regularisierung als Minimierung des Funktionals (6.4)
stellt einen weiteren Zusammenhang zur Minimum-Norm-Losung x" her: Anstelle auf einer
reinen Ausgleichslosung zu bestehen, deren Norm fiir y ¢ D(K') nicht beschrinkt sein
muss, wird einer Ndherungslosung gesucht, die gleichzeitig die (quadrierte) Residuumsnorm
IKx — y|l2 und die (quadrierte) Norm [|x||% minimiert." Der Regularisierungsparameter
bestimmt dabei die Gewichtung: je kleiner das Fehlerniveau ¢ ist, desto mehr Gewicht kann
man der Minimierung der Residuumsnorm geben (d. h. desto kleiner kann man « wahlen).

'In dieser Form wurde diese Regularisierung auch von Andrei Nikolaevich Tikhonov, einem bedeutenden
russischen Mathematiker des 20. Jahrhunderts, eingefiihrt; siehe [Tikhonov 1963a; Tikhonov 1963b].
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6 TIKHONOV-REGULARISIERUNG

Umgekehrt verlangt ein hoheres Fehlerniveau eine starkere Gewichtung des Strafterms
[|x]| )2( (und damit ein grofleres «), damit die Ndherung stabil bleibt.

Mit Hilfe dieser Charakterisierung lassen sich auch zum Beispiel niitzliche Monotonie-
Eigenschaften herleiten. Wir fithren dafiir die Wertefunktionen

fl@ = SIKd =y I gl@) =S IIE,
sowie
J@) = Ju(xg) = fl@) + ag(@) = Ju(xp)
ein.
Lemma 6.6. Die Funktionen f und g sind monoton in dem Sinne, dass fiir alle ay, ap > 0 gilt

(6.5) (f(ar) = fe2)) (1 — 2) 2 0,
(6.6) (9(1) — g(az)) (o1 — a2) < 0.

Beweis. Aus der Minimierungseigenschaft von xgl beziiglich J,, und x§2 beziiglich J,, folgt

fla) + aglen) < f(az) + aug(az),
flaz) + azg(az) < flan) + azg(ar).

Addieren beider Ungleichungen und Umsortieren ergibt sofort (6.6). Dividieren der ersten
Ungleichung durch «; sowie der zweiten durch a; und Addieren ergibt

1 1
— (f() = faz)) £ — (f(a) - f(az)).
o a
Multiplizieren mit a;ar; und Umsortieren ergibt dann (6.5). O

Wie erwartet ist also fiir « — 0 das Residuum monoton fallend und die Norm von x?
monoton steigend. Fiir die Wertefunktion j betrachten wir nun die einseitigen Differenzen-

quotienten

Jla+1t) - j(@)

DYj(a) := lim ————————=,
t—0* t
. Ao
D j(a) := tlin(;l‘w'

Lemma 6.7. Fiir alle « > 0 gilt

D*j(a)
j(a) - aD”j(a)

gl@) < D j(a),
fla) < j(a) —aD*(a).

IAIA
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6 TIKHONOV-REGULARISIERUNG

Beweis. Fir beliebige o, @ > 0 folgt aus der Minimierungseigenschaft beziiglich j, dass gilt

i@ = f(a) + ag(a) < f(a) + ag(a).
Also ist
j(a) = j(@) = f(a) + ag(a) - f(a) - ag(a)
> f(a) + ag(a) - f(a) — ag(a)
= (a - a)g(a),

woraus fir ¢ := a +t > « fur t > 0 folgt

jla +1) — j(a)

" < g(a).

Grenziibergang t — 0 ergibt dann D¥j(a) < g(@). Die entsprechende Ungleichung fiir
D7 j(a) folgt analog mit ¢ < 0.

Zusammen mit der Definition von j folgen daraus die restlichen Ungleichungen; etwa

durch
i@) = f(a) + ag(a) < f(a) + aD"j(a)

und Umformen. m]

Nach einem Satz von Lebesgue (dessen Beweis auf dem Uberdeckungssatz von Vitali beruht,
siehe [Hewitt & Stromberg 1975, Satz V.17.12]) ist eine monotone Funktion fast tiberall
differenzierbar (d. h. hochstens auf einer Lebesgue-Nullmenge gilt D™ f # D* f). Also ist
mit f und g auch j = f + ag fast Giberall differenzierbar, und wir erhalten die folgende
Charakterisierung der Ableitung.

Folgerung 6.8. Fiir fast alle « > 0 ist j differenzierbar, und es gilt
J(@) = g(a).

Diese Darstellung kann zum Beispiel bei der numerischen Umsetzung von heuristischen
Parameterwahlregeln hilfreich sein.

Dariiberhinaus liefert Satz 6.5 eine neue Interpretation der einfachsten Quellbedingung
x" € X; = R(K*). Der Minimierer von (6.4) dndert sich nicht, wenn wir das Funktional
durch a > 0 dividieren; also ist x auch gegeben als die Losung von

.1 suz , 1 2
6. min — || Kx — + — .
(67) min ——[|Kx — 5°[1} + 2 I

Fiir § — 0 und & — 0 soll nun x’ — x' konvergieren. Machen wir (formal) den Grenz-

iibergang in (6.7), d. h. ersetzen wir zuerst y° durch y € R(K) und lassen @ — 0 gehen, so
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6 TIKHONOV-REGULARISIERUNG

kann das Funktional nur dann einen endliches Minimum in ¥ annehmen, falls Kx = y gilt.
Im Grenzfall « = 0 erhalten wir also das Funktional

1
6.8 in —[lx||}.
(6.8) cein Sl
Wir gehen weiter formal vor: Mit Hilfe eines Lagrange-Multiplikators p € Y kann (6.8) als
unbeschranktes Sattelpunktproblem

1 2
minmax —||x||s — (p, Kx —
minmay > x(l§ ~ (p. Kx ~ y)y

geschrieben werden. Damit (x,p) € X X Y ein Sattelpunkt sein kann, miissen dort die
Ableitungen nach x und p verschwinden: wir erhalten die beiden Bedingungen.

x =K'p,
Kx =y.

Fir y € R(K) beschreibt die Losung von (6.8) aber genau die Minimum-Norm-Losung
x", d.h. ¥ = x'. Die Existenz eines Lagrange-Multiplikators p mit x' = K*p entspricht
daher genau der Quellbedingung x' € R(K*). (Da K* nicht surjektiv sein muss, ist dies
eine nichttriviale Forderung.) Anschaulich ist dies nachvollziehbar: Wenn wir x" iiber eine
Folge von Minimierern xg annihern mochten, so sollte x' selbst ein Minimierer (eines

geeigneten Grenzproblems) sein.

Diese Interpretation der Tikhonov-Regularisierung als Minimierung eines Funktionals
lasst sich — im Gegensatz zur Spektraldarstellung — auf nichtlineare Operatorgleichung
erweitern. Sie ist auch in allgemeinen Banachraumen anwendbar und ldsst sich sogar durch
Verwendung anderer Diskrepanz- und Strafterme als Normen weiter verallgemeinern. (Dies
gilt auch fir die entsprechende Interpretation der Quellbedingung.) Dann sind natiirlich
andere Beweismethoden und insbesondere andere Quellbedingungen notwendig. Wir
werden darauf in einem spéteren Kapitel eingehen.
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7 LANDWEBER-REGULARISIERUNG

Ausgangspunkt fiir die Landweber-Regularisierung ist die Charakterisierung der Minimum-
Norm-Lésung x' nach Satz 3.6 als Losung x € N(K)* der Normalengleichung (3.3). Diese
konnen aquivalent geschrieben werden fiir beliebiges w > 0 als Fixpunktgleichung

x =x - w(K'Kx - K*y) = x + oK*(y — Kx).
Die zugehorige Fixpunktiteration — auch als Richardson-Iteration' bekannt — lautet
(7.1) Xn = Xp—1 + 0K (y = Kx;-1), neN,

fiir ein xy € X. Wir werden hier nur x, = 0 betrachten. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz
folgt, dass diese Iteration gegen eine Losung der Normalengleichung konvergiert, falls y €
R(K) und || 1d —wK*K]| £(x x) < list. Wegen xg = 0 € R(K*) ist auch x, € R(K*) c N(K)*,
und damit konvergiert x, gegen x". Fiir y° ¢ R(K) kann man hingegen keine Konvergenz
erwarten. Die Idee ist nun, die Iteration rechtzeitig abzubrechen, d. h. x, fiir ein geeignetes
m € N als regularisierte Naherung zu akzeptieren. Hier spielt also der Abbruchindex m € N
die Rolle des Regularisierungsparameters, was mit a = % > 0 zu der Schreibweise der

letzten Kapitel passt.”

Die Iteration (7.1) kann in die Form einer spektralen Regularisierung gebracht werden.
Dafiir leiten wir zuerst eine rekursionsfreie Darstellung von x, her.

Lemma 7.1. Fiir xo = 0 gilt

m—1
Xm =@ ) (Id-wK*K)"K*y fiir allem € N.
n=0

'Diese Methode zur Losung von linearen Gleichungssystemen geht auf Lewis Fry Richardson zurtick. Er
propagierte auch 1922 die heutige Methode der Wettervorhersage auf Basis von numerischer Simulation.
(Ein eigener erster Versuch von 1910 — durchgefithrt von Hand! — war grundsatzlich korrekt, lieferte
aber wegen gestorter Eingabedaten ein falsches Ergebnis. Wettervorhersage ist ein schlecht gestelltes
Problem!)

?Zur Losung von schlecht gestellten Operatorgleichungen wurde diese Methode zuerst von Lawrence
Landweber betrachtet. In [Landweber 1951] zeigt er die Konvergenz fiir y € R(K); andernfalls, schreibt er
dort, konnten die Iterierten ,als niitzliche Naherungslosung dienen®
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Beweis. Dies folgt mit vollstandiger Induktion: Fir m = 1ist
x1 = wK*y = 0(Id —0K*K)’K*y.
Sei nun m € N beliebig und gelte die behauptete Darstellung fiir x,,. Dann ist

Xm+1 = Xm + CL)K*(y - me)
= (Id —wK*K)xy, + 0Ky
m—1
= (Id-0K*K) |w Z(Id —wK*K)"K*y | + wK*y
n=0
m—1
=0 ) (d-0K"K)"'K"y + 0(ld 0K "K)’K"y

n=0

m
=0 ) (Id-0K"K)"K’y. O

n=0

Die nach Iteration m abgebrochene Landweber-Iteration (7.1) wird also erzeugt durch einen
linearen Operator, d. h.
Xm = em(K*K)K™y
mit
1-(1-wd)® 1-(1-0)"
1-(1-wl) A '

m-1
pn) =0 Y (1-0d)" = 0
n=0

Bis auf die Schreibweise ¢,, anstelle von ¢, fir a = % (d. h. statt @ — 0 betrachten wir
m — oo) hat das genau die Form aus Beispiel 5.2 (iii).

Satz 7.2. Fiir o € (0,x™') wird durch {¢m}men eine Regularisierung {Ry,}men mit Ry, :=
om(K*K)K* definiert.

Beweis. Wir missen lediglich zeigen, dass ¢,,(1) — % fir m — oo konvergiert und Ag,, (1)
gleichmafig beschrénkt ist fiir alle m € N. Wegen der Bedingung an w gilt 0 <1-wA < 1
fur alle A € (0, k], woraus sowohl (1 — wA)™ — 0 fir m — oo als auch

Mom(D)] =1-(1-A)" <1 fir alle m € Nund A € (0, k],
d.h. C, = 1, folgt. Also ist {¢m}men ein regularisierender Filter, und Satz 5.5 liefert die
Behauptung. O

Die Landweber-Iteration konvergiert also genau dann fiir m — oo gegen die Minimum-
Norm-Lésung x7, wenn y € D(KT) liegt; ansonsten divergiert sie. Es liegt nun nahe, den
Abbruchindex nach dem Diskrepanzprinzip zu wihlen: Zu 7 > 1 bestimme m(8, y°) so,
dass fiir x° := Rpy° gilt

(7.2) ||Kxfn(57y5) - y5||Y <716 < ||Kx§sn - y5||Y fur alle m < m(9, y‘s).
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(Dies ist kein zusétzlicher Rechenaufwand, denn das Residuum y‘S - Kxfn wird als Teil
der Iterationsvorschrift (7.1) berechnet.) Die Existenz solch eines m(5, y°) garantiert dabei
Satz 4.7. Im Folgenden sei stets w € (0, k™) angenommen.

Satz 7.3. Fiirallev > 0 und v > 1 ist die Landweber-Regularisierung zusammen mit der
Parameterwahlstrategie (7.2) ein ordnungsoptimales Regularisierungsverfahren.

Beweis. Wir weisen die notwendigen Eigenschaften fiir ¢, nach, wobei wir a = % setzen.
Zuerst gilt wegen wA < 1 mit der Bernoullischen Ungleichung

1-(1-wl)™ < [1—1+ mowA| )
= wm = wa
A - A

lpm(A)| = fiir alle A € (0, k]

und damit die Bedingung (5.5) (falls o < 1; ansonsten zeigt die Betrachtung des Beweises
von Satz 5.10, dass dadurch nur die Konstante C, vergrossert wird).

Weiter folgt aus der Bernoullischen Ungleichung auch (1 + x) < e* und damit
rmD) =1-Apm(V) = (1—0)" <e@™<1=:C, firallemeN,A € (0,«].

Wir betrachten nun fiir v > 0 und m fest die Funktion h,,(1) := 1"/2¢~“*" und berechnen

% (/1) — KAV/Z—le—w/lm _ wm)tv/Ze—m/lm — Av/Z—le—w/lmwm v -2
" 2 20m

In der Nullstelle A* = 5> ist h;;(1*) < 0, daher ist

v/2
sup AV/Zrm(/l) < sup hpy(A) = hy, (L) = ¢ /2 (l) m™V? = C,a"/.
2€(0.x] 2€(0,00) 2om 2w

Damit gilt (5.6) fiir alle v > 0. Die Landweber-Iteration hat also unendliche Qualifikation,
und die Aussage folgt fiir 7 > C, = 1 aus Satz 5.10. O

Wir untersuchen nun die Monotonie-Eigenschaften der Landweber-Iteration.
Satz 7.4. Seim € N. Gilthfn — y5 # 0, so ist

1Kxp1 = ¥ lly < KD, = ¥l
Beweis. Aus der Iterationsvorschrift (7.1) folgt
Kxl, -y =K ((Id ~wK*K)x® + a)K*y(S) —y°
= (Id —~wKK")Kx — (Id +wKK*)y°
= (Id —wKK*)(Kx, — y°)

66



7 LANDWEBER-REGULARISIERUNG

1

und damit wegen @ < k™' = 072 < o, 2 fiirallen € N

2
Ky =3I} = D (1= wayy?

neN

2
< 2| (et = v | < xh, = 512, 0

neN

(Kxf” - u”)y

Das Residuum ist also stets monoton fallend. Fiir den Fehler gilt dies aber nur bedingt.

Satz 7.5. Seim € N. Gilt
IKx5, = ¥°lly > 26,

so ist

)

”xm+1

é
- x"lIx < llxp, = x"llx-
Beweis. Wir verwenden die Iterationsvorschrift und schreiben mit £5 = y° — Kx% und
y = Kx'
It = x5 =l = x" + 0K (" = Kk

1 i T S #0 * #8
= llxh, = "I - 20 (K~ K 0]+ @K B
1) é § g0 é S
= llxh =<1 + o (£ — 2y + 2Kxh, £2) + o (lIK &M~ IEDIE) .

Wir miissen nun zeigen, dass die letzten beiden Terme negativ sind. Fiir den ersten Term
verwenden wir die Definition von £2, und erhalten durch Einsetzen von &9 = 2£0 — £0 =
2y° — 2Kxp — &)
(&0 -2y +2kxh ) =2(y" -v.83) - M
) )
< 2801Enlly = gy
é 19 §
= (26 = 1K, = °lly gy <o,

da die Klammer nach Annahme negativ und ||£5|ly > 0 ist. Fiir den zweiten Term in
Klammern verwenden wir, dass wegen o < k™! gilt

6112 2 6112 4112 6112
wllK*§m||X S 6‘)”I(*”L(Y’X)”é‘:m”Y = 6()Kllgm” < ”gm”X

und damit
(73) o (OIKEIE - IEIE) < 0.
Zusammen erhalten wir die gewiinschte Ungleichung. ]
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7 LANDWEBER-REGULARISIERUNG

Die Landweber-Iteration reduziert also zunachst den Fehler, bis das Residuum unter das
doppelte Fehlerniveau fillt. (Fir das Diskrepanzprinzip sollte daher stets 7 < 2 gewahlt
werden, um nicht garantiert zu frith abzubrechen.) Danach wird fiir y° ¢ R(K) aufgrund von
Satz 5.5 der Fehler aber wieder anwachsen. Dieses Verhalten wird Semikonvergenz genannt
und ist typisch fiir iterative Verfahren, wenn sie auf schlecht gestellte Probleme angewendet
werden. Das Diskrepanzprinzip verhindert dann, dass der Fehler wieder beliebig anwachst.
(Ein leichtes Anwachsen wird dabei in Kauf genommen - wie stark, hangt von der Wahl
von 7 € (1,2) ab.) Der folgende Satz gibt eine obere Schranke fiir die Anzahl der dafiir
notwendigen Schritte an.

Satz 7.6. Fiirt > 1und y® € Bs(Kx%) bricht das Diskrepanzprinzip die Landweber-Iteration
spdtestens nach m(8, y°) Schritten ab, wobei

m(8,y°) < C67 fur ein C > 0.
Beweis. Wir leiten zuerst eine Konvergenzrate fiir das Residuum in Abhéngigkeit von
m her. Dazu betrachten wir fir n > 0 die Iterierten x,, die die Landweber-Iteration mit
den exakten Daten y := Kx® € R(K) erzeugt, und bezeichen mit &, das entsprechende

Residuum &, = y — Kx,,. Wir schitzen nun dhnlich wie im Beweis von Satz 7.5 ab. Aus der
Iterationsvorschrift folgt durch einfaches Umformen und mit (7.3)

2 2 2 * 2
”x?L - xn”X - ”xT - xn+1||x = ”xT - xn”x - ”xJr —xp — 0K §n”x
= 20 (Kx — Kxn &) = o?IK" Gl
2 * 2 2
= o (&I - oK &%) + ollé&lly

2
> || Eally-

Summieren tiber n = 1,...,m ergibt zusammen mit der Monotonie des Residuums aus
Satz 7.4, dass

m
2 2 2 2
" =l =l = xaally = D (ot = xallE = ot = w0l
n=1

m
2 2
>0 ) &} > omllénl}.
n=1

Insbesondere ist daher
ly = Kxmllz < (wm)MIx" = x|

Wie im Beweis von Satz 7.4 gilt nun wegen xy = 0
£ =% — Kx? = (I[d—wKK*)(y° = Kx? ) =--- = (Id —wKK")™y°
und analog &, = (Id —wKK*)™y. Daraus folgt

2
10d=0KK*Y" (" = I = Y= 002 |(y° = o) | < 1y =yl

neN
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7 LANDWEBER-REGULARISIERUNG

und damit

IKxS, = ¥0lly = [I(1d —wKK*")™y? |ly
< |(1d —wKK*)™y|ly + |(1d —wKK*)"(y° — y)lly
< lly = Kxmlly + 115° = ylly

< (om)2|lx" = xilx + 8.

Das Diskrepanzprinzip bestimmt nun den Abbruchindex m(8, y°) so, dass zum ersten Mal
||er‘i 6% 10|ly < 76 ist. Wegen der Monotonie des Residuums gilt das spatestens fiir
das erste m € N mit

(wm) ™ ?|x" = xi|lx + 6 < 78

beziehungsweise
T 2
x'—x
s | il oy
w?(1t —1)?
Es ist also sicher
m(8,y°) < m < C572

mit C := 0 (r = 1)7?||Ix" — x;||2 + max{1, §?}. (Beachten Sie, dass x; die erste Iteration zu
den exakten Daten ist und daher nicht von § abhéngt.) ]

Es tiberrascht nicht, dass man diese Abschétzung unter der iiblichen Quellbedingung
x" € X, noch verbessern kann: Aus (5.12) folgt mit a = % die Abschéitzung m < C5~ v,
Trotzdem erfordert die Landweber-Regularisierung in der Praxis oft zu viele Iterationen,
bis das Abbruchkriterium erreicht ist, und man greift zu beschleunigten Varianten wie
etwa in [Engl, Hanke u.a. 1996, Kapitel 6.2, 6.3] beschrieben. Auflerdem lasst sich der
Ansatz, ein iteratives Verfahren zur Losung der Normalengleichung durch vorzeitigen
Abbruch in ein Regularisierungsverfahren zu verwandeln, auch auf andere Verfahren
als die Richardson-Iteration anwenden; eine beliebte Wahl ist dabei das Verfahren der
konjugierten Gradienten; siehe [Engl, Hanke u. a. 1996, Kapitel 7].
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8 DISKRETISIERUNG ALS REGULARISIERUNG

Und nun zu etwas vollig anderem. Wie wir gesehen haben, liegt die fundamentale Schwie-
rigkeit bei inversen Problemen in der Unstetigkeit der Pseudoinversen fiir kompakte Opera-
toren K : X — Y mit unendlichdimensionalem Bild. Es ist daher naheliegend zu versuchen,
eine Folge von Operatoren K, mit endlichdimensionalem Bild zu konstruieren und die
gesuchte Minimum-Norm-Lésung K’y mit Hilfe der (nun stetigen) Pseudoinversen (K,)"
anzunahern. Dies funktioniert — bis zu einem gewissen Grad — tatsachlich. Um ein endlich-
dimensionales Bild zu erhalten, haben wir im wesentlichen zwei Mdglichkeiten:

(i) Wir schranken das Urbild von K auf einen endlichdimensionalen Unterraum X,, ¢ X
ein und definieren K, : X,, — Y. (Ist ndmlich {xi,...,x,} eine Basis von X, so
ist auch R(K,) = span{Kxy, ..., Kx,} endlichdimensional.) Man bezeichnet diesen
Ansatz als Ausgleichsprojektion (englisch: ,least-squares projection®).

(i) Wir schréanken direkt das Bild von K auf einen endlichdimensionalen Unterraum Y,, C
Y ein und definieren K, : X — Y,,. Dies bezeichnet man als duale Ausgleichsprojektion
(englisch: ,dual least-squares projection®).

Natiirlich kann man auch Bild und Urbild einschranken und K, : X,, — Y,, definieren; dies
bietet aber aus Sicht der Regularisierung keinen Vorteil. Wir betrachten nun beide Ansatze,
wobei sich der zweite als vorteilhafter herausstellen wird. Da wir dabei keine Spektraltheo-
rie benétigen, betrachten wir hier einen beschrankten Operator T € £(X,Y).

8.1 AUSGLEICHSPROJEKTION

Sei eine Folge {X},},en von geschachtelten Unterraumen
XxicX, o CX

mit dimX, = n und U, Xn = X gegeben. Sei weiterhin P, := Px, die orthogonale
Projektion auf X, und T,, := TP, € L(X,Y). Da T, endlichdimensionales Bild hat, ist
T = (T, stetig. Wir wiahlen also fiir y € Y die Regularisierung x, := T y, d. h. die
Minimum-Norm-Loésung von TP,x = y. Nach Lemma 3.4 ist

xp € R(TT) = N(Tp)*t = R(T;) = R(P,T*) C Xy,
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8 DISKRETISIERUNG ALS REGULARISIERUNG

da X, endlichdimensional und damit abgeschlossen und P, selbstadjungiert ist. (Wir suchen
also nach der Minimum-Norm-Lésung nur in X, statt in ganz X.) Um zu zeigen, dass T
eine Regularisierung im Sinne von Definition 4.1 darstellt, miissen wir nun zeigen, dass fiir
y € D(T7) gilt x, — x. Dies konnen wir iiber die Norm von x, charakterisieren.*

Lemma 8.1. Fiiry € D(T") konvergiert x, — x' genau dann, wenn giltlimsup,_,_ ||x,|lx <
1" lx-

Beweis. Aus x, — x' folgt sofort mit der Dreiecksungleichung

Ixallx < 1% ="l + llTllx = llxTllx

Ist umgekehrt die lim sup-Bedingung erfiillt, so ist die Folge {||xy|[x }nen und damit auch
{xn}nen in X beschrénkt. Es existiert also eine schwach konvergente Teilfolge {xp, }ren und
ein X € X mit x4 := x,, — X und Tx; — Tx. Nach Definition von x; als Ausgleichslésung
von Tyx = y (mit minimaler Norm) sowie Tx' = Pzy nach Lemma 3.4 (iv) und R(T) =
N(T)* gilt nun

I Texi = Tx"[|3 + 1(1d =PR)yll§ = | Texi = I3 < 11 Tex = ylI3
= |Tex — Tx'|2 + |1d —PR)yll;  fiir alle x € X.

Wegen xi € X, d. h. xx = Prxg, folgt daraus fiir x = Pex’

(81)  |Txx — Tx"|ly = |Texx — TxT|ly < || TePex’ — Tx'|ly = [|TPex” — Tx"||y
< Il zx.nlI(T = Pe)x"Ix.

Nach Annahme an {X},},en konvergiert der letzte Term gegen Null fiir k — oo, und daher
gilt Tx; — Tx'. Also muss ¥ — x € N(T) sein. Nun ist stets x' € N(T)*, und daher folgt
aus der schwachen Unterhalbstetigkeit der Norm zusammen mit der lim sup-Bedingung

I - 0%+ I = 15l < liminf el < limsup [l < 2
k—co k—o0

und damit ¥ = x'. Jede Teilfolge konvergiert daher schwach gegen den selben Grenzwert
x'. Also muss die gesamte Folge (schwach) gegen x' konvergieren.

Schlief3lich ergibt die Unterhalbstetigkeit zusammen mit der lim sup-Bedingung, dass auch
llxallx — llxT|lx konvergiert, woraus zusammen mit der schwachen Konvergenz die starke
Konvergenz folgt. o

'Wir folgen hier [Kindermann 2016]; der entsprechende Beweis in [Engl, Hanke u. a. 1996] {iber eine analoge
Aussage fiir die schwache Konvergenz ist fehlerhaft und benétigt eine zusétzliche Annahme, wie in [Du
2008] bemerkt wurde.
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Leider lassen sich Beispiele konstruieren, in denen {||x,||x }nen nicht beschrankt ist; siehe
zum Beispiel [Engl, Hanke u. a. 1996, Example 3.19]. Eine hinreichende Bedingung fiir die
Konvergenz gibt der folgende Satz.

Satz 8.2. Seiy € D(T) und

(8.2) lim sup [|(T;) %, lly = lim sup [|(T;)*xaly < co.

n—oo n—oo

Dann konvergiert x, — x.

Beweis. Wegen

eally = (on = xT,3) o+ (6 30) < (o= xfm) o+ I Il
X X X

geniigt es zu zeigen, dass der erste Term auf der rechten Seite gegen Null konvergiert.
Dafiir setzen wir wy, := (T, )*x, und verwenden, dass wegen x, € R(T,) = R(T;) (denn
R(T;) € X, ist endlichdimensional) gilt T;w, = x,. Wir konnen daher wie folgt abschétzen:

(8-3) (xn - xT’ xn) = (xn - xT’ T:Wn) = (Tnxn - TnxTa Wn)
X X Y
= (Tnxn — Tx%, W")Y + (TxT — T,,xT, W")Y
< (I = Tl + 1TGd =PIl ) wnlly
< 2| Tl e l1Ad =Po)x T lx [[wally

wobei wir im letzten Schritt wieder (8.1) verwendet haben. Nach Annahme (8.2) ist nun der
letzte Term beschrankt, wiahrend der vorletzte Term und damit die gesamte rechte Seite
gegen Null geht. Zusammen mit Lemma 8.1 ergibt dies die Aussage. O

Damit die Ausgleichsprojektion einen Regularisierungsoperator definiert, miissen also die
Unterraume X, passend zu T gewahlt werden. Bevor wir uns der dualen Ausgleichspro-
jektion zuwenden (die ohne eine solche Annahmen auskommt), betrachten wir noch den
Spezialfall kompakter Operatoren.

Satz 8.3. Erfiillt K € K(X,Y) die Bedingung (8.2), so ist xT € R(K*).

Beweis. Sei wieder wy, := (K,J[ )*x,. Aus (8.2) folgt, dass {wy, }nen beschrankt ist und daher
eine schwach konvergente Teilfolge wy — w € Y besitzt. Da K und damit auch K* kompakt
ist, folgt K*wy — K*w. Nun ist aber wegen (KZ)* = (KT = (P,K*)f

K*Wk = PkK*Wk + (Id —Pk)K*Wk =X + (Id —Pk)K*Wk.

Grenziibergang auf beiden Seiten ergibt wegen Satz 8.2, der Beschranktheit von wg, und
I 1d —Pr|l £(x.x) — 0 nun K*w = x", d.h. xT € R(K¥). O
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Die Bedingung (8.2) impliziert also bereits eine Quellbedingung. Es ist daher nicht verwun-
derlich, dass wir eine Abschitzung fiir die Konvergenz x, — x' zeigen konnen.

Satz 8.4. Erfillt K € K(X,Y) die Bedingung (8.2) und isty € D(K'), so existiert eine
Konstante C > 0 mit

%2 = x"|lx < ClAd=P)K* |l zvx)  fiirallen € N.
Beweis. Wegen Satz 8.3 existiert ein w € Y mit x™ = K*w. Also gilt wegen (8.1)
(0 =) < 1y = Kl lwlly < KBy = 10"y oy
Zusammen mit (8.3) und der Beschrénktheit der w, := (KZ )*x,, folgt daraus

s = xT[1% = (xn - xT,xn) - (xn - xT,xT)
X X
< 2||K(1d =Po)x" [l [lwally + IKId —Py)x Iyl wlly
< C|IK(1d -P,)x"|ly = C||IK(Id —P,)(Id —P,)K*w|ly
< ClId=PK" 2y 1wl

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass Projektionen selbstadjungiert sind und
daher der Operator in der Norm die Form K*K fiir K := (Id —P,)K™ hat. O

8.2 DUALE AUSGLEICHSPROJEKTION

Hier wird das Bild von T direkt diskretisiert. Wir betrachten also eine Folge {Y; },en von
geschachtelten Unterraumen

icY,c---CcR(T)=NTH* Y

mit dimY, = nund U,y Yo = N(T*)*. Sei nun Q, := Py, die orthogonale Projektion
auf YV, und T,, := Q,T € L(X,Y). Wieder ist T) und damit auch T, Qp stetig, und wir
kénnen x,, := T, 0Qny, d. h. die Minimum-Norm-Lésung von Q,Tx = Q,y, als Kandidaten
fiir eine Regularisierung nehmen. Um zu zeigen, dass dadurch ein Regularisierungsoperator
definiert wird, konnen wir folgende niitzliche Charakterisierung verwenden.

Lemma 8.5. Seiy € D(T"). Dann ist x, = P,x", wobei P, := Px, die orthogonale Projektion
auf X, :==T*Y, := {T*y : y € Y} bezeichnet.

Beweis. Zuerst halten wir fest, dass wegen der Endlichdimensionalitat von T,, gilt

R(T,) = N(To)* = R(T;) = R(T*Qp) = T*Y, = X,
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und damit x, € X, sowie X;- = N(T,). Daraus folgt auch
T,(Id=P,)x =0 fur alle x € X,

d.h. T,P, = T,. Weiterhin gilt wegen Y, ¢ N(T*)* = R(T) (und daher R(T)* c N(Qp,))
sowie Lemma 3.4 (iv)

Ony = QuPrayy = QuTT'y = QuTx" = Tx'.
Zusammen erhalten wir fiir beliebige x € X, dass gilt
IThx = Onylly = I Thx — TnxT”Y = ||Twx - TnanT”Y = || Tu(x - anT)”Y-

Nun ist x,, definiert als die Minimum-Norm-Lésung von T,x = Q,y, d.h. als dasjenige
x € N(T,)* = X, fiir das || T,x — Q,y|ly minimal wird - was fiir x = P,x" € X, der Fall ist.
Da die Minimum-Norm-Lésung eindeutig ist, folgt x, = P,x". O

Satz 8.6. Seiy € D(T"). Dann konvergiert x, — x.

Beweis. Aus den Eigenschaften von Y, folgt X, € X, und

an - U T*Y, = T* U Y, = T"N(TH* = R(T*) = N(T)*.

neN neN neN

Wegen x € R(TT) = N(T)* konvergiert also x, — x. O

Mit Hilfe einer Quellbedingung konnen wir wieder eine Fehlerabschatzung wie in Satz 8.4
zeigen.

Satz 8.7. FirT € L(X,Y) undy € D(T) mit x* € R(T*) existiert eine Konstante C > 0 mit

I, = xFllx < CNAd=P)T |l svxy  fiirallen € N,
Beweis. Aus der Quellbedingung x' = T*w fiir ein w € Y und Lemma 8.5 folgt sofort

llxn = x"llx = [1Pax" = xT[|x = [|(1d =P)T*wllx < [I(1d =Po)T*| v x) | wly- o

Auch die duale Ausgleichsprojektion definiert also einen Regularisierungsoperator. Nach
Satz 4.5 existiert daher eine a priori-Parameterwahl, mit der die duale Ausgleichsprojektion
ein konvergentes Regularisierungsverfahren bildet. Um diese Wahl zu charakterisieren,
miussen wir die Norm von TnT abschatzen. Dafiir konnen wir verwenden, dass T, ein endlich-
dimensionales Bild hat und deshalb kompakt ist; es existiert also ein (endliches) singulédres
System {(pk, Uk, Ok }ke{a,... n)- Insbesondere sei p1, der betragskleinste Singularwert von Tj,.
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Satz 8.8. Seiy € D(TT) sowie y° € Bs(y) und x° = TJQ,,y. Ist n(8) so gewdhlt, dass gilt

)
Hn(s)

n(d) — oo, -0 fiiré — 0,

. 5 F o
dann konvergiert Xoe) X firé — 0.

)
Beweis. Wir gehen vor wie in Satz 4.6 und beginnen mit der iiblichen Zerlegung

||xf,(5) - er”X < ”xn(5) - xT”X + ||XS(5) - xn(5)||X-
Der erste Term konvergiert nach Satz 8.7 gegen Null fiir n — oo.

Fir den zweiten Term verwenden wir die Singularwertzerlegung von T, und (3.9) und
erhalten fiir jedes n € N

n
ITiIE = bl 0eiwy P < vl firalley € Y,
k=1

mit Gleichheit fir y =4, € Y, d. h. ||T,j lzvx) = ,u;l. Da Q, eine orthogonale Projektion
ist, gilt
b}
15 = xnllx = 100 ° = Mllx < TN olly® = vy < =

n

Die Behauptung folgt nun aus den Bedingungen an n(J). ]

Unter der Quellbedingung aus Satz 8.7 erhalten wir auf diesem Weg ahnlich wie in Satz 5.8
auch Konvergenzraten. (Analoge Resultate gelten unter der Bedingung (8.2) auch fiir die
Ausgleichsprojektion.)

Wir kdnnen uns nun fragen, wie wir Y, fiir festes n wahlen miissen, um den Gesamtfehler
zu minimieren, wofiir wir nach Satz 8.8 insbesondere p, maximieren miissen. Diese Frage
kann fiir kompakte Operatoren explizit mit Hilfe des Courantschen Minimax-Prinzip® fir
Eigenwerte beantwortet werden: Die (abfallend sortierten) Eigenwerte A, eines selbstad-
jungierten kompakten Operators A € K (X, X) erfiillen
A, = minmax {(Ax, x)y : ||x|lx =1, dimV*+t =n -1
» = minmax {(4x, x)y : [y }
=maxmin{(Ax, %)y : ||x|lx =1, dimV = n}.
max min {(4x, 1) : Ixllx }

Satz 8.9. Sei K € K(X,Y) mit singuldrem System {(cn, up, Un) tneny und Y, C Y mitdimY, =
n. Dann ist p, < op.

2z.B. [Kaballo 2011, Satz 12.6]

75



8 DISKRETISIERUNG ALS REGULARISIERUNG

Beweis. Da p, Singulirwert von K, ist, ist u2 Eigenwert von K,K* = Q,KK*Qp; analog ist
o2 Eigenwert von KK*. Sei fiir k € N weiterhin Uy := span{uy, ..., u;} € R(K*). Wegen
dim Y, = n existiert ein y € U, N Y, mit ||y]ly = 1 (sonst miisste U.- | C Y;" sein, hat dafiir
aber zu kleine Kodimension). Aus dem Courantschen Minimax-Prinzip folgt dann

pi = maxmin {(QuKK'Quy. )y ¢ I¥lly =1, y € V. dimV = n|
= myin {(KK*)’»J/)Y : ”)’”Y = l’ y € Yn} S (KK*)_/’:)_})Y

< max {KK*y,y)y : ylly =1, y € UL} = of,

denn das Maximum wird fiir y = u, € U | angenommen. O

Dabei wird Gleichheit fiir Y,, = U, angenommen, denn dann ist y = u, der einzige Vektor,
der im Beweis in Frage kommt. Dies entspricht aber genau der abgeschnittenen Singu-
larwertentwicklung aus Beispiel 5.2 (i). Tatsachlich ist die Wahl Y, = U, auch optimal
beziiglich des Verfahrensfehlers.

Satz 8.10. Sei K € K(X,Y) mit singuldrem System {(o,, Un, V) }nen und Y, C Y mitdimY, =
n. Dann ist

(Td =Po)K" || £(v.x) = Ont1s
wobei fiir Y, = U, Gleichheit herrscht.

Beweis. Wir verwenden wieder das Courantsche Minimax-Prinzip, diesmal fiir o2 Eigen-
wert von K*K. Mit X,, := K*Y, und P, := Px, gilt dann

ol = mVinm)?x {(K'Kx,x)x : Ixllx =1, x € V c X, dimV* = n}
< max {(K*'Kx,x)x : Ixllx =1, x € X5}
= masc {(K"K(L ~ Py)x. (I~ Py : lxllx = 1)
— max {J[K( - Pl : il = 1}
= KU =Pu)ll7x vy = 1Ad =P)K 17y x)-

Ist Y, = Uy, soist X, = K*U, = span{vy,...,v,} und fir diesen Unterraum wird das
Minimum in der Ungleichung angenommen. m]

Damit ist die bestméogliche Konvergenzrate (unter der Quellbedingung aus Satz 8.7) fiir die
duale Ausgleichsprojektion

n

Fo)
18— xTlly < C (a + 5_) |

und diese wird fiir die abgeschnittene Singularwertzerlegung angenommen.
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Ohne Kenntnis eines singuldren Systems muss man in der Praxis n sehr klein wéhlen,
um die Bedingung an pu, garantieren zu kénnen, und man erhalt damit eine zu grobe
Diskretisierung. Man kombiniert daher iiblicherweise eine deutlich feinere Diskretisierung
mit einer der bereits besprochenen Regularisierungen. Um dabei eine optimale Konver-
genzrate zu erhalten und gleichzeitig unnétigen Rechenaufwand zu vermeiden, sollte dabei
der Regularisierungsparameter in Abhangigkeit sowohl von § als auch von n (bzw. n in
Abhéngigkeit von a(d)) passend gewahlt werden.
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Teil 111

NICHTLINEARE INVERSE PROBLEME
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9 NICHTLINEARE SCHLECHT GESTELLTE PROBLEME

Wir betrachten nun fiir eine nichtlineare Abbildung F : U — Y mit U C X und Hilbert-
raumen X und Y die Operatorgleichung F(x) = y. Nichtlineare inverse Probleme tauchen
in vielen Bereichen auf; so ist beispielsweise das Problem, aus Kenntnis der Losung einer
partiellen Differentialgleichung auf ihre Koeffizienten zu schlieflen (etwa im Rahmen der
elektrischen Impedanztomographie), ein nichtlineares schlechtgestelltes Problem. Wir wer-
den diese Schlechtgestelltheit nun abstrakt charakterisieren. (Konkrete Beispiele erfordern
Resultate iiber partielle Differentialgleichungen, die den Rahmen der Vorlesung sprengen
wiirden.)

Ein wesentlicher Unterschied zwischen linearen und nichtlinearen Operatoren ist dabei,
dass sich letztere auf verschiedenen Teilmengen von X sehr unterschiedlich verhalten kon-
nen. Die globale Charakterisierung der Korrekt- oder Schlechtgestelltheit nach Hadamard
ist daher zu restriktiv. Wir nennen die Gleichung F(x) = y lokal korrekt gestellt in x € U,
wenn ein r > 0 existiert, so dass fir alle Folgen {x,},en € B(x) N U mit F(x,) — F(x)
gilt x, — x. Andernfalls heif3t die Gleichung lokal schlecht gestellt (in x). In diesem Fall
existiert fiir alle r > 0 eine Folge {x,},en € By(x) N U mit F(x,) — F(x), fur die x, nicht
gegen x konvergiert. Fiir einen linearen Operator T : X — Y ist Tx = y entweder fir
alle x € X lokal korrekt oder fiir alle x € X lokal schlecht gestellt. Letzteres ist genau
dann der Fall, wenn T nicht injektiv oder R(T) nicht abgeschlossen ist, etwa fiir kompakte
Operatoren mit unendlichdimensionalem Bild.

Fiir nichtlineare Operatoren ist die Situation etwas diffiziler. Wie im linearen Fall nennen
wir F : U — Y kompakt, wenn zu jeder beschriankten Folge {x,},en C U eine konver-
gente Teilfolge {F(x,)}nen C Y gehort. Nichtlineare kompakte Operatoren miissen aber
nicht stetig (und damit vollstetig) sein (betrachte etwa einen beschrankten Operator mit
endlichdimensionalem Bild); dies ist eine zuséatzliche Forderung. Tatséchlich geniigt eine
schwichere Eigenschaft: F : U — X heif3t schwach abgeschlossen, wenn aus x, — x € U
und F(x,) — y folgt F(x) = y.

Lemma 9.1. Sei F : U — Y kompakt und schwach abgeschlossen. Dann ist F vollstetig, bildet
also schwach konvergente Folgen in X auf stark konvergente Folgen in 'Y ab.

Beweis. Sei {x,}nen C U eine schwach konvergente Folge mit x, — x € U. Dann ist
{xn}nen beschrankt, und {F(x,)}en besitzt daher eine konvergente Teilfolge {F(x,, )} ken
mit F(x,, ) — y € Y. Da stark konvergente Folgen auch schwach konvergieren, folgt aus
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der schwachen Abgeschlossenheit y = F(x). Angenommen, es gibe nun eine Teilfolge
{F(xn,)}ken, die gegen y # F(x) konvergiert. Dann wiirden wir durch Anwenden der
obigen Argumentation auf {x,, }ren einen Widerspruch erhalten, woraus die Konvergenz
der gesamten Folge {F(xy)}nen gegen F(x) folgt. O

Fiir solche Operatoren gilt ein analoges Resultat zu Folgerung 3.8.

Satz 9.2. Sei X ein unendlichdimensionaler separabler Hilbertraum und F : U — Y vollstetig.
Dann ist F(x) = y lokal schlecht gestellt in allen inneren Punkten von U.

Beweis. Da X separabel ist, existiert eine (unendliche) Orthonormalbasis {uy, },en. Sei nun
x € U ein innerer Punkt und r > 0 mit B,(x) C U, und setze x, := x + 5u, € B;(x). Dann
ist ||x, — x|lx = 5, aus der schwachen Konvergenz u, — 0 jeder Orthonormalbasis folgt
aber x, — x und damit F(x,) — F(x) wegen der Vollstetigkeit von F. O

Wie im linearen Fall definieren wir nun Minimum-Norm-Lésungen und Regularisierungs-
operatoren. Da fiir nichtlineare Operatoren die Null ihre Sonderrolle verliert, bezeichnen
wir fiir ein y € R(F) und ein x € X ein x* € U mit F(x") = y und

It = xollx = min {llx = xollx s F(x) = v}

als xo-Minimum-Norm-Losung. Fiir nichtlineare inverse Probleme muss diese, im Gegensatz
zum linearen Fall, nicht eindeutig sein! Thre Existenz setzt auch voraus, dass F(x) = y
iiberhaupt eine Losung besitzt. Eine Regularisierung von F(x) = y besteht nun aus einer
Familie {R,}4>0 stetiger (eventuell nichtlinearer) Operatoren R, : X X Y — X so dass
Ry(x0,y) fiir @ — 0 gegen eine xo-Minimum-Norm-Losung x* konvergiert. Zusammen
mit einer Parameterwahlstrategie fiir & definiert man nun wie gehabt ein (konvergentes)
Regularisierungsverfahren. Fiir nichtlineare inverse Problem lassen sich Regularisierungs-
operatoren in der Regel nicht explizit angeben; die meisten Verfahren basieren stattdessen
auf einer (iterativen) Linearisierung des Problems.

Dafiir benétigt man einen geeigneten Ableitungsbegrift fiir Operatoren zwischen normier-
ten Rdumen. Seien X, Y normierte Rdume, F : U — Y eine Abbildung mit U ¢ X und
x € U sowie h € X.

« Existiert der einseitige Grenzwert

. F(x+th)— F(x)
lim

t—0t t

=: F'(x; h),

so nennen wir diesen Richtungsableitung in x in Richtung h.
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9 NICHTLINEARE SCHLECHT GESTELLTE PROBLEME

« Falls F'(x; h) fir alle h € X existiert und durch
DF(x)h := F'(x; h)

ein linearer beschrankter Operator definiert wird, so heil3t F Gateaux-differenzierbar
(in x) und DF € L(X,Y) Gateaux-Ableitung.

« Gilt zusitzlich
IF(x + h) = F(x) = DF(x)hlly _
Ihllx—0 Il o
so heift F Fréchet-differenzierbar (in x) und F'(x) := DF(x) € L(X,Y) Fréchet-
Ableitung.

« Ist die Abbildung x — F’(x) (Lipschitz-)stetig, so heif3t F (Lipschitz-)stetig differen-
zierbar.

Der Unterschied zwischen Gateaux- und Fréchet-Differenzierbarkeit liegt also im Appro-
ximationsfehler von F in der Nihe von x durch F(x) + DF(x)h: Wahrend fur Gateaux-
differenzierbare Funktionen dieser nur beschrinkt durch ||h||x — also linear in ||k|[x - sein
muss, ist er fir Fréchet-differenzierbare Funktionen sogar superlinear in || h||x. (Fiir eine
feste Richtung h ist dies natiirlich auch fir Gateaux-differenzierbare Funktionen der Fall; fiir
Fréchet-differenzierbare Funktionen ist zusatzlich also Gleichmafigkeit in h gefordert.)

Ist F Gateaux-differenzierbar, kann man die Gateaux-Ableitung berechnen via

DF(x)h = (%F(x + th))

t=0

Offensichtlich sind lineare beschrankte Operatoren T € L(X, Y) tiberall Fréchet-differen-
zierbar mit Ableitung T’(x) = T € L(X,Y) fur alle x € X. Beachten Sie, dass Ableitungen
eines Funktionals F : X — R lineare Operatoren in £(X,R) sind, und daher nicht zu
Vektoren in X addiert werden kénnen. In Hilbert-Raumen (darunter auch R") kann man
aber DF(x) mit Hilfe des Satz von Fréchet-Riesz kanonisch mit einem Element VF(x) € X,
genannt Gradient von F, identifizieren tiber

(VFE(x),h)x = DF(x)h fur alle h € X.

Als Beispiel betrachten wir fiir die durch das Skalarprodukt induzierte Norm in einem
Hilbertraum das Funktional F(x) = %||x|| )2( Dann gilt fiir alle x, h € X, dass

%(x + th,x + th)y — % (2, %)y
t

F'(x;h) = lirgl = (x, h)y = DF(x)h,

t—0*
da das Skalarprodukt fiir festes x linear und stetig in & ist. Die quadrierte Norm ist also
Gateaux-differenzierbar in x mit Ableitung DF(x) : h — (x, h)y und Gradient VF(x) = x €
X; wegen

1 2 1 2
lim [ollx + Rl = 51l - G x| = lim 1||h||x =0
l|Allx—0 || hlx |IAllx—0 2
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9 NICHTLINEARE SCHLECHT GESTELLTE PROBLEME

ist sie sogar Fréchet-differenzierbar. Fasst man nun dieselbe Abbildungsvorschrift auf als
definiert auf einem kleineren Hilbertraum X’ < X (zum Beispiel X = L%(Q), X’ = H(Q)),
so ist immer noch DF(x)h = (x,h)y € L(X’,R), aber VF € X’ ist nun charakterisiert
durch

(VF(x), h)y, = DF(x)h = (x, h)x fiir alle h € X'.

Unterschiedliche Skalarprodukte fithren daher zu unterschiedlichen Gradienten.

Weitere Ableitungen erhélt man durch die iiblichen Rechenregeln fiir Fréchet-Ableitungen.
Beispielhaft sei hier die Kettenregel angegeben.

Satz 9.3. Seien X, Y, Z Banachrdume,U C X undF : U — Y Fréchet-differenzierbar inx € U
undG : Y — Z Fréchet-differenzierbariny = F(x) € Y. Dann ist GoF Fréchet-differenzierbar
in x und

(G o F)(x) = G'(F(x)) o F'(x).

Eine analoge Regel fiir Gateaux-Ableitungen gilt dagegen nicht!

Wir brauchen noch die folgende Variante des Mittelwertsatzes. Sei [a,b] C R ein be-
schrinktes Intervall und f : [a, b] — X stetig. Wir definieren dann das Bochner-Integral

fa b f(t)dt € X mit Hilfe des Satz von Fréchet-Riesz via

b b
(9.1) (/ f(t)dt, x) = / (f(t),x)y dt fur alle x € X,
a X a

denn die rechte Seite definiert wegen der Stetigkeit von t — || f(¢)||x auf dem kompakten
Intervall [a, b] ein stetiges lineares Funktional auf X. Aus der Konstruktion folgt sofort

/abf(t)dt

Lemma 9.4. Sei F : U — X Fréchet-differenzierbar in einer Umgebung V.C U von x € U und
seih € X sodassx +th €V fiirallet € [0,1] gilt. Dann ist

(9-2)

b
< dt.
= / 1F Ol de

1
F(x + h) — F(x) =/ F'(x + th)hdt.
0

Beweis. Betrachte fiir beliebiges w € X die Funktion

f:[0,1] - R, f(t) = (F(x + th),w)y.

Nach der Kettenregel in Satz 9.3 ist f differenzierbar mit

f'(t) = (F'(x + thyh,w)y ,
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und der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung in R ergibt

1 1
@@+@-F@ymxzﬂn—ﬂmzx:f@m:(l1wmwmmuw ,

X

wobei die letzte Gleichung aus (9.1) folgt. Da w € X beliebig war, folgt daraus die gewtiinsch-
te Gleichung. O

Mit Hilfe dieses Lemmas konnen wir den Linearisierungsfehler sogar quadratisch abschat-
zen, wenn die Ableitung lokal Lipschitz-stetig ist, d.h. Konstanten L > 0O und § > 0
existieren mit

(9.3) |F'(x1) — F'(x2)|l vy < Lllx1 — x2llx fur alle x;, x, € Bs(x).

Lemma 9.5. Sei F : U — Y Lipschitz-stetig differenzierbar in einer Umgebung V C U von
x € U. Dann gilt fir alleh € X mitx +th €V fiirt € [0,1]

, L
[F(x + h) = F(x) = F'(x)hlly < Ellhlli-
Beweis. Aus Lemma 9.4 mit (9.2) und (9.3) sofort

|IF(x + h) — F(x) — F'(x)h]ly = /OlF’(x + th)h — F'(x)h dt

Y

1
S/HF@+MM—F@WMt
0

1
L
< / LelhI dt = S ]2, .
0

Eine naheliegende Frage ist nun nach dem Zusammenhang zwischen der lokalen Schlecht-
gestelltheit von F(x) = y in x und der Schlechtgestelltheit der Linearisierung F’(x)h = 0.
Das folgende Resultat legt nahe, dass sich zumindest fiir vollstetige Operatoren die Schlecht-
gestelltheit Gbertragt.

Satz 9.6. Sei F : U — Y wvolistetig und Fréchet-differenzierbar in x € U. Dann ist F'(x)
kompakt.

Beweis. Sei x € U beliebig und angenommen, F’(x) ware nicht kompakt und damit nicht
vollstetig. Dann existiert eine Folge {h,},en mit b, — 0 sowie ein &€ > 0 mit

|F' (x)hn|ly > € fiir alle n € N.

Aus der schwachen Konvergenz folgt auch die Beschréanktheit, und wir kénnen (durch
entsprechende Skalierung von h, und ¢) ohne Einschrankung ||h,||x < 1fur allen € N
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annehmen. Nach Definition der Fréchet-Ableitung existiert nun ein § > 0 so dass fiir alle
llhllx < 6 gilt
, €
IFGe + h) = F(x) = F'(o)hlly < ZliAllx.

Da {hy }nen beschrénkt ist, existiert ein 7 > 0 klein genug, dass ||th,||l< < S und x+7h, € U
fiir alle n € N ist (sonst ware F in x nicht differenzierbar). Dann gilt x + th, — x, aber fiir
alle n € N ist

IFGx + thn) = FOOlly = IF'(e)(zhn) + F(x + thy) = F(x) = F'(x)(hn)ly

> |F' () (tha)lly — [F(x + thy) — F(x) = F/(x)(th)ly
> re — 7|\ hallx = > 7=
= n X2 P Tz.

Also ist F nicht vollstetig. O

Allerdings folgt daraus nicht notwendigerweise die Schlechtgestelltheit von F'(x)h = 0,
denn F’(x) kann ein endlichdimensionales Bild haben. Umgekehrt kann ein lokal korrekt
gestelltes Problem schlecht gestellte Linearisierungen haben, siehe [Engl, Kunisch u. a.
1989, Example A.1, A.2]. Dies hat natiirlich auch Auswirkungen auf Regularisierungen,
die auf einer Linearisierung beruhen. Der Grund fiir die Diskrepanz liegt darin, dass der
Linearisierungsfehler zwar asymptotisch superlinear gegen Null geht, jedoch fiir festes h
viel grof3er sein kann als das nichtlineare Residuum ||F(x + h) — F(x)||y oder das lineare
Residuum ||F’(x)h||y. Fur weitergehende Aussagen bendtigen wir also Bedingungen, die
die Nichtlinearitat von F einschrénken.

Eine Moglichkeit ist, weitergehende Glattheit von F zu fordern, zum Beispiel die lokale
Lipschitz-Stetigkeit der Ableitung in der Nahe von x € U. Unter dieser Annahme tibertragt
sich tatsdchlich die lokale Schlechtgestelltheit auf die Linearisierung.

Satz 9.7. Sei F : U — Y Fréchet-differenzierbar mit lokal Lipschitz-stetiger Ableitung. Ist
F(x) = y lokal schlecht gestellt in x € U, dann ist auch F'(x)h = 0 lokal schlecht gestellt.

Beweis. Angenommen, die nichtlineare Gleichung wére lokal schlecht gestellt, ihre Linea-
risierung aber lokal korrekt gestellt. Letzteres ist Aquivalent dazu, dass das Bild von F’(x)
abgeschlossen und F’(x) injektiv ist. Also existiert eine stetige Pseudoinverse F’(x)". Da mit
F'(x)" auch (F'(x)*)" = (F'(x)")" stetig ist, finden wir fiir alle h € X ein w := (F'(x)*)’h e Y
mit ||wl|ly < C||h||x. Sei nun p € (0,1) und setze § := %, dann ist insbesondere ||w||y < Zf”
fiir alle ||h||x < 8. Aus Lemma 3.4 (iv) zusammen mit R(F’(x)*) = R(F/(x)*) = N(F'(x))* =
X (denn wenn F'(x)" stetig ist, ist auch (F'(x)*)" stetig und F’(x)* hat abgeschlossenes Bild)
folgt dartiberhinaus
F'(x)w = F'(x)*(F'(x)*)'h = h.
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Wir schétzen nun den Linearisierungsfehler mit Hilfe dieser ,linearisierten Quelldarstel-
lung® und Lemma 9.5 ab: Fur alle h € X mit ||h||x < § gilt

IFGe+ ) = FGo) = F'Gohlly < SR = ZIF G wil = £ (FOOF G w, wy

L / / *®
< SIFGF ) wiyllwlly
< plIF"()hlly.
Aus der Dreiecksungleichung folgt nun

IF'(0)hlly = IF(x + k) = F(x) = F'(x)h = F(x + h) + F(x)lly
< plIF"()hlly + [IFGx + B) = F()lly

und damit

’ 1 ..
(9-4) IF'()hlly < EIIF(X +h)—F(x)lly  furalle [|h]lx < 6.

Nun ist F(x) = y als lokal schlecht gestellt angenommen, es existiert also eine Folge {hy, },en
mit ||x + h, — x||x = ||hAallx = g aber F(x + h,) — F(x). Wegen (9.4) folgt daraus aber
F'(x)(x + h, — x) = F'(x)h, — 0, im Widerspruch zur lokalen Korrektgestelltheit des
linearisierten Problems. m]

Eine Alternative zu (9.3) ist die sogenannte Tangentialkegelbedingung: Fir x € U existiert
einn < 1und § > 0 so dass gilt

(9.5) IF(x +h) = F(x) = F'(0hlly < nllF(x + h) - Fx)lly ~ fiiralle [|hfx < 6.
Hier konnen wir sogar Aquivalenz zeigen.

Satz 9.8. Sei F : U — Y Fréchet-differenzierbar und erfiille die Tangentialkegelbedingung
(9.5) inx € U. Dann ist F(x) = y genau dann lokal schlecht gestellt inx € U, wenn F'(x)h = 0
lokal schlecht gestellt ist.

Beweis. Aus der Bedingung (9.5) erhalten wir mit Hilfe der Dreiecksungleichungen
(9.6) A=mIFG+h) = F)lly < [IF(0)hlly < 1+ plIF(x + h) — F&x)lly

fir alle ||h||x < 6. Die zweite Ungleichung entspricht (9.4), von der wir schon gezeigt haben,
dass aus ihr die lokale Schlechtgestelltheit der Linearisierung einer lokal schlechtgestellten
Gleichung folgt. Analog argumentiert man fiir die erste Ungleichung: Angenommen,
F’(x)h = 0 ist lokal schlecht gestellt. Dann existiert eine Folge {hy, },en mit ||x + by, — x||x =
||hnl| = g aber F'(x)h, — 0, woraus mit (9.6) auch F(x + h,) — F(x) folgt. Also ist auch
F(x) = y lokal schlecht gestellt. O
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Die Tangentialkegelbedingung garantiert zusammen mit einer schwachen Quellbedingung
sogar die lokale Eindeutigkeit der xp-Minimum-Norm-Ldsung.

Satz 9.9. Sei F : U — Y Fréchet-differenzierbar, y € Y und x, € X gegeben. Gilt inx' € U
mit F(x") = y die Tangentialkegelbedingung (9.5), und ist x' — xo € N(F'(x"))*, so ist xT die
eindeutige xo-Minimum-Norm-Losung in Bs(x") fiir & > 0 aus (9.5).

Beweis. Sei x € Bs(x") \ {x"} mit F(x) = y beliebig. Aus (9.5) fiir h := x — x' folgt dann
F(x")(x-x")=0,dh x—x" € N(F'(x")) \ {0}. Damit gilt

llx = xollZ = llx" = xp + x = xT[|%
= ||xT - xoll)z( +2 (xT - X0, X — xT)X + [|x — lel)z(
> |Ix" = x|,

da das Skalarprodukt aufgrund der Orthogonalitit wegfallt und x # x' angenommen war.
Also ist x" die (lokal) eindeutige xo-Minimum-Norm-Lésung. ]

Es sei nicht verschwiegen, dass diese abstrakten Bedingungen fiir konkrete nichtlineare
inverse Probleme oftmals sehr schwer nachpriifbar oder sogar nachweisbar nicht erfullt
sind. Haufig wird daher nicht eine allgemeine Theorie bemiiht, sondern es werden stark
problemspezifische Ansatze verfolgt.! Trotzdem kann der abstrakte Blickwinkel niitzlich
sein, indem er Grenzen und Moglichkeiten aufzeigt.

!, Alle linearen inversen Probleme gleichen einander; jedes nichtlineare inverse Problem ist auf seine eigene
Weise nichtlinear:
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Ausgangspunkt fiir die Tikhonov-Regularisierung nichtlinearer Probleme ist Satz 6.5: Fiir ge-
gebene & > 0,xy € X und y € Y suchen wir x, als Minimierer des Tikhonov-Funktionals

1 a
Ja(x) := EIIF(x) - yllg + Ellx — XolI%-

Da F nicht linear ist, konnen wir dies nicht durch einen expliziten Regularisierungsoperator
R, ausdriicken. Wir miissen daher mit anderen Mitteln vorgehen, um die stetige Abhangig-
keit eines Minimierers x,, von den Daten y sowie die Konvergenz fiir « — 0 zu untersuchen.
Dafiir kommen wir mit schwiacheren Bedingungen an F aus: Es gentigt zu fordern, dass F
schwach abgeschlossen ist mit nichtleerem und schwach abgeschlossenem Definitionsbe-
reich dom F = U (was wir von nun an annehmen). Unter diesen Voraussetzungen existiert
fir y € R(F) stets eine (nicht notwendigerweise eindeutige) xo-Minimum-Norm-Ldsung
x"eU.

Wir zeigen zuerst die Existenz eines Minimierers. Der Beweis ist eine klassische Anwendung
der direkten Methode der Variationsrechnung, die den Satz von Weierstrass (jede reelle
stetige Funktion auf kompakten Mengen nimmt ihr Minimum und Maximum an) auf
unendlichdimensionale Rdume verallgemeinert.

Satz 10.1. Sei F : U — Y schwach abgeschlossen. Dann existiert fiir alle « > 0, xo € X, und
y € Y ein Minimierer x, € U von J,.

Beweis. Zuerst halten wir fest, dass J,(x) > 0 fir alle x € U gilt. Also ist die Menge
{Ja(x) : x € U} C R nach unten beschrankt und besitzt daher ein endliches Infimum. Nach
Definition existiert also eine Folge {x,},en C U, so dass gilt

Ja(xp) = m:=inf {Jy(x) : x € U}.

Eine solche Folge wird Minimalfolge genannt. Beachten Sie, dass wir aus der Konvergenz
von {J,(x,)}nen noch nicht auf die Konvergenz von {x,},en schlieBen kénnen.

Da konvergente Folgen beschréankt sind, existiert aber ein M > 0 mit

1
(10.1) 5||F(xn) -yl + %Hxn —xoll% = Juln) <M fur alle n € N.
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Daraus folgt aber
a a
% Ul = ol < Sl =0l < Joloxn) < M.

d.h. die Folge {x, }nen ist beschriankt und hat daher eine schwach konvergente Teilfolge,
der Einfachheit halber mit {xj }xen bezeichnet, mit Grenzwert x € U (da U schwach
abgeschlossen ist). Dieser Grenzwert ist ein Kandidat fiir einen Minimierer.

Aus (10.1) folgt auch, dass { F(xx) }xen beschrankt ist in Y. Durch Ubergang zu einer weiteren
Teilfolge (die wir immer noch mit {xi }ren bezeichnen) erhalten wir F(xx) — y € Y,
und aus der schwachen Abgeschlossenheit von F folgt y = F(x). Mit der schwachen
Unterhalbstetigkeit der Norm impliziert dies

1. a, _ .1 ..
—||F(x) — y||§ + —||x - xolljz( < liminf —||F(xx) — y||12, + liminf —||x; — xolli
2 2 k—oo 2 k—oo 2
.. 1 2, & 2
< h]{rigolf EHF(xk) - ylly + E”xk - xollx | »

d.h. J, ist schwach unterhalbstetig. Aus der Definition der Minimalfolge schlieflen wir
nun, dass auch fir die Teilfolge J,(xx) — m gilt. Zusammen mit der schwachen Unter-
halbstetigkeit und der Definition des Infimums erhalten wir

inf J,(x) < Jo(¥) < liminf J,(xx) = m = inf J,(x).
xeU k—o0 xeU
Das Infimum wird also in X angenommen, d. h. J,(x) = minyey J,(x). O

Wegen der Nichtlinearitdt von F wird es im Allgemeinen keinen eindeutigen Minimierer
geben, weshalb die Abbildung y +— x, auch nicht wohldefiniert ist. Anstelle der Stetigkeit
von R, konnen wir also nur das folgende schwichere Stabilitatsresultat zeigen.

Satz 10.2. Sei F : U — Y schwach abgeschlossen, @ > 0,xy € X undy € Y gegeben.
Sei {yn}nen eine Folge mit y, — y und {x,}nen eine Folge von Minimierern von J, mit y,
anstelle von y. Dann enthdlt {x, },en eine schwach konvergente Teilfolge, und jeder schwache
Haufungswert von {x, }nen ist ein Minimierer von J,.

Hat ], fiir dieses y einen eindeutigen Minimierer, so konvergiert die gesamte Folge stark.

Beweis. Nach Satz 10.1 konnen wir fiir jedes y, € Y einen zugehdrigen Minimierer x, € U
wihlen. Aus der Minimierungseigenschaft der x, folgt dann fiir alle n € N und ein beliebiges
x € U die Ungleichung

1 2, @ 2 1 2, @ 2
F ) = 3l + Sl = xollg < SIFG) = 3l + Sl = ol
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Da y, — y konvergiert, ist die rechte Seite beschrankt in n € N, und daher ist sowohl
{%n}nen als auch { F(x,)—yu }nen beschrénkt. Es gibt also eine schwach konvergente Teilfolge
{xk }ken und ein X € U mit (eventuell nach Ubergang zu einer weiteren Teilfolge)

Xp — X, Flxp) =y — 3.

Aus der Konvergenz yx — y und der schwachen Abgeschlossenheit von F folgt daraus
F(xg) = F(x).

Die schwache Unterhalbstetigkeit der Norm liefert dann
o, 2 . o 2
—||x - x < liminf —||xx — xo0ll%,
s = xollg < lim it e — o113
1 _ Co.oq1
(102) TIFG) I < liminf 2J1FCee) — el

Aus der Minimierungseigenschaft der x, erhalten wir damit
- 1 - 2, a 2
(103 Jal®) = SIFG) =yl + 2115 = xoll}
(1 2 ¢ 2
< lim inf (2 1FG) = yellf + 5 e = xolly

) 1 o
< limsup (EHF(xk) =l + Sl —X0||>2()

k— o0

i 1 fod
< lim sup (EHF(X) -l + E”x - x0||>2<)

k—o0

.1 2, & 2
= lim ~[IFGe) = wellf + S lx = =0l
1 o
= SIFG) =y + Slix = xollf = Jul)

fiir beliebige x € U. Also ist X ein Minimierer von J,. Da wir diese Argumentation fiir jede
beliebige schwach konvergente Teilfolge von {x,},en anwenden konnen, folgt der zweite
Teil der Aussage.

Hat nun J, einen eindeutigen Minimierer x,, so konvergiert jede Teilfolge gegen diesen
Grenzwert, und damit muss die gesamte Folge gegen x, konvergieren. Um zu zeigen,
dass diese Konvergenz stark ist, ist nach Lemma 8.1 lediglich lim sup, _, . ||xallx < [|x«]lx
nachzuweisen. Angenommen, Letzteres wiirde nicht gelten. Dann existiert eine Teilfolge
{x tken mit xx — x, und F(xx) — F(x,), aber

lim ||xx — xollx =2 M > [[xgz — x0llx.
k—o00

Aus (10.3) mit x = X = x, folgt nun

. 1 a 1 a
lim (= [IF(xe) = yell§ + = llxe = xolly | = S I1F(xa) = ylI5 + = llxe — xoll%-
k—oo \ 2 2 2 2
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Zusammen mit den Rechenregeln fiir konvergente Folgen erhalten wir daraus
lim PG - yelld = lim (S 1FGo0) = el + 5l =0l — lim & e = ol
im —|[F(xg) — = lim | =|[F(xx) — —|lxe — x — lim —||xx — x
S k) = Yilly Pasrocll B k) = Yklly 5 Xk = Xollx | = M S ]IXk = Xollx
1 a o4
= EHF(xa) - ylly + E”xa —xolly, — EMZ

1
< SlIFGa) = Y1,

im Widerspruch zu (10.2) und x = x,. O

Es bleibt noch zu zeigen, dass x, fiir « — 0 gegen eine xo-Minimum-Norm-Lésung konver-
giert. Im Gegensatz zum linearen Fall betrachten wir dabei gleich die Verbindung mit einer
a priori-Parameterwahlregel, d. h. wir beweisen, dass die Kombination ein konvergentes
Regularisierungsverfahren definiert. Es bezeichne wieder x° einen Minimierer von J, fiir
festes & > 0 und gestorte Daten y° € Y.

Satz 10.3. Sei F : U — Y schwach abgeschlossen und seien y € R(F) und y° € Bs(y). Ist a(5)
eine Parameterwahlstrategie mit
52
a(8) > 0 und E_)O fiiré — 0,
so hat jede Folge {xz’(‘(s )}neN mit &, — 0 eine stark konvergente Teilfolge, und jeder Hiu-
fungspunkt ist eine x -Minimum—Norm—Lésung von F(x) = y. Existiert eine eindeutige x,-
Minimum-Norm-Losung x' € U, so konvergiert die gesamte Folge x5(5 ) stark gegen x .

. S . . .. .
Beweis. Setze a; := a(d,) und x,, := Xy, und sei x' eine Xo-Minimum-Norm-Lésung von

F(x) = y. Aus der Minimierungseigenschaft von x, folgt fiir alle n € N die Ungleichung

1 San2 ., & 2 1 San2 ., & 2
(0.0)  SIFC) =y I + il - xolly < JIFG - I + L -
2
n On T 2
=2+ —||x" = x0ll%.
2+ 2t = gl

Insbesondere gilt

52
(10.5) llxn = x0l12 < = + [|IxT = xol|2 fiir alle k € N,
On

2
und wegen der Konvergenz % _; 0 bleibt die rechte Seite beschrankt. Also existiert eine
schwach konvergente Tellfolge {xk }xen und ein ¥ € U mit xp — x. Ebenso erhalten wir
aus (10.4) die Abschatzung

2

5
(10.6) —||F(xk) y5k||Y <5 + ?llx —x0||X fur alle n € N.
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Damit besitzt {F(xy) — y% }xen ebenfalls eine schwach konvergente Teilfolge (die wir weiter
mit k indizieren) mit Grenzwert y € Y. Die schwache Abgeschlossenheit von F und die
starke Konvergenz y% — y impliziert wieder y = F(x) — y, d.h. F(x;) — F(%).

Aus der schwachen Unterhalbstetigkeit der Norm und (10.5) folgt nun

(10.7) ||x — xoll)z( < liminf ||x; — xoll}z( < limsup ||xx — xoll)z(
k—oo k—c0
2

. k
< lim = + ||x" - xoll% = (B xoll%,
k—oo aj

und ebenso folgt aus (10.6)
IFGR) = Yl < liminf [[F(r) =y < lim (67 + aellx’ = xoll) = 0.

Also gilt F(x) = y und
1% = xollx < llx" = xollx = min {|lx = xollx : F(x) = y} < I = xollx,
d. h. x ist eine xp-Minimum-Norm-L&sung.
Es bleibt zu zeigen, dass die Teilfolge {xx }ien stark konvergiert. Dafiir schreiben wir
[l = %% = Ilxk = xoll% = 2 (ex = x0, % = x0)x + 1% = xoll%-
Aus der schwachen Konvergenz x; — x folgt

lim 2 (xx — x0, % — X0)x = 2 (X — x0,% — X0)x = 2[|% — xo||°
k—o0

sowie, wegen (10.7) und der Tatsache, dass x und x' beide Xo-Minimum-Norm-Lésungen
sind,

lim [lx — xollx = [I% — xollx = llx" — xollx.

k—o0

Zusammen erhalten wir

0 < limsup [lxe — 2l < lI% = xollx = 2% = xoll* + [I% — xolI% = 0,

k— o0

d.h. x; — *. Die Aussage fiir eindeutiges x folgt schlieBlich wieder aus einem Teilfolgen—
Teilfolgen-Argument. O

Wir leiten nun Fehlerabschatzungen unter Quellbedingungen her. Dabei beschranken wir
uns auf den einfachsten Fall, analog zur Wahl v = 1 fiir lineare Probleme. Als Motivation
betrachten wir wieder das Grenzproblem (6.8) fiir « = 0, das im nichtlinearen Fall lautet

n Lllx — xol]
min —[IX — X
x€U,F(x)=y 2 ollx>
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10 TIKHONOV-REGULARISIERUNG

was aber genau die xp-Minimum-Norm-Losungen charakterisiert. Mit Hilfe eines Lagrange-
Multiplikators p € Y kann diese Gleichheitsnebenbedingung transformiert werden in

. 1
minmaxL(x.p).  L(x.p):= Sllx - xoll% = (p, F(x) = y)y .

Das Verschwinden der partiellen Fréchet-Ableitung L7,(x, p) von L nach p liefert uns wieder
die notwendige Bedingung F(x) = y fiir einen Sattelpunkt (x,p) € U X Y. Nehmen wir
der Einfachheit halber an, dass eine xo-Minimum-Norm-Losung x" im Inneren von U
liegt. Dann muss auch die Fréchet-Ableitung L’.(x", p7) von L nach x im entsprechenden
Sattelpunkt (x, p") verschwinden: Fiir alle h € X muss also gelten

0="L.(x",p"h = (xT - X0, h) (pT,F'(xT)h)Y = (xT —xo — F'(x")*p", h)Y ,

L
d.h. es gibt ein p’ € Y mit
x"—xo = F'(x")p.

Dies ergibt eine Quellbedingung fiir den nichtlinearen Fall. Wie im letzten Kapitel benotigen
wir allerdings zusatzlich eine Bedingung an die Nichtlinearitit von F in der x,-Minimum-
Norm-Losung; hier verwenden wir die Lipschitzbedingung (9.3).

Satz 10.4. Sei F : U — Y Fréchet-differenzierbar mit dom F = U konvex, y € R(F) und
% € Bs(y), und sei x' eine xo-Minimum-Norm-Lésung fiir die gilt:

(i) F’ ist Lipschitz-stetig mit Konstante L;
(ii) es gibteinw € Y mitx' — xo = F'(x")*w und L||wlly < 1.
Sei a(5) eine Parameterwahlstrategie mit
cd <a(d) <Co fiire,C > 0.

Dann existieren Konstanten ¢y, ¢, > 0, so dass fiir > 0 klein genug gilt

Cl\/g,
Cz(s.

IA

”xg((g) - xTHX
IF G s) = ¥ lly

IA

Beweis. Zunichst folgt aus der Minimierungseigenschaft von x? fiir a := a(8) wieder

1 a 5 «
(10.8) EHF(xg) ~ Y1 + EHXS — x5 < 5t EHXT — xoll%-

Um daraus eine Abschatzung fiir x0 — x' zu erhalten, verwenden wir die produktive Null
x" — x7 im entsprechenden Term auf der linken Seite sowie Pythagoras und erhalten

1% = xoll? = [l = xF |l + 2 (xg . xo)X +[lx" = xoll2.

92



10 TIKHONOV-REGULARISIERUNG

Einsetzen in (10.8) und Anwenden der Quellbedingung (ii) ergibt dann die Abschatzung

1 a 52
(10.9) “NFG) =Yl + —llxg — %1} < =+« (xT — x0,x" - xﬁ)
2 2 2 X
=—+a|wF(x' - )
e (w P OE - %)
52 s
2+ allwly 1P )l

IA

Da x2, x" € U und U konvex ist, kénnen wir wegen Bedingung (i) Lemma 9.5 auf x = x2

und h = x7 — x% € U anwenden und erhalten

IFG) = Foxd) ~ F Gt =)l < 2l = <21,
woraus mit den Dreiecksungleichungen folgt
(1010) IFGNG = xlly < Sl = <2 + 1FGe)) - ol

< Sl = I+ NEGD) ~ 5y + 5.
Einsetzen in (10.9) ergibt dann
IFG) = I + allxd - 1 < 8+ allwlly (Lllx” = 312 + 21FGeS) — 5 lly +25)
Addieren von o?||wl| auf beiden Seiten und Umsortieren fithrt dann auf
(IFGE) = 321y~ allwlly )+ a1~ Liwli) o — 1 < 5+ allwily

Durch Weglassen jeweils eines Terms auf der linken Seite und Verwenden der Parameter-
wabhlregel ca < a < C§ erhalten wir daraus

IFGe2) = ¥°1IF < 8 + 2allwlly < (1+2C||lwlly)S

sowie, wegen der Annahme L||w|ly <1,

d+ a|lw 1+ Cllw
I < O elwly 1+ Cllwlly
va@=Llwlly) e - Llwlly)
womit wir die gewiinschten Abschétzungen gezeigt haben. ]

Beachten Sie, dass die Voraussetzung (ii) eine Kleinheitsbedingung an x™ — x; beinhaltet:
Um die gezeigte Konvergenzrate zu erhalten, muss x, eine hinreichend gute Schatzung der
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gesuchten Losung x' sein. Umgekehrt gibt die Bedingung an, gegen welche x,-Minimum-
Norm-Losung die Minimierer konvergieren, falls diese nicht eindeutig ist.

Mit etwas mehr Aufwand kann man analog zu Folgerung 6.1 auch unter der starkeren
Quellbedingung x — x° € R((F'(x")*F'(x"))"/?) und entsprechender Wahl von a(8) die
hohere Rate §'/*D bis zur Qualifikation vy = 2 zeigen; siehe [Engl, Hanke u.a. 1996,
Theorem 10.7].

Wir betrachten als nachstes die a posteriori Wahl von a nach dem Diskrepanzprinzip:
Wihle a = a(J, y5) so, dass fiir ein 7 > 1 gilt

(10.11) §< ||F(x2) ~y°lly < 8.

Satz 10.5. Sei F : U — Y Fréchet-differenzierbar mit domF = U konvex, y € R(F) und
y% € Bs(y), und sei x' eine xo-Minimum-Norm-Lésung, die den Bedingungen (i) und (ii) aus
Satz 10.4 geniigt. Ist x° ein Minimierer von J,, der (10.11) erfiillt, so existiert eine Konstante
¢ > 0 mit

||xg ~xTlx < V.

Beweis. Aus (10.11) und der Minimalitit von x? folgt

& a s 2 _Lone sy sz, %0 , O«
+ 2
B + E||xa—x0||x < EIIF(xa)—y ||Y+E||xa_x0”)( < o + EHX - xollx>
und damit

o 5 a
2l = ol < 2l = o
Analog zu (10.9) und (10.10) erhalten wir daraus unter Verwendung der Bedingungen (i)
und (ii) sowie der Parameterwahl (10.11), dass
-

é 1 19 1)
I = 1% < Iwlly (Ll = 2112 + 20IFG) - 5Pl + 25)

< Ilwlly (Ll = 11 + 201+ £)3)

Wegen L||w||x < 1koénnen wir wieder auflosen und erhalten mit

2(1 + »)l[wlly

I = x"lI§ <
X7 1= Liwlly

o

die gewiinschte Abschatzung. m]

Im Gegensatz zur linearen Tikhonov-Regularisierung ist allerdings nicht garantiert, dass
ein « existiert, so dass (10.11) erfullt ist; dies erfordert (starke) Annahmen an die Nichtli-
nearitat von F. Eine hinreichende - und allgemeinere — Annahme ist die Eindeutigkeit der
Minimierer von J,, zusammen mit einer Bedingung an x.

94



10 TIKHONOV-REGULARISIERUNG

Satz 10.6. Fiir y° € Bs(y) und beliebiges o > 0 habe J, einen eindeutigen Minimierer x3. Gilt
|F(x0) = ¥°|ly > 76, so existiert ein a > 0 mit (10.11).

Beweis. Wir zeigen zuerst die Stetigkeit der Wertefunktion f(a) := ||F(x?) — y°|ly. Sei
dafiir @« > 0 beliebig und {a,},en eine Folge mit @, — « fiir n — co. Dann existiert ein
e>0und N e Nmit0 < ¢ —¢ < @, < a + ¢ fiir alle n > N. Sei weiterhin xJ der
eindeutige Minimierer von J,, und fir alle n > N sei x,, := xg" der Minimierer von J,, . Aus
der Minimalitit von x, beziiglich J,, fiir alle n > N folgt dann

1 5 a—e 1 5 a
SIFGa) = 7 + == llxn = xally < S11FGen) = 3 + Sl = %ol
1 s P) n\ 5
< SIFGR) =y IF + Sl — ol
1 5 5 a+e s
< SIFGD) = I + —— Il = xolly.

d. h. sowohl {x,},>n als auch {F(x;,)},>n sind beschrankt. Wie im Beweis von Satz 10.2
folgt nun

. 1 5 o 1 5 5 (4 5
(012)  lim (PG = YOI + Sl xollE ) = SIFGE) = I + il - xoll}
sowie (hierfiir ist die Eindeutigkeit des Minimierers notwendig) x, — x9. Also ist a > x?

stetig. Zusammen mit der Stetigkeit der Norm folgt daraus die Stetigkeit von g : o +—
%ng — Xo ||)2(, woraus zusammen mit (10.12) auch die von f folgt.

Mit Hilfe der Minimalititseigenschaft von x¢ zeigt man nun wie im linearen Fall

[04
. b ) _ Io)

lim [IF(x3) = y°lly = IF(x0) = ¥°lly > 76,

lim [|[F(x3) — y°|ly = inf ||[F(x) - y°[ly < [I[F(x") = y°|ly < 6.
a—0 xeU

Also nimmt die stetige Funktion f(«) alle Werte in (8, 78] an; insbesondere existiert daher
ein «, so dass (10.11) erfiillt ist. O

Da es sich bei J, unter diesen Voraussetzungen um ein differenzierbares, nichtlineares Funk-
tional handelt, kann man fiir die numerische Berechnung von x? die Standard-Verfahren der
nichtlinearen Optimierung wie zum Beispiel Gradienten- oder (Quasi-)Newton-Verfahren
anwenden. Auch hier fithrt eine fehlende Eindeutigkeit der Minimierers x, zu praktischen
Schwierigkeiten. Eine weitere Hiirde besteht darin, dass samtliche Aussagen nur auf globale
Minimierer des Tikhonov-Funktionals zutreffen, numerische Verfahren in der Regel aber
nur lokale Minimierer von nichtkonvexen Problemen finden kénnen. Diese Liicke zwischen
Theorie und Praxis nichtlinearer inverser Probleme ist bislang noch ein offenes Thema.

Im Beweis von Satz 10.4 haben wir die Quell- und Nichtlinearitatsbedingung verwendet,
um die rechte Seite von (10.9) durch geeignete Vielfache der Terme auf der linken Seite
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abzuschéatzen. Dies lasst sich natiirlich auch direkt als Quellbedingung formulieren, ohne
den Umweg tiber Quelldarstellung und Lipschitzkonstante (die ja in gewisser Weise will-
kiirlich eingefithrt wurden). In den letzten Jahren haben daher sogenannte variationelle
Quellbedingungen wachsendes Interesse auf sich gezogen, die in unserem Kontext z. B. die
folgende Form haben: Es existieren f; € [0,1) und f, > 0 mit

1
(10.13) (xJf —x0,x — x)X < B (Ellx - lel)Z() + Bol|F(x) — F(x")|ly fiiralle x € U

fiir eine hinreichend grosse Umgebung U von x' (die insbesondere alle Minimierer x? von J,
einschliefit). Zu beachten sind die unterschiedlichen Potenzen auf der rechten Seite, die die
unterschiedlichen Konvergenzgeschwindigkeiten von Losung und Residuum ausgleichen
sollen. Der wesentliche Vorteil ist hier, dass diese Bedingung ohne Fréchet-Ableitung
auskommt und daher auch fiir nicht-differenzierbares F anwendbar ist.

Satz 10.7. Seien y € R(F), y° € Bs(y), und sei x' eine xo-Minimum-Norm-Losung, die die
variationelle Quellbedingung (10.13) mit f; < 1 erfillt. Ist a(5) eine Parameterwahlstrategie
mit

cd <a(d) <Co fiire,C > 0,

dann existieren Konstanten cy,cs > 0 mit

”xg((s) - xT”X < Cl\/g,

IFGegs) = ¥ llx < e26.

Beweis. Aus der Minimierungseigenschaft von x? erhalten wir wieder die erste Ungleichung
von (10.9), die wir mit der variationellen Quellbedingung, der Dreiecks- und verallgemei-
nerten Youngschen Ungleichung ab < ia2 + %bz fiir ¢ = £, sowie der Parameterwahlregel

2 b
weiter abschitzen durch

1 a 52
PG = 31 + Tl =51 < =+ (x = o x = xd)

2

5 BN
< S+ afi (B = xIE) + @Ball ) - FxDlly
2

6 «a ¥
< T g — <1 + af (IFGD) ~ Pl + o)

&« 5 2 202, 1 ) 5112
< 4 TPl = <TG + B+ S IPGD) <

+0{,B25
1 2 02 2, @ 5 T2
<[5+ CB+Cp) 0+ Spd - 21

1
AR [2
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Wegen f; < 1koénnen wir die letzten beiden Terme auf der rechten Seite in der linken Seite
absorbieren und erhalten

1+ ZCﬁz + 2C2ﬁ2
1) T 2 \/_
X, —X < o)
|| o ||X \/ C(l ﬁ])

sowie

IFGE) ~ VP lly < |2+ 4CPa +4C243 5

und damit die gewiinschten Abschétzungen. O

Wir untersuchen nun den Zusammenhang zwischen variationellen und klassischen Quell-
bedingungen.

Lemma 10.8. Sei F : U — Y Fréchet-differenzierbar und x* eine xo-Minimum-Norm-Losung.
Existiert einw € Y mit xT — xo = F'(x")*w und ist entweder

(i) F’ Lipschitz-stetig mit L||w|ly <1 oder
(ii) die Tangentialkegelbedingung (9.5) erfiillt,

so gilt die variationelle Quellbedingung (10.13).

Beweis. Wir verwenden zuerst die klassische Quellbedingung auf der linken Seite von
(10.13) und schétzen ab:

(xJf — Xg, xl — x) = (F'(xT)*w, x' - x)
X X

= (w, Fi(x")(x" - x))Y
< Wiy IF GG = x)lly

< Ilwlly (I1FGo = FG) = F )G = olly + I1FG) = Felly)
Ist nun Bedingung (i) erfiillt, konnen wir Lemma 9.5 anwenden und erhalten
i i Lo 2 i
(¢ = xuxt = x) < Ml {11 =l + 1FG) = Gl |

d.h. (10.13) mit f; = L||w|ly < 1und S, = ||w]|y.

Gilt Bedingung (ii), so konnen wir direkt abschétzen

(x" =x0.x" =)< Iwllv(y + DIFG) = FGly

woraus (10.13) mit f; = 0 und f, = (1+ n)||w|ly > 0 folgt. O
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Fiir lineare Operatoren T € £L(X,Y) ist eine Nichtlinearitatsbedingung natiirlich hinfllig;
in diesem Fall ist die variationelle Quellbedingung (10.13) Aquivalent mit der klassischen
Quellbedingung x' € R(T*), siche z.B. [Andreev u.a. 2015, Lemma 2]. Fiir nichtlinea-
re Operatoren ist sie aber eine schwichere (wenn auch abstraktere) Bedingung. Sie ist
aber vor allem deshalb von Interesse, weil sie sich auf nichtdifferenzierbare Varianten der
Tikhonov-Regularisierung, insbesondere in Banachrdumen, verallgemeinern lasst, siehe
etwa [Hofmann u. a. 2007; Scherzer u. a. 2009; Schuster u. a. 2012].
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Auch fur nichtlineare inverse Probleme existieren iterative Verfahren, die wie die Landweber-
Iteration eine Folge von Naherungen konstruieren, welche bei passend gewéhltem Ab-
bruchkriterium als Regularisierung aufgefasst werden kann. Konkret verstehen wir unter
einem (konvergenten) iterativen Regularisierungsverfahren ein Verfahren, dass fiir gege-
benes y5 € Y und xy € U eine Folge {x,f tnen € U konstruiert, zusammen mit einem
Abbruchindex N (8, y?), so dass fiir alle y € R(F) und alle x, = xg hinreichend nahe bei
einer isolierten Losung x™ € U von F(x) = y das Verfahren konvergent ist im folgenden
Sinn:!

(1.1)  N(0,y) <00, xN(0y) = x! oder N(0,y) =00, x, — x" fiir n — oo,

5
|

xN(g’yé) - xT”X =0.

(1.2) lim sup
070 yoeBy(y)

Die erste Bedingung besagt dabei, dass das Verfahren fiir exakte Daten (d.h. § = 0) gegen
eine Losung konvergiert (wenn sie sie nicht schon nach endlich vielen Schritten erreicht);
die zweite entspricht der tiblichen Konvergenzbedingung fiir Regularisierungsverfahren.

Als Abbruchkriterium verwenden wir wieder das Diskrepanzprinzip: Setze 7 > 1 und wahle
N = N(6, y5) so, dass gilt

(11.3) ||F(xj;\]) —°lly < 76 < [[F(x%) = y°|ly fiir allen < N.

In diesem Fall ist eine hinreichende Voraussetzung fiir die Bedingung (11.2) die Monotonie
und Stabilitat des Verfahrens. Wir bezeichnen hier und in Folge wieder x, als die Iterierten,
die das Verfahren fiir exakte Daten y € R(F) konstruiert, und x? als die entsprechenden
Iterierten fiir y° € Bs(y).

Lemma 11.1. Sei N(,y°) nach dem Diskrepanzprinzip (11.3) gewdhlt. Erfiillt ein iteratives
Verfahren fiir F : U — Y stetig die Bedingung (11.1) sowie

(11.4) llxd = xTlx < [1x2, - xT|Ix fiirallen € {1,...,N(5,y°)},

(11.5) %im ||x3 —Xnllx =0 fiir jedes festen € N,
—0

so ist auch die Bedingung (11.2) erfillt.

'Abweichend von den vorigen Kapiteln bezeichnet x* hier nicht mehr eine (x,-)Minimum-Norm-Lésung,
sondern lediglich eine beliebige Lésung von F(x) = y.
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Beweis. Sei F : U — Y stetig, {y%}keny mit y* € Bs, (y) und 6 — 0 fiir k — oo, und
setze Ny := N(J, yak). Wir betrachten zuerst den Fall, dass { N }ren beschriankt und damit
die Menge {Nj : k € N} c N endlich ist. Nach eventuellem Ubergang zu einer Teilfolge
kénnen wir also annehmen, dass Ny = N fiir alle k € N gilt. Dann folgt aus (11.5), dass

xi,;‘ — xy fiir k — oo konvergiert. Da alle Ny nach dem Diskrepanzprinzip (11.3) gewahlt

sind, gilt weiter

||F(xi_;‘) —y%|ly < 75k fir alle k € N.
Grenziibergang auf beiden Seiten zusammen mit der Stetigkeit von F liefert F(xy) = v,
d.h. xi.;‘ konvergiert gegen eine Losung von F(x) = y. Damit ist Bedingung (11.2) erfullt.

Andernfalls existiert eine Teilfolge mit Ny — oo. Wir nehmen (wieder notfalls durch
Betrachtung einer weiteren Teilfolge) an, dass Ny monoton wachsend ist. Aus (11.4) folgt
dann fiiralle ] < k

1) 1) )
I — ol < el =l < [l — g lx + o, — x7lx.

Sei nun ¢ > 0 beliebig. Da wir Bedingung (11.1) vorausgesetzt haben, existiert ein L > 0, so
dass ||xn, — x|y < ¢ gilt. Analog folgt aus (11.5) fiir n = N die Existenz eines K > 0, so

dass ||x]5\fL —xn, llx < £ fiir alle k > K gilt. Damit ist wieder Bedingung (11.2) gezeigt. O
Eine Folge {x,}nen, die (11.4) erfillt, heifst Féjer-monoton; diese Eigenschaft bildet den Kern
von Konvergenzbeweisen fiir viele iterative Verfahren.

Iterative Verfahren fiir nichtlineare inverse Probleme beruhen in der Regel auf einer Linea-
risierung von F, wobei sich die Verfahren darin unterscheiden, an welcher Stelle linearisiert
wird.

11.1 LANDWEBER-ITERATION

Analog zur linearen Landweber-Regularisierung gehen wir aus von der Charakterisierung
der gesuchten Losung x ' als Minimierer des Funktionals Jo(x) = % |F(x)—y||%. Ist F Fréchet-
differenzierbar, so folgt mit Hilfe der Kettenregel die notwendige Optimalitatsbedingung

0= Jo(x")h = (F(x*) L F(xT)’h)Y = (F’(xT)*(F(xT) - ), h)X fiir alle h € X.

Dies ist nun eine nichtlineare Gleichung fiir x', die wir genau wie im linearen Fall als Fix-
punktgleichung schreiben kénnen. Dies fiithrt auf die (nichtlineare) Richardson-Iteration

(11'6) Xn+1 = Xn — wnF,(xn)*(F(xn) - Y)a

fir die wir Konvergenz erwarten konnen, falls w, || F'(x,)* ”Z(Y x) <1 ist. (Man kann (11.6)
auch als Gradientenverfahren mit Schrittweite w, fiir die Minimierung von J; interpre-
tieren.) Der Einfachheit halber nehmen wir in Folge an, dass ||F'(x)||zx,y) < 1 fiir alle
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11 ITERATIVE REGULARISIERUNG

x hinreichend nahe bei x' gilt, so dass wir w, = 1 setzen konnen. (Dies ist keine grof3e
Einschrankung, da wir F und y entsprechend skalieren konnen, ohne die Lésung der Glei-
chung F(x) = y zu dndern.) Weiter nehmen wir an, dass F stetig Fréchet-differenzierbar ist
und die Tangentialkegelbedingung (9.5) in einer Umgebung um x erfiillt. Unter diesen
Annahmen, die wir gleich prazisieren werden, ist die nichtlineare Landweber-Iteration
(11.6) auch fiir gestorte Daten y° € Bs(y) wohldefiniert und Féjer-monoton.

Lemma 11.2. Sei F : U — Y stetig differenzierbar. Angenommen, fiir xo € U existiert ein
r > 0 mit Byy(x9) C U, so dass eine Losung x" € B,(xy) existiert, und fiir alle x,x € Bay(x)
gilt

(11.72) IF ()l < 1,
(11.7b) IF(x) = F() = F'(x)(x = D)lly < nllF(x) = F®lly ~ mity < 3.
Ist x? € B,(x") fiir 8 > 0 und gilt

1+n

11.8 F(x®) =y > 2 o,
(u8) PG =5l 2 2575
so gilt
é T 1
e = x"llx < lly = xTllx

und damit x° € By(x") c By (x0).

n+l

Beweis. Aus der Iterationsvorschrift (11.6) erhalten wir unter Verwendung von (11.7a) fir
x% € B,(x") ¢ By, (xo) die Abschitzung

)
n+1

2 1 T2 1) ) T 1) 52
= = llxd =1 = 2 (0 = xdxd =)+l — 0%

2 (F ' = Fd)xd = x7)
HIF' (x3)* (y° = Fe)IIZ
2 (v = PG PG - 1)+ 1y = PG
=2(y" = FGxd).y = PG + PG - 1)
—[ly® = Fd)|I2
< ly° = FGODlly (2lly° = F(x9) + F'(x2)(xd — xM)lly
~[ly® = FD)lly).

Einsetzen der produktiven Null F(x") — y in der ersten Norm in der Klammer ergibt mit
Hilfe der Dreiecksungleichung und (11.7b)

19 = F&0) + F (D) = xDly < 8 + |1F() = F(xT) = P(d)(x = xT)lly
< 8 +nllF(x]) - F(x)lly
< 1+ )8 +nllF(xd) - »lly

[l

IA
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11 ITERATIVE REGULARISIERUNG

und damit

(11.9)  IIx2,, = x"IE = lIxd = x"II% < [1y° = FG)lly (201 + 1) = (1 = 2n)ly° = F()|ly).

Wegen (11.8) ist die Klammer kleiner oder gleich Null, woraus die gewiinschte Monotonie

folgt. m]

Per Induktion folgt daraus x’ € By, (x,) C U, solange (11.8) erfiillt ist. Wihlen wir 7 im
Diskrepanzprinzip (11.3) als

1
1-2n

(11.10) T>2 > 2,

so ist dies fiir alle n < N(4, y‘s) der Fall. Mit dieser Wahl kdnnen wir auch garantieren, dass
der Abbruchindex N(8, y°) endlich ist.

Satz 11.3. Es gelten die Annahmen von Lemma 11.2. Wird N(8, y°) nach dem Diskrepanzprinzip
(11.3) mit © wie in (11.10) gewdhlt, so gilt

(11.11) N(6, y5) <572 firein C > 0.

Fiir exakte Daten (d. h. § = 0) gilt
(11.12) 2, IFGa) = yliy < oo.
n=0

Beweis. Wegen xg = X9 € By,(x9) und der Wahl von 7 kénnen wir Lemma 11.2 fiir alle

n < N = N(8,y°) anwenden. Insbesondere folgt aus (11.9) zusammen mit (11.10)
2
0, = x 12 = 11xd = xTII1% < |ly° = FGD)IIE (—(1 +1) +2n - 1) fiir alle n < N.
T

Aufsummieren von n = 0 bis N — 1 ergibt

N-1
2
(1 —2p-—(1+ n)) Z IEGen) = ¥ 11§ < llxco = x Mg = Nl = x "M% < llxo = xT11%-

n=0

Da N nach dem Diskrepanzprinzip gewahlt war, gilt || F(x®) — y°|ly > 76 fiir alle n < N.
Zusammen erhalten wir also

N-1
_ -1
N28% < D UIIFG) = Y11 < (1=2n =207 0+ ) 7 llxo — x I
n=0

und damit (11.11) fiir C := ((1 - 2n)r? — 2(1 + 17)1')_1 l[x0 — xT||)2( > 0.
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Fir 6 = 0 ist (11.8) fiir alle n € N erfillt, und wir erhalten direkt aus (11.9) durch Aufsum-
mieren und Teleskopsummenbildung

N-1
(—2n) > IFG) = I} < o~ [} firalle N €N,
n=0

woraus durch Grenziibergang N — oo die Ungleichung (11.12) folgt. m]

Aus (11.12) folgt fiir exakte Daten y € R(F) zwar F(x,) — y, aber noch nicht die Konvergenz
der x, selber. Diese zeigen wir nun.

Satz 11.4. Unter den Annahmen von Lemma 11.2 konvergiert x, — X mit F(X) = y fiirn — oo.

Beweis. Wir zeigen, dass {e, },en fir e, := x;, — x' eine Cauchy-Folge ist. Seien m,n € N
mit m > n, und wihle k € N mit m > k > n so, dass gilt

(11.13) ly = FGx)lly < lly = Fxplly — firallen <j<m

(d. h. dasjenige k € {n, ..., m}, fir das das Residuum — welches im nichtlinearen Fall nicht
monoton sein muss — minimal ist). Wir schreiben nun

llem — enllx < llem — exllx + llex — enllx
und betrachten beide Terme separat. Es gilt

2 2 2
llem — exlly = 2 (ex — em, ex)x + llemlly — llexllx.
2 2 2
llex —enlly = 2 (ex — en, ex)x + llenlly — llexllx-
Aus Lemma 11.2 folgt, dass ||e,|[x > 0 monoton fallend ist und daher gegen ein ¢ > 0
konvergiert. Also konvergieren fiir n — oo die beiden Differenzen auf der rechten Seite
gegen Null, und wir miissen nur die Skalarprodukte untersuchen. Durch Einsetzen der

Definition von e,, Schreiben als Teleskopsumme, und Verwenden der Iterationsvorschrift
(11.6) erhalten wir

m—1 m—1
em = €k = Xm — Xk = ) X=X = > F(x)"(y = F(x;).
j=k j=k

Einsetzen und grof3ziigiges Einfiigen der produktiven Null zusammen mit (11.7b) ergibt
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dann

3
KN

(e = emr ey = Y= (= F) ) —xD)

~
I
o~

S

||y FOIIy I () = x5 + x5 = x|y

~.
5 Il
,_. b

||y FGeplly (Ily = F(xy) = F'Gep) (" = xp)lly + lly = FGe)lly

~.
Il
~

+IIF(x;) = Flxe) = F'(x;)(x; = x0)ly)

m-1 m—1
< @+n) Y Iy = Fapliylly = Faolly + 20 Y lly = FG)lI2

j=k j=k

m—1
<(1+3n) Z ly = FGeplly

Jj=k

wobei wir fir die letzte Abschatzung die Definition (11.13) von k verwendet haben. Analog
folgt

k-1

(ek = ense)x < (1+31) D lly = FGeplf.

j=n
Wegen Satz 11.3 miissen nun fiir n — oo die beiden Restsummenfolgen gegen Null konver-
gieren. Also sind {e, },en und damit auch {x,},en Cauchyfolgen, woraus die Konvergenz
xn, — X mit F(x) = y folgt. ]

Es bleibt noch die Konvergenzbedingung (11.2) fiir gestorte Daten zu zeigen.

Satz 11.5. Unter den Annahmen von Lemma 11.2 konvergiert xy (s ,5) — X mit F(X) =y fiir
d— 0.

Beweis. Wir wenden Lemma 11.1 an. Die Bedingung (11.1) haben wir in Satz 11.4 gezeigt.
Da F und F’ nach Annahme stetig sind, hangt fir festes n € N die rechte Seite von
(11.6) stetig von x, ab. Fiir § — 0 konvergiert also fiir alle k < n die rechte Seite der
Iterationsvorschrift fir xl‘z ., gegen diejenige fiir xj1, woraus xl(<5+1 — X4 furallek < n
und damit die Stabilitatsbedingung (11.5) folgt. Die Monotoniebedingung (11.4) erhalten wir

schliefilich aus Lemma 11.2, woraus (11.2) folgt. O

Unter der bekannten Quellbedingung x" — xo € R(F’(x")*) kann man — unter zusitzlichen
technischen Annahmen an die Nichtlinearitdt von F - die zu erwartende Konvergenz-

rate von O(V5) zeigen, siehe [Hanke u. a. 1995, Theorem 3.2], [Kaltenbacher u. a. 2008,
Theorem 2.13].
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11.2 LEVENBERG—MARQUARDT-VERFAHREN

Ein Nachteil der Landweber-Iteration ist wie im linearen Fall, dass nach (11.11) mit N(8, y°) =
O(572) sehr viele Schritte notwendig sein kénnen, bis das Diskrepanzprinzip erfiillt ist.
Schnellere Konvergenz konnen wir von Newton-artigen Verfahren erwarten. Fiir die ur-
springliche Gleichung F(x) = y besteht ein Schritt im Newton-Verfahren in der Losung
der linearisierten Gleichung

(11.14) F'(xp)hy = =(F(x,) — y)

und Setzen von x,11 := x, + h,. Fiir einen vollstetigen Operator ist allerdings die Fréchet-
Ableitung nach Satz 9.6 stets kompakt, und damit ist (11.14) im Allgemeinen selbst ein
schlecht gestelltes Problem. Die Idee ist nun, eine Tikhonov-Regularisierung auf den
Newton-Schritt (11.14) anzuwenden, d. h. h, zu berechnen als Losung des Minimierungs-
problems

o1, a
(115) min =[P/ Gonh + FGea) = 1 + 1

fur a, > 0 geeignet gewahlt. Unter Verwendung von Lemma 6.3 und h, = x,4; — x,, erhal-
ten wir daraus eine explizite Iterationsvorschrift, die als Levenberg—Marquardt-Verfahren
bekannt ist:

(11.16) Xne1 = Xn + (F' () F'(3n) + a0 1d) ™ F'(x)"(y = F(x)).

Wir zeigen nun wie fiir die Landweber-Iteration, dass durch (11.16) auch fiir gestorte Daten
y° € Bs(y) ein iteratives Regularisierungsverfahren definiert wird. Dazu wihlen wir a,, so,
dass der entsprechende Minimierer h,, fiir ein o € (0,1) die Gleichung

(11.17) IE (e, + F(xp) = 3°lly = olIF(xp) = 3°lly
erfiillt. Wir zeigen zuniachst, dass unter bestimmten Annahmen solch ein « existiert.

Satz 11.6. Sei F : U — Y stetig differenzierbar, und fiir x, € U existiere ein r > 0 mit
Byr(x9) € U und x™ € B.(xp). Existiert fiirn € N einy > 1 mit

’ T o
(11.18) I Gn)Ge” =) + ) =57y < ZIFGen) =y,
so hat (11.17) eine Losung o, > 0.

Beweis. Setze fy(a) := ||F'(x2)hy + F(x%) — y°|ly. Da F'(x?) linear ist, ist der Minimierer h,
von (11.15) fir alle @ > 0 eindeutig. Wie im Beweis von Satz 10.6 folgt daraus die Stetigkeit
von f, sowie

lim fo(@) = IFG) =y,
lim fo(e) = inf |IF' Gk + Fx) = °lly < IF ()" = x3) + Fx) = 5y,
a— €
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Nach Annahme gilt nun
. o .
lim fo(@) < ZIFGR) =3l < oG =yl < NFG) =7 lly = Jim fi(@).

woraus zusammen mit der Stetigkeit von f,(«) die Existenz einer Lésung @, > 0 von
fale) = allFGe) = °lly folgt. D

Fiir diese Wahl von «,, konnen wir wieder die Féjer-Monotonie (11.4) zeigen.

Lemma 11.7. Es gelten die Voraussetzungen von Satz 11.6. Ist x0 € B,(x"), so gilt

2(y - 1)

5 o’ 5 5112
IF(x,) = ¥°lly-

2 ) 2 S 5112
(11.19) ”xn - xT”X - ”xn+1 - xT”x 2 ||xn+1 - xn“X +
n

Insbesondere gilt
) é
gy = xFllx < Il = x"llx

und damit xSH € B,(x") c Byr(xp).

Beweis. Wie in Lemma 11.2 verwenden wir die Iterationsvorschrift (11.16), um die Fehlerdif-
ferenz abzuschétzen, wobei wir diesmal anstelle des Diskrepanzprinzips die Parameterwahl
(11.17) verwenden. Der Ubersichtlichkeit halber setzen wir dabei T, := F'(x9), b, := xg “ —x?
und y, := y‘S —F (x,‘f ). Wir formen zunéchst (11.16) um in a,h, = T,/ y, — T, T,h,, woraus

ne

n+1

(1.20) (11 = xhoxd = x") = o (3= Tuhs Toleeh — x1).
und analog
(xr(z+1 - xrf’ xfl+l - xﬁ)x = 0(;1 ()N/n - Tnhna Tnhn)Y
folgt. Zusammen mit der produktiven Null y, — y, ergibt dies
s =" =l =1, = 2 (s = 02 =)+ s =01
= 2a;" ()7,1 — Tuhn, yu + Tn(xg - xT))Y
+ 20‘;1 (Fn = Tohn, Tohn = Yn)y — ||xg+1 - XS”)Z(
=2a;" (37,1 — Tphn, Y — To(x" = xﬁ))y

-1~ () 1)
- 20{n1||y,, - Tnhn||12/ - ||xn+1 - xn”)z(

< 20, M|3n = Tuhally I3 = Tu(x™ = x0)]ly

1)

11~ 2 5112
- 2a, ”.Vn - Tnhn”y - ”xn+1 - xn”)(-

106



11 ITERATIVE REGULARISIERUNG

Fir die Terme mit h, konnen wir direkt die Parameterwahl (11.17) einsetzen. Fiir den Term
mit x” verwenden wir nun die Annahme (11.18) sowie die Parameterwahl (11.17) und erhalten

~ ) o . 1 .
”yn - Tn(xT - xn)”Y < _HYn”Y = _”J/n — Tahally.
Y Y
Einsetzen, Zusammenfassen, und Multiplizieren mit —1 ergibt nun (11.19). O

Als nichstes zeigen wir, dass fiir gestorte Daten y° € Bs(y) das Diskrepanzprinzip (11.3)
einen endlichen Abbruchindex N(8, y°) liefert. Dafiir brauchen wir eine schérfere Variante
der Tangentialkegelbedingung (11.7b).

Satz 11.8. Sei F : U — Y stetig differenzierbar, und fiir xo, € U existiert ein r > 0 mit
By (x0) C U, so dass eine Losung x' € B,(xo) existiert. Weiter sei IF' )l gxy)y < M fiir
M > 0 und x € By,(x), und es existiere ein ¢ > 0 so dass fiir alle x, x € By,(xo) gilt

(11.21) IF(x) = F(x) = F'(x)(x = X)lly < ellx = XIx[|[F(x) = F&)|ly-

Wird N(8,y°) nach dem Diskrepanzprinzip (11.3) mit t > o' gewdhlt und ist ||xo — x||x
hinreichend klein, so gilt

N(@5,y°) < C(1+ |log8|)  fiireinC > 0.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass der Fehler bis zum Abbruchindex monoton fallend ist.
Angenommen N = N(§, y°) > 1 (sonst ist nichts zu zeigen) und

¥ . - '_ or —1
X0 — X < mingr,rfp, r:= .
lxo = x"llx < min{r. 7} e

Aus (11.21) mit x = xo und ¥ = x' folgt dann durch Einschieben von y — y

|F'(x0)(x" = x0) + F(x0) = ¥°lly < & + [|[F(x0) — y — F'(x0)(x0 — x")|ly
< 8+ cllxo — xT|Ix |1 P(xo) — ylly

< (1+ cllxo — xI1x)8 + cllxo = x"lIx|IF(x0) = ¥ lly-

Da nach Annahme x( noch nicht das Diskrepanzprinzip erfiillt, gilt § < 77||F(xo) — y°|ly.
Einsetzen liefert also (11.18) mit y = o7(1+ ¢(1 + 7)||xg — x"|[x) ™! > 1 fiir ||xg — xT||x klein
genug. Aus Lemma 11.7 folgt dann

%) = x"[lx < |lxo — x"[lx < min{r,7},
und damit insbesondere xf € By,(xg9) C U. Gilt nun N > 1, erhalten wir wie eben
1) S ) 19 S 1) 1) ()
IF ()" = %) + F(x) = y°lly < (1 + cllx) = xT[Ix)8 + cllxf = xTIxIF(x)) = y°lly
< (1+cllxo = xT[1x)3 + ellxo — xT[x IF(x)) = y°lly.

Durch Induktion folgt nun, dass fir alle n < N die Iteration (11.16) wohldefiniert ist und
(11.19) gilt.
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Um nun wie fiir die Landweber-Iteration die Residuen aufsummieren zu konnen, benétigen
wir noch eine uniforme Abschatzung fiir . Dazu verwenden wir die Identitat (mit T;,, h,
und y, wie im Beweis von Lemma 11.7)

(TuT,; + o 1d) (P — Tuhn) = Ty (T n — T,y Tnhy — atnhy) + an¥n = anns

wobei wir im letzten Schritt die Iterationsvorschrift (11.16) verwendet haben. Wir erhalten
daraus mit Hilfe der Annahme [|T,||£(x,y) < M sowie der Parameterwahlregel (11.17)
(11-22) an”j’n”Y = ”(THT;;k +ay Id)(}N/n - Tnhn)”Y

< (Mz + an)”j’n - TnhnHY

= (MZ + an)o || Pully-

< O'[VI2

Aufldsen von (11.22) nach a;, ergibt dann a,, < =,

2y —1)(1-o0)o
yM?

woraus mit (11.19) folgt

) 2 S 112 1) 5112 ..
|E —x1||X— ||xn+1—x1||X > |F(x,) = y°lly fiir allen < N.

Da N nach dem Diskrepanzprinzip (11.3) gewahlt war, erhalten wir durch Aufsummieren
von n = 0 bis N — 1 die Abschatzung

yM?
2(y -1 -o0)

N-1
N(zo) < > IIF(ed) = y°l1f < Ixo = x"lx.
n=0 o

Damit ist N fiir alle § > 0 endlich.

Um die logarithmische Abschétzung zu zeigen, verwenden wir die Parameterwahlregel
(11.17) sowie die Bedingung (11.21) und erhalten fiir beliebige n < N die Abschéitzung

oIFG) = y0lly = IIF' ()b + F(x3) =y ly
> |F(xd,1) = ¥ lly = IIF'e)hn + F(x) = F(x, Iy
> [|F(x2,) = ¥’ lly — cllhallx I P(Z,) — F()lly
> (1= cllhallONFGD,) = ¥ lly = cllhallx IFGD) = ¥ Iy

Aus (11.19) folgt nun
Iallx < N8 = xFllx < llxo = x7|lx,

und zusammen mit dem Diskrepanzprinzip erhalten wir firn = N — 2
o + cllxo — xTlx
1-cllxo — xT|lx

T
+ —
S(U clixo ="l

8 < ||IF(x_ ) =30y < IF(xS_,) = ¥°lly

N-1
1F(x0) = ¥° Iy
l—ﬂm—XWx)

Fiir ||xo — x"||x klein genug ist der Bruch auf der rechten Seite kleiner als 1, woraus die
gesuchte Abschatzung fiir N folgt. m]
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Fiir kleinen Fehler § liefert O(1+ | log §|) eine wesentlich kleinere Schranke als O(672) (bei
vergleichbaren Konstanten, wovon allerdings in der Regel nicht auszugehen ist), woraus die
schnellere Konvergenz des Levenberg—Marquardt-Verfahrens im Vergleich zur Landweber-
Iteration ersichtlich wird. Dafiir sind die einzelnen Iterationen jedoch aufwendiger, da (nach
Diskretisierung) jedesmal ein lineares Gleichungssystem gelost werden muss. Welches der
beiden Verfahren in der Praxis das schnellere ist (gemessen an der benétigten Rechenzeit),
hangt daher vom konkreten Problem ab.

Wir betrachten nun die (lokale) Konvergenz fiir exakte Daten.

Satz 11.9. Es gelten die Annahmen von Satz 11.8. Ist ||xo —x||x hinreichend klein, so konvergiert
Xp — X mit F(X) = y fiirn — oo.

Beweis. Aus (11.21) fiir x = xo und % = x' folgt direkt
IF(x0) =y = F'(x0)(x0 — xlly < cllxo — x" [IxIF(x0) — ylly-

Fiir ||xo — x"||x hinreichend klein ist dann y := o(c||xo — x'||x)™ > 1 und damit (11.18)
erfiillt. Wir konnen daher Lemma 11.7 anwenden und erhalten ||x; — x|[x < ||xo — x7||x.
Also ist x; € Byy(x) und auch ||x; — x'||x hinreichend klein, so dass durch Induktion die
Wohldefiniertheit der Iterationsvorschrift und die Monotonie des Fehlers fiir alle n € N folgt.
Genau wie im Beweis von Satz 11.8 erhalten wir daraus durch Umformen und Aufsummieren

S y M? ;
g F(x,) = y||2 < -

und damit F(x,) — y fur n — oo.

Der Rest des Beweises verlauft analog zum Beweis von Satz 11.4. Wir setzen e, := x, — xt
und betrachten

llem — enllx < llem — exllx + llex — enllx,
wobei m > n beliebig und k € {n,...,m} nach (11.13) gewihlt sind. Aus der Monotonie
folgt wieder ||e,||x — € fiirn — cound ein ¢ > 0; wir miissen also nur noch die gemischten
Terme betrachten. Mit Hilfe der Identitat (11.20) und der Parameterwahl (11.17) erhalten wir

m—1

(ex — em, ex)x = Z - (xj+1 — Xj, X — XT)X

j=k
m—1
= e (v = F) = )y = x7), F G = 1)
j=k
m—1
< 3 a7y - Fx) = () — )| F G = x )l
j=k
m—1
=" oa; IFG5) ~ ylvllF o) — xlly-
=k
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11 ITERATIVE REGULARISIERUNG

Fiir den zweiten Term verwenden wir (11.21) und setzen 7 := c|jxo — x||x > cllxj — x'x
fir alle j > 0:

IF () e — xDlly < 1FGee) = ylly + Iy = FGx) — F'(xp)(x" = xp)lly
+ ||F(xj) = Foxg) = F' () (x = xio)lly
< |IFGa) = ylly + cllxj = xTlIxIF (x;) = ylly
+cllx; — xiellx [|1F(x;) = F(x)lly
< (1+5mIIFGx) = yllys

wobei wir wieder mehrfach die produktive Null und (11.13) ausgenutzt haben.

Wir kénnen nun (11.19) anwenden und erhalten

m—1
(ek = em ex)x < Z(l +5m)oa; | F(x) - ylI}

1+5
< ]Zk AR 2 ’71)) (lglI2 = llejeal?)
y(1+5'7)

(llexll = llemllx) — 0

20(y - 1)

fir n — oo wegen der Konvergenz von ||e,||[x — ¢. Analog zeigt man

(1+5n)
(e = e ex)x < % = ro— o lenll = lexl) — 0
fur n — oo, woraus wieder folgt, dass {e,},en und damit {x,},en eine Cauchyfolge ist.
Wegen F(x,) — y folgt daraus die Behauptung. ]

Wir haben nun fast alles beisammen, um mit Lemma 11.1 die Konvergenz des Levenberg-
Marquardt-Verfahrens fiir gestorte Daten y' € Y zu zeigen.

Satz11.10. Es gelten die Annahmen von Satz 11.8. Ist || xo—x||x hinreichend klein, so konvergiert
va(&y(g) — X mit F(x) = y fird — 0.

Beweis. Es bleibt nur noch die Stetigkeitsbedingung (11.5) nachzuweisen. Da F stetig diffe-
renzierbar angenommen war, ist F/(x")*F’(x") + a Id stetig. Nach dem Satz iiber inverse
Funktionen (siehe z. B. [Riizicka 2004, Satz 2.17]) ist daher auch (F/(x)*F’(x) + aId)! in
einer hinreichend kleinen Umgebung um x' stetig. Also hangt fiir festes n € N die rechte
Seite von (11.16) stetig von x, ab, woraus analog zur Landweber-Iteration die Bedingung
(11.5) und damit die behauptete Konvergenz folgt. ]

Zusammen mit einer Quellbedingung kann man fiir eine geeignete a priori Wahl von

ap und N = N(6) auch (logarithmische) Konvergenzraten fiir § — 0 zeigen; siehe z.B.
[Kaltenbacher u. a. 2008, Theorem 4.7].
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11.3 ITERATIV REGULARISIERTES GAUSS—NEWTON-VERFAHREN

Wir betrachten nun eine Variante des Levenberg—Marquardt-Verfahrens, die von Bakus-
hinskii (1992) vorgeschlagen wurde: Setze x,11 = x, + hy, wobei h, nun Losung ist des
Minimierungsproblems

1 a
(11.23) min —||F'(x,)h + F(x,) — y||f, + 2 Ilh+ x, — x0||)2(.
hex 2 2

Mit Hilfe der Normalengleichungen erhélt man daraus die Iterationsvorschrift des iterativ
regularisierten Gauf3—Newton-Verfahrens:

(11'24) Xn+1 = Xp + (F/(xn)*F/(xn) + Id)_l (F’(xn)*(y - F(xn)) + an(xO - xn)) .

Die Iteration unterscheidet sich vom Levenberg—Marquardt-Verfahren also nur in einem
zusatzlichen Term auf der rechten Seite. Im Gegensatz zu (11.15) steht in (11.23) jedoch
Xn + hp — X0 = x,41 — X im Regularisierungsterm. Dadurch kann man x4, selber auffassen
als Minimierer des linearisierten Tikhonov-Funktionals

1 a
min ~||F'(x,)(x = xa) + F(xn) = yll§ + = lx — xoll%,
xeX 2 2

was es ermoglicht, fiir die Analysis die Eigenschaften der linearen Tikhonov-Regularisierung
heranzuziehen. In der Praxis zeichnet sich das Verfahren auch durch eine bessere Stabilitat
aus, da die explizite Regularisierung von x,; verhindert, dass zwar die Inkremente h,
beschrankt bleiben, sich im Laufe der Iteration jedoch unbeschrinkt aufsummieren.

Ahnlich wie fiir das Levenberg—Marquardt-Verfahren kann man nun (unter Nichtlineari-
tatsbedingungen) Wohldefiniertheit und Konvergenz fiir exakte und gestorte Daten zeigen;
siehe z. B. [Kaltenbacher u. a. 2008, Kapitel 4.2]. Wir wollen hier stattdessen nur Konver-
genzraten in Verbindung mit einer a priori-Wahlregel herleiten. Wir nehmen dafiir an, dass
F :U — Y stetig Fréchet-differenzierbar ist. Um wie angekiindigt die Resultate fiir lineare
Tikhonov-Regularisierung anwenden zu konnen, nehmen wir weiter an, dass F vollstetig
und daher F’(x) nach Satz 9.6 fiir alle x € U kompakt ist.

Wir zeigen zuerst, dass der Fehler eine quadratische Rekursion erfiillt.

Lemma 11.11. Sei F : U — Y stetig differenzierbar und vollstetig, und sei x' eine xo-Minimum-
Norm-Losung. Weiter seien erfiillt:

(i) es gibt einw € X mitx' —xo = |F'(x")|"w und ||wl|lx < p fiireinv € [1,2] und p > 0;
(ii) F’ ist Lipschitz-stetig mit Konstante L.
Wird der Abbruchindex N = N(9) so gewdhlt, dass fiir ein t > 0 gilt

(11.25) agﬂ)/z <71 < a,(lv+1)/2 firallen < N,
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so ist fiir allen < N

(1.26) [Ixdy; =TIl < (Cop+ =) i + Lp (ot ™ + IF NIk y, ) Hed = x

n+l1

1) 12
+ %9 — x|

1/2
Ofn/

Beweis. Wir spalten den Fehler x,,; — x" mit Hilfe der Iterationsvorschrift und einigen
Umformungen auf in drei Komponenten, die wir separat abschétzen. Wir setzen K, :=
F'(x%) und K := F'(x") und schreiben

X —xT=x—x" 4 (KnKn + an Id)_1 (KZ(y‘S — F(x%)) + an(x0 — x,f))

n+1

= (K;Kn + an Id)_1 (an(xo —x") + K, (y5 — F(xfl) + Kn(xg - xT)))

[ (KK + @y 1) (0 = )] + | (3K + 1) " K - )]
[ (K;Kn + oy 1d) 'K (F(xT) F(xp) + Kn(x; — xT))
+ o (KK + @ 1d) (KK — K*K) (KK + o 1d) ™ (30 — x*)]
=: [ed] + [e2] + [e3a + €3p]-

Wir schitzen zuerst den Approximationsfehler e; ab. Da K kompakt ist, konnen wir nach
Lemma 6.3 die Spektraldarstellung (K*K + aId)™'x = ¢,(K*K)x fiir po(1) = (A + a)™
anwenden. Zusammen mit der Quelldarstellung folgt daraus fiir alle v < vy = 2

lesllx = [lan (KK + a 1d) ™ (x0 — x7)Ix
= ||l @n@a, (K*K)(K*K)"2w||x

oy AV/Z
< Fan lwllx = sup wy(an)|lwllx
/16(0 k] At Qn Ae(0,x]
<C a,vl/zp

wie in Kapitel 6 gezeigt.

Fiir den Datenfehler e; verwenden wir ebenfalls die Abschatzungen aus Kapitel 6 zusammen
mit der a priori-Wahl von ¢, und erhalten fir allen < N

o) =1 %
leallx = || (KiKy + 2 1d) " KE(v° = 9)lix
< N, (KEKDK L2 30 lly? = ylly

-1 _v/2

< d<1a,

N
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Den Nichtlinearititsfehler es, + es, schitzen wir wiederum seperat ab. Fir den ersten
Summanden verwenden wir die Lipschitzbedingung und Lemma 9.5 und erhalten

lesallx += Il (K3Kn + n1d) ™ K (FG) = FGxd) + Kaxd = x) lx
< e, KKK Nl £v ol F(cT) = F(x0) = Ko(x™ = x0)|ly

< —||xfl -x

Va2

Fur den zweiten Summanden verwenden wir die Identitat

X+

K,K, - K'K =K,(K, —-K)+ (K, - K"K
sowie die Lipschitz-Stetigkeit und Quellbedingung, und schétzen analog zu oben ab
less L := llan (KoKn + a2 1d) ™ (KK = K*K) (KK + a2 1d) ™ (x0 = <)l
< ”(Pan (K::Kn)K;”L(Y,X)”K - Kn”L(X,Y)”an(Pan(K*K)(K*K)V/zW”X

+ @@ (KKl £0v 30 1K = Kl 0 3 1K @y (KKK K| £y )
31097 O R}

IA

1 2 On 5 t -1
Lixt = 2lIx Coat*p + sup Ll — x| KL 4 p
Vo T ok @t AT Loen

IA

Lp (Coad ™" + 1Kk ) Hd = xlx,

wobei wir ||K*|| v, x) = [IK|l£x,y) und — mit Hilfe von Lemma 3.12 (iii) - die Abschédtzung

Ko (K*K)K*K)?|| £x.v) = I(K*K)Y 20 (K*K)K*K)?| gx.y) < sup

<1
de(ox] A+ @

verwendet haben. Zusammen ergibt dies die gewilinschte Abschatzung. O

Ist der Anfangsfehler klein genug, folgt daraus die gewiinschte Fehlerabschiatzung.

Satz 11.12. Es gelten die Voraussetzungen von Lemma 11.11 fiir p > 0 hinreichend klein und
T > 0 hinreichend grof3. Es sei weiterhin ay < 1 und

1< <q fiir ein g > 1.

An+1

Dann gilt fiir exakte Daten (d. h. § = 0)

(11.27) %, — xT|lx < cla,v,/z fiirallen € N
und fiir gestorte Daten
(11.28) ||x1‘z](5) —x|lx < cp67 fird — 0.
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Beweis. Aus Lemma 11.11 folgt, dass &, := a, v/2 lx? — x"||x die quadratische Rekursion

Enr1 < a+bé, + cfrf
mit

14 - 14 / V= Vv L
a=q"*Cp+1h),  b:=q""Lp (Cv +|IF (xT)ll_[()l(,Y)) . oe=q"0p

erfullt, wobei wir v > 1 und damit «,, sowie oc,V,/ 2 < ag/ % < 1 verwendet haben.

Offensichtlich konnen wir a, b und ¢ beliebig klein machen, indem wir p hinreichend
klein und 7 hinreichend grof3 wihlen. Seien nun #y, t, die Losungen der Fixpunktgleichung
a + bt + ct? = t, namlich

12 a;v/z

2a t_l—b+\/(1—b)2—4ac

2

C1-b++A-b)? —dac 2c

Fiir ¢ hinreichend klein ist ¢, beliebig grof}; insbesondere kénnen wir annehmen, dass

5]

(11.29) ty 2 &o

gilt. Aufgrund der Quellbedingung kénnen wir wegen ||x, — x'||x < IIF’(xT)||2(X P

auflerdem durch p hinreichend klein auch x, € B,(x") c U fiir ein r > 0 garantieren.

Wir zeigen nun durch Induktion, dass fur alle n < N = N(9) gilt

(11.30) &n < max{ty, §} =: C¢.

Fiir n = 0 folgt diese Aussage direkt aus der Definition; sie gelte daher nun fiir ein beliebiges
n < N. Dann gilt insbesondere &, < &, und aus der Definition von &, zusammen mit

an < ap < 1lund v > 1folgt daraus
+ 2 —v/2
xS = xFllx < ay%ag"Pllxo - xFlIx < 7

und damit x? € B,(x") c U. Die Iteration (11.24) ist daher wohldefiniert, und wir konnen
in der Tat Lemma 11.11 anwenden. Wir unterscheiden nun zwei Fille in (11.30).

(i) & < t;: Dann gilt wegen a, b, ¢ > 0 und der Definition von t

Enp1 S a+bEy+cE2 < a+ bty +bt? =t

(ii) t; < & < &:Nach Annahme (11.29) gilt dann &, € (t;,t;],und aus a+ (b —1)t +ct? < 0
fur t € [t t;] wegen ¢ > 0 folgt damit

& < a+b§n+c§,f <& L &.
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In beiden Féllen erhalten wir also (11.30) fiir n + 1.

Aus (11.30) folgt nun fiir 6 = 0 wegen N = oo
lln — x"|lx < aZ/2C§ fiir alle n € N

und damit (11.27) mit ¢; := C¢. Fiir § > 0 folgt aus (11.30) fiir n = N zusammen mit der
Parameterwahl (11.25)
lxn — xFllx < al*Ce < (x8)7iCe

und damit (11.28) mit ¢; := Cszfﬁ. O
Aufahnliche Weise (wenn auch mit etwas mehr Aufwand) lassen sich auch Konvergenzraten

fir das Diskrepanzprinzip bis zur Saturation vy — 1 = 1 herleiten; siehe [Kaltenbacher u. a.
2008, Theorem 4.13].
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