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ÜBERBLICK

Inverse Probleme treten überall dort auf, wo sich gesuchte Größen nicht durch direkte Mes-

sung ermitteln lassen, sondern nur durch Abgleich von Messungen und mathematischen

Modellen. Beispiele �nden sich in der biomedizinischen Bildgebung, der zerstörungsfreien

Prüfung von Werksto�en und der Kalibrierung von Finanzmodellen. Der Name „inverses

Problem“ rührt daher, dass es oft ein „direktes Problem“ enthält: nämlich jenes mathema-

tische Modell, das die gesuchte Größe mit der Messung verknüpft. Aus mathematischer

Sicht ist jedoch relevanter, dass es sich hierbei um sogenannte schlecht gestellte Probleme

handelt, die mit den Standard-Methoden zur Lösung (nicht)linearer Gleichungen nicht

behandelt werden können.
1

Die mathematische Theorie der inversen Probleme ist daher ein Teilgebiet der Funktio-

nalanalysis: so, wie sich diese mit der Frage beschäftigt, wann eine Gleichung F (x) = y in

einem unendlichdimensionalen Vektorraum eine eindeutige Lösung x besitzt, die stetig von

y abhängt, werden wir in dieser Vorlesung untersuchen, unter welchen Bedingungen dies

nicht der Fall ist, und wie man dann zumindest eine sinnvolle Näherung an x bekommt. Dies

entspricht im Wesentlichen dem Schritt von regulären zu inkonsistenten, unterbestimmten,

und schlecht konditionierten linearen Gleichungssystemen.

Dieses Skriptum basiert vor allem auf den folgenden Werken:

[1] M. Burger (2007), Inverse Problems, Vorlesungsskript, Institut für Numerische und

Angewandte Mathematik, Universität Münster, url: h�p://wwwmath.uni-muenster.de/

num/Vorlesungen/IP_WS07/skript.pdf

[2] H. W. Engl, M. Hanke u. a. (1996), Regularization of Inverse Problems, Bd. 375, Ma-

thematics and its Applications, Kluwer Academic Publishers Group, Dordrecht, doi:

10.1007/978-94-009-1740-8

[3] B. von Harrach (2014), Regularisierung Inverser Probleme, Vorlesungsskript, Fachbe-

reich Mathematik, Universität Stuttgart, url: h�p://www.mathematik.uni-stu�gart.de/

~harrach/lehre/Regularisierung.pdf

1
Sonst wäre auch keine eigene Vorlesung notwendig. Tatsächlich wäre der Titel „Schlecht gestellte Probleme“

passender; die Bezeichnung „Inverse Probleme“ hat sich dennoch durchgesetzt.
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[4] T. Hohage (2002), Inverse Problems, Vorlesungsskript, Institut für Numerische und

Angewandte Mathematik, Universität Göttingen

[5] K. Ito & B. Jin (2014), Inverse Problems: Tikhonov Theory and Algorithms, Bd. 22, Series

on Applied Mathematics, Singapore: World Scienti�c, doi: 10.1142/9789814596206_0001
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problems, Bd. 6, Radon Series on Computational and Applied Mathematics, Berlin: De

Gruyter, doi: 10.1515/9783110208276

[7] A. Kirsch (2011), An Introduction to the Mathematical Theory of Inverse Problems, 2. Au�.,

Springer, New York, doi: 10.1007/978-1-4419-8474-6
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Teil I

FUNKTIONALANALYTISCHE GRUNDLAGEN
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1 LINEARE OPERATOREN IN NORMIERTEN RÄUMEN

In diesem und dem nächsten Kapitel stellen wir die für diese Vorlesung wesentlichen

Begri�e, Notationen und Resultate zusammen. Für Beweise wird auf die Standardliteratur

verwiesen, z. B. auf [Alt 2012; Werner 2011], oder auf [Clason 2015].

1.1 normierte räume

Im Folgenden bezeichne X einen Vektorraum über dem Körper K, wobei wir uns hier stets

auf den Fall K = R beschränken. Eine Abbildung ‖ · ‖ : X → R+ := [0,∞) heißt Norm (auf

X ), falls für alle x ∈ X gilt

(i) ‖λx ‖ = |λ |‖x ‖ für alle λ ∈ K,

(ii) ‖x + y ‖ ≤ ‖x ‖ + ‖y ‖ für alle y ∈ X ,

(iii) ‖x ‖ = 0 genau dann, wenn x = 0 ∈ X .

Zwei Normen ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 heißen äquivalent, falls c1, c2 > 0 existieren mit

c1‖x ‖2 ≤ ‖x ‖1 ≤ c2‖x ‖2 für alle x ∈ X .

Ist X endlichdimensional, so sind alle Normen auf X äquivalent. Die Konstanten c1, c2

hängen dann jedoch von der Dimension von X ab; die Vermeidung solcher dimensionsab-

hängiger Konstanten ist einer der Gründe, warum wir inverse Probleme in einem unend-

lichdimensionalen Funktionenraum betrachten wollen.

Beispiel 1.1. (i) Auf X = RN
werden Normen de�niert durch

‖x ‖p =

(
N∑
i=1

|xi |
p

)
1/p

1 ≤ p < ∞,

‖x ‖∞ = max

i=1,...,N
|xi |.
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1 lineare operatoren in normierten räumen

(ii) Auf X = `p (dem Raum der reellen Folgen, auf dem folgende Ausdrücke endlich sind)

sind Normen de�niert durch

‖x ‖p =

(
∞∑
i=1

|xi |
p

)
1/p

1 ≤ p < ∞,

‖x ‖∞ = sup

i=1,...,∞
|xi |.

(iii) Auf X = Lp(Ω) (dem Raum der messbaren reellen Funktionen, auf dem folgende

Ausdrücke endlich sind) sind Normen de�niert durch

‖u‖p =

(∫
Ω
|u(x)|p

)
1/p

1 ≤ p < ∞,

‖u‖∞ = ess sup

x∈Ω
|u(x)|.

(iv) Auf X = C(Ω) (dem Raum der Funktionen auf Ω, die stetig auf den Rand fortgesetzt

werden können) ist eine Norm de�niert durch

‖u‖C = sup

x∈Ω
|u(x)|.

Auf ähnliche Weise de�niert man den Banachraum Ck(Ω) der k-mal stetig di�eren-

zierbaren Funktionen mit Norm ‖u‖Ck =
∑k

j=0
‖u(j)‖C .

Ist ‖ · ‖ eine Norm auf X , so bezeichnet man das Paar (X , ‖ · ‖) als normierten Raum, und

schreibt in diesem Fall oft ‖ · ‖X . Ist die Norm kanonisch (etwa in Beispiel 1.1 (ii)–(iv)), so

wird sie oft weggelassen.

Sind (X , ‖ · ‖X ) und (Y , ‖ · ‖Y ) normierte Räume mit X ⊂ Y , so heißt X stetig eingebettet in

Y , geschrieben X ↪→ Y , falls ein C > 0 existiert mit

‖x ‖Y ≤ C‖x ‖X für alle x ∈ X .

Eine Norm vermittelt auf direkte Weise einen Konvergenzbegri�, die sogenannte starke
Konvergenz: Eine Folge {xn}n∈N ⊂ X konvergiert (stark in X ) gegen ein x ∈ X , geschrieben

xn → x , wenn gilt

lim

n→∞
‖xn − x ‖X = 0.

Eine Teilmenge U ⊂ X nennen wir

• abgeschlossen, falls für jede konvergente Folge {xn}n∈N ⊂ U auch der Grenzwert

x ∈ U liegt;
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1 lineare operatoren in normierten räumen

• kompakt, falls jede Folge {xn}n∈N ⊂ U eine konvergente Teilfolge {xnk }k∈N mit

Grenzwert x ∈ U besitzt;

• dicht in X , falls für alle x ∈ X eine Folge {xn}n∈N ⊂ U mit xn → x existiert.

Die Vereinigung von U mit der Menge aller Grenzwerte von konvergenten Folgen in U
bezeichnen wir als ihren Abschluss U ; o�ensichtlich ist U dicht in U .

Ein normierter Raum X heißt vollständig, wenn jede Cauchy-Folge in X konvergiert; man

nennt dann X auch Banachraum. Alle Räume in Beispiel 1.1 sind Banachräume. Ist X
ein unvollständiger normierter Raum, so bezeichnen wir X als Vervollständigung von X
(bezüglich der Norm ‖ · ‖X ).

Schließlich de�nieren wir für späteren Gebrauch für x ∈ X und r > 0

• die o�ene Kugel Ur (x) := {z ∈ X : ‖x − z‖X < r } und

• die abgeschlossene Kugel Br (x) := {z ∈ X : ‖x − z‖X ≤ r }.

Die abgeschlossene Kugel um 0 mit Radius 1 bezeichnet man auch als Einheitskugel BX .

Eine Menge U ⊂ X heißt

• o�en, falls für alle x ∈ U ein r > 0 existiert mit Ur (x) ⊂ U (d. h. alle x ∈ U innere
Punkte von U sind);

• beschränkt, falls sie in einer abgeschlossenen Kugel Br (0) für ein r > 0 enthalten ist;

• konvex, falls für x ,y ∈ U auch λx + (1 − λ)y ∈ U für alle λ ∈ [0, 1] gilt.

In normierten Räumen gilt, dass das Komplement einer o�enen Menge abgeschlossen ist

und umgekehrt (d. h. die abgeschlossenen Mengen im Sinne der Topologie sind genau die

(Folgen-)abgeschlossenen Mengen im Sinne unserer De�nition). Sowohl o�ene als auch

abgeschlossene Kugeln sind wegen der Norm-Axiome konvex.

1.2 beschränkte operatoren

Wir betrachten nun Abbildungen zwischen normierten Räumen. Seien im Folgenden stets

(X , ‖ · ‖X ) und (Y , ‖ · ‖Y ) normierte Räume, U ⊂ X , und F : U → Y eine Abbildung. Wir

bezeichnen mit

• D(F ) := U den De�nitionsbereich (englisch „domain“) von F ;

• N(F ) := {x ∈ U : F (x) = 0} den Kern (englisch „kernel“ oder „null space“) von F ;

• R(F ) := {F (x) ∈ Y : x ∈ U } das Bild (englisch „range“) von F .

Wir sagen, F ist
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1 lineare operatoren in normierten räumen

• stetig in x ∈ U , wenn für alle ε > 0 ein δ > 0 existiert mit

‖F (x) − F (z)‖Y ≤ ε für alle z ∈ U mit ‖x − z‖X ≤ δ ;

• Lipschitz-stetig, wenn ein L > 0 existiert (genannt Lipschitz-Konstante) mit

‖F (x1) − F (x2)‖Y ≤ L‖x1 − x2‖X für alle x1,x2 ∈ U .

Eine Abbildung F : X → Y ist also genau dann stetig, wenn aus xn → x auch F (xn) → F (x)
folgt, und abgeschlossen, wenn für xn → x und F (xn) → y folgt, dass F (x) = y ist.

Ist F : X → Y linear (d. h. F (λ1x1 + λ2x2) = λ1F (x1) + λ2F (x2) für alle λ1, λ2 ∈ R und

x1,x2 ∈ X ), so ist die Stetigkeit äquivalent mit der Bedingung, dass eine Konstante C > 0

existiert mit

‖Fx ‖Y ≤ C‖x ‖X für alle x ∈ X .

Stetige lineare Abbildungen nennt man daher auch beschränkt; man spricht auch von

einem beschränkten linearen Operator. (Diese bezeichnen wir in Folge mit T , um dies

zu verdeutlichen.) Ist Y vollständing, so ist der Raum L(X ,Y ) der beschränkten linearen

Operatoren ein Banachraum versehen mit der Operatornorm

‖T ‖L(X ,Y ) = sup

x∈X\{0}

‖Tx ‖Y
‖x ‖X

= sup

‖x ‖X ≤1

‖Tx ‖Y

(die gleich der minimalen Konstante C in der De�nition der Stetigkeit ist).

Wie in der linearen Algebra bezeichnet man T als

• injektiv, wenn N(T ) = {0} ist;

• surjektiv, wenn R(T ) = Y ist;

• bijektiv, wenn T injektiv und surjektiv ist.

Ist T ∈ L(X ,Y ) bijektiv, dann ist die Inverse T −1
: Y → X stetig genau dann, wenn ein

c > 0 existiert mit

c‖x ‖X ≤ ‖Tx ‖Y für alle x ∈ X ;

in diesem Fall gilt ‖T −1‖L(Y ,X ) = c
−1

für das größte solche c . Wann dies der Fall ist, besagen

die folgenden Hauptsätze der Funktionalanalysis (die alle mehr oder weniger direkt aus

dem Satz von der o�enen Abbildung folgen).

Satz 1.2 (Satz von der stetigen Inversen). Seien X ,Y Banachräume undT ∈ L(X ,Y ) bijektiv.
Dann ist T −1

: Y → X stetig.

Für inverse Probleme besonders relevant ist der Fall, dassT zwar injektiv, aber nicht surjektiv

ist. Dann hätte man gerne zumindest auf dem Bild von T eine stetige Inverse; dass dies im

Allgemeinen nicht mehr der Fall ist, stellt die Kernschwierigkeit bei unendlichdimensionalen

inversen Problemen dar.
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1 lineare operatoren in normierten räumen

Satz 1.3 (Satz vom abgeschlossenen Bild). SeienX ,Y Banachräume undT ∈ L(X ,Y ) injektiv.
Dann ist T −1

: R(T ) → X stetig genau dann, wenn R(T ) abgeschlossen ist.

Das Trio komplett macht der folgende Satz.

Satz 1.4 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). SeienX ,Y Banachräume. Dann istT : X → Y
stetig genau dann, wenn T abgeschlossen ist.

Wir betrachten nun Folgen linearer Operatoren. Dafür unterscheiden wir zwei Konver-

genzbegri�e: Eine Folge {Tn}n∈N ⊂ L(X ,Y ) konvergiert gegen T ∈ L(X ,Y )

(i) punktweise, wenn Tnx → Tx (stark in Y ) für alle x ∈ X konvergiert;

(ii) gleichmäßig, wenn Tn → T (stark in L(X ,Y )) konvergiert.

Gleichmäßige Konvergenz impliziert dabei punktweise Konvergenz; schwächere Bedin-

gungen liefert ein weiterer Hauptsatz der Funktionalanalysis.

Satz 1.5 (Satz von Banach–Steinhaus). Sei X ein Banachraum, Y ein normierter Vektorraum,
und {Ti}i∈I ⊂ L(X ,Y ) eine Familie punktweise beschränkter Operatoren, d. h. für alle x ∈ X
existiert eine KonstanteMx > 0 mit supi∈I ‖Tix ‖Y ≤ Mx . Dann ist

sup

i∈I
‖Ti ‖L(X ,Y ) < ∞.

Folgerung 1.6. Seien X ,Y Banachräume und {Tn}n∈N ⊂ L(X ,Y ). Dann sind äquivalent

(i) {Tn}n∈N konvergiert gleichmäßig auf kompakten Teilmengen in X ;

(ii) {Tn}n∈N konvergiert punktweise auf X ;

(iii) {Tn}n∈N konvergiert punktweise auf einer dichten TeilmengeU ⊂ X und es gilt

sup

n∈N
‖Tn‖L(X ,Y ) < ∞.

Folgerung 1.7. Seien X ,Y Banachräume und {Tn}n∈N ⊂ L(X ,Y ). Konvergiert Tn punktweise
gegen ein T : X → Y , so ist T beschränkt.
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2 KOMPAKTE OPERATOREN IN HILBERTRÄUMEN

Zwar kann man inverse Probleme in Banachräumen untersuchen, in Hilberträumen lässt

sich die Theorie für lineare Operatoren aber geschlossen darstellen. Dort wird auch die

Analogie zu unterbestimmten und schlecht konditionierten Gleichungssystemen besonders

deutlich.

2.1 skalarprodukt und schwache konvergenz

Hilberträume zeichnen sich dadurch aus, dass eine zusätzliche Struktur de�niert ist: Eine

Abbildung (·, ·) : X × X → R auf dem Vektorraum X über R heißt Skalarprodukt, falls

gilt

(i) (αx + βy, z) = α (x , z) + β (y, z) für alle x ,y, z ∈ X und α , β ∈ R;

(ii) (x ,y) = (y,x) für alle x ,y ∈ X ;

(iii) (x ,x) ≥ 0 für alle x ∈ X mit (x ,x) = 0 genau dann, wenn x = 0 ist.

Ein Banachraum mit Skalarprodukt (X , (·, ·)X ) wird Hilbertraum genannt; ist das Skalar-

produkt kanonisch, lässt man es weg. Durch das Skalarprodukt wird eine Norm

‖x ‖X :=
√
(x ,x)X

induziert, die der Cauchy–Schwarz-Ungleichung gehorcht:

| (x ,y)X | ≤ ‖x ‖X ‖y ‖X .

Beispiel 1.1 (i–iii) für p = 2 ist jeweils ein Hilbertraum, wobei das Skalarprodukt gegeben

ist durch

(i) für X = RN
: (x ,y)X =

N∑
i=1

xiyi ,

(ii) für X = `2: (x ,y)X =
∞∑
i=1

xiyi ,
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2 kompakte operatoren in hilberträumen

(iii) für X = L2(Ω): (u,v)X =

∫
Ω
u(x)v(x)dx .

In allen Fällen induziert das Skalarprodukt die kanonische Norm.

Durch das Skalarprodukt wird ein weiterer Konvergenzbegri� erzeugt: die schwache Kon-
vergenz. Eine Folge {xn}n∈N ⊂ X konvergiert schwach (in X ) gegen x ∈ X , geschrieben

xn ⇀ x , falls gilt

(xn, z)X → (x , z)X für alle z ∈ X .

Dieser Begri� verallgemeinert die koordinatenweise Konvergenz im RN
; in endlichdimen-

sionalen Räumen fallen also starke und schwache Konvergenz zusammen. In unendlichdi-

mensionalen Räumen impliziert starke Konvergenz die schwache, aber nicht umgekehrt.

Konvergiert eine Folge {xn}n∈N jedoch schwach gegen ein x ∈ X , und gilt zusätzlich

‖xn‖X → ‖x ‖X , so konvergiert xn auch stark gegen x . Es gilt außerdem, dass die Norm

schwach unterhalbstetig ist: Konvergiert xn ⇀ x , so ist

‖x ‖X ≤ lim inf

n→∞
‖xn‖X .

Dieser Konvergenzbegri� ist vor allem deshalb nützlich, weil für ihn der Satz von Bolzano–

Weierstrass gilt: Jede beschränkte Folge in einem Hilbertraum besitzt eine schwach kon-

vergente Teilfolge. Umgekehrt ist jede schwach konvergente Folge beschränkt.

Wir betrachten nun lineare Operatoren T ∈ L(X ,Y ) zwischen Hilberträumen X ,Y . Von

besonderer Bedeutung ist dabei der Spezialfall Y = R sein, das heißt der Raum L(X ,R) der

linearen stetigen Funktionale auf X . Diese lassen sich mit Elementen von X identi�zieren.

Satz 2.1 (Riesz–Fischer). Sei X ein Hilbertraum. Dann existiert zu jedem λ ∈ L(X ,R) genau
ein zλ ∈ X mit ‖λ‖L(X ,R) = ‖zλ‖X und

λ(x) = (zλ,x)X für alle x ∈ X .

Mit Hilfe dieses Satzes kann für jeden linearen Operator T ∈ L(X ,Y ) ein adjungierter
Operator T ∗ ∈ L(Y ,X ) de�niert werden durch

(T ∗y,x)X = (Tx ,y)Y für alle x ∈ X ,y ∈ Y ,

für den gilt

(i) (T ∗)∗ = T ;

(ii) ‖T ∗‖L(Y ,X ) = ‖T ‖L(X ,Y );

(iii) ‖T ∗T ‖L(X ,X ) = ‖T ‖
2

L(X ,Y )
.

Ist T ∗ = T , so nennt man T selbstadjungiert.
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2 kompakte operatoren in hilberträumen

2.2 orthogonalität und orthogonalsysteme

Ein Skalarprodukt vermittelt den Begri� der Orthogonalität: IstX ein Hilbertraum, so nennt

man x ,y ∈ X orthogonal, falls (x ,y)X = 0 gilt. Für eine Teilmenge U ⊂ X heißt

U ⊥ := {x ∈ X : (x ,u)X = 0 für alle u ∈ U }

das orthogonale Komplement von U in X ; direkt aus der De�nition folgt, dass U ⊥ ein

abgeschlossener Unterraum ist. Insbesondere ist X⊥ = {0}.

Weiterhin folgt, dass U ⊂ (U ⊥)⊥ ist. Ist U ein abgeschlossener Unterraum, so gilt sogar

U = (U ⊥)⊥ (und damit {0}⊥ = X ). In diesem Fall existiert die Orthogonalzerlegung

X = U ⊕ U ⊥,

d. h. jedes Element x ∈ X kann auf eindeutige Weise dargestellt werden als

x = u + u⊥, u ∈ U , u⊥ ∈ U
⊥.

Durch die Zuordnung x 7→ u wird ein linearer Operator PU ∈ L(X ,X ) de�niert, den man

Orthogonalprojektion auf U nennt. Für diesen gilt:

(i) PU ist selbstadjungiert;

(ii) ‖PU ‖L(X ,U ) = 1;

(iii) Id−PU = PU⊥ ;

(iv) ‖x − PUx ‖X = minu∈U ‖x − u‖X ;

(v) z = PUx genau dann, wenn z ∈ U und z − x ∈ U ⊥.

Ist der Unterraum U dagegen nicht abgeschlossen, gilt lediglich (U ⊥)⊥ = U ⊃ U . Für

T ∈ L(X ,Y ) gilt daher

(i) R(T )⊥ = N(T ∗) und damit N(T ∗)⊥ = R(T );

(ii) R(T ∗)⊥ = N(T ) und damit N(T )⊥ = R(T ∗).

Insbesondere ist der Kern einer stetigen linearen Abbildung stets abgeschlossen; außerdem

ist T injektiv genau dann, wenn R(T ∗) dicht in X liegt.

Eine Menge U ⊂ X , deren Elemente paarweise orthogonal sind, heißt Orthogonalsystem.

Gilt sogar für alle x ,y ∈ U , dass

(x ,y)X =

{
1 falls x = y,

0 sonst,
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2 kompakte operatoren in hilberträumen

so heißt U Orthonormalsystem. Ein Orthonormalsystem ist vollständig, falls kein Ortho-

normalsystem V ⊂ X mit U ( V existiert. Jedes Orthonormalsystem U ⊂ X erfüllt die

Besselsche Ungleichung:

(2.1)

∑
y∈U

| (x ,y)X |
2 ≤ ‖x ‖2X für alle x ∈ X ,

wobei stets höchstens abzählbar viele Summanden von Null verschieden sind. Gilt sogar

Gleichheit in (2.1), so nennt man U auch Orthonormalbasis; in diesem Fall ist U vollständig

und es gilt

x =
∑
y∈U

(x ,y)X y für alle x ∈ X .

Jeder Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis. Ist diese höchstens abzählbar, so nennt

man den Hilbertraum separabel. Aus der Besselschen Ungleichung folgt dann, dass die

Folge {un}n∈N = U schwach gegen Null (aber wegen ‖un‖X = 1 nicht stark!) konvergiert.

Ein Beispiel ist X = L2([0, 1]), welches die Orthonormalbasis {un}n∈Z mit

un(x) =


√

2 sin(2π n x) n > 0,
√

2 cos(2π n x) n < 0,

1 n = 0.

besitzt.

Schließlich halten wir fest, dass jeder abgeschlossene UnterraumU ⊂ X eine Orthonormal-

basis {un}n∈N besitzt, mit deren Hilfe die Orthogonalprojektion auf U dargestellt werden

kann als

PUx =
∞∑
j=1

(
x ,uj

)
X uj .

2.3 der spektralsatz für kompakte operatoren

So wie man Hilberträume als naheliegende Verallgemeinerung von endlichdimensionalen

Vektorräumen au�assen kann, sind kompakte Operatoren das unendlichdimensionale

Analogon zu Matrizen. Ein Operator T : X → Y heißt dabei kompakt, wenn das Bild jeder

beschränkten Folge {xn}n∈N ⊂ X eine konvergente Teilfolge {Txnk }k∈N ⊂ Y besitzt. Eine

äquivalente Charakterisierung ist die folgende:T ist kompakt genau dann, wennT schwach

konvergente Folgen in X auf stark konvergente Folgen in Y abbildet. (Diese Eigenschaft

wird auch Vollstetigkeit genannt.) Kompakte Operatoren bezeichnen wir in der Regel mit

K .

O�ensichtlich ist jeder lineare Operator kompakt, wenn Y endlichdimensional ist. Insbe-

sondere ist die Identität Id : X → X kompakt genau dann, wenn X endlichdimensional ist.
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2 kompakte operatoren in hilberträumen

Weiterhin gilt, dass der Raum K(X ,Y ) aller kompakten Operatoren von X nach Y einen

abgeschlossenen Unterraum von L(X ,Y ) (und damit einen Banachraum, versehen mit der

Operatornorm) bildet. Also ist auch jeder Grenzwert von linearen Operatoren mit end-

lichdimensionalem Bild kompakt. Sind T ∈ L(X ,Y ) und S ∈ L(Y ,Z ), und ist wenigstens

einer der beiden Operatoren kompakt, so ist auch S ◦T kompakt. Weiterhin istT ∗ kompakt

genau dann, wenn T kompakt ist (Satz von Schauder).

Ein kanonisches Beispiel für kompakte Operatoren sind Integraloperatoren. Wir betrachten

X = Y = L2([0, 1]) und für einen gegebenen Kern k ∈ L2([0, 1] × [0, 1]) den Operator

K : L2([0, 1]) → L2([0, 1]), der punktweise de�niert ist durch

[Kx](t) =

∫
1

0

k(s, t)x(s)ds für fast alle t ∈ [0, 1]

(wobei Kx ∈ L2([0, 1]) nach dem Satz von Fubini gilt). Mit Hilfe der Cauchy–Schwarz-

Ungleichung und dem Satz von Fubini erhält man nun sofort

‖K ‖L(X ,X ) ≤ ‖k ‖L2([0,1]),

woraus auch folgt, dass K ein beschränkter Operator von L2([0, 1]) nach L2([0, 1]) ist.

Da k ∈ L2([0, 1]2) messbar ist, existiert eine Folge {kn}n∈N von einfachen Funktionen (d. h.

solche, die nur endlich viele Werte annehmen) mit kn → k in L2([0, 1]2). Diese haben z. B.

die Form

kn(s, t) =
n∑

i,j=1

αij χEi (s)χEj (t),

wobei χE die charakteristische Funktion des messbaren Intervalls E ⊂ [0, 1] ist und die

Ei eine endliche disjunkte Zerlegung von [0, 1] bilden. Also gilt für den entsprechenden

Integraloperator Kn mit kn statt k wegen der Linearität des Integrals

‖Kn − K ‖L(X ,X ) ≤ ‖kn − k ‖L2([0,1]2) → 0,

d. h. Kn → K . Nun ist aber

[Knx](t) =

∫
1

0

kn(s, t)x(s)ds =
n∑
j=1

(
n∑
i=1

αij

∫
Ei

x(s)ds

)
χEj (t)

und damit Knx eine Linearkombination der {χEj }1≤j≤n. Also ist K Grenzwert einer Folge

{Kn}n∈N von Operatoren mit endlichdimensionalem Bild und daher kompakt.

Für den adjungierten Operator K∗ ∈ L(X ,X ) rechnet man leicht nach, dass gilt

[K∗y](s) =

∫
1

0

k(s, t)y(t)dt für fast alle s ∈ [0, 1].

13



2 kompakte operatoren in hilberträumen

Ein Integraloperator ist also genau dann selbstadjungiert, wenn der Kern symmetrisch ist,

d. h. k(s, t) = k(t , s) für (fast) alle s, t ∈ [0, 1] gilt.

Durch geeignete Wahl des Kerns sieht man, dass zum Beispiel Lösungsoperatoren für

partielle Di�erentialgleichungen oder Faltungsoperatoren – und damit eine große Klasse

von praktisch relevanten Operatoren – als Integraloperatoren dargestellt werden können

und daher kompakt sind.

Die Analogie zwischen kompakten Operatoren und Matrizen besteht vor allem darin, dass

kompakte lineare Operatoren höchstens abzählbar viele Eigenwerte besitzen. (Dies ist für

beschränkte lineare Operatoren nicht notwendigerweise der Fall!) Es gilt sogar die folgende

Variante der Schur-Faktorisierung.

Satz 2.2 (Spektralsatz). Sei X ein Hilbertraum und sei K ∈ K(X ,X ) selbstadjungiert. Dann
existiert ein (möglicherweise endliches) Orthonormalsystem {un}n∈N/N ⊂ X und eine (mögli-
cherweise endliche) Nullfolge {λn}n∈N/N ⊂ R \ {0} mit

Kx =

∞/N∑
n=1

λn (x ,un)X un für alle x ∈ X .

Weiterhin bilden die {un}n∈N/N eine Orthonormalbasis von R(K).

Setzt man x = un, so folgt sofort, dassun Eigenvektor zum Eigenwert λn ist, d. h. Kun = λnun
gilt. Üblicherweise ordnet man die Eigenwerte nach abfallendem Betrag, d. h.

|λ1 | ≥ |λ2 | ≥ · · · > 0.

Dann ist ‖K ‖L(X ,X ) = |λ1 |.
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3 SCHLECHT GESTELLTE OPERATORGLEICHUNGEN

Wir beginnen nun unsere Untersuchung von Operatorgleichungen, die nicht mit Standard-

methoden lösbar sind. Wir betrachten zuerst einen allgemeinen (nicht notwendigerweise

linearen) Operator F zwischen zwei Banachräumen X und Y . Nach Hadamard nennen wir

die Gleichung F (x) = y korrekt gestellt, wenn für alle y ∈ Y

(i) ein x ∈ X existiert mit F (x) = y ;

(ii) diese Lösung eindeutig ist, d. h. z , x impliziert F (z) , y ;

(iii) diese Lösung stetig von y abhängt, d. h. für alle {xn}n∈N mit F (xn) → y gilt xn → x .

Ist eine dieser Bedingungen verletzt, so nennen wir die Gleichung schlecht gestellt.

Eine Verletzung der ersten beiden Bedingungen rührt in der Praxis oftmals von ungenü-

gendem Wissen über die Realität her, und kann durch Erweiterung des zugrundeliegenden

mathematischen Modells behandelt werden. Zum Beispiel kann das Konzept einer Lösung

erweitert werden, so dass für beliebige y ∈ Y eine verallgemeinerte Lösung existiert. Ist

diese nicht eindeutig, so kann anhand von Zusatzinformationen über das gesuchte x eine

bestimmte Lösung ausgewählt werden. Für endlichdimensionale Hilberträume führt dies

auf das bekannte Prinzip der Ausgleichsrechnung; da dort alle linearen Operatoren stetig

sind, ist damit im Prinzip das Problem gelöst (auch wenn die Details und insbesondere

die e�ziente numerische Lösung noch viel Arbeit erfordern). In unendlichdimensionalen

Räumen ist dies jedoch nicht der Fall, wie das folgende Beispiel illustrieren soll.

Beispiel 3.1. Wir suchen zu gegebenem y ∈ Y := L∞([0, 1]) die Ableitung x := y′. Nehmen

wir an, dass y(0) = 0 ist, so gilt x = y′ genau dann, wenn

y(t) =

∫ t

0

x(s)ds =

∫
1

0

k(s, t)x(s)ds mit k(s, t) =

{
1 falls s ≤ t ,

0 sonst,

gilt. Also können wir das Problem in Form der Operatorgleichung Kx = y schreiben.

Nehmen wir weiter an, dass die abzuleitende Funktion y nur anhand von Messwerten

gegeben ist, die mit additiven Fehlern behaftet sind, d. h.

y = ȳ + η
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3 schlecht gestellte operatorgleichungen

mit ȳ ∈ C1([0, 1]) und η ∈ L∞([0, 1]). O�ensichtlich existiert die Ableitung x nur dann,

wenn η di�erenzierbar ist. Aber selbst in diesem Fall ist das Problem nicht korrekt gestellt:

Betrachte eine Folge {δn}n∈N mit δn → 0, wähle k ∈ N beliebig und setze

ηn(t) := δn sin

(
kt
δn

)
sowie yn := ȳ + ηn. Dann ist ηn ∈ C

1([0, 1]) ↪→ L∞([0, 1]) und

‖yn − ȳ ‖L∞([0,1]) = ‖ηn‖L∞([0,1]) = δn → 0

aber

xn(t) := y′n(t) = ȳ
′(t) + k cos

(
kt
δn

)
,

d. h. für x̄ := ȳ′ gilt

‖x̄ − xn‖L∞([0,1]) = ‖η
′
n‖L∞([0,1]) = k für alle n ∈ N.

Der Fehler in der Ableitung x kann also (in Abhängigkeit von k) beliebig groß sein, auch

wenn der Fehler in y beliebig klein wird!

(Dagegen ist das Problem mit Y = C1([0, 1]) natürlich korrekt gestellt, denn dann impliziert

‖ηn‖C1([0,1]) → 0 nach De�nition ‖x̄ − xn‖L∞([0,1]) ≤ ‖ηn‖C1([0,1]) → 0. Die zugrundeliegende

Norm entscheidet also wesentlich über die Schlechtgestelltheit.)

Beachten Sie auch, dass die drei Bedingungen für die Korrektgestelltheit nicht völlig

unabhängig sind. ErfülltT ∈ L(X ,Y ) zum Beispiel die ersten beiden Bedingungen, so istT
bijektiv und hat daher nach Satz 1.2 eine stetige Inverse, womit auch automatisch die dritte

Bedingung erfüllt ist.

3.1 verallgemeinerte inverse

Wir versuchen nun, die ersten beiden Bedingungen für lineare Operatoren zwischen Hil-

berträumen zu erfüllen, indem wir das Konzept der Lösung analog zur Ausgleichsrechnung

im RN
verallgemeinern. Seien X ,Y Hilberträume (was wir von nun an voraussetzen) und

betrachte für T ∈ L(X ,Y ) die Gleichung Tx = y . Ist y < R(T ), so hat die Gleichung keine

Lösung. In diesem Fall ist es sinnvoll, ein x ∈ X zu �nden, das den Abstand ‖Tx − y ‖Y
minimiert. Ist andererseitsN(T ) , {0}, so existieren unendlich viele Lösungen; wir wählen

in diesem Fall diejenige aus, die minimale Norm ‖x ‖X hat. Dies führt auf die folgende

De�nition.

Definition 3.2. Ein Element x† ∈ X heißt

(i) Ausgleichslösung von Tx = y , wenn gilt

‖Tx† − y ‖Y = min

z∈X
‖Tz − y ‖Y ;
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3 schlecht gestellte operatorgleichungen

(ii) Minimum-Norm-Lösung von Tx = y , wenn x† Ausgleichslösung ist und gilt

‖x†‖X = min {‖z‖X : z ist Ausgleichslösung von Tx = y} .

O�ensichtlich ist fürT bijektiv x = T −1y die einzige Ausgleichs- und damit auch Minimum-

Norm-Lösung. Eine Ausgleichslösung muss aber nicht existieren, falls R(T ) nicht abge-

schlossen ist (da dann das Minimum in der De�nition nicht angenommen wird). Um zu

untersuchen, für welche y ∈ Y eine Minimum-Norm-Lösung existiert, führen wir einen

Operator ein, der y auf die Minimum-Norm-Lösung abbildet; diesen bezeichnen wir als

verallgemeinerte Inverse oder Pseudoinverse. Dazu schränken wir zuerst De�nitionsbereich

und Bild von T ein, so dass der Operator invertierbar wird; dann erweitern wir die Inverse

des eingeschränkten Operators auf ihren maximalen De�nitionsbereich.

Satz 3.3. Sei T ∈ L(X ,Y ) und setze

T̃ := T |N(T )⊥ : N(T )⊥ → R(T ).

Dann existiert eine eindeutige lineare Fortsetzung T †, genannt Moore–Penrose-Inverse, von
T̃ −1 mit

D(T †) = R(T ) ⊕ R(T )⊥,

N(T †) = R(T )⊥.

Beweis. Wegen der Einschränkung auf N(T )⊥ und R(T ) ist T̃ injektiv und surjektiv, daher

existiert T̃ −1
und ist linear. Damit ist T † auf R(T ) wohlde�niert und linear. Für beliebige

y ∈ D(T †) existieren aufgrund der Orthogonalzerlegung eindeutige y1 ∈ R(T ) und y2 ∈

R(T )⊥ mit y = y1 + y2. Wegen N(T †) = R(T )⊥ ist also durch

(3.1) T †y := T †y1 +T
†y2 = T

†y1 = T̃
−1y1

eine eindeutige lineare Fortsetzung festgelegt. Damit ist T † auf ganz D(T †) wohlde�niert.

�

Ist T bijektiv, so gilt o�ensichtlich T † = T −1
. Beachte, dass T † nicht unbedingt eine stetige

Fortsetzung sein muss!

Im weiteren Verlauf brauchen wir die folgenden Eigenschaften der Moore–Penrose-Inversen.

Lemma 3.4. Die Moore–Penrose-InverseT † erfüllt R(T †) = N(T )⊥ sowie die „Moore–Penrose-
Gleichungen“

(i) TT †T = T ,

(ii) T †TT † = T †,
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3 schlecht gestellte operatorgleichungen

(iii) T †T = Id−PN ,

(iv) TT † = (P
R
)|D(T †),

wobei PN und P
R
die orthogonalen Projektionen auf N(T ) respektive R(T ) bezeichnen.

Beweis. Wir zeigen zuerst R(T †) = N(T )⊥. Nach De�nition von T † und (3.1) gilt für alle

y ∈ D(T †)

(3.2) T †y = T̃ −1P
R
y = T †P

R
y,

denn für y ∈ D(T †) = R(T ) ⊕ R(T )⊥ ist P
R
y ∈ R(T ) (und nicht nur in R(T )). Also ist

T †y ∈ R(T̃ −1) = N(T )⊥, d. h. R(T †) ⊂ N(T )⊥. Umgekehrt gilt für alle x ∈ N(T )⊥, dass

T †Tx = T̃ −1T̃x = x ist, d. h. x ∈ R(T †). Also ist R(T †) = N(T )⊥.

Zu (iv): Für y ∈ D(T †) folgt weiterhin aus (3.2) und R(T †) = N(T )⊥

TT †y = TT̃ −1P
R
y = T̃T̃ −1P

R
y = P

R
y

wegen T̃ −1P
R
y ∈ N(T )⊥ und T = T̃ auf N(T )⊥.

Zu (iii): Nach De�nition von T † gilt T †Tx = T̃ −1Tx für alle x ∈ X und deshalb

T †Tx = T̃ −1T (PNx + (Id−PN )x) = T̃
−1TPNx + T̃

−1T̃ (Id−PN )x = (Id−PN )x .

Zu (ii): Einsetzen von (iv) in (3.2) ergibt

T †P
R
y = T †TT †y für alle y ∈ D(y†).

Zu (i): Aus (iii) folgt sofort

TT †Tx = T (Id−PN )x = Tx −TPNx = Tx für alle x ∈ X . �

Tatsächlich sind die Moore–Penrose-Gleichungen eine eindeutige Charakterisierung vonT †.

Nun können wir zeigen, dass die Moore–Penrose-Inverse tatsächlich die Minimum-Norm-

Lösung liefert.

Satz 3.5. Sei y ∈ D(T †). Dann hat Tx = y eine eindeutige Minimum-Norm-Lösung x† ∈ X ,
die gegeben ist durch

x† = T †y .

Die Menge aller Ausgleichslösungen ist x† +N(T ).
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Beweis. Wir zeigen zuerst Existenz einer Ausgleichslösung. Betrachte dafür die Menge

S :=
{
x ∈ X : Tx = P

R
y
}
.

Wegen P
R
y ∈ R(T ) ist S nichtleer. Aus der Optimalität der orthogonalen Projektion folgt

für alle z ∈ S , dass

‖Tz − y ‖Y = ‖PRy − y ‖Y = min

w∈R(T )
‖w − y ‖Y ≤ ‖Tx − y ‖Y für alle x ∈ X ,

d. h. alle z ∈ S sind Ausgleichslösungen von Tx = y . Umgekehrt gilt für jede Ausgleichslö-

sung z ∈ X , dass

‖P
R
y − y ‖Y ≤ ‖Tz − y ‖Y = min

x∈X
‖Tx − y ‖Y = min

w∈R(T )
‖w − y ‖Y ≤ ‖PRy − y ‖Y

wegen P
R
y ∈ R(T ), d. h. Tz ist die orthogonale Projektion von y auf R(T ). Zusammenge-

fasst erhalten wir

S = {x ∈ X : x ist Ausgleichslösung von Tx = y} , ∅.

Die Ausgleichslösungen sind also genau die Lösungen der linearen Gleichung Tx = P
R
y ,

die sich eindeutig darstellen lassen als x = x̄ + x0 mit x̄ ∈ N(T )⊥ und x0 ∈ N(T ). Da T
injektiv auf N(T )⊥ ist, muss x̄ unabhängig von x sein (sonst wäre Tx2 = Tx̄2 , Tx̄ = P

R
y

für x2 = x̄2 + x0 mit x̄2 , x̄ ). Wegen

‖x ‖2X = ‖x̄ + x0‖
2

X = ‖x̄ ‖
2

X + 2 (x̄ ,x0)X + ‖x0‖
2

X = ‖x̄ ‖
2

X + ‖x0‖
2

X ≥ ‖x̄ ‖
2

X

ist x† := x̄ die Minimum-Norm-Lösung, und diese ist eindeutig.

Aus x† ∈ N(T )⊥ folgt schließlich mit Lemma 3.4 (iii), (iv) und (ii)

x† = PN⊥x
† = (Id−PN )x

† = T †Tx† = T †P
R
y = T †TT †y = T †y,

was zu zeigen war. �

Wir können eine alternative Charakterisierung angeben.

Satz 3.6. Sei y ∈ D(T †). Dann ist x ∈ X Ausgleichslösung von Tx = y genau dann, wenn x
die Normalengleichungen

(3.3) T ∗Tx = T ∗y

erfüllt. Ist zusätzlich x ∈ N(T )⊥, so ist x = x†.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 3.5 ist x ∈ X Ausgleichslösung genau dann, wenn Tx =

P
R
y gilt. Nun istTx = P

R
y äquivalent zuTx ∈ R(T ) undTx −y ∈ R(T )⊥ = N(T ∗), woraus

T ∗(Tx − y) = 0 folgt. Schließlich hat eine Ausgleichslösung x minimale Norm genau dann,

wenn x ∈ N(T )⊥ gilt. �
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Die Minimum-Norm-Lösung x† von Tx = y ist also auch die Lösung – und damit insbe-

sondere Ausgleichslösung – von (3.3) mit minimaler Norm, d. h.

x† = (T ∗T )†T ∗y .

Zur Berechnung von x† können wir also die Minimum-Norm-Lösung von (3.3) heranzie-

hen.

Bislang haben wir die Pseudo-Inverse nur auf ihrem De�nitionsbereich betrachtet, ohne

diesen näher zu untersuchen; dies holen wir nun nach. Nach Konstruktion ist D(T †) =
R(T ) ⊕ R(T )⊥. Da orthogonale Komplemente stets abgeschlossen sind, gilt

D(T †) = R(T ) ⊕ R(T )⊥ = N(T ∗)⊥ ⊕ N(T ∗) = Y ,

d. h.D(T †) ist dicht inY . IstR(T ) abgeschlossen, so ist daherD(T †) = Y (woraus umgekehrt

folgt, dass R(T ) abgeschlossen ist). Weiterhin ist für y ∈ R(T )⊥ = N(T †) die Minimum-

Norm-Lösung durch x† = 0 gegeben. Die zentrale Frage ist also, ob ein gegebenes y ∈ R(T )
auch in R(T ) liegt. Gilt dies stets, so muss T † sogar stetig sein. Tatsächlich reicht bereits

die Existenz eines y ∈ R(T ) \ R(T ), dass T † nicht stetig sein kann.

Satz 3.7. Sei T ∈ L(X ,Y ). Dann ist T † : D(T †) → X stetig genau dann, wenn R(T )
abgeschlossen ist.

Beweis. Wir wenden den Satz 1.4 vom abgeschlossenen Graphen an. Zuerst zeigen wir,

dass T † abgeschlossen ist. Sei {yn}n∈N ⊂ D(T
†) eine konvergente Folge mit yn → y ∈ Y

und T †yn → x ∈ X . Aus Lemma 3.4 (iv) folgt nun

TT †yn = P
R
yn → P

R
y

wegen der Stetigkeit der orthogonalen Projektion. Zusammen mit der Stetigkeit von T
folgt daraus

P
R
y = lim

n→∞
P
R
yn = lim

n→∞
TT †yn = Tx ,

d. h. x ist eine Ausgleichslösung. Weiterhin gilt wegen T †yn ∈ R(T
†) = N(T )⊥ auch

T †yn → x ∈ N(T )⊥,

denn N(T )⊥ = R(T ∗) ist abgeschlossen. Wie im Beweis von Satz 3.5 bedeutet das, dass x
die Minimum-Norm-Lösung von Tx = y ist, d. h. x = T †y . Damit ist T † abgeschlossen.

Ist nun R(T ) abgeschlossen, so gilt D(T †) = Y . Nach Satz 1.4 ist deshalb T † : Y → X
stetig. Ist andererseits T † stetig auf D(T †), so kann wegen der Dichtheit von D(T †) in Y

der Operator T † stetig fortgesetzt werden auf Y zu einem T † ∈ L(Y ,X ) durch

T †y := lim

n→∞
T †yn für eine Folge {yn}n∈N ⊂ D(T

†) mit yn → y ∈ Y .
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(Wegen der Stetigkeit bildet T † Cauchyfolgen auf Cauchyfolgen ab, weshalb T † wohlde�-

niert und stetig ist.) Sei nun y ∈ R(T ) und {yn}n∈N ⊂ R(T ) mit yn → y . Aus Lemma 3.4 (iv)

und der Stetigkeit von T folgt dann

y = P
R
y = lim

n→∞
P
R
yn = lim

n→∞
TT †yn = TT †y ∈ R(T ),

und damit R(T ) = R(T ). �

Unglücklicherweise schließt das bereits den interessanten Fall von kompakten Operatoren

im Hilbertraum aus.

Folgerung 3.8. Sei K ∈ K(X ,Y ) mit unendlichdimensionalem Bild R(K). Dann ist K† nicht
stetig.

Beweis. Angenommen, K† ist stetig. Dann ist R(K) nach Satz 3.7 abgeschlossen, und damit

hat der wie in Satz 3.3 de�nierte, nach Konstruktion bijektive, Operator K̃ eine stetige

Inverse K̃−1 ∈ L(R(K),N(K)⊥). Nun ist K kompakt, und daher auch das Produkt K ◦ K̃−1
.

Wegen

KK̃−1x = x für alle x ∈ R(K)

ist dann aber auch die Identität Id : R(K) → R(K) kompakt, und das ist nur möglich, wenn

R(K) endlichdimensional ist. �

Für kompakte Operatoren müssen wir die Bedingung (iii) in der De�nition der Korrekt-

gestelltheit also mit anderen Mitteln erreichen. Dies werden wir im nächsten Kapitel

tun.

3.2 singulärwertzerlegung kompakter operatoren

Wir charakterisieren nun die Moore–Penrose-Inverse von kompakten Operatoren K ∈
K(X ,Y ) mit Hilfe von Orthonormalsystemen. Dafür möchten wir eine Spektralzerlegung

verwenden, die für nicht selbstadjungierte Operatoren aber nicht existiert. Wegen Satz 3.6

können wir stattdessen aber genausogut K∗K betrachten. Dies führt auf die Singulärwert-
zerlegung.

Satz 3.9. Sei K ∈ K(X ,Y ). Dann existieren

(i) eine Nullfolge {σn}n∈N mit σ1 ≥ σ2 ≥ · · · > 0,

(ii) eine Orthonormalbasis {un}n∈N ⊂ Y von R(K),

(iii) eine Orthonormalbasis {vn}n∈N ⊂ X von R(K∗)
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3 schlecht gestellte operatorgleichungen

mit

(3.4) Kvn = σnun und K∗un = σnvn für alle n ∈ N

und

(3.5) Kx =
∑
n∈N

σn (x ,vn)X un für alle x ∈ X .

Eine Folge {(σn,un,vn)}n∈N, für die die Singulärwertzerlegung (3.5) gilt, heißt singuläres

System.

Beweis. DaK∗K : X → X kompakt und selbstadjungiert ist, liefert der Spektralsatz (Satz 2.2)

eine Nullfolge {λn}n∈N ⊂ R \ {0} (nach absteigendem Betrag sortiert) und ein Orthonor-

malsystem {vn}n∈N ⊂ X aus zugehörigen Eigenvektoren mit

K∗Kx =
∑
n∈N

λn (x ,vn)X vn für alle x ∈ X .

Wegen λn = λn‖vn‖
2

X = (λnvn,vn)X = (K
∗Kvn,vn)X = ‖Kvn‖

2

X > 0 können wir für alle

n ∈ N
σn :=

√
λn > 0 und un := σ−1

n Kvn ∈ Y

de�nieren. Letztere bilden aufgrund von(
ui ,uj

)
Y =

1

σiσj

(
Kvi ,Kvj

)
Y =

1

σiσj

(
K∗Kvi ,vj

)
X =

λi
σiσj

(
vi ,vj

)
X =

{
1 falls i = j,

0 sonst,

ein Orthonormalsystem. Weiterhin gilt für alle n ∈ N

K∗un = σ
−1

n K∗Kvn = σ
−1

n λnvn = σnvn .

Nun ist {vn}n∈N eine Orthonormalbasis von R(K∗K). Weiterhin gilt R(K∗K) = R(K∗), denn

für x ∈ R(K∗) existiert eine Folge {yn}n∈N ⊂ Y mit K∗yn → x ; insbesondere können wir

yn ∈ N(K
∗)⊥ = R(K) annehmen, und ein Diagonalfolgenargument ergibt x ∈ R(K∗K).

(Die andere Richtung ist klar.) Wir haben also eine Orthonormalbasis {vn}n∈N von R(K∗),
die wir zu einer Orthonormalbasis V von X ergänzen können. Dafür kommen wegen

der Orthogonalzerlegung von X nur Elemente aus N(K) in Frage. Wenden wir auf diese

Basisdarstellung den Operator K an, erhalten wir für alle x ∈ X die Darstellung

Kx =
∑
v∈V

(x ,v)X Kv =
∑
n∈N

(x ,vn)X Kvn =
∑
n∈N

(x ,vn)X σnun

=
∑
n∈N

(x ,K∗un)X un =
∑
n∈N

(Kx ,un)X un .

Aus der ersten Zeile folgt (3.5); die zweite impliziert, dass {un}n∈N eine Orthonormalbasis

von R(K) ist. �
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3 schlecht gestellte operatorgleichungen

Da Eigenwerte von K∗K mit Eigenvektor vn auch Eigenwerte von KK∗ mit Eigenvektor un
sind, erhält man mit Hilfe von (3.4) auch eine Singulärwertzerlegung von K∗:

K∗y =
∑
n∈N

σn (y,un)Y vn für alle y ∈ Y .

Wir verwenden nun die Singulärwertzerlegung von K , um den De�nitionsbereichD(K†) =
R(K) ⊕ R(K)⊥ der Moore–Penrose-Inversen K† zu charakterisieren. Da für y ∈ R(K)⊥ =

N(K∗) die Minimum-Norm-Lösung stets x† = 0 ist, und umgekehrt N(K∗)⊥ = R(K) gilt,

reduziert sich dies auf die Frage, wann y ∈ R(K) tatsächlich in R(K) liegt.

Satz 3.10. Sei K ∈ K(X ,Y ) mit singulärem System {(σn,un,vn)}n∈N und y ∈ R(K). Dann ist
y ∈ R(K) genau dann, wenn die Picard-Bedingung

(3.6)

∑
n∈N

σ−2

n | (y ,un)Y |
2 < ∞

erfüllt ist.

In diesem Fall gilt

(3.7) K†y =
∑
n∈N

σ−1

n (y,un)Y vn .

Beweis. Sei y ∈ R(K), es existiere also ein x ∈ X mit Kx = y . Dann ist

(y,un)Y = (x ,K
∗un)X = σn (x ,vn)X für alle n ∈ N,

und damit folgt aus der Besselschen Ungleichung (2.1)∑
n∈N

σ−2

n | (y,un)Y |
2 =

∑
n∈N

| (x ,vn)X |
2 ≤ ‖x ‖2X < ∞.

Sei umgekehrt y ∈ R(K) und gelte (3.6). Insbesondere ist damit {
∑N

n=1
σ−2

n | (y,un)Y |
2}N∈N

eine Cauchy-Folge. Dann ist auch {xN }N∈N mit

xN :=

N∑
n=1

σ−1

n (y,un)Y vn

eine Cauchyfolge, denn die Folge {vn}n∈N bildet ein Orthonormalsystem und daher gilt

‖xN − xM ‖
2

X = ‖
∑M

n=N+1
σ−1

n (y,un)Y vn‖
2

X =
∑M

n=N+1
|σ−1

n (y,un)Y |
2 → 0.
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3 schlecht gestellte operatorgleichungen

Weiterhin ist {vn}n∈N ⊂ R(K∗). Also konvergiert {xN }N∈N ⊂ R(K∗) gegen ein

x :=
∑
n∈N

σ−1

n (y,un)Y vn ∈ X ,

für das wegen der Abgeschlossenheit von R(K∗) auch gilt x ∈ R(K∗) = N(K)⊥.

Nun ist

Kx =
∑
n∈N

σ−1

n (y,un)Y Kvn =
∑
n∈N

(y,un)Y un = P
R(K)

y = y,

woraus y ∈ R(K) folgt. Nach Satz 3.5 ist aber Kx = P
R(K)

y und x ∈ N(K)⊥ äquivalent mit

x = K†y . �

Die Picard-Bedingung sagt, dass eine Minimum-Norm-Lösung nur existieren kann, wenn

die „Fourier-Koe�zienten“ (y,un)Y von y im Vergleich zu den Singulärwerten σn schnell

genug abfallen. Die Darstellung (3.7) zeigt auch, wie Störungen in y sich auf Störungen in

x† auswirken: Ist yδ = y + δun, so gilt

‖K†yδ − K†y ‖X = δ ‖K
†un‖X = σ

−1

n δ →∞ für n →∞,

und je schneller die Singulärwerte abfallen, desto stärker ist die Fehlerverstärkung für ein

festes n. Man unterscheidet daher

• moderat schlecht gestellte Probleme, für die c, r > 0 existieren so das σn ≥ cn−r für

alle n ∈ N gilt (d. h. σn höchstens polynomiell gegen Null geht), und

• stark schlecht gestellte Probleme, für die dies nicht der Fall ist. Gilt sogar σn ≤ ce−n
r

für alle n ∈ N und c, r > 0, so ist das Problem exponentiell schlecht gestellt.

Für exponentiell schlecht gestellte Probleme kann man in der Regel keine Lösung erwarten,

die über eine sehr grobe Näherung hinausgeht. Ist aber R(K) endlichdimensional, so bricht

die Folge {σn}n∈N ab, und der Fehler bleibt beschränkt; in diesem Fall istK† also wie erwartet

stetig.

Die Singulärwertzerlegung ist ein wertvolles analytisches Werkzeug; die explizite Bestim-

mung für konkrete Operatoren ist in der Regel aber sehr aufwendig. Wir betrachten wieder

die Di�erentiation als einfaches Beispiel.

Beispiel 3.11. Sei X = L2([0, 1]) und K ∈ K(X ,X ) der Integraloperator aus Beispiel 3.1. Der

adjungierte Operator ist dann gegeben durch

K∗y(t) =

∫
1

0

k(t , s)y(s)ds =

∫
1

t
y(s)ds,

denn k(t , s) = 1 für s ≥ t und 0 sonst. Wir suchen nun die Eigenwerte und Eigenvektoren

von K∗K , d. h. λ > 0 und v ∈ L2([0, 1]) mit

(3.8) λv(t) = [K∗Kv](t) =

∫
1

t

∫ s

0

v(r )dr ds .
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3 schlecht gestellte operatorgleichungen

Wir gehen zunächst formal vor. Einsetzen von t = 1 liefert λv(1) = 0 und daher v(1) = 0.

Ableiten von (3.8) ergibt

λv′(t) =
d

dt

(
−

∫ t

1

∫ s

0

v(r )dr ds

)
= −

∫ t

0

v(r )dr ,

woraus durch Einsetzen von t = 0 folgt, dassv′(0) = 0 sein muss. Ein weiteres Mal Ableiten

führt nun auf die gewöhnliche Di�erentialgleichung

λv′′(t) +v(t) = 0,

welche die allgemeine Lösung

v(t) = c1 sin(σ−1t) + c2 cos(σ−1t)

für σ :=
√
λ und noch zu bestimmende Konstanten c1, c2 hat. Einsetzen in die Randbedin-

gungen v(1) = v′(0) = 0 führt auf c1 = 0 und c2 cos(σ−1) = 0. Da c2 = 0 auf die triviale

Lösungv = 0 führen würde (und der Nullvektor ja kein Eigenvektor ist), muss cos(σ−1) = 0

sein; für die Singulärwerte σn kommen also nur die Kehrwerte der Nullstellen des Kosinus

in Frage:

σn =
2

(2n − 1)π
, n ∈ N.

Damit sind die Eigenvektoren

vn(t) =
√

2 cos

(
(n − 1

2
)π t

)
, n ∈ N,

wobei wir die Konstante c2 =
√

2 gewählt haben, um ‖vn‖L2([0,1]) = 1 zu erreichen. Für un
berechnen wir

un = σ
−1

n Kvn = (n −
1

2
)π

∫ t

0

√
2 cos

(
(n − 1

2
)π s

)
ds =

√
2 sin

(
(n − 1

2
)π t

)
, n ∈ N.

Nun giltvn,un ∈ L
2([0, 1]), und man veri�ziert leicht, dassσ 2

n undvn die Eigenwertgleichung

(3.8) erfüllen. Aus dem Beweis von Satz 3.9 folgt nun, dass {(σn,un,vn)}n∈N ein singuläres

System bilden.

Durch Einsetzen dieses Systems sieht man außerdem, dass die Picard-Bedingung (3.6) für

ein y ∈ L2([0, 1]) äquivalent ist zur Bedingung, dass die gliedweise di�erenzierte Fourier-

Entwicklung von y konvergiert, d. h. dass y (im klassischen Sinne) stetig di�erenzierbar

ist.

Mit Hilfe der Singulärwertzerlegung lassen sich auch Funktionen von kompakten Operato-

ren de�nieren, was später hilfreich sein wird. Sei φ : [0,∞) → R eine stückweise stetige
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3 schlecht gestellte operatorgleichungen

und lokal beschränkte Funktion. Dann de�nieren wir für K ∈ K(X ,Y ) mit singulärem

System {(σn,un,vn)}n∈N den Operator φ(K∗K) : X → X durch

(3.9) φ(K∗K)x =
∑
n∈N

φ(σ 2

n ) (x ,vn)X vn + φ(0)PN(K)x für alle x ∈ X .

Diese Reihe konvergiert in X , denn φ wird nur auf dem abgeschlossenen und beschränkten

Intervall [0,σ 2

1
] = [0, ‖K ‖2

L(X ,Y )
] ausgewertet. Weiterhin gilt

(3.10) ‖φ(K∗K)‖L(X ,X ) ≤ sup

n∈N
|φ(σ 2

n )| + φ(0) ≤ sup

λ∈[0,‖K ‖2
L(X ,Y )]

|φ(λ)| < ∞,

d. h. φ(K∗K) ∈ L(X ,X ).

Wir sind hier speziell an Potenzfunktionen φ(t) = tr für r ≥ 0 interessiert. Einige konkrete

Beispiele sollen das verdeutlichen:

(i) Für φ(t) = 1 gilt φ(K∗K) = Id, denn für alle x ∈ X ist

φ(K∗K)x =
∑
n∈N

(x ,vn)X vn + PN(K)x = P
R(K∗)

x + PN(K)x = x

wegen R(K∗) = N(K)⊥.

(ii) Für φ(t) = t ist wegen φ(0) = 0 und dem Spektralsatz φ(K∗K) = K∗K .

(iii) Für φ(t) =
√
t nennen wir |K | := φ(K∗K) den Betrag von K ; es gilt also

|K |x =
∑
n∈N

σn (x ,vn)X vn .

Wir werden später die folgenden Eigenschaften des Betrags benötigen.

Lemma 3.12. Sei K ∈ K(X ,Y ). Dann gilt

(i) |K |r+s = |K |r ◦ |K |s für alle r , s ≥ 0;

(ii) |K |r ist selbstadjungiert für alle r ≥ 0;

(iii) ‖|K |x ‖X = ‖Kx ‖Y für alle x ∈ X ;

(iv) R(|K |) = R(K∗).

Beweis. Aussage (i) folgt direkt aus

|K |r+sx =
∑
n∈N

σ r+s
n (x ,vn)X vn =

∑
n∈N

σ r
n

(
σ s
n (x ,vn)X

)
vn

=
∑
n∈N

σ r
n

(∑
m∈N

σ s
m (x ,vm)X vm,vn

)
X

vn

=
∑
n∈N

σ r
n (|K |

sx ,vn)X vn = |K |
r (|K |sx),
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3 schlecht gestellte operatorgleichungen

da {vn}n∈N ein Orthonormalsystem ist.

Für beliebige x , z ∈ X und r > 0 gilt weiterhin

(|K |rx , z)X =
∑
n∈N

σ r
n (x ,vn)X (vn, z)X = (x , |K |

rz)X

und damit (ii).

Aussage (iii) folgt aus (i), (ii) und

‖|K |x ‖2X = (|K |x , |K |x)X =
(
|K |2x ,x

)
X = (K

∗Kx ,x)X = (Kx ,Kx)X = ‖Kx ‖
2

X .

Zu (iv): Sei {(σn,un,vn)}n∈N ein singuläres System von K . Dann ist {(σn,vn,un)}n∈N ein

singuläres System von K∗ und – nach De�nition – {(σn,vn,vn)}n∈N ein singuläres System

von |K |. Nun ist x ∈ R(K∗) genau dann, wenn Kx ∈ R(KK∗) und x ∈ N(K)⊥ ist. Die

Picard-Bedingung für Kx ∈ R(KK∗) ist aber, dass gilt

∞ >
∑
n∈N

σ−4

n | (Kx ,un)Y |
2 =

∑
n∈N

σ−4

n | (x ,K
∗un)X |

2 =
∑
n∈N

σ−2

n | (x ,vn)X |
2.

Dies ist aber (vergleiche den Beweis von Satz 3.10) die Picard-Bedingung für x ∈ R(|K |),
und für x ∈ N(K)⊥ ist diese Bedingung auch notwendig. �

Lemma 3.13. Sei K ∈ K(X ,Y ). Dann gilt für alle r > s ≥ 0 und x ∈ X die Interpolationsun-

gleichung

(3.11) ‖|K |sx ‖X ≤ ‖|K |
rx ‖

s
r
X ‖x ‖

1− s
r

X .

Beweis. Nach De�nition von |K |s gilt

‖|K |sx ‖2X =
∑
n∈N

σ 2s
n |(x ,vn)X |

2,

woraus mit der Besselschen Ungleichung auch sofort die Aussage für s = 0 folgt.

Für s > 0 wenden wir die Höldersche Ungleichung∑
n∈N

anbn ≤

(∑
n∈N

a
p
n

) 1

p
(∑
n∈N

b
q
n

) 1

q

für

1

p
+

1

q
= 1

an auf

an := σ 2s
n | (x ,vn)X |

2
s
r , bn := | (x ,vn)X |

2−2
s
r , p =

r

s
, q =

r

r − s
.

Dann folgt wieder aus der Besselschen Ungleichung

‖|K |sx ‖2X ≤

(∑
n∈N

σ 2r
n | (x ,vn)X |

2

) s
r
(∑
n∈N

| (x ,vn)X |
2

)
1− s

r

≤ ‖|K |rx ‖
2
s
r

X ‖x ‖
2(1− s

r )

X ,

und Wurzelziehen liefert die Aussage. �
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4 REGULARISIERUNGSVERFAHREN

Wie im letzten Kapitel gezeigt, existiert für y ∈ D(T †) die Minimum-Norm-Lösung x† =
T †y der schlecht-gestellten Operatorgleichung Tx = y . In der Praxis hat man allerdings

selten die “exakten Daten” y zur Hand, sondern nur eine “gestörte Messung” yδ ∈ Y mit

‖y − yδ ‖Y ≤ δ ,

wobei δ > 0 das Fehlerniveau bezeichnet. Da T † im Allgemeinen nicht stetig ist, liefert

T †yδ in der Regel keine gute Näherung für x†, selbst wenn yδ ∈ D(T †) gilt. Wir suchen

daher eine Näherung xδα , die einerseits stetig von yδ – und damit von δ – abhängt, und

andererseits durch Wahl des Regularisierungsparameters α > 0 so nahe an x† gebracht

werden kann, wie das Fehlerniveau δ zulässt. Insbesondere soll für δ → 0 und geeignete

Wahl von α(δ ) auch xδ
α(δ )
→ x† gelten. Ein Verfahren, das eine solche Näherung konstruiert,

wird Regularisierungsverfahren genannt.

4.1 regularisierung und parameterwahl

Im Falle von linearen Operatoren im Hilbertraum lassen sich diese Konstruktionsverfahren

in Form von Regularisierungsoperatoren de�nieren, die man als stetigen Ersatz für die

unbeschränkte Pseudo-InverseT † au�assen kann. Dies führt auf die folgende De�nition.

Definition 4.1. Sei T ∈ L(X ,Y ) ein beschränkter Operator zwischen den Hilberträumen X
und Y . Eine Familie {Rα }α>0 von linearen Operatoren Rα : Y → X heißt Regularisierung
(von T †), falls gilt

(i) Rα ∈ L(Y ,X ) für alle α > 0;

(ii) Rαy → T †y für alle y ∈ D(T †).

Eine Regularisierung ist also eine punktweise Approximation der Moore–Penrose-Inversen

durch stetige Operatoren. Aus dem Satz von Banach–Steinhaus folgt jedoch, dass die

Konvergenz im Allgemeinen nicht gleichmäßig sein kann, wenn T † nicht stetig ist.

Satz 4.2. SeiT ∈ L(X ,Y ) und sei {Rα }α>0 ⊂ L(Y ,X ) eine Regularisierung. IstT † nicht stetig,
so kann {Rα }α>0 nicht gleichmäßig beschränkt sein. Insbesondere existiert dann ein y ∈ Y
mit ‖Rαy ‖X →∞ für α → 0.
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4 regularisierungsverfahren

Beweis. Angenommen, es existiert kein solches y ∈ Y . Dann ist die Familie {Rα }α>0 ⊂

L(Y ,X ) punktweise und damit nach dem Satz von Banach–Steinhaus gleichmäßig be-

schränkt. Es existiert daher ein M > 0 mit ‖Rα ‖L(Y ,X ) ≤ M für alle α > 0. Zusammen mit

der punktweisen Konvergenz Rα → T † auf der dichten Teilmenge D(T †) ⊂ Y ergibt dann

Folgerung 1.6, dass diese Konvergenz sogar auf ganz D(T †) = Y gilt. Folgerung 1.7 liefert

dann, dass T † stetig ist, und die Aussage folgt durch Kontraposition. �

Tatsächlich kann man unter einer Zusatzannahme zeigen, dass die Divergenz für alle
y < D(T †) gelten muss.

Satz 4.3. SeiT ∈ L(X ,Y )mitT † nicht stetig und sei {Rα }α>0 ⊂ L(Y ,X ) eine Regularisierung
von T †. Ist

(4.1) sup

α>0

‖TRα ‖L(Y ,Y ) < ∞,

so gilt ‖Rαy ‖Y →∞ für α → 0 und alle y < D(T †).

Beweis. Sei y ∈ Y beliebig. Angenommen, es gibt eine Nullfolge {αn}n∈N für die {Rαny}n∈N
beschränkt ist. Dann existiert eine Teilfolge {xk}k∈N, xk := Rαnky , mit xk ⇀ x ∈ X . Da

beschränkte lineare Operatoren stets schwach stetig sind, gilt dann auch Txk ⇀ Tx .

Andererseits folgt aus der Stetigkeit von T und der punktweisen Konvergenz Rα → T †

auf D(T †) mit Lemma 3.4 (iv), dass TRαy → TT †y = P
R
y für alle y ∈ D(T †) gilt. Die

Annahme (4.1) und Folgerung 1.6 liefert dann die punktweise Konvergenz für alle y ∈ Y .

AusTxk = TRαnky → P
R
y undTxk ⇀ Tx folgt nun mit der Eindeutigkeit des Grenzwertes

Tx = P
R
y , was wie im Beweis von Satz 3.5 äquivalent ist zu x = T †y . Also ist y ∈ D(T †),

und die gewünschte Aussage folgt durch Kontraposition. �

Nun ist in der Regel das gegebeneyδ ∈ Y mit ‖y−yδ ‖Y ≤ δ nicht inD(T †). Wir interessieren

uns daher für den Gesamtfehler, den wir wie folgt aufsplitten können:

(4.2) ‖Rαy
δ −T †y ‖X ≤ ‖Rαy

δ − Rαy ‖X + ‖Rαy −T
†y ‖X

≤ δ ‖Rα ‖L(Y ,X ) + ‖Rαy −T
†y ‖X .

Diese Zerlegung ist ein fundamentales Hilfsmittel in der Regularisierungstheorie, das

uns noch öfter begegnen wird. Der erste Term beschreibt dabei den (fortgep�anzten)
Datenfehler, der aufgrund von Satz 4.2 für α → 0 nicht beschränkt bleiben kann solange

δ > 0 ist. Der zweite Term beschreibt den Verfahrensfehler, der aufgrund der punktweisen

Konvergenz für α → 0 gegen Null geht. Um eine sinnvolle Näherung zu erhalten, muss

daher α in Abhängigkeit von δ korrekt gewählt werden. Insbesondere fordern wir, dass

der Gesamtfehler für δ → 0 gegen Null geht. Hier und in Folge schreiben wir kurz R+ :=

(0,∞).
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Definition 4.4. Eine Funktion α : R+ × Y → R+, (δ ,yδ ) 7→ α(δ ,yδ ), heißt Parameterwahl-
strategie. Man unterscheidet

(i) a priori-Strategien, die nur von δ abhängen;

(ii) a posteriori-Strategien, die von δ und yδ abhängen;

(iii) heuristische Strategien, die nur von yδ abhängen.

Ist {Rα }α>0 eine Regularisierung von T † und α eine Parameterwahlstrategie, so heißt das

Paar (Rα ,α) ein (konvergentes) Regularisierungsverfahren, falls für alle y ∈ D(T †) gilt

(4.3) lim sup

δ→0

{
‖Rα(δ ,yδ )y

δ −T †y ‖X : yδ ∈ Y , ‖yδ − y ‖Y ≤ δ
}
= 0.

Wir betrachten zunächst die klassischen Beispiele für Parameterwahlstrategien.

a priori-strategien

Wir zeigen zuerst, dass für jede Regularisierung stets eine a priori-Strategie – und damit

ein Regularisierungsverfahren – existiert.

Satz 4.5. Sei {Rα }α>0 eine Regularisierung von T †. Dann existiert eine a priori-Strategie α , so
dass (Rα ,α) ein Regularisierungsverfahren ist.

Beweis. Sei y ∈ D(T †) beliebig. Da nach Annahme Rα → T † punktweise konvergiert,

existiert für alle ε > 0 ein σ (ε) > 0 mit

‖Rσ (ε)y −T
†y ‖X ≤

ε

2

.

Dies de�niert eine monoton wachsende Funktion σ : R+ → R+ mit limε→0 σ (ε) = 0.

Weiterhin ist für festes ε > 0 der Operator Rσ (ε) stetig, und damit existiert ein ρ(ε) > 0 mit

‖Rσ (ε)z − Rσ (ε)y ‖X ≤
ε

2

für alle z ∈ Y mit ‖z − y ‖Y ≤ ρ(ε).

Wieder wird dadurch eine monoton wachsende Funktion ρ : R+ → R+ mit limε→0 ρ(ε) = 0

de�niert. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir dabei annehmen, dass ρ strikt

monoton und stetig ist. Nach dem Satz von der Umkehrfunktion existiert also auf R(ρ)
eine strikt monotone und stetige Umkehrfunktion ρ−1

mit limδ→0 ρ
−1(δ ) = 0. Wir setzen

diese monoton und stetig fort auf R+ und de�nieren unsere a-priori-Strategie

α : R+ → R+, δ 7→ σ (ρ−1(δ )).
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Dann gilt insbesondere limδ→0 α(δ ) = 0. Weiterhin existiert für alle ε > 0 ein δ := ρ(ε) > 0

so, dass mit α(δ ) = σ (ε) gilt

‖Rα(δ )y
δ −T †y ‖X ≤ ‖Rσ (ε)y

δ − Rσ (ε)y ‖X + ‖Rσ (ε)y −T
†y ‖X ≤

ε

2

+
ε

2

= ε

für alle yδ ∈ Y mit ‖y − yδ ‖Y ≤ δ . Damit konvergiert ‖Rα(δ )y
δ −T †y ‖X → 0 für δ → 0

und jede Familie {yδ }δ>0 mit ‖yδ − y ‖Y ≤ δ . Also ist (Rα ,α) ein konvergentes Regularisie-

rungsverfahren. �

Wir können sogar eine Charakterisierung von a priori-Strategien angeben, die zu konver-

genten Regularisierungsverfahren führen.

Satz 4.6. Seien T † nicht stetig, {Rα }α>0 eine Regularisierung, und α : R+ → R+ eine a
priori-Strategie. Dann ist (Rα ,α) ein Regularisierungsverfahren genau dann, wenn gilt

(i) lim

δ→0

α(δ ) = 0,

(ii) lim

δ→0

δ ‖Rα(δ )‖L(Y ,X ) = 0.

Beweis. Aus der Zerlegung (4.2) des Gesamtfehlers folgt sofort

‖Rα(δ )y
δ −T †y ‖X ≤ δ ‖Rα(δ )‖L(Y ,X ) + ‖Rα(δ )y −T

†y ‖X → 0 für δ → 0,

da der erste Term nach Bedingung (ii) und der zweite Term wegen der punktweisen

Konvergenz von Regularisierungsoperatoren zusammen mit Bedingung (i) gegen Null geht.

Sei umgekehrt angenommen, dass Bedingung (i) oder (ii) nicht gelten. Ist (i) verletzt, so

konvergiert Rα(δ ) nicht punktweise gegen T †y , und somit ist (4.3) für yδ = y und δ = 0

verletzt und damit (Rα ,α) kein Regularisierungsverfahren. Gilt dagegen (i) aber nicht (ii), so

existiert eine Nullfolge {δn}n∈N mit δn‖Rα(δn)‖L(Y ,X ) ≥ C > 0. Wir können also eine Folge

{zn}n∈N ⊂ Y mit ‖zn‖Y = 1 und δn‖Rα(δn)zn‖X ≥ C �nden. Sei nun y ∈ D(T †) beliebig, und

setze yn := y + δnzn. Dann gilt ‖y − yn‖Y ≤ δn, aber

Rα(δn)yn −T
†y = (Rα(δn)y −T

†y) + δnRα(δn)zn 6→ 0,

da der erste Term auf der rechten Seite wegen Bedingung (i) und der punktweisen Konver-

genz von Rα eine Nullfolge, aber der zweite Term nach Konstruktion keine Nullfolge ist.

Also ist (4.3) verletzt und (Rα ,α) daher kein Regularisierungsverfahren. Die Aussage folgt

nun durch Kontraposition. �

Wegen ‖Rα ‖L(Y ,X ) → ∞ für α → 0 bedeutet dabei die zweite Bedingung, dass α nicht

zu schnell im Verhältnis zu δ gegen Null gehen darf. Eine a priori-Strategie hat also

üblicherweise die Form α(δ ) = δr für ein r < 1.
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a posteriori-strategien

Wie wir später sehen werden, benötigt die optimale Wahl von α(δ ) Informationen über

die fehlerfreie (Minimum-Norm-)Lösung x†, die nicht leicht zugänglich sind. A posteriori-

Strategien kommen dagegen ohne diese Information aus. Die Grundidee ist dabei folgende:

Sei wieder y ∈ D(T †) sowie yδ ∈ Y mit ‖yδ − y ‖Y = δ , und betrachte für xδα := Rαy
δ

das

Residuum
‖Txδα − y

δ ‖Y .

Gilt nun y ∈ R(T ) und ‖y − yδ ‖Y = δ , so erfüllt selbst die (eigentlich gesuchte) Minimum-

Norm-Lösung x† wegen Tx† = y nur

‖Tx† − yδ ‖Y = ‖y − y
δ ‖Y = δ .

Es ist also nicht sinnvoll zu versuchen, für die Näherung xδα ein kleineres Residuum zu

erreichen. Dies motiviert das Diskrepanzprinzip von Morozov: Zu gegebenem δ > 0 und

yδ ∈ Y mit ‖y − yδ ‖Y ≤ δ wähle α = α(δ ,yδ ) so, dass gilt

(4.4) ‖Txδα − y
δ ‖Y ≤ τδ für ein τ > 1 unabhängig von δ und yδ .

Allerdings muss dieses Prinzip nicht erfüllt sein: Ist y ∈ R(T )⊥ \ {0}, so gilt selbst für

exakte Daten yδ = y und die Minimum-Norm-Lösung x†

‖Tx† − y ‖Y = ‖TT
†y − y ‖Y = ‖PRy − y ‖Y = ‖y ‖Y > δ

für δ klein genug. Wir müssen also annehmen, dass dieser Fall nicht eintreten kann;

hinreichend dafür ist, dass R(T ) dicht in Y liegt (denn dann muss R(T )⊥ = R(T )⊥ = {0}
sein).

Für die praktische Umsetzung wählt man üblicherweise eine Nullfolge {αn}n∈N, berechnet

sukzessive xδαn für n = 1, . . . , und hört auf, sobald für ein αn∗ das Diskrepanzprinzip (4.4)

erfüllt ist. Der folgende Satz liefert hierfür die Rechtfertigung.

Satz 4.7. Sei {Rα }α>0 eine Regularisierung von T † mit R(T ) dicht in Y , {αn}n∈N eine streng
monoton fallende Nullfolge, und τ > 1. Ist die Familie {TRα }α>0 gleichmäßig beschränkt, so
existiert für alle y ∈ D(T †) und yδ ∈ Y mit ‖y − yδ ‖Y ≤ δ ein n∗ ∈ N, so dass gilt

‖Txδαn∗ − y
δ ‖Y ≤ τδ < ‖Tx

δ
αn − y

δ ‖Y für alle n < n∗.

Beweis. Wir gehen vor wie im Beweis von Satz 4.3. AufD(T †) konvergiertTRα punktweise

gegen TT † = P
R

und damit wegen der gleichmäßigen Beschränktheit auf ganz Y = D(T †).

Für alle y ∈ D(T †) = R(T ) und yδ ∈ Y mit ‖y − yδ ‖Y ≤ δ folgt daraus

lim

n→∞
‖Txδαn − y

δ ‖Y = lim

n→∞
‖TRαny

δ − yδ ‖Y = ‖PRy
δ − yδ ‖Y = 0

wegen R(T ) = Y , und damit die Behauptung. �

Um zu zeigen, dass das Diskrepanzprinzip tatsächlich ein Regularisierungsverfahren liefert,

muss man es in Kombination mit einer konkreten Regularisierung betrachten. Wir werden

dies in den nächsten Kapiteln nachholen.
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heuristische strategien

Heuristische Strategien kommen sogar ohne Kenntnis des Fehlerniveaus δ aus. Dies ist in

der Praxis sehr relevant, denn oft hat man keine hinreichend scharfe Abschätzung für δ . Das

folgende einschneidende Resultat – in der Literatur unter dem Namen Bakushinskiı̆-Veto
bekannt, siehe [Bakushinskiı̆ 1985] – sagt jedoch, dass das im Allgemeinen nicht klappen

kann.

Satz 4.8. Sei {Rα }α>0 eine Regularisierung von T †. Existiert eine heuristische Parameterwahl-
strategie so, dass (Rα ,α) ein Regularisierungsverfahren ist, dann ist T † stetig.

Beweis. Angenommen, es gäbe solch eine Parameterwahlstrategie α : Y → R+. Dann

können wir die Abbildung

R : Y → X , y 7→ Rα(y)y,

de�nieren. Sei nun y ∈ D(T †) beliebig. Nach Annahme ist (Rα ,α) ein Regularisierungs-

verfahren, und deshalb folgt aus (4.3) mit y† = y und δ = 0, dass Ry = T †y ist. Für eine

beliebige Folge {yn}n∈N ⊂ D(T
†) mit yn → y ergibt (4.3) mit yδ = yn und δ := ‖yδ − y ‖Y

nun

T †yn = Ryn = Rα(yn)yn → T †y,

d. h. T † ist stetig auf D(T †). �

Insbesondere kann für kompakte Operatoren mit unendlichdimensionalem Bild keine

heuristische Parameterwahlstrategie zu einem konvergenten Regularisierungsverfahren

führen. Natürlich heißt das nicht, dass solche Strategien in der Praxis nicht eingesetzt

werden. Zum einen verbietet das Veto keine Strategien für endlichdimensionale inverse

Probleme (wie etwa sehr schlecht konditionierte lineare Gleichungssysteme). Schaut man

sich den Beweis außerdem genau an, erkennt man auch, dass der zentrale Schritt darin

besteht, die Parameterwahlstrategie auf Daten yδ ∈ D(T †) anzuwenden. Der schlimmst-

mögliche Fall für die gestörten Daten ist also yδ ∈ R(T ) (wegen R(T )⊥ = N(T †) spielt

nur dieser Teilraum von D(T †) eine Rolle), und in diesem Fall kann keine Konvergenz

garantiert werden. Nun ist üblicherweise in der Praxis T ein kompakter (d. h. glättender)

Operator, während Störungen eher zufälligen Charakter haben und damit nicht in R(T )
liegen. Im „üblichen“ Fall kann ein heuristisches Verfahren also sehr wohl funktionieren.

In der Tat kann man zeigen, dass unter der zusätzlichen Annahme yδ < D(T †) eine ganze

Klasse von beliebten heuristischen Strategien zu einem Regularisierungsverfahren führen.

Auch hierfür muss man die Kombination mit konkreten Regularierungen betrachten, wir

geben aber bereits ein paar Beispiele an:

(i) Das Quasioptimalitäts-Prinzip wählt eine endliche streng monoton fallende Folge

{αn}n∈{1,...,N } und bestimmt α(yδ ) als αn∗ mit

αn∗ = arg min

1≤n<N
‖xδαn+1

− xδαn ‖X .
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(ii) Die Hanke–Raus-Regel bestimmt

α(yδ ) = arg min

α>0

1

√
α
‖Txδα − y

δ ‖Y .

(iii) Das L-Kurven-Kriterium bestimmt

α(yδ ) = arg min

α>0

‖xδα ‖X ‖Tx
δ
α − y

δ ‖Y .

Alle diese Verfahren basieren in der einen oder anderen Weise darauf, aus dem Residuum

eine möglichst gute Schätzung des Fehlerniveaus zu gewinnen, die dann analog zu a priori-

oder a posteriori-Strategien eingesetzt werden kann. Einen umfassenden Vergleich dieser

und weiterer Strategien �ndet man in [Bauer & Lukas 2011].

4.2 konvergenzraten

Eine wesentliche Fragestellung in der Regularisierung inverser Probleme ist das Herleiten

von Fehlerabschätzungen der Form

‖Rαy
δ −T †y ‖X ≤ φ(δ )

für eine Funktion φ : R+ → R+ mit limt→0 φ(t) = 0. Wir sind insbesondere an Abschät-

zungen für den schlimmstmöglichen Fehler

(4.5) E(y,δ ) := sup

{
‖Rα(δ ,yδ )y

δ −T †y ‖X : yδ ∈ Y mit ‖y − yδ ‖Y ≤ δ
}

(der für konvergente Regularisierungsverfahren nach (4.3) gegen Null geht für δ → 0 und

alle y ∈ D(T †)) interessiert. Dabei muss φ in irgendeiner Form von y abhängen, denn

sonst könnte man a priori – ohne Kenntnis von y und yδ – garantierte Fehlerschranken für

Regularisierungsverfahren angeben. Da die Konvergenz von Rα → T † lediglich punktweise

aber nicht gleichmäßig ist, kann man solche Abschätzungen jedoch nicht erwarten.

Satz 4.9. Sei (Rα ,α) ein Regularisierungsverfahren. Existiert eine Funktion φ : R+ → R+ mit
limt→0 φ(t) = 0 und

(4.6) sup

y∈D(T †)∩BY

E(y ,δ ) ≤ φ(δ ),

so ist T † stetig.
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Beweis. Sei y ∈ D(T †) ∩ BY und {yn}n∈N ⊂ D(T
†) ∩ BY eine Folge mit yn → y . Mit

δn := ‖y − yn‖Y → 0 für n →∞ gilt dann

‖T †yn −T
†y ‖X ≤ ‖T

†yn − Rα(δn ,yn)yn‖X + ‖Rα(δn ,yn)yn −T
†y ‖X .

Die beiden Terme auf der rechten Seite können wir nun mit Hilfe von (4.6) mit E(yn,δn)
respektive E(y,δn) und yδ = yn in (4.5) abschätzen und erhalten

‖T †yn −T
†y ‖X ≤ 2φ(δn).

Daraus folgt nach Annahme an φ, dass T †yn → T †y für δ → 0 konvergiert und damit T †

stetig auf D(T †) ∩ BY ist. Wegen der Linearität von T † muss also T † stetig auf ganz D(T †)
sein. �

Die Konvergenz kann also beliebig langsam sein; Kenntnis von δ alleine reicht daher

nicht aus, um Fehlerschranken angeben zu können – wir brauchen weitere Annahmen an

die exakten Daten y bzw. die gesuchte Minimum-Norm-Lösung x† = T †y . Anhand von

Satz 4.9 sieht man, dass die Existenz von Konvergenzraten eng mit der Stetigkeit vonT † auf

abgeschlossenen Teilmengen verknüpft ist. Wir betrachten daher fürM ⊂ X und δ > 0

die Größe

ε(M,δ ) := sup {‖x ‖X : x ∈ M, ‖Tx ‖Y ≤ δ } ,

die man als bedingtes Stetigkeitsmodul vonT † : R(T ) ∩ δBY →M interpretieren kann. Das

Stetigkeitsmodul gibt nun eine untere Schranke für den schlimmstmöglichen Fehler an.

Satz 4.10. Sei (Rα ,α) ein Regularisierungsverfahren. Dann gilt für alle δ > 0 undM ⊂ X

sup

y∈D(T †),T †y∈M

E(y,δ ) ≥ ε(M,δ ).

Beweis. Sei x ∈ M mit ‖Tx ‖Y ≤ δ . Für yδ = 0 erhalten wir dann

‖x ‖X = ‖T
†Tx − Rα(δ ,0)0‖X ≤ E(Tx ,δ )

und damit

ε(M,δ ) = sup

x∈M,‖Tx ‖Y ≤δ
‖x ‖X ≤ sup

x∈M,‖Tx ‖Y ≤δ
E(Tx ,δ ) ≤ sup

T †y∈M,y∈D(T †)

E(y,δ ),

da D(T †) = R(T ) ⊕ R(T )⊥ und R(T )⊥ = N(T †). �

Für eine geeignete Wahl vonM kann man nun scharfe Schranken für ε(M,δ ) angeben.

Wir betrachten hier für kompakte Operatoren K ∈ K(X ,Y )Mengen der Form

Xν ,ρ = {|K |
νw ∈ X : ‖w ‖X ≤ ρ} ⊂ R(|K |

ν ).
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Satz 4.11. Sei K ∈ K(X ,Y ) und ν , ρ > 0. Dann gilt für alle δ > 0

ε(Xν ,ρ,δ ) ≤ δ
ν
ν+1 ρ

1

ν+1 .

Beweis. Sei x ∈ Xν ,ρ und ‖Kx ‖Y ≤ δ . Dann existiert w ∈ X mit x = |K |νw und ‖w ‖X ≤ ρ.

Aus der Interpolationsungleichung in Lemma 3.13 mit s = ν und r = ν + 1 sowie den

Eigenschaften aus Lemma 3.12 folgt daher

‖x ‖X = ‖|K |
νw ‖X ≤ ‖|K |

ν+1w ‖
ν
ν+1

X ‖w ‖
1

ν+1

X = ‖K |K |νw ‖
ν
ν+1

Y ‖w ‖
1

ν+1

X

= ‖Kx ‖
ν
ν+1

Y ‖w ‖
1

ν+1

X ≤ δ
ν
ν+1 ρ

1

ν+1 .

Supremum über alle x ∈ Xν ,ρ mit ‖Kx ‖Y ≤ δ ergibt die Aussage. �

Dies ist zwar nur eine obere Schranke, sie wird jedoch für eine Folge von gestörten Daten

angenommen.

Satz 4.12. Sei K ∈ K(X ,Y ) und ν , ρ > 0. Dann existiert eine Nullfolge {δn}n∈N mit

ε(Xν ,ρ,δn) = δ
ν
ν+1

n ρ
1

ν+1 .

Beweis. Sei {(σn,un,vn)}n∈N ein singuläres System für K , und setze δn := ρσν+1

n und

xn := |K |ν (ρvn). Da die Singulärwerte eine Nullfolge bilden, gilt δn → 0. Weiter ist nach

Konstruktion xn ∈ Xν ,ρ . Aus σn = (ρ
−1δn)

1

ν+1 folgt nun

xn = ρ |K |
νvn = ρσ

ν
nvn = δ

ν
ν+1

n ρ
1

ν+1vn,

da σνn Eigenwert von |K |ν mit Eigenvektor vn ist. Also ist ‖xn‖X = δ
ν
ν+1

n ρ
1

ν+1 . Analog folgt

K∗Kxn = δ
ν
ν+1

n ρ
1

ν+1σ 2

nvn = δ
ν+2

ν+1

n ρ−
1

ν+1vn

und damit

‖Kxn‖
2

Y = (Kxn,Kxn)Y = (K
∗Kxn,xn)X = δ

2

n .

Es gilt daher

ε(Xν ,ρ,δn) = sup

x∈Xν,ρ , ‖Kx ‖Y ≤δ
‖x ‖X ≥ ‖xn‖X = δ

ν
ν+1

n ρ
1

ν+1 ,

woraus zusammen mit Satz 4.11 die Gleichheit folgt. �

Hieraus folgt, dass für einen kompakten OperatorK mit unendlichdimensionalem Bild kein

Regularisierungsverfahren einen Gesamtfehler ergeben kann, der für δ → 0 garantiert
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schneller als δ
ν
ν+1

n ρ
1

ν+1 gegen Null geht – und das auch nur unter der Zusatzannahme x† ∈
Xν ,ρ .

1
Insbesondere konvergiert der Gesamtfehler also stets langsamer als der Datenfehler.

Ein Regularisierungsverfahren heißt daher optimal (für ν und ρ), falls gilt

E(Kx†,δ ) = δ
ν
ν+1 ρ

1

ν+1 für alle x† ∈ Xν ,ρ,

und ordnungsoptimal (für ν und ρ), falls eine Konstante c = c(ν ) ≥ 1 existiert so dass gilt

(4.7) E(Kx†,δ ) ≤ cδ
ν
ν+1 ρ

1

ν+1 für alle x† ∈ Xν ,ρ .

Lässt man zu, dass die Konstante von x† abhängt – ist man also nur an Konvergenzraten
interessiert – so betrachtet man

Xν :=
⋃
ρ>0

Xν ,ρ = R(|K |
ν )

und bezeichnet ein Regularisierungsverfahren als ordnungsoptimal für ν , falls eine Kon-

stante c ≥ 1 existiert mit

E(Kx†,δ ) ≤ cδ
ν
ν+1 für alle x† ∈ Xν .

Die Bedingung x† ∈ Xν ,ρ bezeichnet man dabei als Quellbedingung, das Element w ∈ X
mit |K |νw = x† als Quelldarstellung. Da K ein kompakter (d. h. glättender) Operator

ist, stellen Quellbedingungen abstrakte Glattheitsbedingungen dar. Für den Integrati-

onsoperator K : L2([0, 1]) → L2([0, 1]) aus Beispiel 3.11 bedeutet etwa x ∈ X2,ρ , dass

x = K∗Kw =
∫

1

t

∫ s

0
w(r )dr ds eine durch ρ beschränkte zweite Ableitung w besitzt. Mit

Hilfe der Singulärwertzerlegung sieht man leicht, dass die Bedingung x† ∈ Xν einer ver-

schärften Picard-Bedingung entspricht, d. h. einer Abklingrate der Singulärwerte, die umso

schneller im Vergleich zu den Fourier-Koe�zienten von y ist, desto grösser ν ist.

Lemma 4.13. Sei K ∈ K(X ,Y ) mit singulärem System {(σn,un,vn)}n∈N und sei y ∈ R(K).
Dann ist x† = K†y ∈ Xν genau dann, wenn gilt

(4.8)

∑
n∈N

σ−2−2ν
n | (y,un)Y |

2 < ∞.

Beweis. Nach De�nition ist K†y ∈ Xν genau dann, wenn ein w ∈ X existiert mit

K†y = |K |νw =
∑
n∈N

σνn (w,vn)X vn .

1
Dies ist ein zentrales Paradigma in der Theorie – und Praxis – der inversen Probleme: Stabilität ist nur
unter Zusatzannahmen erreichbar!
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Mit Hilfe der Darstellung (3.7) folgt daraus

σ−1

n (y,un)Y = σ
ν
n (w,vn)X für alle n ∈ N.

Wie im Beweis von Satz 3.10 folgt nun, dass w ∈ X dann und nur dann gilt, wenn die Reihe∑
n∈N | (w,vn)X |

2
konvergiert, d. h. (4.8) gilt. �

Tatsächlich impliziert die Ordnungsoptimalität bereits die Regularisierungseigenschaft

eines Verfahrens. Dies ist nützlich, denn es ist manchmal leichter, die Optimalität nachzu-

weisen als die Regularisierungseigenschaft.

Satz 4.14. Seien K ∈ K(X ,Y )mit R(K) dicht in Y , {Rα }α>0 eine Regularisierung und α(δ ,yδ )
eine Parameterwahlstrategie. Existiert ein τ0 ≥ 1 so dass Rα zusammen mit ατ := α(τδ ,yδ )
für alle τ > τ0 die Bedingung (4.7) für ein ν > 0 und alle ρ > 0 erfüllt, so ist (Rα ,ατ ) für alle
τ > τ0 ein Regularisierungsverfahren.

Beweis. Wir müssen also zeigen, dass aus der gleichmäßigen Konvergenz des schlimmst-

möglichen Fehlers für alle x† ∈ Xν ,ρ die punktweise Konvergenz für alle x† ∈ D(K†)
folgt. Wir konstruieren dafür ein geeignetes xN ∈ Xν ,ρ , das wir in die Fehlerabschätzung

einschieben, und wenden dann die Ordnungsoptimalität an.

Sei alsoy ∈ D(K†) = R(K) undx† = K†y (und damitKx† = y). Sei weiterhin {(σn,un,vn)}n∈N
ein singuläres System von K . Für N ∈ N de�niere

xN :=

N∑
n=1

(
x†,vn

)
X
vn

und

yN := KxN =
N∑
n=1

(
x†,vn

)
X
Kvn =

N∑
n=1

(
x†,vn

)
X
σnun

=

N∑
n=1

(
x†,K∗un

)
X
un =

N∑
n=1

(y,un)X un .

Da {un}n∈N eine Orthonormalbasis von R(K) und {vn}n∈N eine Orthonormalbasis von

R(K∗) = N(K)⊥ ist, besitzen x† = K†y ∈ N(K)⊥ und y = Kx† ∈ R(K) die Reihendarstel-

lungen

x† =
∑
n∈N

(
x†,vn

)
X
vn, y =

∑
n∈N

(y,un)Y un .

Damit ist

‖x† − xN ‖
2

X =

∞∑
n=N+1

���(x†,vn)
X

���2
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4 regularisierungsverfahren

und

(4.9) ‖y − yN ‖
2

Y =

∞∑
n=N+1

��(y,un)Y ��2 = ∞∑
n=N+1

σ 2

n

���(x†,vn)
X

���2
≤ σ 2

N

∞∑
n=N+1

���(x†,vn)
X

���2 = σ 2

N ‖x
† − xN ‖

2

X ,

da {σn}n∈N eine monoton fallende Nullfolge ist. Insbesondere konvergieren xN → x† und

yN → y mit N →∞.

Nach Konstruktion ist yN ∈ R(K) und xN ∈ N(K)
⊥

, und damit gilt xN = K†yN . Nach

Lemma 4.13 ist deshalb xN ∈ Xν für alle ν > 0, denn wegen (yN ,un)Y = 0 für n > N ist die

Reihe in (4.8) endlich. Es existiert also ein wN ∈ X mit xN = |K |
νwN , d. h.

N∑
n=1

(
x†,vn

)
X
vn = xN = |K |

νwN =
∑
n∈N

σνn (wN ,vn)X vn .

Da R(K) dicht in Y ist, kann K kein endlichdimensionales Bild haben, was σn > 0 für alle

n ∈ N impliziert. Aus der Orthonormalität der vn folgt daher

(wN ,vn)X =

{
σ−νn

(
x†,vn

)
X n ≤ N ,

0 n > N .

Deshalb gilt

‖wN ‖
2

X =

N∑
n=1

|(wN ,vn)X |
2 =

N∑
n=1

σ−2ν
n

���(x†,vn)
X

���2
≤ σ−2ν

N

∑
n∈N

���(x†,vn)
X

���2 = σ−2ν
N ‖x

†‖2X

und damit xN ∈ Xν ,ρ mit ρ = σ−νN ‖x
†‖X .

Sei nun yδ ∈ Y mit ‖y − yδ ‖Y ≤ δ und τ > τ0 ≥ 1. Wir wählen nun N (δ ) so, dass gilt

(4.10) σN (δ )‖x
† − xN (δ )‖X ≤

τ − τ0

τ + τ0

δ < σN (δ )−1‖x
† − xN (δ )−1‖X ,

(dies ist möglich, da sowohl {σN }N∈N als auch {‖xN−x
†‖X }N∈N monoton fallende Nullfolgen

sind). Dann gilt wegen (4.9) mit N = N (δ )

‖yδ − yN ‖Y ≤ ‖y
δ − y ‖Y + ‖y − yN ‖Y ≤ δ + σN ‖x

† − xN ‖X

≤

(
1 +

τ − τ0

τ + τ0

)
δ =:

˜δ .
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4 regularisierungsverfahren

Ist yδ also ein gestörter Messwert zu den exakten Daten y mit Fehlerniveau δ , so ist yδ

auch ein gestörter Messwert zu yN mit Fehlerniveau
˜δ . Für τ̃ := 1

2
(τ + τ0) > τ0 ist dann

τ̃ ˜δ = τδ und damit

ατ̃ ( ˜δ ,y
δ ) = α(τ̃ ˜δ ,yδ ) = α(τδ ,yδ ) = ατ (δ ,y

δ ),

d. h. die Parameterwahlstrategien zu y und yN stimmen für festes yδ überein. Aus der

Bedingung (4.7) für (Rα ,ατ̃ ) folgt daher für xN ∈ Xν ,ρ , dass gilt

‖Rατ (δ ,yδ )y
δ − xN ‖X = ‖Rατ̃ ( ˜δ ,yδ )y

δ − K†yN ‖X ≤ E(yN , ˜δ ) ≤ c ˜δ
ν
ν+1

(
σ−νN ‖x

†‖X

) 1

ν+1

=: cτ ,ν

(
δ

σN

) ν
ν+1

‖x†‖
1

ν+1

X .

Damit gilt

‖Rατ (δ ,yδ )y
δ − x†‖X ≤ ‖Rατ (δ ,yδ )y

δ − xN (δ )‖X + ‖xN (δ ) − x
†‖X

≤ cτ ,ν

(
δ

σN (δ )

) ν
ν+1

(
‖x†‖X

) 1

ν+1

+ ‖xN (δ ) − x
†‖X ,

und es bleibt zu zeigen, dass sowohl δσ−1

N (δ )
→ 0 als auch xN (δ ) → x† für δ → 0 gehen. Da

N (δ ) eine monotone Funktion von δ ist, müssen wir nur zwei Fälle unterscheiden:

(i) N (δ ) ist beschränkt und damit konvergent, es existiert also einN0 < ∞mitN (δ ) → N0

für δ → 0. In diesem Fall ist o�ensichtlich δσ−1

N (δ )
≤ δσ−1

N0

→ 0. Aus der Wahl von

N (δ ) nach (4.10) folgt weiter

σN0
‖x† − xN0

‖X = lim

δ→0

σN (δ )‖x
† − xN (δ )‖X ≤ lim

δ→0

τ − τ0

τ + τ0

δ = 0,

und damit wegen σN0
> 0 auch xN (δ ) → xN0

= x†.

(ii) N (δ ) ist unbeschränkt, d. h. N (δ ) → ∞ für δ → 0. Dann folgt sofort xN (δ ) → x†.
Wegen (4.10) gilt weiter

δ

σN (δ )
<
τ + τ0

τ − τ0

σN (δ )−1

σN (δ )
‖xN (δ )−1 − x

†‖X → 0,

da der vorletzte Term wegen σN (δ ) → 0 beschränkt bleiben muss.

Also gilt Rατ (δ ,yδ )y
δ → x† für alle y ∈ D(K†) und yδ ∈ Y mit ‖y − y†‖Y ≤ δ , und (Rα ,ατ )

ist ein Regularisierungsverfahren. �

Schließlich soll noch erwähnt sein, dass es auch schwächere Quellbedingungen mit allge-

meineren Indexfunktionen φ als Potenzen von K∗K gibt. Ein Beispiel sind logarithmische
Quellbedingungen der Form x† ∈ R(− ln |K |), die für exponentiell schlecht gestellte Proble-

me günstiger sind; siehe z. B. [Hohage 2000].
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5 SPEKTRALE REGULARISIERUNG

Wir haben gesehen, dass die Regularisierung einer schlechtgestellten Operatorgleichung

Tx = y darin besteht, die (unbeschränkte) Moore–Penrose-Inverse T † durch eine Familie

{Rα }α>0 von Operatoren zu ersetzen, die für jedesα > 0 stetig auf ganzY sind und fürα → 0

punktweise auf D(T †) gegen T † konvergieren. Für kompakte Operatoren K ∈ K(X ,Y )
lassen sich solche Regularisierungen mit Hilfe der Singulärwertzerlegung konstruieren.

Dafür verwenden wir, dass nach Satz 3.6 für y ∈ D(K†) gilt

K†y = (K∗K)†K∗y .

Sei nun {(σn,un,vn)}n∈N ein singuläres System von K . Dann ist nach Konstruktion insbe-

sondere {(σ 2

n ,vn,vn)}n∈N ein singuläres System von K∗K , und wir können nach Satz 3.10

schreiben

(K∗K)†K∗y =
∑
n∈N

σ−2

n (K
∗y,vn)X vn =

∑
n∈N

σ−2

n σn (y,un)Y vn

=
∑
n∈N

φ(σ 2

n )σn (y,un)Y vn

mit φ(λ) = λ−1
. Die Unstetigkeit von K† rührt nun daher, dass φ auf (0, ‖K∗K ‖L(X ,X )]

unbeschränkt ist, denn {σn}n∈N ist eine Nullfolge. Um zu regularisieren, ersetzen wir

deshalb φ durch eine Familie {φα }α>0 von beschränkten Funktionen, die punktweise gegen

φ konvergieren. Wir schreiben hier und in Folge kurz κ := ‖K ‖2
L(X ,Y )

= ‖K∗K ‖L(X ,X ).

Definition 5.1. Sei {φα }α>0 eine Familie von stückweise stetigen und beschränkten Funk-

tionen φα : (0,κ] → R. Gilt

(i) lim

α→0

φα (λ) =
1

λ
für alle λ ∈ (0,κ] und

(ii) λ |φα (λ)| ≤ Cφ für ein Cφ > 0 und alle λ ∈ [0,κ] und α > 0,

so heißt {φα }α>0 (regularisierender) Filter.

Die Idee ist dann, als Regularisierungsoperator Rα := φα (K
∗K)K∗ zu wählen, was in Folge

stets der Fall sein soll.
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5 spektrale regularisierung

5.1 regularisierung

Wir zeigen zuerst, dass für einen regularisierenden Filter φα durch {φα (K
∗K)K∗}α>0 tat-

sächlich eine Regularisierung von K† de�niert wird. Nach (3.9) gilt für alle y ∈ Y

Rαy = φα (K
∗K)K∗y =

∑
n∈N

φα (σ
2

n ) (K
∗y,vn)Y vn + φα (0)PNK

∗y

=
∑
n∈N

φα (σ
2

n )σn (y,un)Y vn,

da φα beschränkt und K∗y ∈ R(K∗) = N(K)⊥ ist. Wegen der geforderten Beschränktheit

von φα ist Rα für α > 0 auch stetig; vergleiche (3.10).

Vorab betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 5.2. (i) Die abgeschnittene Singulärwertzerlegung entsteht durch die Wahl

φα (λ) =

{
1

λ falls λ ≥ α ,

0 sonst.

O�ensichtlich ist φα beschränkt (durch
1

α ) und stückweise stetig, konvergiert für

λ > 0 und α → 0 gegen
1

λ und erfüllt die Beschränktheitsbedingung für Cφ = 1. Der

zugehörige Regularisierungsoperator ist gegeben durch

(5.1) Rαy =
∑
n∈N

φα (σ
2

n )σn (y,un)Y vn =
∑

σn≥
√
α

1

σn
(y,un)Y vn,

woraus sich auch der Name ergibt.

(ii) Die Tikhonov-Regularisierung entsteht durch die Wahl

φα (λ) =
1

λ + α
.

Wiederum ist φα beschränkt (durch
1

α ) und stetig, konvergiert für λ > 0 und α →
0 gegen

1

λ und erfüllt die Beschränktheitsbedingung für Cφ = 1. Der zugehörige

Regularisierungsoperator ist gegeben durch

Rαy =
∑
n∈N

σn

σ 2

n + α
(y,un)Y vn,

die regularisierte Lösung xα := φα (K
∗K)K∗y lässt sich jedoch auch ohne Kenntnis

einer Singulärwertzerlegung berechnen. Wir werden sie daher im nächsten Kapitel

ausführlicher betrachten.
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5 spektrale regularisierung

(iii) Die Landweber-Regularisierung entsteht durch die Wahl

φα (λ) =
1 − (1 − ωλ)1/α

λ

für ein geeignetes ω > 0. Auch hier existiert eine (intuitivere) Charakterisierung ohne

Singulärwertzerlegung, weshalb wir die nähere Betrachtung auf ein folgendes Kapitel

verschieben.

Wir werden im weiteren Verlauf die folgenden beiden Abschätzungen benötigen.

Lemma 5.3. Sei {φα }α>0 ein regularisierender Filter. Dann gilt

‖KRα ‖L(Y ,Y ) ≤ sup

n∈N
|φα (σ

2

n )|σ
2

n ≤ Cφ für alle α > 0.

Beweis. Für alle y ∈ Y und α > 0 gilt

(5.2) KRαy = Kφα (K
∗K)K∗y =

∑
n∈N

φα (σ
2

n )σn (y,un)y Kvn

=
∑
n∈N

φα (σ
2

n )σ
2

n (y,un)y un .

Mit der Besselschen Ungleichung (2.1) folgt daher

‖KRαy ‖
2

Y =
∑
n∈N

|φα (σ
2

n )σn (y,un)y |
2 ≤ sup

n∈N
|φα (σ

2

n )σ
2

n |
2

∑
n∈N

| (y,un)Y |
2

≤ sup

n∈N
|φα (σ

2

n )σ
2

n |
2‖y ‖2Y .

Die zweite Ungleichung folgt nun aus 0 < σ 2

n ≤ σ
2

1
= ‖K∗K ‖L(X ,X ) = κ und der Eigenschaft

(ii) von regularisierenden Filtern. �

Lemma 5.4. Sei {φα }α>0 ein regularisierender Filter. Dann gilt

‖Rα ‖L(Y ,X ) ≤
√
Cφ sup

λ∈(0,κ]

√
|φα (λ)| für alle α > 0.

Insbesondere ist ‖Rα ‖L(Y ,X ) < ∞.

Beweis. Für alle y ∈ Y und α > 0 folgt aus Lemma 5.3

‖Rαy ‖
2

X = (Rαy ,Rαy)X =
∑
n∈N

φα (σ
2

n )σn (y,un)Y (Rαy,vn)X

=
∑
n∈N

φα (σ
2

n ) (y,un)Y (KRαy,un)Y

≤ sup

n∈N
|φα (σ

2

n )|
(
KRαy,

∑
n∈N (y,un)Y un

)
Y

≤ sup

n∈N
|φα (σ

2

n )| ‖KRαy ‖X ‖PR(K∗)y ‖Y

≤ sup

n∈N
|φα (σ

2

n )| Cφ ‖y ‖
2

Y .
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5 spektrale regularisierung

Supremum über alle y ∈ Y sowie die Beschränktheit von φα ergeben nun die Behauptung.

�

Wir zeigen nun die punktweise Konvergenz.

Satz 5.5. Sei {φα }α>0 ein regularisierender Filter. Dann gilt

lim

α→0

Rαy = K†y für alle y ∈ D(K†),

d. h. {Rα }α>0 ist eine Regularisierung.

Für y < D(K†) gilt dagegen limα→0 ‖Rαy ‖X = ∞, falls K† nicht stetig ist.

Beweis. Sei y ∈ D(K†) und setze x† := K†y sowie xα := Rαy . Wegen K∗Kx† = K∗y nach

Satz 3.6 können wir auch schreiben

xα = φα (K
∗K)K∗y = φα (K

∗K)K∗Kx†.

De�nieren wir rα (λ) := 1 − λφα (λ), so folgt

(5.3) x† − xα = (Id−φα (K
∗K)K∗K)x† = rα (K

∗K)x† =
∑
n∈N

rα (σ
2

n )

(
x†,vn

)
X
vn

und damit

‖x† − xα ‖
2

X =
∑
n∈N

rα (σ
2

n )
2

���(x†,vn)
X

���2 .
Diese Darstellung werden wir öfter verwenden. Da {φα }α>0 ein regularisierender Filter ist,

gilt

lim

α→0

rα (λ) = 0 für alle λ ∈ (0,κ],

|rα (λ)| ≤ 1 +Cφ für alle λ ∈ [0,κ] und α > 0.

Wegen der Besselschen Ungleichung existiert nun für alle ε > 0 ein N ∈ N mit

∞∑
n=N+1

���(x†,vn)
X

���2 < ε2

2(1 +Cφ)2
.

Weiterhin existiert wegen der punktweisen Konvergenz von {rα }α>0 – die daher gleichmä-

ßig ist auf der endlichen Menge {σ 2

1
, . . . ,σ 2

N } – ein α0 > 0 mit

rα (σ
2

n )
2 <

ε2

2‖x†‖2X
für alle n ≤ N und α < α0.
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5 spektrale regularisierung

Für alle α < α0 gilt daher

‖x† − xα ‖
2

X =

N∑
n=1

rα (σ
2

n )
2

���(x†,vn)
X

���2 + ∞∑
n=N+1

rα (σ
2

n )
2

���(x†,vn)
X

���2
≤

ε2

2‖x†‖2X

N∑
n=1

���(x†,vn)
X

���2 + (1 +Cφ)2 ε2

2(1 +Cφ)2

≤
ε2

2

+
ε2

2

= ε2,

d. h. ‖x† − xα ‖X → 0 für α → 0. Zusammen mit der Stetigkeit von Rα für α > 0 aus

Lemma 5.4 folgt, dass {Rα }α>0 nach De�nition 4.1 eine Regularisierung ist.

Die Unbeschränktheit für y < D(K†) folgt aus Satz 4.3 und Lemma 5.3. �

5.2 parameterwahl und konvergenzraten

Wir untersuchen nun, welche Parameterwahlstrategien für einen gegebenen Filter zu einem

konvergenten (und ordnungsoptimalen) Regularisierungsverfahren führen.

a priori-strategien

Nach Satz 4.6 liefert jede a priori-Strategie mit α(δ ) → 0 und δ ‖Rα ‖L(Y ,X ) → 0 für

δ → 0 ein Regularisierungsverfahren (Rα ,α). Zusammen mit Lemma 5.4 erhält man

daraus eine Bedingung für φα und damit für α . Zum Beispiel ist für die abgeschnittene

Singulärwertzerlegung

‖Rα ‖L(Y ,X ) ≤
√
Cφ sup

n∈N

√
|φα (σ

2

n )| =
1

√
α
.

Dies liefert eine Bedingung für den minimalen Singulärwert, den wir für ein gegebenes

δ > 0 in (5.1) berücksichtigen dürfen.

Beispiel 5.6 (Abgeschni�ene Singulärwertzerlegung). Sei K ∈ K(X ,Y ) mit singulärem

System {(σn,un,vn)}n∈N. Wähle für δ > 0 ein n(δ ) mit

n(δ ) → ∞,
δ

σn(δ )
→ 0 für δ → 0.

Dann ergibt die abgeschnittene Singulärwertzerlegung zusammen mit der Parameterwahl-

strategie α(δ ) := σ 2

n(δ )
ein Regularisierungsverfahren.
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5 spektrale regularisierung

Dies gilt insbesondere für die Wahl α(δ ) := σ 2

n(δ )
≥ δ > σ 2

n(δ )+1
, für die gilt

Rα(δ )y
δ =

∑
σn≥
√
δ

1

σn

(
yδ ,un

)
Y
vn → x† für δ → 0.

Wir betrachten nun Konvergenzraten unter der Quellbedingung x† ∈ Xν ,ρ für ν , ρ > 0. Wir

gehen dafür wie im Beweis von Satz 5.5 vor und zeigen zunächst, dass

ων (α) := sup

λ∈(0,κ]
λν/2 |rα (λ)|

eine obere Schranke für den Verfahrensfehler darstellt.

Lemma 5.7. Sei y ∈ D(K†) und x† = K†y ∈ Xν ,ρ . Dann gilt für alle α > 0 und xα = Rαy

‖xα − x
†‖X ≤ ων (α)ρ,

‖Kxα − Kx
†‖Y ≤ ων+1(α)ρ.

Beweis. Für x† ∈ Xν ,ρ existiert ein w ∈ X mit x† = |K |νw = (K∗K)ν/2w und ‖w ‖X ≤ ρ.

Wie im Beweis von Satz 5.5 folgt nun

x† − xα = rα (K
∗K)x† = rα (K

∗K)(K∗K)ν/2w

=
∑
n∈N

rα (σ
2

n )σ
ν
n (w,vn)X vn

und damit

‖xα − x
†‖2X =

∑
n∈N

|rα (σ
2

n )|
2σ 2ν

n | (w,vn)X |
2

≤ ων (α)
2

∑
n∈N

| (w,vn)X |
2 ≤ ων (α)

2‖w ‖2X ≤ ων (α)
2ρ2.

Nach Lemma 3.12 (iii) gilt weiterhin

‖Kxα − Kx
†‖Y = ‖K(xα − x

†)‖Y = ‖|K |(xα − x
†)‖X ,

woraus analog mit

|K |(x† − xα ) = (K
∗K)1/2rα (K

∗K)(K∗K)ν/2w

=
∑
n∈N

σnrα (σ
2

n )σ
ν
n (w,vn)X vn

und |rα (σ
2

n )σ
ν+1

n |
2 ≤ ων+1(α)

2
die zweite Abschätzung folgt. �
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5 spektrale regularisierung

Damit haben wir jetzt alles zusammen, um Konvergenzraten zu zeigen.

Satz 5.8. Sei y ∈ D(K†) und x† = K†y ∈ Xν ,ρ . Sei α(δ ) eine Parameterwahlstrategie mit

c

(
δ

ρ

) 2

ν+1

≤ α(δ ) ≤ C

(
δ

ρ

) 2

ν+1

für c,C > 0

und α klein genug. Erfüllt der Filter {φα }α>0 die Bedingungen

sup

λ∈(0,κ]
|φα (λ)| ≤ Cφα

−1,(5.4)

ων (α) ≤ Cνα
ν/2,(5.5)

für eine Konstante Cν > 0 und δ klein genug, so ist (Rα ,α) ein ordnungsoptimales Regulari-
sierungsverfahren.

Beweis. Nach Satz 4.14 genügt es, die Ordnungsoptimalität zu zeigen. Wir verwenden

wieder die Zerlegung (4.2) in Datenfehler und Verfahrensfehler: Sei δ > 0 und yδ ∈ Y mit

‖yδ − y ‖Y ≤ δ gegeben und setze xα(δ ) = Rα(δ )y . Dann gilt

‖Rα(δ )y
δ − K†y ‖X ≤ δ ‖Rα(δ )‖L(Y ,X ) + ‖xα(δ ) − x

†‖X .

Nach Lemma 5.4 und Annahme (5.4) ist nun

‖Rα(δ )‖L(Y ,X ) ≤
√
Cφ

√
Cφα(δ )−1 ≤ Cφα(δ )

−1/2.

Analog folgt aus Lemma 5.7 und Annahme (5.5)

‖xα(δ ) − x
†‖X ≤ ων (α(δ ))ρ ≤ Cνα(δ )

ν/2ρ.

Zusammen mit der Parameterwahlstrategie erhalten wir daraus

‖Rα(δ )y
δ − K†y ‖X ≤ Cφα(δ )

−1/2δ +Cνα(δ )
ν/2ρ

≤ Cφc
−1/2δ−

1

ν+1 ρ
1

ν+1δ +CνC
ν/2δ

ν
ν+1 ρ−

ν
ν+1 ρ

= (Cφc
−1/2 +CνC

ν/2)δ
ν
ν+1 ρ

1

ν+1 ,

und damit die Ordnungsoptimalität. �

Um für einen konkreten Filter die Ordnungsoptimalität für ein ν > 0 zu zeigen, genügt es

also, für dieses ν die Bedingungen (5.4) und (5.5) nachzuweisen. Das maximale ν0 > 0, so

dass für alle ν ∈ (0,ν0] die Bedingung (5.5) gilt, heißt Quali�kation des Filters.
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5 spektrale regularisierung

Beispiel 5.9 (Abgeschni�ene Singulärwertzerlegung). Wegen

φα (λ) =

{
1

λ falls λ ≥ α ,

0 falls λ < α .

und Cφ = 1 ist

sup

λ∈(0,κ]
|φα (λ)| ≤ α

−1,

und damit ist Bedingung (5.4) erfüllt.

Weiterhin gilt für alle ν > 0 und λ ∈ (0,κ]

λν/2 |rα (λ)| = λ
ν/2 |1 − λφα (λ)| =

{
0 falls λ ≥ α ,

λν/2 falls λ < α .

Damit ist für α ≤ κ
ων (α) = sup

λ∈(0,κ]
λν/2 |rα (λ)| ≤ α

ν/2,

die Bedingung (5.5) ist also für alle ν > 0 mit Cν = 1 erfüllt. Die abgeschnittene Singulär-

wertzerlegung ist für alle ν > 0 ordnungsoptimal; man sagt daher, sie besitzt unendliche
Quali�kation.

a posteriori-strategien

Wir betrachten wieder das Diskrepanzprinzip: Für τ > 1 sei α(δ ,yδ ) so bestimmt, dass

gilt

(5.6) ‖Kxδ
α(δ ,yδ )

− yδ ‖Y ≤ τδ < ‖Kx
δ
α − y

δ ‖Y für alle α > α(δ ,yδ ).

Wieder nehmen wir an, dass R(K) dicht in Y ist, und zusätzlich, dass α 7→ ‖Kxδα − y
δ ‖Y

linksseitig stetig ist. Wegen Lemma 5.3 folgt dann aus Satz 4.7, dass so ein α(δ ,yδ ) stets

existiert. Um zu zeigen, dass das Diskrepanzprinzip zu einem Regularisierungsverfahren

führt, verwenden wir Satz 4.14.

Satz 5.10. Sei {φα }α>0 ein Filter mit Quali�kation ν0 > 0 und gelte (5.4), (5.5), sowie

(5.7) τ > sup

α>0,λ∈(0,κ]
|rα (λ)| =: Cr .

Dann de�niert das Diskrepanzprinzip für alle ν ∈ (0,ν0 − 1] ein ordnungsoptimales Regulari-
sierungsverfahren (Rα ,α).
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5 spektrale regularisierung

Beweis. Zuerst halten wir fest, dass wegen |rα (λ)| ≤ 1 +Cφ für alle α > 0 und λ ∈ (0,κ]
stets ein τ > 1 mit (5.7) existiert.

Sei nuny ∈ R(K),x† = K†y ∈ Xν ,ρ für ein ν ∈ (0,ν0−1] und ρ > 0 und setze xδα = Rα(δ ,yδ )y
δ

für yδ ∈ Y mit ‖yδ − y ‖Y ≤ δ . Wir verwenden wieder die Zerlegung

(5.8) ‖xδα − x
†‖X ≤ ‖xα − x

†‖X + ‖xα − x
δ
α ‖X

mit xα = Rα(δ ,yδ )y und schätzen die Summanden separat ab.

Für den ersten Term verwenden wir wieder die Darstellung (5.3) sowie die Quelldarstellung

x† = |K |νw und erhalten

x† − xα =
∑
n∈N

rα (σ
2

n )σ
ν
n (w,vn)X vn

=
∑
n∈N

rα (σ
2

n ) (w,vn)X |K |
νvn

= |K |ν
∑
n∈N

rα (σ
2

n ) (w,vn)X vn =: |K |νξ .

Die Interpolationsungleichung (3.11) mit r = ν , s = ν + 1 liefert dann

‖xα − x
†‖X = ‖|K |

νξ ‖X ≤ ‖|K |
ν+1ξ ‖

ν
ν+1

X ‖ξ ‖
1

ν+1

X .

Für den zweiten Faktor erhalten wir aus der De�nition von ξ zusammen mit der Besselschen

Ungleichung, der Beschränktheit von rα und der Quellbedingung

‖ξ ‖2X =
∑
n∈N

|rα (σ
2

n )|
2 | (w,vn)X |

2 ≤ C2

r ‖w ‖
2

X ≤ C2

r ρ
2.

Für den ersten Faktor verwenden wir Lemma 3.12 (i), (iii), und die produktive Null:

‖|K |ν+1ξ ‖X = ‖|K |(|K |
νξ )‖X = ‖|K |(xα − x

†)‖X = ‖K(xα − x
†)‖Y = ‖Kxα − y ‖Y

≤ ‖Kxδα − y
δ ‖Y + ‖y − y

δ − K(xα − x
δ
α )‖Y .

Wieder schätzen wir separat ab: wegen der Wahl von α(δ ,yδ ) nach dem Diskrepanzprinzip

ist zuerst ‖Kxδα − y
δ ‖Y ≤ τδ . Für den zweiten Summanden gehen wir wie folgt vor: Es gilt

y − Kxα = y − KRαy = (Id−Kφα (K
∗K)K∗)y

und analog für yδ − Kxδα . Also ist

‖y − yδ − K(xα − x
δ
α )‖

2

Y = ‖(Id−Kφα (K
∗K)K∗)(y − yδ )‖2Y

=
∑
n∈N

|rα (σ
2

n )
��2�� (y − yδ ,un)

Y
|2

≤ C2

r δ
2,
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5 spektrale regularisierung

wobei in der zweiten Gleichung verwendet wurde, dass gilt (vergleiche (5.2))

Kφα (K
∗K)K∗(y − yδ ) =

∑
n∈N

φα (σ
2

n )σ
2

n

(
y − yδ ,un

)
Y
un .

Insgesamt erhalten wir also für den ersten Term in (5.8)

‖xα − x
†‖X ≤ (τ +Cr )

ν
ν+1δ

ν
ν+1C

1

ν+1

r ρ
1

ν+1 =: C1δ
ν
ν+1 ρ

1

ν+1 .

Für den zweiten Term in (5.8) verwenden wir Lemma 5.4 und Annahme (5.4) und erhalten

(5.9) ‖xδα − xα ‖X = ‖Rα (y
δ − y)‖X ≤ ‖Rα ‖L(Y ,X )δ

≤
√
Cφ sup

λ∈(0,κ]

√
|φα (λ)|δ

≤ Cφα(δ ,y
δ )−1/2δ .

Um auf die gewünschte Ordnung zu kommen, brauchen wir nun eine Abschätzung für

α(δ ,yδ ). Aufgrund der Wahl nach dem Diskrepanzprinzip gilt

‖Kxδα − y
δ ‖Y ≤ τδ < ‖Kx

δ
2α − y

δ ‖Y ≤ ‖Kx2α − y ‖Y + ‖y − y
δ − K(x2α − x

δ
2α )‖Y .

Für den zweiten Term erhalten wir wie oben

‖y − yδ − K(x2α − x
δ
2α )‖Y ≤ Crδ .

Für den ersten Term schätzen wir mit Lemma 5.7 und Annahme (5.5) ab, wobei wir ν+1 ≤ ν0

verwenden:

‖Kx2α − y ‖Y ≤ ων+1(2α(δ ,y
δ ))ρ ≤ Cν+1(2α(δ ,y

δ ))
ν+1

2 ρ.

Nun ist nach Annahme (5.7) τ −Cr > 0, wir erhalten also

‖Kx2α − y ‖Y > τδ − ‖y − y
δ − K(x2α − x

δ
2α )‖Y ≥ (τ −Cr )δ

und damit

δ ≤ (τ −Cr )
−1Cν+12

ν+1

2 α(δ ,yδ )
ν+1

2 ρ =: Cτα(δ ,y
δ )

ν+1

2 ρ

d. h.

(5.10) α(δ ,yδ )−
1

2 ≤ C
1

ν+1

τ δ−
1

ν+1 ρ
1

ν+1 .

Einsetzen in (5.9) ergibt dann

‖xδα − xα ‖X ≤ CφC
1

ν+1

τ δδ−
1

ν+1 ρ
1

ν+1 =: C2δ
ν
ν+1 ρ

1

ν+1 .

Zusammen folgt

‖xδα − x
†‖X ≤ (C1 +C2)δ

ν
ν+1 ρ

1

ν+1

und damit die Ordnungsoptimalität. Aus Satz 4.14 für ν = ν0 − 1 und τ0 = Cr folgt damit

auch, dass Rα zusammen mit dem Diskrepanzprinzip in Form der Parameterwahlstrategie

ατ = α(τδ ,y
δ ) ein Regularisierungsverfahren de�niert. �
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5 spektrale regularisierung

Beispiel 5.11 (Abgeschni�ene Singulärwertzerlegung). Hier gilt

|rα (λ)| =

{
1 − λ 1

λ = 0 λ ≥ α

1 λ < α

und damit Cr = 1. Wegen der unendlichen Quali�kation ist daher die abgeschnittene

Singulärwertzerlegung zusammen mit dem Diskrepanzprinzip für beliebige τ > 1 und

ν > 0 ein ordnungsoptimales Regularisierungsverfahren.

Hat ein Filter jedoch nur endliche Quali�kation, führt das Diskrepanzprinzip für ν > ν0 − 1

nicht zu einem ordnungsoptimalen Regularisierungsverfahren. Es gibt jedoch verbesserte

Diskrepanzprinzipien, die das Residuum in angepassten Normen messen und dadurch zu

ordnungsoptimalen Verfahren auch für ν ∈ (ν0 − 1,ν0] führen; siehe z. B. [Engl, Hanke u. a.

1996, Kapitel 4.4].

heuristische strategien

Wir betrachten als Beispiel die Hanke–Raus-Regel: Betrachte für yδ ∈ Y die Funktion

Ψ : (0,κ] → R, Ψ(α) =
‖Kxδα − y

δ ‖Y
√
α

,

wobei wieder xδα = Rαy
δ

ist, und wähle

(5.11) α(yδ ) = arg min

α∈(0,κ]
Ψ(α).

Wir nehmen in Folge an, dass y ∈ R(K) sowie ‖y ‖Y > δ gelten. Wir zeigen zunächst eine

bedingte Fehlerabschätzung.

Satz 5.12. Sei {φα }α>0 ein Filter mit Quali�kation ν0 > 0 und gelte (5.4) sowie (5.5). Sei
weiterhin α∗ := α(yδ ) > 0 und

(5.12) δ ∗ := ‖Kxδα∗ − y
δ ‖Y > 0.

Dann existiert ein c > 0 so dass für alle δ klein genug und x† ∈ Xν ,ρ , ν ∈ (0,ν0− 1] und ρ ≥ 0,
gilt

‖xδα∗ − x
†‖X ≤ c

(
1 +

δ

δ ∗

)
max{δ ,δ ∗}

ν
ν+1 ρ

1

ν+1 .

Beweis. Wir verwenden wieder die Zerlegung

‖xδα∗ − x
†‖X ≤ ‖xα∗ − x

†‖X + ‖x
δ
α∗ − xα∗ ‖X .
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5 spektrale regularisierung

Für den ersten Term erhalten wir wie im Beweis von Satz 5.10 mit (5.12) anstelle des

Diskrepanzprinzips

(5.13) ‖xα∗ − x
†‖X ≤ C

1

ν+1

r (δ
∗ +Crδ )

ν
ν+1 ρ

1

ν+1 ≤ C1 max{δ ,δ ∗}
ν
ν+1 ρ

1

ν+1 .

für eine Konstante C1 > 0.

Für den zweiten Term erhalten wir analog nach (5.9) mit Hilfe von (5.12) (in Form der

produktiven 1 = δ ∗/δ ∗)

‖xδα∗ − xα∗ ‖X ≤ Cφ
1

√
α∗
δ = Cφ

δ

δ ∗
‖Kxδα∗ − y

δ ‖Y
√
α∗

= Cφ
δ

δ ∗
Ψ(α∗).

Für den letzten Faktor verwenden wir nun die Wahlregel (5.11): Es gilt Ψ(α∗) ≤ Ψ(α) für

alle α ∈ (0,κ]. Die Idee ist nun, zum Vergleich das Diskrepanzprinzip heranzuziehen. Sei

ᾱ := α(δ ,yδ ) so gewählt, dass (5.6) erfüllt ist. Ist ᾱ ≤ κ, so gilt wegen (5.10)

(5.14) Ψ(α∗) ≤ Ψ(ᾱ) ≤ (τδ )(Cτδ
− 1

ν+1 ρ
1

ν+1 ) = Cττδ
ν
ν+1 ρ

1

ν+1 .

Ist dagegen ᾱ > κ = ‖K ‖2
L(X ,Y )

, so ist ‖Kxδκ − y
δ ‖Y ≤ τδ . Wegen

δ < ‖y ‖Y = ‖Kx
†‖Y = ‖K |K |

νw ‖X ≤ ‖K ‖
ν+1

L(X ,Y )ρ

können wir daher abschätzen

(5.15) Ψ(α∗) ≤ Ψ(κ) ≤ τδ ‖K ‖−1

L(X ,Y ) = τδ
ν
ν+1δ

1

ν+1 ‖K ‖−1

L(X ,Y )

≤ τδ
ν
ν+1

(
‖K ‖ν+1

L(X ,Y )ρ
) 1

ν+1

‖K ‖−1

L(X ,Y ) = τδ
ν
ν+1 ρ

ν
ν+1 .

In beiden Fällen erhalten wir also

‖xδα∗ − xα∗ ‖X ≤ C2

δ

δ ∗
δ

ν
ν+1 ρ

1

ν+1

für eine KonstanteC2 > 0, und zusammen mit (5.13) folgt die gewünschte Abschätzung. �

Die Hanke–Raus-Regel wäre also ordnungsoptimal, falls δ ∗ ≈ δ gelten würde. Umgekehrt

wird die Regel versagen für α∗ = 0 oder δ ∗ = 0. In letzterem Fall wäre yδ ∈ R(K), und

wegen der Unstetigkeit von K† kann ‖K†yδ −K†y ‖Y beliebig groß sein. Diesen Fall müssen

wir daher ausschließen, um weitere Aussagen tre�en zu können. Wir nehmen zum Beispiel

an, dass ein ε > 0 existiert, so dass

yδ ∈ Nε :=
{
y + η ∈ Y : ‖(Id−P

R
)η‖Y ≥ ε ‖η‖Y

}
gilt, wobei P

R
wieder die Projektion auf R(K) bedeutet. Anschaulich bedeutet das, dass die

gestörten Daten yδ einen gleichmäßig nach unten beschränkten Anteil aus dem orthogo-

nalen Komplement von R(K) besitzen. Wenn wir uns auf solche Störungen beschränken,

liefert die Hanke–Raus-Regel tatsächlich ein konvergentes Regularisierungsverfahren.
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5 spektrale regularisierung

Satz 5.13. Sei {φα }α>0 ein Filter mit Quali�kation ν0 > 0 und gelte (5.4) sowie (5.5). Dann ist
für x† ∈ Xν ,ρ für ν ∈ (0,ν0 − 1] und ρ > 0

lim sup

δ→0

{
‖xδα∗ − x

†‖X : yδ ∈ Nε , ‖y
δ − y ‖Y ≤ δ

}
= 0.

Beweis. Sei y ∈ R(K) und yδ ∈ Nε mit ‖yδ −y ‖Y = δ . Da Id−P
R

als orthogonale Projektion

Norm 1 hat, gilt für alle α > 0

(5.16) ‖Kxδα − y
δ ‖Y ≥ ‖(Id−PR)(Kx

δ
α − y

δ )‖Y = ‖(Id−PR)y
δ ‖Y

= ‖(Id−P
R
)(yδ − y)‖Y ≥ ε ‖y

δ − y ‖Y

= εδ > 0.

Also ist der Zähler von Ψ(α) nach unten beschränkt, und daher gilt Ψ(α) → ∞ für α → 0.

Das In�mum über alle (0,κ] muss also für α∗ > 0 angenommen werden. Insbesondere

folgt aus (5.16) auch

δ ∗ = ‖Kxδα∗ − y
δ ‖Y ≥ εδ > 0.

Satz 5.12 liefert daher mit δ ≤ ε−1δ ∗ die Abschätzung

‖xδα∗ − x
†‖X ≤ Cε(δ

∗)
ν
ν+1 ρ

1

ν+1

für eine Konstante Cε > 0. Es genügt also zu zeigen, dass für δ → 0 auch δ ∗ → 0 geht.

Dies folgt aber aus α∗ ≤ κ und (5.14), (5.15), denn für δ → 0 gilt

δ ∗ = ‖Kxδα∗ − y
δ ‖Y =

√
α∗Ψ(α∗) ≤

√
κΨ(α∗) ≤

√
κCττδ

ν
ν+1 ρ

1

ν+1 → 0 �

Unter ähnlichen Annahmen kann man auch Ordnungsoptimalität für die Hanke–Raus-

Regel zeigen sowie für verwandte Regeln, die auf der Minimierung von geeigneten Funk-

tionalen beruhen; siehe etwa [Kindermann 2011].
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6 TIKHONOV-REGULARISIERUNG

Aufgrund ihrer zentralen Rolle in der Theorie und Praxis der inversen Probleme betrachten

wir noch einmal ausführlicher die Tikhonov-Regularisierung, die de�niert wird durch die

Filterfunktion

φα (λ) =
1

λ + α
.

Wir kommen schnell zur Sache, denn wir sind gut vorbereitet. Wie in Beispiel 5.2 (ii) bereits

bemerkt, ist φα stetig, konvergiert für α → 0 gegen
1

λ , ist gleichmäßig beschränkt durch

α−1
und erfüllt

λφα (λ) =
λ

λ + α
< 1 =: Cφ für alle α > 0.

Damit ist Rα = φα (K
∗K)K∗ ein Regularisierungsoperator mit

‖Rα ‖L(Y ,X ) ≤
1

√
α
,

der zusammen mit der a priori-Strategie α(δ ) = δ ein konvergentes Regularisierungsver-

fahren ergibt.

Um Konvergenzraten zu zeigen, verwenden wir Satz 5.8 bzw. Satz 5.10. Zunächst ist wegen

φα (λ) ≤ α
−1

für alle α > 0 die Bedingung (5.4) erfüllt mit Cφ = 1. Weiterhin ist

rα (λ) = 1 − λφα (λ) =
α

λ + α
≤ 1 =: Cr für alle α > 0, λ ∈ (0,κ].

Um die zweite Bedingung (5.5) nachzuweisen, müssen wir

ων (α) = λ
ν/2 |rα (λ)| =

λν/2α

λ + α

durch Cνα
ν/2

für eine Konstante Cν > 0 abschätzen. Dafür betrachten wir die rechte Seite

für festes α > 0 als eine Funktion hα (λ) und berechnen

h′α (λ) =
α ν

2
λν/2−1(λ + α) − αλν/2

(λ + α)2
=
αλν/2−1

(λ + α)2

(ν
2

α +
(ν
2

− 1

)
λ
)
.

Für ν ≥ 2 ist daher hα (λ) monoton wachsend in λ, und das Maximum über alle λ ∈ (0,κ]
wird für λ = κ angenommen. In diesem Fall ist

ων (α) ≤ hα (κ) =
ακν/2

κ + α
≤ κν/2−1α .
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6 tikhonov-regularisierung

Die rechte Seite hat also nur für ν = 2 die gewünschte Ordnung.

Für ν ∈ (0, 2) können wir die Nullstelle von h′α (λ) bestimmen als λ∗ =
α ν

2

1− ν
2

. Dort ist

h′′α (λ
∗) < 0, also ist für alle α > 0

ων (α) ≤ hα (λ
∗) =

α
(
α ν

2

(
1 − ν

2

)−1

)ν/2
α + α ν

2

(
1 − ν

2

)−1
≤

(
ν

2

(
1 −

ν

2

)−1

)ν/2
αν/2,

womit wir die gewünschte Ordnung erhalten.

Die Tikhonov-Regularisierung hat also mindestens (und wie wir zeigen werden, höchstens)

Quali�kation ν0 = 2. Aus Satz 5.8 und Satz 5.10 folgt nun die Ordnungsoptimalität für a

priori- und a posteriori-Strategien.

Folgerung 6.1. Für alle ν ∈ (0, 2] ist die Tikhonov-Regularisierung zusammen mit der Para-
meterwahlstrategie

c
(
δ
ρ

) 2

ν+1

≤ α(δ ) ≤ C
(
δ
ρ

) 2

ν+1

für c,C > 0

ein ordnungsoptimales Regularisierungsverfahren. Insbesondere gilt für α ∼ δ 2/3

‖xδα − x
†‖X ≤ cδ

2

3 für alle x† ∈ R(K∗K).

Folgerung 6.2. Für alle ν ∈ (0, 1] und τ > 1 ist die Tikhonov-Regularisierung zusammen mit
der Parameterwahlstrategie

‖Kxδ
α(δ ,yδ )

− yδ ‖Y ≤ τδ < ‖Kx
δ
α − y

δ ‖Y für alle α > α(δ ,yδ )

ein ordnungsoptimales Regularisierungsverfahren. Insbesondere gilt

‖xδ
α(δ ,yδ )

− x†‖X ≤ cδ
1

2 für alle x† ∈ R(K∗).

Tatsächlich kann die Quali�kation nicht höher als 2 sein; die Tikhonov-Regularisierung

sättigt im Gegensatz zur abgeschnittenen Singulärwertzerlegung. Um dies zu zeigen, leiten

wir die in Beispiel 5.2 (ii) versprochene alternative Charakterisierung her.

Lemma 6.3. Für y ∈ Y und α > 0 ist xα := Rαy eindeutig bestimmt als Lösung der Gleichung

(6.1) (K∗K + α Id)x = K∗y .

Beweis. Wir verwenden das singuläre System {(σn,un,vn)}n∈N von K und erhalten

αxα =
∑
n∈N

α
σn

σ 2

n + α
(y,un)Y vn

56



6 tikhonov-regularisierung

sowie

K∗Kxα =
∑
n∈N

σn

σ 2

n + α
(y ,un)Y K

∗Kvn

=
∑
n∈N

σ 2

n

σn

σ 2

n + α
(y,un)Y vn .

Daraus folgt

(K∗K + α Id)xα =
∑
n∈N

σn (y,un)Y vn = K∗y .

Sei umgekehrt x ∈ X eine Lösung von (6.1). Einsetzen der Darstellung

(6.2) x =
∑
n∈N

(x ,vn)X vn + PNx

in (6.1) ergibt dann∑
n∈N

(σ 2

n + α) (x ,vn)X vn + αPNx = (K
∗K + α Id)x = K∗y =

∑
n∈N

σn (y ,un)Y vn .

Da {vn}n∈N eine Orthonormalbasis von R(K∗) = N(K)⊥ ist, muss PNx = 0 sein. Durch

Koe�zientenvergleich folgt dann

(x ,vn)X =
σn

σ 2

n + α
(y,un)Y für alle n ∈ N.

Einsetzen in (6.2) ergibt wiederum

x =
∑
n∈N

(x ,vn)X vn =
∑
n∈N

σn

σ 2

n + α
(y,un)Y vn = xα ,

d. h. xα ist die eindeutige Lösung von (6.1). �

Der praktische Wert der Darstellung (6.1) kann nicht genug betont werden: Anstelle der

Singulärwertzerlegung muss lediglich die Lösung einer korrekt gestellten linearen Gleichung

(für einen selbstadjungierten und positiv de�niten Operator) berechnet werden, wofür

Standardverfahren eingesetzt werden können.

Wir zeigen nun, dass im Allgemeinen keine a priori-Strategie existieren kann, für die der

Fehler ‖xδα − x
†‖X schneller als δ 2/3

gegen Null geht.

Satz 6.4. Sei K ∈ K(X ,Y ) mit unendlichdimensionalem Bild und y ∈ R(K). Existiert eine
Parameterwahlstrategie α : R+ → R+ mit limδ→0 α(δ ) = 0 und

(6.3) lim sup

δ→0

{
‖xδα(δ ) − x

†‖Xδ
− 2

3 : yδ ∈ Y mit ‖yδ − y ‖Y ≤ δ
}
= 0,

so ist x† = 0.
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6 tikhonov-regularisierung

Beweis. Angenommen, es wäre x† , 0. Wir zeigen zuerst, dass unter diesen Voraussetzun-

gen α(δ )δ−2/3 → 0 gehen muss. Dafür verwenden wir die Charakterisierung (6.1) für xδα
und yδ , indem wir schreiben

(K∗K + α(δ ) Id)(xδα − x
†) = K∗yδ − K∗y − α(δ )x†.

Daraus folgt mit κ = ‖K∗K ‖L(X ,X ) = ‖K
∗‖2
L(Y ,X )

|α(δ )|‖x†‖X ≤
√
κδ + (α(δ ) + κ)‖xδα − x

†‖X .

Multiplizieren mit δ−2/3
und Anwenden der Annahmen (6.3) und x† , 0 liefert nun

|α(δ )|δ−2/3 ≤ ‖x†‖−1

X

(√
κδ

1

3 + (α(δ ) + κ)‖xδα − x
†‖Xδ

− 2

3

)
→ 0.

Wir konstruieren nun einen Widerspruch. Sei {(σn,un,vn)}n∈N ein singuläres System von

K und de�niere

δn := σ 3

n und yn := y + δnun, n ∈ N,

so dass gilt ‖yn − y ‖Y = δn → 0 für n →∞. Sei weiter αn := α(δn). Dann ist

xδnαn − x
† = (xδnαn − xαn ) + (xαn − x

†)

= Rα (yn − y) + (xαn − x
†)

=
∑
m∈N

σm

σ 2

m + αn
(δnun,um)Y vm + (xαn − x

†)

=
δnσn

σ 2

n + αn
vn + (xαn − x

†).

Aus Annahme (6.3) für yδ = yn sowie für yδ = y erhalten wir daraus

σnδ
1/3
n

σ 2

n + αn
≤ ‖xδnαn − x

†‖Xδ
−2/3
n + ‖xαn − x

†‖Xδ
−2/3
n → 0 für n →∞.

Andererseits folgt aber aus σn = δ
1/3
n und αnδ

−2/3
n → 0

σnδ
1/3
n

σ 2

n + αn
=

δ 2/3
n

δ 2/3
n + αn

=
1

1 + αnδ
−2/3
n

→ 1 für n →∞

und damit der gesuchte Widerspruch. �

Ein Vergleich der Darstellung (6.1) mit den Normalengleichungen (3.3) legt nahe, dass die

Tikhonov-Regularisierung auch eine Minimierungseigenschaft hat. Dies tri�t in der Tat

zu.
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6 tikhonov-regularisierung

Satz 6.5. Füry ∈ Y istxα = Rαy eindeutig bestimmt als Minimierer des Tikhonov-Funktionals

(6.4) Jα (x) :=
1

2

‖Kx − y ‖2Y +
α

2

‖x ‖2X .

Beweis. Ein Minimierer x̄ ∈ X von Jα ist charakterisiert durch Jα (x̄) ≤ Jα (x) für alle x ∈ X .

Wir betrachten daher für beliebiges x ∈ X die Di�erenz, sortieren die Skalarprodukte um,

und erhalten

Jα (x) − Jα (xα ) =
1

2

(Kx − y,Kx − y)Y +
α

2

(x ,x)X −
1

2

(Kxα − y,Kxα − y)Y −
α

2

(xα ,xα )X

=
1

2

‖Kx − Kxα ‖
2

Y +
α

2

‖x − xα ‖
2

X + (K
∗(Kxα − y) + αxα ,x − xα )X

=
1

2

‖Kx − Kxα ‖
2

Y +
α

2

‖x − xα ‖
2

X

≥ 0.

Also ist xα ein Minimierer von Jα .

Gilt umgekehrt Jα (x) − Jα (x̄) ≥ 0 für alle x ∈ X , so folgt für x = x̄ + tz für t > 0 beliebig

und z ∈ X fest

0 ≤ Jα (x̄ + tz) − Jα (x̄) =
t2

2

‖Kz‖2Y +
t2α

2

‖z‖2X + t (K
∗(Kx̄ − y) + αx̄ , z)X .

Division durch t und Grenzübergang t → 0 ergibt also

(K∗(Kx̄ − y) + αx̄ , z)X ≥ 0 für alle z ∈ X .

Dies ist aber nur dann möglich, wenn K∗Kx̄ + αx̄ = K∗y gilt. Da xα die eindeutige Lösung

von (6.1) ist, folgt x̄ = xα . Also ist xα der eindeutige Minimierer von (6.4). �

Die Charakterisierung der Tikhonov-Regularisierung als Minimierung des Funktionals (6.4)

stellt einen weiteren Zusammenhang zur Minimum-Norm-Lösung x† her: Anstelle auf ei-

ner reinen Ausgleichslösung zu bestehen, deren Norm für y < D(K†) nicht beschränkt sein

muss, wird einer Näherungslösung gesucht, die gleichzeitig die Residuumsnorm ‖Kx − y ‖Y
und die Norm ‖x ‖X minimiert.

1
Der Regularisierungsparameter α bestimmt dabei die Ge-

wichtung: je kleiner das Fehlerniveau δ ist, desto mehr Gewicht kann man der Minimierung

der Residuumsnorm geben (d. h. desto kleiner kann man α wählen). Umgekehrt verlangt

ein höheres Fehlerniveau eine stärkere Gewichtung des Strafterms ‖x ‖X (und damit ein

größeres α ), damit die Näherung stabil bleibt.

Mit Hilfe dieser Charakterisierung lassen sich auch zum Beispiel nützliche Monotonie-

Eigenschaften herleiten. Wir führen dafür die Wertefunktionen

f (α) :=
1

2

‖Kxδα − y
δ ‖2Y , д(α) :=

1

2

‖xδα ‖
2

X ,

1
In dieser Form wurde diese Regularisierung auch von Andreı̆ Nikolaevich Tikhonov, einem bedeutenden

russischen Mathematiker des 20. Jahrhunderts, eingeführt; siehe [Tikhonov 1963a; Tikhonov 1963b].
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6 tikhonov-regularisierung

sowie

j(α) := Jα (x
δ
α ) = f (α) + αд(α)

ein.

Lemma 6.6. Die Funktionen f ,д sind monoton in dem Sinne, dass für alle α1,α2 > 0 gilt

(f (α1) − f (α2)) (α1 − α2) ≥ 0,(6.5)

(д(α1) − д(α2)) (α1 − α2) ≤ 0.(6.6)

Beweis. Aus der Minimierungseigenschaft von xδα1

bezüglich Jα1
und xδα2

bezüglich Jα2
folgt

f (α1) + α1д(α1) ≤ f (α2) + α1д(α2),

f (α2) + α2д(α2) ≤ f (α1) + α2д(α1).

Addieren beider Ungleichungen und Umsortieren ergibt sofort (6.6). Dividieren der ersten

Ungleichung durch α1 sowie der zweiten durch α2 und Addieren ergibt

1

α1

(f (α1) − f (α2)) ≤
1

α2

(f (α1) − f (α2)) .

Multiplizieren mit α1α2 und Umsortieren ergibt dann (6.5). �

Wie erwartet ist also für α → 0 das Residuum monoton fallend und die Norm von xδα
monoton steigend. Für die Wertefunktion j betrachten wir nun die einseitigen Di�erenzen-

quotienten

D+j(α) := lim

t→0
+

j(α + t) − j(α)

t
,

D−j(α) := lim

t→0
−

j(α + t) − j(α)

t
.

Lemma 6.7. Für alle α > 0 gilt

D+j(α) ≤ д(α) ≤ D−j(α),
j(α) − αD−j(α) ≤ f (α) ≤ j(α) − αD+(α).

Beweis. Für beliebige α , α̃ > 0 folgt aus der Minimierungseigenschaft bezüglich j , dass gilt

j(α̃) = f (α̃) + α̃д(α̃) ≤ f (α) + α̃д(α).

Also ist

j(α) − j(α̃) = f (α) + αд(α) − f (α̃) − α̃д(α̃)

≥ f (α) + αд(α) − f (α) − α̃д(α)

= (α − α̃)д(α),
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6 tikhonov-regularisierung

woraus für α̃ := α + t > α für t > 0 folgt

j(α + t) − j(α)

t
≤ д(α).

Grenzübergang t → 0 ergibt dann D+j(α) ≤ д(α). Die entsprechende Ungleichung für

D−j(α) folgt analog mit t < 0.

Zusammen mit der De�nition von j folgen daraus die restlichen Ungleichungen; etwa

durch

j(α) = f (α) + αд(α) ≤ f (α) + αD−j(α)

und Umformen. �

Nach einem Satz von Lebesgue (dessen Beweis auf dem Überdeckungssatz von Vitali beruht,

siehe [Hewitt & Stromberg 1975, Satz V.17.12]) ist eine monotone Funktion fast überall

di�erenzierbar (d. h. es gibt höchstens abzählbar viele Punkte, in denen der Grenzwert des

Di�erenzenquotienten nicht existiert). Also ist mit f und д auch j = f + αд fast überall

di�erenzierbar, und wir erhalten die folgende Charakterisierung der Ableitung.

Folgerung 6.8. Für fast alle α > 0 ist j di�erenzierbar, und es gilt

j′(α) = д(α).

Diese Darstellung kann zum Beispiel bei der numerischen Umsetzung von heuristischen

Parameterwahlregeln hilfreich sein.

Darüberhinaus liefert Satz 6.5 eine neue Interpretation der einfachsten Quellbedingung

x† ∈ X1 = R(K
∗). Der Minimierer von (6.4) ändert sich nicht, wenn wir das Funktional

durch α > 0 dividieren; also ist xδα auch gegeben als die Lösung von

(6.7) min

x∈X

1

2α
‖Kx − yδ ‖2Y +

1

2

‖x ‖2X .

Für δ → 0 und α → 0 soll nun xδα → x† konvergieren. Machen wir (formal) den Grenz-

übergang in (6.7), d. h. ersetzen wir zuerst yδ durch y ∈ R(K) und lassen α → 0 gehen, so

kann das Funktional nur dann einen endliches Minimum in x̄ annehmen, falls Kx̄ = y gilt.

Im Grenzfall α = 0 erhalten wir also das Funktional

(6.8) min

x∈X , Kx=y

1

2

‖x ‖2X .

Wir gehen weiter formal vor: Mit Hilfe eines Lagrange-Multiplikators p ∈ Y kann (6.8) als

unbeschränktes Sattelpunktproblem

min

x∈X
max

p∈Y

1

2

‖x ‖2X − (p,Kx − y)Y
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6 tikhonov-regularisierung

geschrieben werden. Damit (x̄ , p̄) ∈ X × Y ein Sattelpunkt sein kann, müssen dort die

Ableitungen nach x und p verschwinden: wir erhalten die beiden Bedingungen.{
x̄ = K∗p̄,

Kx̄ = y .

Für y ∈ R(K) beschreibt die Lösung von (6.8) aber genau die Minimum-Norm-Lösung

x†, d. h. x̄ = x†. Die Existenz eines Lagrange-Multiplikators p̄ mit x† = K∗p̄ entspricht

daher genau der Quellbedingung x† ∈ R(K∗). (Da K∗ nicht surjektiv sein muss, ist dies

eine nichttriviale Forderung.) Anschaulich ist dies nachvollziehbar: Wenn wir x† über eine

Folge von Minimierern xδα annähern möchten, so sollte x† selbst ein Minimierer (eines

geeigneten Grenzproblems) sein.

Diese Interpretation der Tikhonov-Regularisierung als Minimierung eines Funktionals

lässt sich – im Gegensatz zur Spektraldarstellung – auf nichtlineare Operatorgleichung

erweitern. Sie ist auch in allgemeinen Banachräumen anwendbar und lässt sich sogar durch

Verwendung anderer Diskrepanz- und Strafterme als Normen weiter verallgemeinern. (Dies

gilt auch für die entsprechende Interpretation der Quellbedingung.) Dann sind natürlich

andere Beweismethoden und insbesondere andere Quellbedingungen notwendig. Wir

werden darauf in einem späteren Kapitel eingehen.
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7 LANDWEBER-REGULARISIERUNG

Ausgangspunkt für die Landweber-Regularisierung ist die Charakterisierung der Minimum-

Norm-Lösung x† nach Satz 3.6 als Lösung x ∈ N(K)⊥ der Normalengleichung (3.3). Diese

können äquivalent geschrieben werden für beliebiges ω > 0 als Fixpunktgleichung

x = x − ω(K∗Kx − K∗y) = x + ωK∗(y − Kx).

Die zugehörige Fixpunktiteration – auch als Richardson-Iteration1
bekannt – lautet

(7.1) xn = xn−1 + ωK
∗(y − Kxn−1), n ∈ N,

für ein x0 ∈ X . Wir werden hier nur x0 = 0 betrachten. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz

folgt, dass diese Iteration gegen eine Lösung der Normalengleichung konvergiert, falls y ∈
R(K) und ‖ Id−ωK∗K ‖L(X ,X ) < 1 ist. Wegen x0 = 0 ∈ R(K∗) ist auch xn ∈ R(K

∗) ⊂ N(K)⊥,

und damit konvergiert xn gegen x†. Für yδ < R(K) kann man hingegen keine Konvergenz

erwarten. Die Idee ist nun, die Iteration rechtzeitig abzubrechen, d. h. xm für ein geeignetes

m ∈ N als regularisierte Näherung zu akzeptieren. Hier spielt also der Abbruchindexm ∈ N
die Rolle des Regularisierungsparameters, was mit α = 1

m > 0 zu der Schreibweise der

letzten Kapitel passt.
2

Die Iteration (7.1) kann in die Form einer spektralen Regularisierung gebracht werden.

Dafür leiten wir zuerst eine rekursionsfreie Darstellung von xn her.

Lemma 7.1. Fürm ∈ N ist

xm = ω
m−1∑
n=0

(Id−ωK∗K)nK∗y .

1
Diese Methode zur Lösung von linearen Gleichungssystemen geht auf Lewis Fry Richardson zurück. Er

propagierte auch 1922 die heutige Methode der Wettervorhersage auf Basis von numerischer Simulation.

(Ein eigener erster Versuch von 1910 – durchgeführt von Hand! – war grundsätzlich korrekt, lieferte

aber wegen gestörter Eingabedaten ein falsches Ergebnis. Wettervorhersage ist ein schlecht gestelltes

Problem!)

2
Zur Lösung von schlecht gestellten Operatorgleichungen wurde diese Methode zuerst von Lawrence

Landweber betrachtet. In [Landweber 1951] zeigt er die Konvergenz für y ∈ R(K); andernfalls, schreibt er

dort, könnten die Iterierten „als nützliche Näherungslösung dienen“.
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7 landweber-regularisierung

Beweis. Dies folgt mit vollständiger Induktion: Fürm = 1 ist

x1 = ωK
∗y = ω(Id−ωK∗K)0K∗y .

Sei nunm ∈ N beliebig und gelte die behauptete Darstellung für xm. Dann ist

xm+1 = xm + ωK
∗(y − Kxm)

= (Id−ωK∗K)xm + ωK
∗y

= (Id−ωK∗K)

(
ω

m−1∑
n=0

(Id−ωK∗K)nK∗y

)
+ ωK∗y

= ω
m−1∑
n=0

(Id−ωK∗K)n+1K∗y + ω(Id−ωK∗K)0K∗y

= ω
m∑
n=0

(Id−ωK∗K)nK∗y . �

Die nach Iterationm abgebrochene Landweber-Iteration (7.1) wird also erzeugt durch einen

linearen Operator, d. h.

xm = φm(K
∗K)K∗y

mit

φm(λ) = ω
m−1∑
n=0

(1 − ωλ)n = ω
1 − (1 − ωλ)m

1 − (1 − ωλ)
=

1 − (1 − ωλ)m

λ
.

Bis auf die Schreibweise φm anstelle von φα für α = 1

m (d. h. statt α → 0 betrachten wir

m →∞) hat das genau die Form aus Beispiel 5.2 (iii).

Satz 7.2. Für ω ∈ (0,κ−1) wird durch {φm}m∈N eine Regularisierung {Rm}m∈N mit Rm :=

φm(K
∗K)K∗ de�niert.

Beweis. Wir müssen lediglich zeigen, dass φm(λ) →
1

λ fürm →∞ konvergiert und λφm(λ)
gleichmäßig beschränkt ist für alle α > 0. Wegen der Bedingung an ω gilt 0 < 1 − ωλ < 1

für alle λ ∈ (0,κ], woraus sowohl (1 − ωλ)m → 0 fürm →∞ als auch

λ |φm(λ)| = |1 − (1 − ωλ)
m | ≤ 1 für allem ∈ N und λ ∈ (0,κ],

d. h. Cφ = 1, folgt. Also ist {φm}m∈N ein regularisierender Filter, und Satz 5.5 liefert die

Behauptung. �

Die Landweber-Iteration konvergiert also genau dann für m → ∞ gegen die Minimum-

Norm-Lösung x†, wenn y ∈ D(K†) liegt; ansonsten divergiert sie. Es liegt nun nahe, den

Abbruchindex nach dem Diskrepanzprinzip zu wählen: Zu τ > 1 bestimme m(δ ,yδ ) so,

dass für xδm := Rmy
δ

gilt

(7.2) ‖Kxδ
m(δ ,yδ )

− yδ ‖Y ≤ τδ < ‖Kx
δ
m − y

δ ‖Y für allem < m(δ ,yδ ).
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7 landweber-regularisierung

(Dies ist kein zusätzlicher Rechenaufwand, denn das Residuum yδ − Kxδm wird als Teil

der Iterationsvorschrift (7.1) berechnet.) Die Existenz solch einesm(δ ,yδ ) garantiert dabei

Satz 4.7. Im Folgenden sei stets ω ∈ (0,κ−1) angenommen.

Satz 7.3. Für alle ν > 0 und τ > 1 ist die Landweber-Regularisierung zusammen mit der
Parameterwahlstrategie (7.2) ein ordnungsoptimales Regularisierungsverfahren.

Beweis. Wir weisen die notwendigen Eigenschaften für φm nach, wobei wir α = 1

m setzen.

Zuerst gilt wegen ωλ < 1 mit der Bernoullischen Ungleichung

|φm(λ)| =
|1 − (1 − ωλ)m |

λ
≤
|1 − 1 +mωλ |

λ
= ωm = ωα−1

für alle λ ∈ (0,κ]

und damit die Bedingung (5.4) (falls ω ≤ 1; ansonsten zeigt die Betrachtung des Beweises

von Satz 5.10, dass dadurch nur die Konstante C2 vergrössert wird).

Weiter folgt aus der Bernoullischen Ungleichung auch (1 + x) ≤ ex und damit

rm(λ) = |1 − λφm(λ)| = (1 − ωλ)
m ≤ e−ωλm ≤ 1 =: Cr für allem ∈ N, λ ∈ (0,κ].

Wir betrachten nun für ν > 0 undm fest die Funktion hm(λ) := λν/2e−ωλm und berechnen

h′m(λ) =
ν

2

λν/2−1e−ωλm − ωmλν/2e−ωλm = λν/2−1e−ωλmωm
( ν

2ωm
− λ

)
.

In der Nullstelle λ∗ = ν
2ωm ist h′′m(λ

∗) < 0, daher ist

sup

λ∈(0,κ]
λν/2rm(λ) ≤ sup

λ∈(0,∞)
hm(λ) = hm

( ν

2ωm

)
= e−ν/2

( ν
2ω

)ν/2
m−ν/2 =: Cνα

ν/2.

Damit gilt (5.5) für alle ν > 0. Die Landweber-Iteration hat also unendliche Quali�kation,

und die Aussage folgt für τ > Cr = 1 aus Satz 5.10. �

Wir untersuchen nun die Monotonie-Eigenschaften der Landweber-Iteration.

Satz 7.4. Für yδ , 0 und allem ∈ N gilt

‖Kxδm+1
− yδ ‖Y < ‖Kx

δ
m − y

δ ‖Y .

Beweis. Aus der Iterationsvorschrift (7.1) folgt

Kxδm+1
− yδ = K

(
(Id−ωK∗K)xδm + ωK

∗yδ
)
− yδ

= (Id−ωKK∗)Kxδm − (Id+ωKK
∗)yδ

= (Id−ωKK∗)(Kxδm − y
δ )
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7 landweber-regularisierung

und damit wegen ω < κ−1 = σ−2

1
≤ σ−2

n für alle n ∈ N

‖Kxδm+1
− yδ ‖2Y =

∑
n∈N

(1 − ωσ 2

n )
2 |

(
Kxδm − y

δ ,un
)
Y
|2

<
∑
n∈N

|

(
Kxδm − y

δ ,un
)
Y
|2 ≤ ‖Kxδm − y

δ ‖2Y . �

Das Residuum ist also stets monoton fallend. Dies gilt aber nur bedingt für den Fehler.

Satz 7.5. Seim ∈ N. Gilt
‖Kxδm − y

δ ‖Y > 2δ ,

so ist
‖xδm+1

− x†‖X < ‖x
δ
m − x

†‖X .

Beweis. Wir verwenden die Iterationsvorschrift und schreiben mit ξ δm = yδ − Kxδm und

y = Kx†

‖xδm+1
− x†‖2X = ‖x

δ
m − x

† + ωK∗(yδ − Kxδm)‖
2

X

= ‖xδm − x
†‖2X − 2ω

(
Kx† − Kxδm, ξ

δ
m

)
Y
+ ω2‖K∗ξ δm‖

2

X

= ‖xδm − x
†‖2X + ω

(
ξ δm − 2y + 2Kxδm, ξ

δ
m

)
Y
+ ω

(
ω‖K∗ξ δm‖

2

X − ‖ξ
δ
m‖

2

Y

)
.

Wir müssen nun zeigen, dass die letzten beiden Terme negativ sind. Für den ersten Term

verwenden wir die De�nition von ξ δm, und erhalten durch Einsetzen von ξ δm = 2ξ δm − ξ
δ
m =

2yδ − 2Kxδm − ξ
δ
m dass gilt(
ξ δm − 2y + 2Kxδm, ξ

δ
m

)
Y
= 2

(
yδ − y, ξ δm

)
Y
− ‖ξ δm‖

2

Y

≤ 2δ ‖ξ δm‖Y − ‖ξ
δ
m‖

2

Y

=
(
2δ − ‖Kxδm − y

δ ‖Y

)
‖ξ δm‖Y < 0,

da die Klammer nach Annahme negativ und ‖ξ δm‖Y > 0 ist. Für den zweiten Term in

Klammern verwenden wir, dass wegen ω < κ−1
gilt

ω‖K∗ξ δm‖
2

X ≤ ω‖K
∗‖2
L(Y ,X )‖ξ

δ
m‖

2

Y = ωκ‖ξ
δ
m‖

2 < ‖ξ δm‖
2

X

und damit

(7.3) ω
(
ω‖K∗ξ δm‖

2

X − ‖ξ
δ
m‖

2

Y

)
< 0.

Zusammen erhalten wir die gewünschte Ungleichung. �
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Die Landweber-Iteration reduziert also zunächst den Fehler, bis das Residuum unter das

doppelte Fehlerniveau fällt. (Für das Diskrepanzprinzip sollte daher stets τ ≤ 2 gewählt

werden, um nicht garantiert zu früh abzubrechen.) Danach wird füryδ < R(K) aufgrund von

Satz 5.5 der Fehler aber wieder anwachsen. Dieses Verhalten wird Semikonvergenz genannt

und ist typisch für iterative Verfahren, wenn sie auf schlecht gestellte Probleme angewendet

werden. Das Diskrepanzprinzip verhindert dann, dass der Fehler wieder beliebig anwächst.

(Ein leichtes Anwachsen wird dabei in Kauf genommen – wie stark, hängt von der Wahl

von τ ∈ (1, 2) ab.) Der folgende Satz gibt eine obere Schranke für die Anzahl der dafür

notwendigen Schritte an und liefert dadurch eine a priori Parameterwahlstrategie.

Satz 7.6. Für τ > 1 und yδ ∈ Y mit ‖y − yδ ‖Y ≤ δ bricht das Diskrepanzprinzip die
Landweber-Iteration nachm(δ ,yδ ) Schritten ab, wobei

m(δ ,yδ ) ≤ Cδ−2 für ein C > 0.

Beweis. Wir leiten zuerst eine Konvergenzrate für das Residuum in Abhängigkeit vonm her.

Dazu betrachten wir fürn ≥ 0 die Iterierten xn, die die Landweber-Iteration mit den exakten

Daten y ∈ R(K) erzeugt, und bezeichen mit ξn das entsprechende Residuum ξn = y − Kxn.

Wir schätzen nun ähnlich wie im Beweis von Satz 7.5 ab. Aus der Iterationsvorschrift folgt

durch einfaches Umformen und mit (7.3)

‖x† − xn‖
2

X − ‖x
† − xn+1‖

2

X = ‖x
† − xn‖

2

X − ‖x
† − xn − ωK

∗ξn‖
2

X

= 2ω
(
Kx† − Kxn, ξn

)
X
− ω2‖K∗ξn‖

2

X

= ω
(
‖ξn‖

2

Y − ω‖K
∗ξn‖

2

X

)
+ ω‖ξn‖

2

Y

> ω‖ξn‖
2

Y .

Summieren über n = 1, . . . ,m ergibt zusammen mit der Monotonie des Residuums aus

Satz 7.4, dass

‖x† − x1‖
2

X − ‖x
† − xm+1‖

2

X =

m∑
n=1

(
‖x† − xn‖

2

X − ‖x
† − xn+1‖

2

X

)
> ω

m∑
n=1

‖ξn‖
2

Y > ωm‖ξm‖
2

X .

Insbesondere ist daher

‖y − Kxm‖
2

Y < (ωm)
−1‖x† − x1‖

2

X .

Wie im Beweis von Satz 7.4 gilt nun wegen x0 = 0

ξ δm = y
δ − Kxδm = (Id−ωKK

∗)(yδ − Kxδm−1
) = · · · = (Id−ωKK∗)myδ

und analog ξm = (Id−ωKK
∗)my . Daraus folgt

‖(Id−ωKK∗)m(yδ − y)‖2Y =
∑
n∈N

(1 − ωσ 2

n )
2m

���(yδ − y,un)
Y

���2 ≤ ‖yδ − y ‖2Y
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7 landweber-regularisierung

und damit

‖Kxδm − y
δ ‖Y = ‖(Id−ωKK

∗)myδ ‖Y

≤ ‖(Id−ωKK∗)my ‖Y + ‖(Id−ωKK
∗)m(yδ − y)‖Y

≤ ‖y − Kxm‖Y + ‖y
δ − y ‖Y

≤ (ωm)−1/2‖x† − x1‖X + δ .

Das Diskrepanzprinzip bestimmt nun den Abbruchindexm(δ ,yδ ) so, dass zum ersten Mal

‖Kxδ
m(δ ,yδ )

− yδ ‖Y ≤ τδ ist. Dies ist also spätestens der Fall, wenn gilt

(ωm(δ ,yδ ))−1/2‖x† − x1‖X + δ ≤ τδ

beziehungsweise

m(δ ,yδ ) ≥ ω
‖x† − x1‖

2

X

ω2(τ − 1)2
δ−2.

Daraus folgt die Behauptung mit C := ω−1(τ − 1)−2‖x† − x1‖
2

X + 1. �

Es überrascht nicht, dass man diese Abschätzung unter der üblichen Quellbedingung

x† ∈ Xν noch verbessern kann: Aus (5.10) folgt mit α = 1

m die Abschätzung m ≤ Cδ−
2

ν+1 .

Trotzdem erfordert die Landweber-Regularisierung in der Praxis oft zu viele Iterationen,

bis das Abbruchkriterium erreicht ist, und man greift zu beschleunigten Varianten wie

etwa in [Engl, Hanke u. a. 1996, Kapitel 6.2, 6.3] beschrieben. Außerdem lässt sich der

Ansatz, ein iteratives Verfahren zur Lösung der Normalengleichung durch vorzeitigen

Abbruch in ein Regularisierungsverfahren zu verwandeln, auch auf andere Verfahren

als die Richardson-Iteration anwenden; eine beliebte Wahl ist dabei das Verfahren der

konjugierten Gradienten; siehe [Engl, Hanke u. a. 1996, Kapitel 7].
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8 DISKRETISIERUNG ALS REGULARISIERUNG

Und nun zu etwas völlig anderem. Wie wir gesehen haben, liegt die fundamentale Schwie-

rigkeit bei inversen Problemen in der Unstetigkeit der Pseudoinversen für kompakte Opera-

toren K : X → Y mit unendlichdimensionalem Bild. Es ist daher naheliegend zu versuchen,

eine Folge von Operatoren Kn mit endlichdimensionalem Bild zu konstruieren und die

gesuchte Minimum-Norm-Lösung K†y mit Hilfe der (nun stetigen) Pseudoinversen (Kn)
†

anzunähern. Dies funktioniert – bis zu einem gewissen Grad – tatsächlich. Um ein endlich-

dimensionales Bild zu erhalten, haben wir im wesentlichen zwei Möglichkeiten:

(i) Wir schränken das Urbild von K auf einen endlichdimensionalen Unterraum Xn ⊂ X
ein und de�nieren Kn : Xn → Y . (Ist nämlich {x1, . . . ,xn} eine Basis von Xn, so

ist auch R(Kn) = span{Kx1, . . . ,Kxn} endlichdimensional.) Man bezeichnet diesen

Ansatz als Ausgleichsprojektion (englisch: „least-squares projection“).

(ii) Wir schränken direkt das Bild von K auf einen endlichdimensionalen Unterraum Yn ⊂
Y ein und de�nieren Kn : X → Yn. Dies bezeichnet man als duale Ausgleichsprojektion
(englisch: „dual least-squares projection“).

Natürlich kann man auch Bild und Urbild einschränken und Kn : Xn → Yn de�nieren; dies

bietet aber aus Sicht der Regularisierung keinen Vorteil. Wir betrachten nun beide Ansätze,

wobei sich der zweite als vorteilhafter herausstellen wird. Da wir dabei keine Spektraltheo-

rie benötigen, betrachten wir hier einen beschränkten Operator T ∈ L(X ,Y ).

ausgleichsprojektion

Sei eine Folge {Xn}n∈N von geschachtelten Unterräumen

X1 ⊂ X2 ⊂ · · · ⊂ X

mit dimXn = n und

⋃
n∈NXn = X gegeben. Sei weiterhin Pn := PXn die orthogonale

Projektion auf Xn und Tn := TPn ∈ L(X ,Y ). Da Tn endlichdimensionales Bild hat, ist

T †n := (Tn)
†

stetig. Wir wählen also für y ∈ Y die Regularisierung xn := T †n y , d. h. die

Minimum-Norm-Lösung von TPnx = y . Nach Lemma 3.4 ist

xn ∈ R(T
†
n ) = N(Tn)

⊥ = R(T ∗n ) = R(PnT ∗) ⊂ Xn,
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8 diskretisierung als regularisierung

daXn endlichdimensional und damit abgeschlossen und Pn selbstadjungiert ist. (Wir suchen

also nach der Minimum-Norm-Lösung nur in Xn statt in ganz X .) Um zu zeigen, dass T †n
eine Regularisierung im Sinne von De�nition 4.1 darstellt, müssen wir nun zeigen, dass für

y ∈ D(T †) gilt xn → x†. Dies können wir über die Norm von xn charakterisieren.
1

Lemma 8.1. Es konvergiert xn → x† genau dann, wenn lim supn→∞ ‖xn‖X ≤ ‖x
†‖X gilt.

Beweis. Aus xn → x† folgt sofort mit der Dreiecksungleichung

‖xn‖X ≤ ‖xn − x
†‖X + ‖x

†‖X → ‖x
†‖X .

Ist umgekehrt die lim sup-Bedingung erfüllt, so ist die Folge {‖xn‖X }n∈N und damit auch

{xn}n∈N inX beschränkt. Es existiert also eine schwach konvergente Teilfolge {xnk }k∈N und

ein x̄ ∈ X mit xk := xnk ⇀ x̄ und Txk ⇀ Tx̄ . Nach De�nition von xk als Ausgleichslösung

von Tkx = y (mit minimaler Norm) gilt nun

‖Tkxk − y ‖Y ≤ ‖Tkx − y ‖Y für alle x ∈ X .

Wegen xk ∈ Xk , d. h. xk = Pkxk , und y = Tx† folgt daraus für x = Pkx
†

(8.1) ‖Txk − y ‖Y = ‖Tkxk −Tx
†‖Y ≤ ‖TkPkx

† −Tx†‖Y = ‖TPkx
† −Tx†‖Y

≤ ‖T ‖L(X ,Y )‖(I − Pk)x
†‖X .

Nach Annahme an {Xn}n∈N konvergiert der letzte Term gegen Null für k →∞, und daher

gilt Txk → Tx†. Also muss x̄ − x† ∈ N(T ) sein. Nun ist stets x† ∈ N(T )⊥, und daher folgt

aus der schwachen Unterhalbstetigkeit der Norm zusammen mit der lim sup-Bedingung

‖x̄ − x†‖2X + ‖x
†‖2X = ‖x̄ ‖

2

X ≤ lim inf

k→∞
‖xk ‖

2

X ≤ lim sup

k→∞
‖xk ‖

2

X ≤ ‖x
†‖2X

und damit x̄ = x†. Jede Teilfolge konvergiert daher schwach gegen den selben Grenzwert

x†. Also muss die gesamte Folge (schwach) gegen x† konvergieren.

Schließlich ergibt die Unterhalbstetigkeit zusammen mit der lim sup-Bedingung, dass auch

‖xn‖X → ‖x
†‖X konvergiert, woraus zusammen mit der schwachen Konvergenz die starke

Konvergenz folgt. �

Leider lassen sich Beispiele konstruieren, in denen {‖xn‖X }n∈N nicht beschränkt ist; siehe

zum Beispiel [Engl, Hanke u. a. 1996, Example 3.19]. Eine hinreichende Bedingung für die

Konvergenz gibt der folgende Satz.

1
Wir folgen hier [Kindermann 2016]; der entsprechende Beweis in [Engl, Hanke u. a. 1996] über eine analoge

Aussage für die schwache Konvergenz ist fehlerhaft und benötigt eine zusätzliche Annahme, wie in [Du

2008] bemerkt wurde.
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8 diskretisierung als regularisierung

Satz 8.2. Sei y ∈ D(T †) und

(8.2) lim sup

n→∞
‖(T ∗n )

†xn‖Y = lim sup

n→∞
‖(T †n )

∗xn‖Y < ∞.

Dann konvergiert xn → x†.

Beweis. Wegen

‖xn‖
2

X =
(
xn − x

†,xn
)
X
+

(
x†,xn

)
X
≤

(
xn − x

†,xn
)
X
+ ‖x†‖X ‖xn‖X

genügt es zu zeigen, dass der erste Term auf der rechten Seite gegen Null konvergiert.

Dafür setzen wir wn := (T †n )
∗xn und verwenden, dass wegen xn ∈ R(T

†
n ) = R(T

∗
n ) (denn

R(T ∗n ) ⊂ Xn ist endlichdimensional) giltT ∗nwn = xn. Wir können daher wie folgt abschätzen:

(8.3)

(
xn − x

†,xn
)
X
=

(
xn − x

†,T ∗nwn

)
X
=

(
Tnxn −Tnx

†,wn

)
Y

=
(
Tnxn −Tx

†,wn

)
Y
+

(
Tx† −Tnx

†,wn

)
Y

≤

(
‖Tnxn −Tx

†‖Y + ‖T (Id−Pn)x
†‖Y

)
‖wn‖Y

≤ 2‖T ‖L(X ,Y )‖(Id−Pn)x
†‖X ‖wn‖Y ,

wobei wir im letzten Schritt wieder (8.1) verwendet haben. Nach Annahme (8.2) ist nun der

letzte Term beschränkt, während der vorletzte Term und damit die gesamte rechte Seite

gegen Null geht. Zusammen mit Lemma 8.1 ergibt dies die Aussage. �

Damit die Ausgleichsprojektion einen Regularisierungsoperator de�niert, müssen also die

Unterräume Xn passend zu T gewählt werden. Bevor wir uns der dualen Ausgleichspro-

jektion zuwenden (die ohne eine solche Annahmen auskommt), betrachten wir noch den

Spezialfall kompakter Operatoren.

Satz 8.3. Erfüllt K ∈ K(X ,Y ) die Bedingung (8.2), so ist x† ∈ R(K∗).

Beweis. Sei wieder wn := (K†n )
∗xn. Aus (8.2) folgt, dass {wn}n∈N beschränkt ist und daher

eine schwach konvergente Teilfolgewk ⇀ w̄ ∈ Y besitzt. DaK und damit auchK∗ kompakt

ist, folgt K∗wk → K∗w̄ . Nun ist aber wegen (K†n )
∗ = (K∗n)

† = (PnK
∗)†

K∗wk = PkK
∗wk + (Id−Pk)K

∗wk = xk + (Id−Pk)K
∗wk .

Grenzübergang auf beiden Seiten ergibt wegen Satz 8.2, der Beschränktheit von wk , und

‖ Id−Pk ‖L(X ,X ) → 0 nun K∗w̄ = x†, d. h. x† ∈ R(K∗). �

Die Bedingung (8.2) impliziert also bereits eine Quellbedingung. Es ist daher nicht verwun-

derlich, dass wir eine Abschätzung für die Konvergenz xn → x† zeigen können.
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8 diskretisierung als regularisierung

Satz 8.4. Erfüllt K ∈ K(X ,Y ) die Bedingung (8.2) und ist y ∈ D(K†), so existiert eine
Konstante C > 0 mit

‖xn − x
†‖X ≤ C‖(Id−Pn)K

∗‖L(Y ,X ) für alle n ∈ N.

Beweis. Wegen Satz 8.3 existiert ein w ∈ Y mit x† = K∗w . Also gilt wegen (8.1)(
xn − x

†,x†
)
X
≤ ‖Kxn − Kx

†‖Y ‖w ‖Y ≤ ‖K(Pn − Id)x†‖Y ‖w ‖Y .

Zusammen mit (8.3) und der Beschränktheit der wn := (K†n )
∗xn folgt daraus

‖xn − x
†‖2X =

(
xn − x

†,xn
)
X
−

(
xn − x

†,x†
)
X

≤ 2‖K(Id−Pn)x
†‖Y ‖wn‖Y + ‖K(Id−Pn)x

†‖Y ‖w ‖Y

≤ C‖K(Id−Pn)x
†‖Y = C‖K(Id−Pn)(Id−Pn)K

∗w ‖Y

= C‖(Id−Pn)K
∗‖2
L(Y ,X )‖w ‖Y ,

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass Projektionen selbstadjungiert sind und

daher der Operator in der Norm die Form K̃∗K̃ für K̃ := (Id−Pn)K
∗

hat. �

duale ausgleichsprojektion

Hier wird das Bild von T direkt diskretisiert. Wir betrachten also eine Folge {Yn}n∈N von

geschachtelten Unterräumen

Y1 ⊂ Y2 ⊂ · · · ⊂ R(T ) = N(T
∗)⊥ ⊂ Y

mit dimYn = n und

⋃
n∈NYn = N(T

∗)⊥. Sei nun Qn := PYn die orthogonale Projektion

auf Yn und Tn := QnT ∈ L(X ,Y ). Wieder ist T †n und damit auch T †nQn stetig, und wir

können xn := T †nQny , d. h. die Minimum-Norm-Lösung von QnTx = Qny , als Kandidaten

für eine Regularisierung nehmen. Um zu zeigen, dass dadurch ein Regularisierungsoperator

de�niert wird, können wir folgende nützliche Charakterisierung verwenden.

Lemma 8.5. Sei y ∈ D(T †). Dann ist xn = Pnx
†, wobei Pn := PXn die orthogonale Projektion

auf Xn := T ∗Yn bezeichnet.

Beweis. Zuerst halten wir fest, dass wegen der Endlichdimensionalität von Tn gilt

R(T †n ) = N(Tn)
⊥ = R(T ∗n ) = R(T

∗Qn) = T
∗Yn = Xn

und damit xn ∈ Xn sowie X⊥n = N(Tn). Daraus folgt auch

Tn(Id−Pn)x = 0 für alle x ∈ X ,
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8 diskretisierung als regularisierung

d. h. TnPn = Tn. Weiterhin gilt wegen Yn ⊂ N(T
∗)⊥ = R(T ) (d. h. R(T ) ⊂ N(Qn)) und

Lemma 3.4 (iv)

Qny = QnPR(T )y = QnTT
†y = QnTx

† = Tnx
†.

Zusammen erhalten wir für beliebige x ∈ X , dass gilt

‖Tnx −Qny ‖Y = ‖Tnx −Tnx
†‖Y = ‖Tnx −TnPnx

†‖Y = ‖TnPn(x − Pnx
†)‖Y .

Nun ist xn de�niert als die Minimum-Norm-Lösung von Tnx = Qny , d. h. als dasjenige

x ∈ N(Tn)
⊥ = Xn, für das ‖Tnx −Qny ‖Y minimal wird – was für x = Pnx

† ∈ Xn der Fall ist.

Da die Minimum-Norm-Lösung eindeutig ist, folgt xn = Pnx
†
. �

Satz 8.6. Sei y ∈ D(T †). Dann konvergiert xn → x†.

Beweis. Aus den Eigenschaften von Yn folgt Xn ⊂ Xn+1 und⋃
n∈N

Xn =
⋃
n∈N

T ∗Yn = T ∗
⋃
n∈N

Yn = T ∗N(T ∗)⊥ = R(T ∗) = N(T )
⊥.

Wegen x† ∈ R(T †) = N(T )⊥ konvergiert also xn → x†. �

Mit Hilfe einer Quellbedingung können wir wieder eine Fehlerabschätzung wie in Satz 8.4

zeigen.

Satz 8.7. FürT ∈ L(X ,Y ) und y ∈ D(T †) mit x† ∈ R(T ∗) existiert eine KonstanteC > 0 mit

‖xn − x
†‖X ≤ C‖(Id−Pn)T

∗‖L(Y ,X ) für alle n ∈ N.

Beweis. Aus der Quellbedingung x† = T ∗w für ein w ∈ Y und Lemma 8.5 folgt sofort

‖xn − x
†‖X = ‖Pnx

† − x†‖X = ‖(Id−Pn)T
∗w ‖X ≤ ‖(Id−Pn)T

∗‖L(Y ,X )‖w ‖Y . �

Auch die duale Ausgleichsprojektion de�niert also einen Regularisierungsoperator. Nach

Satz 4.5 existiert daher eine a priori-Parameterwahl, mit der die duale Ausgleichsprojektion

ein konvergentes Regularisierungsverfahren bildet. Um diese Wahl zu charakterisieren,

müssen wir die Norm vonT †n abschätzen. Dafür können wir verwenden, dassTn ein endlich-

dimensionales Bild hat und deshalb kompakt ist; es existiert also ein (endliches) singuläres

System {(µk , ũk , ṽk}k∈{1,...,n}, und aus (3.7) folgt

‖T †n y ‖
2

X =

n∑
k=1

µ−2

k | (y, ũk)Y |
2 ≤ µ−2

n ‖y ‖
2

Y für alle y ∈ Y ,

mit Gleichheit für y = ũn ∈ Y , d. h. ‖T †n ‖L(Y ,X ) = µ
−1

n . Da Qn eine orthogonale Projektion

ist, gilt für xδn = T
†
nQny

δ
mit ‖y − yδ ‖Y ≤ δ

‖xδn − xn‖X = ‖T
†
nQn(y

δ − y)‖X ≤ ‖T
†
n ‖L(Y ,X )‖y

δ − y ‖Y ≤
δ

µn
.

Wir können nun wie in Satz 4.6 vorgehen.
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Satz 8.8. Sei y ∈ D(T †) sowie yδ ∈ Y mit ‖yδ −y ‖Y ≤ δ und xδn = T
†
nQny . Ist n(δ ) so gewählt,

dass gilt

n(δ ) → ∞,
δ

µn(δ )
→ 0 für δ → 0,

dann konvergiert xδ
n(δ )
→ x† für δ → 0.

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus der üblichen Zerlegung

(8.4) ‖xδn(δ ) − x
†‖X ≤ ‖xn(δ ) − x

†‖X + ‖x
δ
n(δ ) − xn(δ )‖X

≤ C‖(Id−Pn(δ ))K
∗‖L(Y ,X ) + µ

−1

n(δ )δ .

zusammen mit der Voraussetzung und Satz 8.7. �

(Ein analoges Resultat gilt unter der Bedingung (8.2) auch für die Ausgleichsprojektion.)

Wir können uns nun fragen, wie wir Yn für festes n wählen müssen, um den Gesamfehler

zu minimieren, wofür wir wegen der Zerlegung (8.4) insbesondere µn maximieren müs-

sen. Diese Frage kann für kompakte Operatoren explizit beantwortet werden, wofür wir

das Courantsche Minimax-Prinzip2
für Eigenwerte verwenden: Die (abfallend sortierten)

Eigenwerte λn eines selbstadjungierten kompakten Operators A ∈ K(X ,X ) erfüllen

λn = min

V⊂X
max

x∈V

{
(Ax ,x)X : ‖x ‖X ≤ 1, dimV⊥ = n − 1

}
= max

V⊂X
min

x∈V

{
(Ax ,x)X : ‖x ‖X ≤ 1, dimV = n

}
.

Satz 8.9. Sei K ∈ K(X ,Y ) mit singulärem System {(σn,un,vn)}n∈N und Yn ⊂ Y mit dimYn =
n. Dann ist µn ≤ σn.

Beweis. Da µn Singulärwert von Kn ist, ist µ2

n Eigenwert von KnK
∗
n = QnKK

∗Qn; analog ist

σ 2

n Eigenwert von KK∗. Sei für k ∈ N weiterhin Uk := span{u1, . . . ,uk} ⊂ R(K∗). Wegen

dimYn = n existiert ein ȳ ∈ U ⊥n−1
∩Yn mit ‖ȳ ‖Y = 1 (sonst müssteU ⊥n−1

⊂ Y⊥n sein, hat dafür

aber zu kleine Kodimension). Aus dem Courantschen Minimax-Prinzip folgt dann

µ2

n = max

V
min

y

{
(QnKK

∗Qny,y)y : ‖y ‖Y ≤ 1, y ∈ V , dimV = n
}

= min

y

{
(KK∗y,y)Y : ‖y ‖Y ≤ 1, y ∈ Yn

}
≤ (KK∗ȳ, ȳ)Y

≤ max

y

{
(KK∗y,y)Y : ‖y ‖Y ≤ 1, y ∈ U ⊥n−1

}
= σ 2

n ,

denn das Maximum wird für y = un ∈ U
⊥
n−1

angenommen. �

2
z. B. [Kaballo 2011, Satz 12.6]
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Dabei wird Gleichheit für Yn = Un angenommen, denn dann ist ȳ = un der einzige Vektor,

der im Beweis in Frage kommt. Dies entspricht aber genau der abgeschnittenen Singu-

lärwertentwicklung aus Beispiel 5.2 (i). Tatsächlich ist die Wahl Yn = Un auch optimal

bezüglich des Verfahrensfehlers.

Satz 8.10. SeiK ∈ K(X ,Y )mit singulärem System {(σn,un,vn)}n∈N undYn ⊂ Y mit dimYn =
n. Dann ist

‖(Id−Pn)K
∗‖L(Y ,X ) ≥ σn+1,

wobei für Yn = Un Gleichheit herrscht.

Beweis. Wir verwenden wieder das Courantsche Minimax-Prinzip, diesmal für σ 2

n Eigen-

wert von K∗K . Mit Xn := K∗Yn und Pn := PXn gilt dann

σ 2

n+1
= min

V
max

x

{
(K∗Kx ,x)X : ‖x ‖X ≤ 1, x ∈ V ⊂ X , dimV⊥ = n

}
≤ max

x

{
(K∗Kx ,x)X : ‖x ‖X ≤ 1, x ∈ X⊥n

}
= max

x
{(K∗K(I − Pn)x , (I − Pn)x)X : ‖x ‖X ≤ 1}

= max

x

{
‖K(I − Pn)x ‖

2

Y : ‖x ‖X ≤ 1

}
= ‖K(Id−Pn)‖

2

L(X ,Y ) = ‖(Id−Pn)K
∗‖2
L(Y ,X ).

Ist Yn = Un, so ist Xn = K∗Un = span{v1, . . . ,vn} und für diesen Unterraum wird das

Minimum in der Ungleichung angenommen. �

Damit ist die bestmögliche Konvergenzrate für die duale Ausgleichsprojektion

‖xδn − x
†‖X ≤ C

(
σn+1 +

δ

σn

)
,

und diese wird für die abgeschnittene Singulärwertzerlegung angenommen.

Ohne Kenntnis eines singulären Systems muss man in der Praxis n sehr klein wählen,

um die Bedingung an µn garantieren zu können, und man erhält damit eine zu grobe

Diskretisierung. Man kombiniert daher üblicherweise eine deutlich feinere Diskretisierung

mit einer der bereits besprochenen Regularisierungen. Um dabei eine optimale Konver-

genzrate zu erhalten und gleichzeitig unnötigen Rechenaufwand zu vermeiden, sollte dabei

der Regularisierungsparameter in Abhängigkeit sowohl von δ als auch von n (bzw. n in

Abhängigkeit von α(δ )) passend gewählt werden.
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9 NICHTLINEARE SCHLECHT GESTELLTE PROBLEME

Wir betrachten nun für eine nichtlineare Abbildung F : U → Y mit U ⊂ X und Hilbert-

räumen X und Y die Operatorgleichung F (x) = y . Nichtlineare inverse Probleme tauchen

in vielen Bereichen auf; so ist beispielsweise das Problem, aus Kenntnis der Lösung einer

partiellen Di�erentialgleichung auf ihre Koe�zienten zu schließen (etwa im Rahmen der

elektrischen Impedanztomographie), ein nichtlineares schlechtgestelltes Problem. Wir wer-

den diese Schlechtgestelltheit nun abstrakt charakterisieren. (Konkrete Beispiele erfordern

Resultate über partielle Di�erentialgleichungen, die den Rahmen der Vorlesung sprengen

würden.)

Ein wesentlicher Unterschied zwischen linearen und nichtlinearen Operatoren ist dabei,

dass sich letztere auf verschiedenen Teilmengen von X sehr unterschiedlich verhalten kön-

nen. Die globale Charakterisierung der Korrekt- oder Schlechtgestelltheit nach Hadamard

ist daher zu restriktiv. Wir nennen die Gleichung F (x) = y lokal korrekt gestellt in x ∈ U ,

wenn ein r > 0 existiert, so dass für alle Folgen {xn}n∈N ⊂ Br (x) ∩U mit F (xn) → F (x)
gilt xn → x . Andernfalls heißt die Gleichung lokal schlecht gestellt (in x). In diesem Fall

existiert für alle r > 0 eine Folge {xn}n∈N ⊂ Br (x) ∩U mit F (xn) → F (x), für die xn nicht

gegen x konvergiert. Für einen linearen Operator T : X → Y ist Tx = y entweder für

alle x ∈ X lokal korrekt oder für alle x ∈ X lokal schlecht gestellt. Letzteres ist genau

dann der Fall, wenn T nicht injektiv oder R(T ) nicht abgeschlossen ist, etwa für kompakte

Operatoren mit unendlichdimensionalem Bild.

Für nichtlineare Operatoren ist die Situation etwas di�ziler. Wie im linearen Fall nennen

wir F : U → Y kompakt, wenn zu jeder beschränkten Folge {xn}n∈N ⊂ U eine konver-

gente Teilfolge {F (xn)}n∈N ⊂ Y gehört. Nichtlineare kompakte Operatoren müssen aber

nicht stetig (und damit vollstetig) sein (betrachte etwa einen beschränkten Operator mit

endlichdimensionalem Bild); dies ist eine zusätzliche Forderung. Tatsächlich genügt eine

schwächere Eigenschaft: F : U → X heißt schwach abgeschlossen, wenn aus xn ⇀ x ∈ U
und F (xn)⇀ y folgt F (x) = y .

Lemma 9.1. Sei F : U → Y kompakt und schwach abgeschlossen. Dann ist F vollstetig, bildet
also schwach konvergente Folgen in X auf stark konvergente Folgen in Y ab.

Beweis. Sei {xn}n∈N ⊂ U eine schwach konvergente Folge mit xn ⇀ x ∈ U . Dann ist

{xn}n∈N beschränkt, und {F (xn)}n∈N besitzt daher eine konvergente Teilfolge {F (xnk )}k∈N
mit F (xnk ) → y ∈ Y . Da stark konvergente Folgen auch schwach konvergieren, folgt aus
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9 nichtlineare schlecht gestellte probleme

der schwachen Abgeschlossenheit y = F (x). Angenommen, es gäbe nun eine Teilfolge

{F (xnk )}k∈N, die gegen y , F (x) konvergiert. Dann würden wir durch Anwenden der

obigen Argumentation auf {xnk }k∈N einen Widerspruch erhalten, woraus die Konvergenz

der gesamten Folge {F (xn)}n∈N gegen F (x) folgt. �

Für solche Operatoren gilt ein analoges Resultat zu Folgerung 3.8.

Satz 9.2. Sei X ein unendlichdimensionaler separabler Hilbertraum und F : U → Y vollstetig.
Dann ist F (x) = y lokal schlecht gestellt in allen inneren Punkten vonU .

Beweis. Da X separabel ist, existiert eine (unendliche) Orthonormalbasis {un}n∈N. Sei nun

x ∈ U ein innerer Punkt und r > 0 mit Br (x) ⊂ U , und setze xn := x + r
2
un ∈ Br (x). Dann

ist ‖xn − x ‖X =
r
2
, aus der schwachen Konvergenz un ⇀ 0 jeder Orthonormalbasis folgt

aber xn ⇀ x und damit F (xn) → F (x) wegen der Vollstetigkeit von F . �

Wie im linearen Fall de�nieren wir nun Minimum-Norm-Lösungen und Regularisierungs-

operatoren. Da für nichtlineare Operatoren die Null ihre Sonderrolle verliert, bezeichnen

wir für ein y ∈ R(F ) und ein x0 ∈ X ein x† ∈ U mit F (x†) = y und

‖x† − x0‖X = min {‖x − x0‖X : F (x) = y}

als x0-Minimum-Norm-Lösung. Für nichtlineare inverse Probleme muss diese, im Gegensatz

zum linearen Fall, nicht eindeutig sein! Ihre Existenz setzt auch voraus, dass F (x) = y
überhaupt eine Lösung besitzt. Eine Regularisierung von F (x) = y besteht nun aus einer

Familie {Rα }α>0 stetiger (nichtlinearer) Operatoren Rα : X × Y → X so dass Rα (x0,y)
für α → 0 gegen eine x0-Minimum-Norm-Lösung x† konvergiert. Zusammen mit einer

Parameterwahlstrategie für α de�niert man nun wie gehabt ein (konvergentes) Regulari-

sierungsverfahren.

Für nichtlineare inverse Problem lassen sich Regularisierungsoperatoren in der Regel

nicht explizit angeben; die meisten Verfahren basieren stattdessen auf einer (iterativen)

Linearisierung des Problems. Dafür benötigt man einen geeigneten Ableitungsbegri� für

Operatoren zwischen normierten Räumen. Seien X ,Y normierte Räume, F : U → Y eine

Abbildung mit U ⊂ X und x ∈ U sowie h ∈ X .

• Existiert der einseitige Grenzwert

lim

t→0
+

F (x + th) − F (x)

t
=: F ′(x ;h),

so nennen wir diesen Richtungsableitung in x in Richtung h.
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9 nichtlineare schlecht gestellte probleme

• Falls F ′(x ;h) für alle h ∈ X existiert und durch

DF (x)h := F ′(x ;h)

ein linearer beschränkter Operator de�niert wird, so heißt F Gâteaux-di�erenzierbar
(in x ) und DF ∈ L(X ,Y ) Gâteaux-Ableitung.

• Gilt zusätzlich

lim

‖h‖X→0

‖F (x + h) − F (x) − DF (x)h‖Y
‖h‖X

= 0,

so heißt F Fréchet-di�erenzierbar (in x) und F ′(x) := DF (x) ∈ L(X ,Y ) Fréchet-
Ableitung.

• Ist die Abbildung x 7→ F ′(x) (Lipschitz-)stetig, so heißt F (Lipschitz-)stetig di�eren-
zierbar.

Der Unterschied zwischen Gâteaux- und Fréchet-Di�erenzierbarkeit liegt also im Appro-

ximationsfehler von F in der Nähe von x durch F (x) + DF (x)h: Während für Gâteaux-

di�erenzierbare Funktionen dieser nur beschränkt durch ‖h‖X – also linear in ‖h‖X – sein

muss, ist er für Fréchet-di�erenzierbare Funktionen sogar superlinear in ‖h‖X . (Für eine

feste Richtungh ist dies natürlich auch für Gâteaux-di�erenzierbare Funktionen der Fall; für

Fréchet-di�erenzierbare Funktionen ist zusätzlich also Gleichmäßigkeit in h gefordert.)

Ist F Gâteaux-di�erenzierbar, kann man die Gâteaux-Ableitung berechnen via

DF (x)h =
(
d
dt F (x + th)

) ���
t=0

.

O�ensichtlich sind lineare beschränkte Operatoren T ∈ L(X ,Y ) Fréchet-di�erenzierbar

mit Ableitung DT = T ∈ L(X ,Y ). Beachten Sie, dass Ableitungen eines Funktionals

F : X → R lineare Operatoren in L(X ,R) sind, und daher nicht zu Vektoren in X addiert

werden können. In Hilbert-Räumen (darunter auch Rn
) kann man aber DF (x) mit Hilfe

des Satz von Riesz–Fischer kanonisch mit einem Element ∇F (x) ∈ X , genannt Gradient
von F , identi�zieren über

DF (x)h = (∇F (x),h)X für alle h ∈ X .

Als Beispiel betrachten wir für die durch das Skalarprodukt induzierte Norm in einem

Hilbertraum das Funktional F (x) = 1

2
‖x ‖2X . Dann gilt für alle x ,h ∈ X , dass

F ′(x ;h) = lim

t→0
+

1

2
(x + th,x + th)X −

1

2
(x ,x)X

t
= (x ,h)X = DF (x)h,

da das Skalarprodukt für festes x linear und stetig in h ist. Die quadrierte Norm ist also

Gâteaux-di�erenzierbar in x mit Ableitung DF (x) : h 7→ (x ,h)X und Gradient ∇F (x) = x ∈
X ; wegen

lim

‖h‖X→0

�� 1

2
‖x + h‖2X −

1

2
‖x ‖2X − (x ,h)X

��
‖h‖X

= lim

‖h‖X→0

1

2

‖h‖X = 0
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9 nichtlineare schlecht gestellte probleme

ist sie sogar Fréchet-di�erenzierbar. Fasst man nun dieselbe Abbildungsvorschrift auf als

de�niert auf einem kleineren Hilbertraum X ′ ↪→ X (zum Beispiel X = L2(Ω), X ′ = H 1(Ω)),
so ist immer noch DF (x)h = (x ,h)X ∈ L(X

′,R), aber ∇F ∈ X ′ ist nun charakterisiert

durch

DF (x)h = (∇F (x),h)X ′ für alle h ∈ X ′.

Unterschiedliche Skalarprodukte führen daher zu unterschiedlichen Gradienten.

Weitere Ableitungen erhält man durch die üblichen Rechenregeln für Fréchet-Ableitungen.

Beispielhaft sei hier die Kettenregel angegeben.

Satz 9.3. SeienX ,Y ,Z Banachräume,U ⊂ X und F : U → Y Fréchet-di�erenzierbar in x ∈ U
undG : Y → Z Fréchet-di�erenzierbar in y = F (x) ∈ Y . Dann istG◦F Fréchet-di�erenzierbar
in x und

(G ◦ F )′(x) = G′(F (x)) ◦ F ′(x).

Eine analoge Regel für Gâteaux-Ableitungen gilt dagegen nicht!

Eine naheliegende Frage ist nun nach dem Zusammenhang zwischen der lokalen Schlecht-

gestelltheit von F (x) = y in x und der Schlechtgestelltheit der Linearisierung F ′(x)h = 0.

Das folgende Resultat legt nahe, dass sich zumindest für vollstetige Operatoren die Schlecht-

gestelltheit überträgt.

Satz 9.4. Sei F : U → Y vollstetig und Fréchet-di�erenzierbar in x ∈ U . Dann ist F ′(x)
kompakt.

Beweis. Sei x ∈ U beliebig und angenommen, F ′(x) wäre nicht kompakt und damit nicht

vollstetig. Dann existiert eine Folge {hn}n∈N mit hn ⇀ 0 sowie ein ε > 0 mit

‖F ′(x)hn‖Y ≥ ε für alle n ∈ N.

Aus der schwachen Konvergenz folgt auch die Beschränktheit, und wir können (durch

entsprechende Skalierung von hn und ε) ohne Einschränkung ‖hn‖X ≤ 1 für alle n ∈ N

annehmen. Nach De�nition der Fréchet-Ableitung existiert nun ein δ > 0 so dass für alle

‖h‖X < δ gilt

‖F (x + h) − F (x) − F ′(x)h‖Y ≤
ε

2

‖h‖X .

Da {hn}n∈N beschränkt ist, existiert ein τ > 0 klein genug, dass ‖τhn‖X < δ und x+τhn ∈ U
für alle n ∈ N ist (sonst wäre F in x nicht di�erenzierbar). Dann gilt x + τhn ⇀ x , aber für

alle n ∈ N ist

‖F (x + τhn) − F (x)‖Y = ‖F
′(x)(τhn) + F (x + τhn) − F (x) − F

′(x)(τhn)‖Y

≥ ‖F ′(x)(τhn)‖Y − ‖F (x + τhn) − F (x) − F
′(x)(τhn)‖Y

≥ τε − τ ‖h‖X
ε

2

≥ τ
ε

2

.

Also ist F nicht vollstetig. �
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9 nichtlineare schlecht gestellte probleme

Allerdings folgt daraus nicht notwendigerweise die Schlechtgestelltheit von F ′(x)h = 0,

denn F ′(x) kann ein endlichdimensionales Bild haben. Umgekehrt kann ein lokal korrekt

gestelltes Problem schlecht gestellte Linearisierungen haben, siehe [Engl, Kunisch u. a.

1989, Example a.1, a.2]. Dies hat natürlich auch Auswirkungen auf Regularisierungen,

die auf einer Linearisierung beruhen. Der Grund für die Diskrepanz liegt darin, dass der

Linearisierungsfehler zwar asymptotisch superlinear gegen Null geht, jedoch für festes h
viel größer sein kann als das nichtlineare Residuum ‖F (x + h) − F (x)‖Y oder das lineare

Residuum ‖F ′(x)h‖Y . Für weitergehende Aussagen benötigen wir also Bedingungen, die

die Nichtlinearität von F einschränken.

Eine Möglichkeit ist, weitergehende Glattheit von F zu fordern, zum Beispiel die lokale

Lipschitz-Stetigkeit der Ableitung in der Nähe von x ∈ U : Es gibt eine Konstante L > 0

und ein r > 0 so dass gilt

(9.1) ‖F ′(x1) − F
′(x2)‖L(X ,Y ) ≤ L‖x1 − x2‖X für alle x1,x2 ∈ Br (x).

Unter dieser Annahme überträgt sich tatsächlich die lokale Schlechtgestelltheit auf die

Linearisierung.

Wir brauchen dafür die folgende Variante des Mittelwertsatzes. Sei [a,b] ⊂ R ein be-

schränktes Intervall und f : [a,b] → X stetig. Wir de�nieren dann das Bochner-Integral∫ b

a
f (t)dt ∈ X mit Hilfe des Satz von Riesz–Fischer via

(9.2)

(∫ b

a
f (t)dt ,x

)
X

=

∫ b

a
(f (t),x)X dt für alle x ∈ X ,

denn die linke Seite de�niert wegen der Stetigkeit von t 7→ ‖ f (t)‖X auf dem kompakten

Intervall [a,b] ein lineares stetiges Funktional auf X . Aus der Konstruktion folgt sofort

(9.3)

∫ b

a
f (t)dt


X

≤

∫ b

a
‖ f (t)‖X dt .

Lemma 9.5. Sei F : U → X Fréchet-di�erenzierbar in einer UmgebungV ⊂ U von x ∈ U und
sei h ∈ X so dass x + th ∈ V für alle t ∈ [0, 1] gilt. Dann ist

F (x + h) − F (x) =

∫
1

0

F ′(x + th)h dt .

Beweis. Betrachte für beliebiges w ∈ X die Funktion

f : [0, 1] → R, f (t) = (F (x + th),w)X .

Nach der Kettenregel in Satz 9.3 ist f di�erenzierbar mit

f ′(t) = (F ′(x + th)h,w)X ,

81



9 nichtlineare schlecht gestellte probleme

und der Hauptsatz der Di�erential- und Integralrechnung in R ergibt

(F (x + h) − F (x),w)X = f (1) − f (0) =

∫
1

0

f ′(t)dt =

(∫
1

0

F ′(x + th)h dt ,w

)
X

,

wobei die letzte Gleichung aus (9.2) folgt. Da w ∈ X beliebig war, folgt daraus die ge-

wünschte Gleichung. �

In diesem Fall können wir den Linearisierungsfehler sogar quadratisch abschätzen.

Lemma 9.6. Sei F : U → Y Lipschitz-stetig di�erenzierbar in einer Umgebung V ⊂ U von
x ∈ U . Dann gilt für alle h ∈ X mit x + th ∈ V für t ∈ [0, 1]

‖F (x + h) − F (x) − F ′(x)h‖Y ≤
L

2

‖h‖2X .

Beweis. Aus der Lipschitz-Stetigkeit folgt mit Lemma 9.5 und (9.3) sofort

‖F (x + h) − F (x) − F ′(x)h‖Y =

∫ 1

0

F ′(x + th)h − F ′(x)h dt


Y

≤

∫
1

0

‖F ′(x + th)h − F ′(x)h‖ dt

≤

∫
1

0

Lt ‖h‖2X dt =
L

2

‖h‖2X .

Damit können wir nun die Schlechtgestelltheit der Linearisierung zeigen.

Satz 9.7. Sei F : U → Y Fréchet-di�erenzierbar mit Lipschitz-stetiger Ableitung. Ist F (x) = y
lokal schlecht gestellt in x ∈ U , dann ist auch F ′(x)h = 0 lokal schlecht gestellt in allen h ∈ X .

Beweis. Angenommen, die nichtlineare Gleichung wäre lokal schlecht gestellt, ihre Linea-

risierung aber lokal korrekt gestellt. Letzteres ist äquivalent dazu, dass das Bild von F ′(x)
abgeschlossen und F ′(x) injektiv ist. Also existiert eine stetige Pseudoinverse F ′(x)†. Da mit

F ′(x)† auch (F ′(x)∗)† = (F ′(x)†)∗ stetig ist, �nden wir für alle h ∈ X einw := (F ′(x)∗)†h ∈ Y
mit ‖w ‖Y ≤ C‖h‖X . Sei nun µ ∈ (0, 1) und setze δ :=

2µ
CL , dann ist insbesondere ‖w ‖Y ≤

2µ
L

für alle ‖h‖X ≤ δ . Aus Lemma 3.4 (iv) zusammen mit R(F ′(x)∗) = R(F ′(x)∗) = N(F ′(x))⊥ =
X (denn wenn F ′(x)† stetig ist, ist auch (F ′(x)∗)† stetig und F ′(x)∗ hat abgeschlossenes Bild)

folgt darüberhinaus

F ′(x)∗w = F ′(x)∗(F ′(x)∗)†h = h.
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9 nichtlineare schlecht gestellte probleme

Wir schätzen nun den Linearisierungsfehler mit Hilfe dieser „linearisierten Quelldarstel-

lung“ und Lemma 9.6 ab: Für alle h ∈ X mit ‖h‖X ≤ δ gilt

‖F (x + h) − F (x) − F ′(x)h‖Y ≤
L

2

‖h‖2X =
L

2

‖F ′(x)∗w ‖2X =
L

2

(F ′(x)F ′(x)∗w,w)Y

≤
L

2

‖F ′(x)F ′(x)∗w ‖Y ‖w ‖Y

≤ µ‖F ′(x)h‖Y .

Aus der Dreiecksungleichung folgt nun

‖F ′(x)h‖Y = ‖F (x + h) − F (x) − F
′(x)h − F (x + h) + F (x)‖Y

≤ µ‖F ′(x)h‖Y + ‖F (x + h) − F (x)‖Y

und damit

(9.4) ‖F ′(x)h‖Y ≤
1

1 − µ
‖F (x + h) − F (x)‖Y für alle ‖h‖X ≤ δ .

Nun ist F (x) = y lokal schlecht gestellt, also existiert eine Folge {hn}n∈N mit ‖x + hn −
x ‖X = ‖hn‖X =

δ
2

aber F (x + hn) → F (x). Wegen (9.4) folgt daraus aber F ′(x)(x + hn −
x) = F ′(x)hn → 0, im Widerspruch zur lokalen Korrektgestelltheit des linearisierten

Problems. �

Eine Alternative zu (9.1) ist die sogenannte Tangentialkegelbedingung: Für x ∈ U existiert

ein η < 1 und δ > 0 so dass gilt

(9.5) ‖F (x + h) − F (x) − F ′(x)h‖Y ≤ η‖F (x + h) − F (x)‖Y für alle ‖h‖X ≤ δ .

Hier können wir sogar Äquivalenz zeigen.

Satz 9.8. Sei F : U → Y Fréchet-di�erenzierbar und erfülle die Tangentialkegelbedingun (9.5)

in x ∈ U . Dann ist F (x) = y genau dann lokal schlecht gestellt in x ∈ U , wenn F ′(x)h = 0

lokal schlecht gestellt ist.

Beweis. Aus der Bedingung (9.5) erhalten wir mit Hilfe der Dreiecksungleichungen

(9.6) (1 − η)‖F (x + h) − F (x)‖Y ≤ ‖F
′(x)h‖Y ≤ (1 + η)‖F (x + h) − F (x)‖Y

für alle ‖h‖X ≤ δ . Die zweite Ungleichung entspricht (9.4), von der wir schon gezeigt haben,

dass aus ihr die lokale Schlechtgestelltheit der Linearisierung einer lokal schlechtgestellten

Gleichung folgt. Analog argumentiert man für die erste Ungleichung: Angenommen,

F ′(x)h = 0 ist lokal schlecht gestellt. Dann existiert eine Folge {hn}n∈N mit ‖x +hn −x ‖X =
‖hn‖ =

δ
2

aber F ′(x)hn → 0, woraus mit (9.6) auch F (x + hn) → F (x) folgt. Also ist auch

F (x) = y lokal schlecht gestellt. �
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9 nichtlineare schlecht gestellte probleme

Die Tangentialkegelbedingung garantiert zusammen mit einer schwachen Quellbedingung

sogar die lokale Eindeutigkeit der Minimum-Norm-Lösung.

Satz 9.9. Sei F : U → Y Fréchet-di�erenzierbar, y ∈ Y und x0 ∈ X gegeben. Gilt in x† ∈ U
mit F (x†) = y die Tangentialkegelbedingung (9.5), und ist x† − x0 ∈ N(F

′(x†))⊥, so ist x† die
eindeutige Minimum-Norm-Lösung in Bδ (x

†) für δ > 0 aus (9.5).

Beweis. Sei x ∈ Bδ (x
†) \ {x†} mit F (x) = y beliebig. Aus (9.5) für h := x − x† und δ = r

folgt dann F ′(x†)(x − x†) = 0, d. h. x − x† ∈ N(F ′(x†)) \ {0}. Damit gilt

‖x − x0‖
2

X = ‖x
† − x0 + x − x

†‖2X

= ‖x† − x0‖
2

X + 2

(
x† − x0,x − x

†
)
X
+ ‖x − x†‖2X

> ‖x† − x0‖
2

X ,

da das Skalarprodukt aufgrund der Orthogonalität wegfällt und x , x† angenommen war.

Also ist x† die (lokal) eindeutige Minimum-Norm-Lösung. �

Es sei nicht verschwiegen, dass diese abstrakten Bedingungen für konkrete nichtlineare

inverse Probleme oftmals sehr schwer nachprüfbar oder sogar nachweisbar nicht erfüllt

sind. Häu�g wird daher nicht eine allgemeine Theorie bemüht, sondern es werden stark

problemspezi�sche Ansätze verfolgt.
1

Trotzdem kann der abstrakte Blickwinkel nützlich

sein, indem er Grenzen und Möglichkeiten aufzeigt.

1
„Alle linearen inversen Probleme gleichen einander; jedes nichtlineare inverse Problem ist auf seine eigene

Weise nichtlinear.“
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10 TIKHONOV-REGULARISIERUNG

Ausgangspunkt für die Tikhonov-Regularisierung nichtlinearer Probleme ist Satz 6.5: Für ge-

gebene α > 0, x0 ∈ X und y ∈ Y suchen wir xα als Minimierer des Tikhonov-Funktionals

Jα (x) :=
1

2

‖F (x) − y ‖2Y +
α

2

‖x − x0‖
2

X .

Da F nicht linear ist, können wir dies nicht durch einen expliziten Regularisierungsoperator

Rα ausdrücken. Wir müssen daher mit anderen Mitteln vorgehen, um die stetige Abhängig-

keit eines Minimierers xα von den Daten y sowie die Konvergenz fürα → 0 zu untersuchen.

Dafür kommen wir mit schwächeren Bedingungen an F aus: Es genügt zu fordern, dass F
schwach abgeschlossen ist mit nichtleerem und schwach abgeschlossenem De�nitionsbe-

reich dom F = U (was wir von nun an annehmen). Unter diesen Voraussetzungen existiert

für y ∈ R(F ) stets eine (nicht notwendigerweise eindeutige) Minimum-Norm-Lösung

x† ∈ U .

Wir zeigen zuerst die Existenz eines Minimierers. Der Beweis ist eine klassische Anwendung

der direkten Methode der Variationsrechnung, die den Satz von Weierstrass (jede reelle

stetige Funktion auf kompakten Mengen nimmt ihr Minimum und Maximum an) auf

unendlichdimensionale Räume verallgemeinert.

Satz 10.1. Sei F : U → Y schwach abgeschlossen. Dann existiert für alle α > 0, x0 ∈ X und
y ∈ Y ein Minimierer xα ∈ U von Jα .

Beweis. Zuerst halten wir fest, dass Jα (x) ≥ 0 für alle x ∈ U gilt. Also ist die Menge

{Jα (x) : x ∈ U } ⊂ R nach unten beschränkt und besitzt daher ein endliches In�mum. Nach

De�nition existiert also eine Folge {xn}n∈N ⊂ U , so dass gilt

Jα (xn) →m := inf {Jα (x) : x ∈ U } .

Eine solche Folge wird Minimalfolge genannt. Beachten Sie, dass wir aus der Konvergenz

von {Jα (xn)}n∈N noch nicht auf die Konvergenz von {xn}n∈N schließen können.

Aus der De�nition der Minimalfolge erhalten wir jedoch, dass ein M > 0 existiert mit

(10.1)

1

2

‖F (xn) − y ‖
2

Y +
α

2

‖xn − x0‖
2

X = Jα (xn) ≤ M für alle n ∈ N
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(denn sonst würde Jα (xn) → ∞ gelten). Daraus folgt aber

α

2

(‖xn‖X − ‖x0‖X )
2 ≤

α

2

‖xn − x0‖
2

X ≤ Jα (xn) ≤ M,

d. h. die Folge {xn}n∈N ist beschränkt und hat daher eine schwach konvergente Teilfolge

{xk}k∈N mit Grenzwert x̄ ∈ U (da U schwach abgeschlossen ist). Dieser Grenzwert ist ein

Kandidat für einen Minimierer.

Aus (10.1) folgt auch, dass {F (xk)}k∈N beschränkt ist inY . Durch Übergang zu einer weiteren

Teilfolge (die wir immer noch mit {xk}k∈N bezeichnen) erhalten wir F (xk)⇀ ȳ ∈ Y , und

aus der schwachen Abgeschlossenheit von F folgt F (xk) ⇀ F (x̄). Mit der schwachen

Unterhalbstetigkeit der Norm impliziert dies

1

2

‖F (x̄) − y ‖2Y +
α

2

‖x̄ − x0‖
2

X ≤ lim inf

k→∞

1

2

‖F (xk) − y ‖
2

Y + lim inf

k→∞

α

2

‖xk − x0‖
2

X

≤ lim inf

k→∞

(
1

2

‖F (xk) − y ‖
2

Y +
α

2

‖xk − x0‖
2

X

)
,

d. h. Jα ist schwach unterhalbstetig. Aus der De�nition der Minimalfolge schließen wir

nun, dass auch für die Teilfolge Jα (xk) → m gilt. Zusammen mit der schwachen Unter-

halbstetigkeit und der De�nition des In�mums erhalten wir

inf

x∈U
Jα (x) ≤ Jα (x̄) ≤ lim inf

k→∞
Jα (xk) =m = inf

x∈U
Jα (x).

Das In�mum wird also in x̄ angenommen, d. h. Jα (x̄) = minx∈U Jα (x). �

Wegen der Nichtlinearität von F wird es im Allgemeinen keinen eindeutigen Minimierer

geben, weshalb die Abbildung y 7→ xα auch nicht wohlde�niert ist. Anstelle der Stetigkeit

von Rα können wir also nur das folgende schwächere Stabilitätsresultat zeigen.

Satz 10.2. Sei F : U → Y schwach abgeschlossen, α > 0, x0 ∈ X und y ∈ Y gegeben.
Sei {yn}n∈N eine Folge mit yn → y und {xn}n∈N eine Folge von Minimierern von Jα mit yn
anstelle von y . Dann enthält {xn}n∈N eine schwach konvergente Teilfolge, und jeder schwache
Häufungswert von {xn}n∈N ist ein Minimierer von Jα .

Hat Jα einen eindeutigen Minimierer, so konvergiert die gesamte Folge stark.

Beweis. Nach Satz 10.1 können wir für jedes yn ∈ Y einen zugehörigen Minimierer xn ∈ U
wählen. Aus der Minimierungseigenschaft derxn folgt dann für allen ∈ N und ein beliebiges

x ∈ U die Ungleichung

1

2

‖F (xn) − yn‖
2

Y +
α

2

‖xn − x0‖
2

X ≤
1

2

‖F (x) − yn‖
2

Y +
α

2

‖x − x0‖
2

X .
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Da yn → y konvergiert, ist die rechte Seite beschränkt in n ∈ N, und daher ist sowohl

{xn}n∈N als auch {F (xn)−yn}n∈N beschränkt. Es gibt also eine schwach konvergente Teilfolge

{xk}k∈N und ein x̄ ∈ U mit (eventuell nach Übergang zu einer weiteren Teilfolge)

xk ⇀ x̄ , F (xk) − yk ⇀ ȳ .

Aus der Konvergenz yk → y und der schwachen Abgeschlossenheit von F folgt daraus

F (xk)⇀ F (x̄).

Die schwache Unterhalbstetigkeit der Norm liefert dann

α

2

‖x̄ − x0‖
2

X ≤ lim inf

k→∞

α

2

‖xk − x0‖
2

X ,

1

2

‖F (x̄) − y ‖2Y ≤ lim inf

k→∞

1

2

‖F (xk) − yk ‖
2

Y .(10.2)

Aus der Minimierungseigenschaft der xn erhalten wir damit

(10.3) Jα (x̄) =
1

2

‖F (x̄) − y ‖2Y +
α

2

‖x̄ − x0‖
2

X

≤ lim inf

k→∞

(
1

2

‖F (xk) − yk ‖
2

Y +
α

2

‖xk − x0‖
2

X

)
≤ lim sup

k→∞

(
1

2

‖F (xk) − yk ‖
2

Y +
α

2

‖xk − x0‖
2

X

)
≤ lim sup

k→∞

(
1

2

‖F (x) − yk ‖
2

Y +
α

2

‖x − x0‖
2

X

)
= lim

k→∞

1

2

‖F (x) − yk ‖
2

Y +
α

2

‖x − x0‖
2

X

=
1

2

‖F (x) − y ‖2Y +
α

2

‖x − x0‖
2

X = Jα (x)

für beliebige x ∈ U . Also ist x̄ ein Minimierer von Jα . Da wir diese Argumentation für jede

beliebige schwach konvergente Teilfolge von {xn}n∈N anwenden können, folgt der zweite

Teil der Aussage.

Ist nun xα der eindeutige Minimierer von Jα , so konvergiert jede Teilfolge gegen diesen

Grenzwert, und damit muss die gesamte Folge gegen xα konvergieren. Um zu zeigen,

dass diese Konvergenz stark ist, ist nach Lemma 8.1 lediglich lim supn→∞ ‖xn‖X ≤ ‖xα ‖X
nachzuweisen. Angenommen, Letzteres würde nicht gelten. Dann existiert eine Teilfolge

{xk}k∈N mit xk ⇀ xα und F (xk)⇀ F (xα ), aber

lim

k→∞
‖xk − x0‖X =: M > ‖xα − x0‖X .

Aus (10.3) mit x = x̄ = xα folgt nun

lim

k→∞

(
1

2

‖F (xk) − yk ‖
2

Y +
α

2

‖xk − x0‖
2

X

)
=

1

2

‖F (x̄) − y ‖2Y +
α

2

‖x̄ − x0‖
2

X .
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Zusammen mit den Rechenregeln für konvergente Folgen erhalten wir daraus

lim

k→∞

1

2

‖F (xk) − yk ‖
2

Y = lim

k→∞

(
1

2

‖F (xk) − yk ‖
2

Y +
α

2

‖xk − x0‖
2

X

)
− lim

k→∞

α

2

‖xk − x0‖
2

X

=
1

2

‖F (xα ) − y ‖
2

Y +
α

2

‖xα − x0‖
2

X −
α

2

M2

<
1

2

‖F (xα ) − y ‖
2

Y ,

im Widerspruch zu (10.2) und x̄ = xα . �

Es bleibt noch zu zeigen, dass xα für α → 0 gegen eine x0-Minimum-Norm-Lösung konver-

giert. Im Gegensatz zum linearen Fall betrachten wir dabei gleich die Verbindung mit einer

a priori-Parameterwahlregel, d. h. wir beweisen, dass die Kombination ein konvergentes

Regularisierungsverfahren de�niert. Es bezeichne wieder xδα einen Minimierer von Jα für

festes α > 0 und gestörte Daten yδ ∈ Y .

Satz 10.3. Sei F : U → Y schwach abgeschlossen und seien y ∈ R(F ) und yδ ∈ Y mit
‖y − yδ ‖Y ≤ δ . Ist α(δ ) eine Parameterwahlstrategie mit

α(δ ) → 0 und
δ 2

α
→ 0 für δ → 0,

so hat jede Folge {xδn
α(δn)
}n∈N mit δn → 0 eine stark konvergente Teilfolge, und jeder Häufungs-

punkt ist eine x0-Minimum-Norm-Lösung von F (x) = y . Existiert eine eindeutige Minimum-
Norm-Lösung x† ∈ U , so konvergiert die gesamte Folge xδn

α(δn)
stark gegen x†.

Beweis. Setze αn := α(δn) und xn := xδnαn , und sei x† eine x0-Minimum-Norm-Lösung von

F (x) = y . Aus der Minimierungseigenschaft von xn folgt für alle n ∈∈ N die Ungleichung

(10.4)

1

2

‖F (xn) − y
δn ‖2Y +

αn
2

‖xn − x0‖
2

X ≤
1

2

‖F (x†) − yδn ‖2Y +
αn
2

‖x† − x0‖
2

X

=
δ 2

n

2

+
αn
2

‖x† − x0‖
2

X .

Insbesondere gilt

(10.5) ‖xn − x0‖
2

X ≤
δ 2

n

αn
+ ‖x† − x0‖

2

X für alle n ∈ N,

und wegen der Konvergenz
δ2

n
αn
→ 0 bleibt die rechte Seite beschränkt. Also existiert eine

schwach konvergente Teilfolge {xk}k∈N und ein x̄ ∈ U mit xk ⇀ x̄ . Ebenso erhalten wir

aus (10.4) die Abschätzung

(10.6)

1

2

‖F (xk) − y
δk ‖2Y ≤

δ 2

k

2

+
αk
2

‖x† − x0‖
2

X für alle n ∈ N.
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Damit besitzt {F (xk)−y
δk }k∈N ebenfalls eine schwach konvergente Teilfolge (die wir weiter

mit k indizieren) mit Grenzwert ȳ ∈ Y . Die schwache Abgeschlossenheit von F und die

starke Konvergenz yδn → y impliziert wieder ȳ = F (x̄) − y , d. h. F (xk)⇀ F (x̄).

Aus der schwachen Unterhalbstetigkeit der Norm und (10.5) folgt nun

(10.7) ‖x̄ − x0‖
2

X ≤ lim inf

k→∞
‖xk − x0‖

2

X ≤ lim sup

k→∞
‖xk − x0‖

2

X

≤ lim

k→∞

δ 2

k

αk
+ ‖x† − x0‖

2

X = ‖x
† − x0‖

2

X ,

und ebenso folgt aus (10.6)

‖F (x̄) − y ‖2Y ≤ lim inf

k→∞
‖F (xk) − y

δk ‖2Y ≤ lim

k→∞

(
δ 2

k + αk ‖x
† − x0‖

2

X

)
= 0.

Also gilt F (x̄) = y und

‖x̄ − x0‖X ≤ ‖x
† − x0‖X = min {‖x − x0‖X : F (x) = y} ≤ ‖x̄ − x0‖X ,

d. h. x̄ ist eine x0-Minimum-Norm-Lösung.

Es bleibt zu zeigen, dass die Teilfolge {xk}k∈N stark konvergiert. Dafür schreiben wir

(10.8) ‖xk − x̄ ‖
2

X = ‖xk − x0‖
2

X − 2 (xk − x0, x̄ − x0)X + ‖x̄ − x0‖
2

X .

Aus der schwachen Konvergenz xk ⇀ x̄ folgt

2 (xk − x0, x̄ − x0)X → 2 (x̄ − x0, x̄ − x0)X = 2‖x̄ − x0‖
2,

woraus zusammen mit (10.7) und ‖x̄ − x0‖X = ‖x
† − x0‖X folgt

0 ≤ lim sup

k→∞
‖xk − x̄ ‖

2

X ≤ ‖x̄ − x0‖
2

X − 2‖x̄ − x0‖
2 + ‖x̄ − x0‖

2

X = 0,

d. h. xk → x̄ . Die Aussage für eindeutiges x† erhält man schließlich wieder aus einem

Teilfolgen–Teilfolgen-Argument. �

Wir leiten nun Fehlerabschätzungen unter Quellbedingungen her. Dabei beschränken wir

uns auf den einfachsten Fall, analog zur Wahl ν = 1 für lineare Probleme. Als Motivation

betrachten wir wieder das Grenzproblem (6.8) für α = 0, das im nichtlinearen Fall lautet

min

x∈U ,F (x)=y

1

2

‖x − x0‖
2

X ,

was aber genau die x0-Minimum-Norm-Lösungen charakterisiert. Mit Hilfe eines Lagrange-

Multiplikators p ∈ Y kann diese Gleichheitsnebenbedingung transformiert werden in

min

x∈U
max

p∈Y
L(x ,p), L(x ,p) :=

1

2

‖x − x0‖
2

X − (p, F (x) − y)Y .
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Das Verschwinden der partiellen Fréchet-Ableitung L′p(x̄ , p̄) von L nach p liefert uns wieder

die notwendige Bedingung F (x̄) = y für einen Sattelpunkt (x̄ , p̄) ∈ U × Y . Nehmen wir

der Einfachheit halber an, dass eine x0-Minimum-Norm-Lösung x† im Inneren von U
liegt. Dann muss auch die Fréchet-Ableitung L′x (x

†,p†) von L nach x im entsprechenden

Sattelpunkt (x†,p†) verschwinden: Für alle h ∈ X muss also gelten

0 = L′x (x
†,p†)h =

(
x† − x0,h

)
X
−

(
p†, F ′(x†)h

)
Y
=

(
x† − x0 − F

′(x†)∗p†,h
)
Y
,

d. h. es gibt ein p† ∈ Y mit

x† − x0 = F ′(x†)∗p†.

Dies ergibt eine Quellbedingung für den nichtlinearen Fall. Wie im letzten Kapitel benötigen

wir allerdings zusätzlich eine Bedingung an die Nichtlinearität von F in der Minimum-

Norm-Lösung; hier verwenden wir die Lipschitzbedingung (9.1).

Satz 10.4. Sei F : U → Y Fréchet-di�erenzierbar mit dom(F ) = U konvex, y ∈ R(F ) und
yδ ∈ Y mit ‖y − yδ ‖Y ≤ δ , und sei x† eine x0-Minimum-Norm-Lösung mit

(i) F ′ ist Lipschitz-stetig mit Konstante L;

(ii) es gibt einw ∈ Y mit x† − x0 = F ′(x†)∗w und L‖w ‖Y < 1.

Sei α(δ ) eine Parameterwahlstrategie mit

cδ ≤ α(δ ) ≤ Cδ für c,C > 0.

Dann existieren Konstanten c1, c2 > 0, so dass für δ > 0 klein genug gilt

‖xδα(δ ) − x
†‖X ≤ c1

√
δ ,

‖F (xδα(δ )) − y
δ ‖Y ≤ c2δ .

Beweis. Aus der Minimierungseigenschaft von xδα für α := α(δ ) folgt wieder

1

2

‖F (xδα ) − y
δ ‖2Y +

α

2

‖xδα − x0‖
2

X ≤
δ 2

2

+
α

2

‖x† − x0‖
2

X ,

was wir zusammen mit (10.8) für xk = xδα und x̄ = x† sowie der Quellbedingung (ii)

umformen können zu

(10.9)

1

2

‖F (xδα ) − y
δ ‖2Y +

α

2

‖xδα − x
†‖2X ≤

δ 2

2

+ α
(
x† − x0,x

† − xδα

)
X

=
δ 2

2

+ α
(
w, F ′(x†)(x† − xδα )

)
Y

≤
δ 2

2

+ α ‖w ‖Y ‖F
′(x†)(x† − xδα )‖Y .
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Da xδα ,x
† ∈ U und U konvex ist, können wir wegen Bedingung (i) Lemma 9.6 auf x = xδα

und h = x† − xδα ∈ U anwenden und erhalten

‖F (x†) − F (xδα ) − F
′(x)(x† − xαδ )‖Y ≤

L

2

‖x† − xδα ‖
2

X ,

woraus mit den Dreiecksungleichungen folgt

(10.10) ‖F ′(x)(x† − xδα )‖Y ≤
L

2

‖x† − xδα ‖
2

X + ‖F (x
δ
α ) − F (x

†)‖Y

≤
L

2

‖x† − xδα ‖
2

X + ‖F (x
δ
α ) − y

δ ‖Y + δ .

Einsetzen in (10.9) ergibt dann

‖F (xδα ) − y
δ ‖2Y + α ‖x

δ
α − x

†‖2X ≤ δ
2 + α ‖w ‖Y

(
L‖x† − xδα ‖

2

X + 2‖F (xδα ) − y
δ ‖Y + 2δ

)
.

Addieren von α2‖w ‖2Y auf beiden Seiten und Umsortieren führt dann auf(
‖F (xδα ) − y

δ ‖Y − α ‖w ‖Y
)

2

+ α(1 − L‖w ‖Y )‖x
δ
α − x

†‖2X ≤ (δ + α ‖w ‖Y )
2 .

Durch Weglassen jeweils eines Terms auf der linken Seite und Verwenden der Parameter-

wahlregel α ≤ Cδ erhalten wir daraus

‖F (xδα ) − y
δ ‖2Y ≤ δ + 2α ‖w ‖Y ≤ (1 + 2C‖w ‖Y )δ

sowie, wegen der Annahme L‖w ‖Y < 1,

‖xδα − x
†‖X ≤

δ + α ‖w ‖Y√
α(1 − L‖w ‖Y )

≤
1 +C‖w ‖Y√
c(1 − L‖w ‖Y )

√
δ ,

womit wir die gewünschten Abschätzungen gezeigt haben. �

Mit etwas mehr Aufwand kann man analog zu Folgerung 6.1 auch unter der stärkeren

Quellbedingungx†−x0 ∈ R((F ′(x†)∗F ′(x†))ν/2) die höhere Rate δν/(ν+1)
bis zur Quali�kation

ν0 = 2 zeigen; siehe [Engl, Hanke u. a. 1996, Theorem 10.7].

Wir betrachten als nächstes die a posteriori Wahl von α nach dem Diskrepanzprinzip:

Wähle α = α(δ ,yδ ) so, dass für ein τ > 1 gilt

(10.11) δ < ‖F (xδα ) − y
δ ‖Y ≤ τδ .

Satz 10.5. Sei F : U → Y Fréchet-di�erenzierbar mit dom(F ) = U konvex, y ∈ R(F ) und
yδ ∈ Y mit ‖y − yδ ‖Y ≤ δ , und sei x† eine x0-Minimum-Norm-Lösung, die den Bedingungen
(i) und (ii) aus Satz 10.4 genügt. Ist xδα ein Minimierer von Jα , der (10.11) erfüllt, so existiert
eine Konstante c > 0 mit

‖xδα − x
†‖X ≤ c

√
δ .
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Beweis. Aus (10.11) und der Minimalität von xδα folgt

δ 2

2

+
α

2

‖xδα − x0‖
2

X <
1

2

‖F (xδα ) − y
δ ‖2Y +

α

2

‖xδα − x0‖
2

X ≤
δ 2

2

+
α

2

‖x† − x0‖
2

X ,

und damit
α

2

‖xδα − x0‖
2

X ≤
α

2

‖x† − x0‖
2

X .

Analog zu (10.9) und (10.10) erhalten wir daraus unter Verwendung der Bedingungen (i)

und (ii) sowie der Parameterwahl (10.11), dass

‖xδα − x
†‖2X ≤ ‖w ‖Y

(
L‖xδα − x

†‖2X + 2‖F (xδα ) − y
δ ‖Y + 2δ

)
≤ ‖w ‖Y

(
L‖xδα − x

†‖2X + 2(1 + τ )δ
)
.

Wegen L‖w ‖X < 1 können wir wieder au�ösen und erhalten mit

‖xδα − x
†‖2X ≤

2(1 + τ )‖w ‖Y
1 − L‖w ‖Y

δ

die gewünschte Abschätzung. �

Im Gegensatz zur linearen Tikhonov-Regularisierung ist allerdings nicht garantiert, dass

ein α existiert, so dass (10.11) erfüllt ist; dies erfordert (starke) Annahmen an die Nichtli-

nearität von F . Eine hinreichende – und allgemeinere – Annahme ist die Eindeutigkeit der

Minimierer von Jα , zusammen mit einer Bedingung an x0.

Satz 10.6. Für yδ ∈ Y mit ‖y − yδ ‖Y ≤ δ und beliebiges α > 0 habe Jα einen eindeutigen
Minimierer xδα . Gilt ‖F (x0) − y

δ ‖Y > τδ , so existiert ein α > 0 mit (10.11).

Beweis. Wir zeigen zuerst die Stetigkeit der Wertefunktion f (α) := ‖F (xδα ) − y
δ ‖Y . Sei

dafür α > 0 beliebig und {αn}n∈N eine Folge mit αn → α für n → ∞. Dann existiert ein

ε > 0 und N ∈ N mit 0 < α − ε ≤ αn ≤ α + ε für alle n > N . Sei weiterhin xδα der

eindeutige Minimierer von Jα , und für alle n > N sei xn := xδαn der Minimierer von Jαn . Aus

der Minimalität von xn bezüglich Jαn für alle n > N folgt dann

1

2

‖F (xn) − y
δ ‖2Y +

α − ε

2

‖xn − x0‖
2

X ≤
1

2

‖F (xn) − y
δ ‖2Y +

αn
2

‖xn − x0‖
2

X

≤
1

2

‖F (xδα ) − y
δ ‖2Y +

αn
2

‖xδα − x0‖
2

X

≤
1

2

‖F (xδα ) − y
δ ‖2Y +

α + ε

2

‖xδα − x0‖
2

X ,

d. h. sowohl {xn}n>N als auch {F (xn)}n>N sind beschränkt. Wie im Beweis von Satz 10.2

folgt nun

lim

n→∞

(
1

2

‖F (xn) − y
δ ‖2Y +

αn
2

‖xn − x0‖
2

X

)
=

1

2

‖F (xδα ) − y
δ ‖2Y +

α

2

‖xδα − x0‖
2

X
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10 tikhonov-regularisierung

sowie xn → xδα . Also ist α 7→ xδα stetig. Zusmammen mit der Stetigkeit der Norm folgt

daraus die Stetigkeit von д : α 7→ α
2
‖xδα − x0‖

2

X und damit auch von f .

Mit Hilfe der Minimalitätseigenschaft von xδα zeigt man wie im linearen Fall nun

lim

α→∞
‖F (xδα ) − y

δ ‖Y = ‖F (x0) − y
δ ‖Y > τδ ,

lim

α→0

‖F (xδα ) − y
δ ‖Y = inf

x∈U
‖F (x) − yδ ‖Y ≤ ‖F (x

†) − yδ ‖Y ≤ δ .

Also nimmt die stetige Funktion f (α) alle Werte in (δ ,τδ ) an; insbesondere existiert daher

ein α , so dass (10.11) erfüllt ist. �

Da es sich bei Jα unter diesen Voraussetzungen um ein di�erenzierbares, nichtlineares Funk-

tional handelt, kann man für die numerische Berechnung von xδα die Standard-Verfahren der

nichtlinearen Optimierung wie zum Beispiel Gradienten- oder (Quasi-)Newton-Verfahren

anwenden. Auch hier führt eine fehlende Eindeutigkeit der Minimierers xα zu praktischen

Schwierigkeiten. Eine weitere Hürde besteht darin, dass sämtliche Aussagen nur auf globale
Minimierer des Tikhonov-Funktionals zutre�en, numerische Verfahren in der Regel aber

nur lokale Minimierer von nichtkonvexen Problemen �nden können. Diese Lücke zwischen

Theorie und Praxis nichtlinearer inverser Probleme ist bislang noch ein o�enes Thema.

Im Beweis von Satz 10.4 haben wir die Quell- und Nichtlinearitätsbedingung verwendet,

um die rechte Seite von (10.9) durch geeignete Vielfache der Terme auf der linken Seite

abzuschätzen. Dies lässt sich natürlich auch direkt als Quellbedingung formulieren, ohne

den Umweg über Quelldarstellung und Lipschitzkonstante (die ja in gewisser Weise will-

kürlich eingeführt wurden). In den letzten Jahren haben daher sogenannte variationelle
Quellbedingungen wachsendes Interesse auf sich gezogen, die in unserem Kontext die

folgende Form haben: Es existieren β1 ∈ [0, 1) und β2 ≥ 0 mit

(10.12)

(
x† − x0,x

† − x
)
X
≤ β1

(
1

2
‖x − x†‖2X

)
+ β2‖F (x) − F (x

†)‖Y für alle x ∈ U

für eine hinreichend grosse Umgebung U von x† (die insbesondere alle Minimierer von Jα
einschließt). Zu beachten sind die unterschiedlichen Potenzen auf der rechten Seite, die die

unterschiedlichen Konvergenzgeschwindigkeiten von Lösung und Residuum ausgleichen

sollen. Der wesentliche Vorteil ist hier, dass diese Bedingung ohne Fréchet-Ableitung

auskommt und daher auch für nicht-di�erenzierbares F anwendbar ist.

Satz 10.7. Seien y ∈ R(F ), yδ ∈ Y mit ‖y − yδ ‖Y ≤ δ , und sei x† eine x0-Minimum-Norm-
Lösung, die (10.12) mit β1 < 1 erfüllt. Ist α(δ ) eine Parameterwahlstrategie mit

cδ ≤ α(δ ) ≤ Cδ für c,C > 0,

dann existieren Konstanten c1, c2 > 0 mit

‖xδα(δ ) − x
†‖X ≤ c1

√
δ ,

‖F (xδα(δ )) − y
δ ‖X ≤ c2δ .
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10 tikhonov-regularisierung

Beweis. Aus der Minimierungseigenschaft von xδα erhalten wir wieder die erste Ungleichung

von (10.9), die wir mit der variationellen Quellbedingung, der Dreiecks- und verallgemei-

nerten Youngschen Ungleichung ab ≤ 1

2εa
2 + ε

2
b2

, sowie der Parameterwahlregel weiter

abschätzen durch

1

2

‖F (xδα ) − y
δ ‖2Y +

α

2

‖xδα − x
†‖2X ≤

δ 2

2

+ α
(
x† − x0,x

† − xδα

)
X

≤
δ 2

2

+ αβ1

(
1

2
‖xδα − x

†‖2X

)
+ αβ2‖F (x

δ
α ) − F (x

†)‖Y

≤
δ 2

2

+
α

2

β1‖x
δ
α − x

†‖2X + αβ2

(
‖F (xδα ) − y

δ ‖Y + δ
)

≤
δ 2

2

+
α

2

β1‖x
δ
α − x

†‖2X + α
2β2

2
+

1

4

‖F (xδα ) − y
δ ‖2Y

+ αβ2δ

≤

(
1

2

+C2β2

2
+Cβ2

)
δ 2 +

α

2

β1‖x
δ
α − x

†‖2X

+
1

4

‖F (xδα ) − y
δ ‖2Y .

Wegen β1 < 1 können wir die letzten beiden Terme auf der rechten Seite in der linken Seite

absorbieren und erhalten

‖xδα − x
†‖X ≤

√
1 + 2Cβ2 + 2C2β2

2

c(1 − β1)

√
δ

sowie

‖F (xδα ) − y
δ ‖Y ≤

√
2 + 4Cβ2 + 4C2β2

2
δ

und damit die gewünschten Abschätzungen. �

Wir untersuchen nun den Zusammenhang zwischen variationellen und klassischen Quell-

bedingungen.

Lemma 10.8. Sei F : U → Y Fréchet-di�erenzierbar und x† eine x0-Minimum-Norm-Lösung.
Existiert einw ∈ Y mit x† − x0 = F ′(x†)∗w und ist entweder

(i) F ′ Lipschitz-stetig mit L‖w ‖Y < 1 oder

(ii) die Tangentialkegelbedingung (9.5) erfüllt,

so gilt die variationelle Quellbedingung (10.12).
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Beweis. Wir verwenden zuerst die klassische Quellbedingung auf der linken Seite von

(10.12) und schätzen ab:(
x† − x0,x

† − x
)
X
=

(
F ′(x†)∗w,x† − x

)
X

=
(
w, F ′(x†)(x† − x)

)
Y

≤ ‖w ‖Y ‖F
′(x†)(x† − x)‖Y

≤ ‖w ‖Y
(
‖F (x) − F (x†) − F ′(x†)(x† − x)‖Y + ‖F (x) − F (x

†)‖Y

)
.

Ist nun Bedingung (i) erfüllt, können wir Lemma 9.6 anwenden und erhalten(
x† − x0,x

† − x
)
X
≤ ‖w ‖Y

(
L
2
‖x† − x ‖2X + ‖F (x) − F (x

†)‖Y

)
,

d. h. (10.12) mit β1 = L‖w ‖Y < 1 und β2 = ‖w ‖Y .

Gilt Bedingung (ii), so können wir direkt abschätzen(
x† − x0,x

† − x
)
X
≤ ‖w ‖Y (η + 1)‖F (x) − F (x†)‖Y ,

woraus (10.12) mit β1 = 0 und β2 = (1 + η)‖w ‖Y > 0 folgt. �

Für lineare Operatoren T ∈ L(X ,Y ) ist eine Nichtlinearitätsbedingung natürlich hinfällig;

in diesem Fall ist die variationelle Quellbedingung (10.12) äquivalent mit der klassischen

Quellbedingung x† ∈ R(T ∗), siehe z. B. [Andreev u. a. 2015, Lemma 2]. Für nichtlinea-

re Operatoren ist sie aber eine schwächere (wenn auch abstraktere) Bedingung. Sie ist

aber vor allem deshalb von Interesse, weil sie sich auf nichtdi�erenzierbare Varianten der

Tikhonov-Regularisierung, insbesondere in Banachräumen, verallgemeinern lässt, siehe

etwa [Hofmann u. a. 2007; Scherzer u. a. 2009; Schuster u. a. 2012].
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11 ITERATIVE REGULARISIERUNG

Auch für nichtlineare inverse Probleme existieren iterative Verfahren, die wie die Landweber-

Iteration eine Folge von Näherungen konstruieren, welche bei passend gewähltem Ab-

bruchkriterium als Regularisierung aufgefasst werden kann. Konkret verstehen wir unter

einem (konvergenten) iterativen Regularisierungsverfahren ein Verfahren, dass für gegebenes

yδ ∈ Y und x0 ∈ U eine Folge {xδn }n∈N ⊂ U konstruiert, zusammen mit einem Abbru-

chindex N (δ ,yδ ), so dass für alle y ∈ R(F ) und alle x0 = xδ
0

hinreichend nahe bei einer

isolierten Lösung x† ∈ U von F (x) = y das Verfahren konvergent ist im folgenden Sinn:
1

N = N (0,y) < ∞, xN = x† oder N = ∞, xn → x† für n →∞,(11.1)

lim sup

δ→0

{
‖xδ

N (δ ,yδ )
− x†‖X : yδ ∈ Y , ‖yδ − y ‖Y ≤ δ

}
= 0.(11.2)

Die erste Bedingung besagt dabei, dass das Verfahren für exakte Daten (d. h. δ = 0) gegen

eine Lösung konvergiert (wenn sie sie nicht schon nach endlich vielen Schritten erreicht);

die zweite entspricht der üblichen Konvergenzbedingung für Regularisierungsverfahren.

Als Abbruchkriterium verwenden wir wieder das Diskrepanzprinzip: Setze τ > 1 und wähle

N = N (δ ,yδ ) so, dass gilt

(11.3) ‖F (xδN ) − y
δ ‖Y ≤ τδ < ‖F (x

δ
n ) − y

δ ‖Y für alle n < N .

In diesem Fall ist eine hinreichende Voraussetzung für die Bedingung (11.2) die Stabilität und

Monotonie des Verfahrens. Wir bezeichnen hier und in Folge wieder xn als die Iterierten,

die das Verfahren für exakte Daten y ∈ R(F ) konstruiert, und xδn als die entsprechenden

Iterierten für yδ ∈ Y mit ‖y − yδ ‖Y ≤ δ .

Lemma 11.1. Sei N (δ ,yδ ) nach dem Diskrepanzprinzip (11.3) gewählt. Erfüllt ein iteratives
Verfahren für F : U → Y stetig die Bedingung (11.1) sowie

‖xδn − x
†‖X ≤ ‖x

δ
n−1
− x†‖X für alle n ∈ {1, . . . ,N (δ ,yδ )},(11.4)

lim

δ→0

‖xδn − xn‖X = 0 für alle n ∈ {1, . . . , N̄ } hinreichend groß,(11.5)

so ist auch die Bedingung (11.2) erfüllt.
1
Abweichend von den vorigen Kapiteln bezeichnet x† hier nicht mehr eine (x0-)Minimum-Norm-Lösung,

sondern lediglich eine beliebige Lösung von F (x) = y .
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11 iterative regularisierung

Beweis. Sei F : U → Y stetig, {yδk }k∈N ⊂ Y mit ‖y − yδk ‖Y ≤ δk und δk → 0 für k → ∞,

und setze Nk := N (δk ,y
δk ). Wir betrachten zuerst den Fall, dass {Nk}k∈N einen endlichen

Häufungspunkt N̄ < ∞ besitzt. Nach eventuellem Übergang zu einer Teilfolge können

wir annehmen, dass Nk = N̄ für alle k ∈ N gilt. Dann folgt aus (11.5), dass xδk
N̄
→ xN̄ für

k →∞ konvergiert. Da alle Nk nach dem Diskrepanzprinzip (11.3) gewählt sind, gilt weiter

‖F (xδk
N̄
) − yδk ‖Y ≤ τδk für alle k ∈ N.

Grenzübergang auf beiden Seiten zusammen mit der Stetigkeit von F liefert F (xN̄ ) = y , d. h.

xδk
N̄

konvergiert gegen eine Lösung von F (x) = y und damit ist Bedingung (11.2) erfüllt.

Andernfalls gilt Nk →∞. Wir nehmen (wieder notfalls durch Betrachtung einer Teilfolge)

an, dass Nk monoton wachsend ist. Aus (11.4) folgt dann für alle l ≤ k

‖xδkNk
− x†‖X ≤ ‖x

δk
Nl
− x†‖X ≤ ‖x

δk
Nl
− xNl ‖X + ‖xNl − x

†‖X .

Sei nun ε > 0 beliebig. Da wir Bedingung (11.1) vorausgesetzt haben, existiert ein L > 0, so

dass ‖xNL − x
†‖X ≤

ε
2

gilt. Analog folgt aus (11.5) für n = NL die Existenz eines K > 0, so

dass ‖xδkNL
− xNL ‖X ≤

ε
2

für alle k ≥ K gilt. Damit ist wieder Bedingung (11.2) gezeigt. �

Eine Folge {xn}n∈N, die (11.4) erfüllt, heißt Féjer-monoton; diese Eigenschaft bildet den Kern

von Konvergenzbeweisen für viele iterative Verfahren.

Iterative Verfahren für nichtlineare inverse Probleme beruhen in der Regel auf einer Linea-

risierung von F , wobei sich die Verfahren darin unterscheiden, an welcher Stelle linearisiert

wird.

11.1 landweber-iteration

Analog zur linearen Landweber-Regularisierung gehen wir aus von der Charakterisierung

der gesuchten Lösung x† als Minimierer des Funktionals J0(x) =
1

2
‖F (x)−y ‖2Y . Ist F Fréchet-

di�erenzierbar, so folgt mit Hilfe der Kettenregel die notwendige Optimalitätsbedingung

0 = J ′
0
(x†)h =

(
F (x†) − y , F (x†)′h

)
Y
=

(
F ′(x†)∗(F (x†) − y),h

)
X

für alle h ∈ X .

Dies ist nun eine nichtlineare Gleichung für x†, die wir genau wie im linearen Fall als Fix-

punktgleichung schreiben können. Dies führt auf die (nichtlineare) Richardson-Iteration

(11.6) xn+1 = xn − ωnF
′(xn)

∗(F (xn) − y),

für die wir Konvergenz erwarten können, falls ωn‖F
′(xn)

∗‖2
L(Y ,X )

≤ 1 ist. (Man kann (11.6)

auch als Gradientenverfahren mit Schrittweite ωn für die Minimierung von J0 interpre-

tieren.) Der Einfachheit halber nehmen wir in Folge an, dass ‖F ′(x)‖L(X ,Y ) ≤ 1 für alle x
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hinreichend nahe bei x† gilt, so dass wir ωn = 1 setzen können. (Dies ist keine große Ein-

schränkung, da wir F und y entsprechend skalieren können, ohne die Gleichung F (x) = y
zu ändern.) Weiter nehmen wir an, dass F stetig Fréchet-di�erenzierbar ist und die Tangen-

tialkegelbedingung (9.5) in einer Umgebung um x† erfüllt. Unter diesen Annahmen, die

wir gleich präzisieren werden, ist die nichtlineare Landweber-Iteration (11.6) wohlde�niert

und Féjer-monoton.

Lemma 11.2. Sei F : U → Y stetig di�erenzierbar. Angenommen, für x0 ∈ U existiert ein r > 0

mit B2r (x0) ⊂ U , so dass eine Lösung x† ∈ Br (x0) existiert, und es gilt für alle x , x̃ ∈ B2r (x0)

‖F ′(x)‖L(X ,Y ) ≤ 1,(11.7a)

‖F (x) − F (x̃) − F ′(x)(x − x̃)‖Y ≤ η‖F (x) − F (x̃)‖Y mit η < 1

2
.(11.7b)

Ist xδn ∈ Br (x
†) für δ ≥ 0 und gilt

(11.8) ‖F (xδn ) − y
δ ‖Y ≥ 2

1 + η

1 − 2η
δ ,

so gilt
‖xδn+1

− x†‖X ≤ ‖x
δ
n − x

†‖X

und damit xδn+1
∈ Br (x

†) ⊂ B2r (x0).

Beweis. Aus der Iterationsvorschrift (11.6) erhalten wir unter Verwendung von (11.7a) für

xδn ∈ Br (x
†) ⊂ B2r (x0) die Abschätzung

‖xδn+1
− x†‖2X − ‖x

δ
n − x

†‖2X = 2

(
xδn+1
− xδn ,x

δ
n − x

†
)
X
+ ‖xδn+1

− xδn ‖
2

X

= 2

(
F ′(xδn )

∗(yδ − F (xδn )),x
δ
n − x

†
)
X

+‖F ′(xδn )
∗(yδ − F (xδn ))‖

2

X

≤ 2

(
yδ − F (xδn ), F

′(xδn )(x
δ
n − x

†)

)
Y
+ ‖yδ − F (xδn )‖

2

Y

= 2

(
yδ − F (xδn ),y

δ − F (xδn ) + F
′(xδn )(x

δ
n − x

†)

)
Y

−‖yδ − F (xδn )‖
2

Y

≤ ‖yδ − F (xδn )‖Y
(
2‖yδ − F (xδn ) + F

′(xδn )(x
δ
n − x

†)‖Y

−‖yδ − F (xδn )‖Y
)
.

Einsetzen der produktiven Null F (x†) − y in der ersten Norm in der Klammer ergibt mit

Hilfe der Dreiecksungleichung und (11.7b)

‖yδ − F (xδn ) + F
′(xδn )(x

δ
n − x

†)‖Y ≤ δ + ‖F (x
δ
n ) − F (x

†) − F ′(xδn )(x
δ
n − x

†)‖Y

≤ δ + η‖F (xδn ) − F (x
†)‖Y

≤ (1 + η)δ + η‖F (xδn ) − y
δ ‖Y
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und damit

(11.9) ‖xδn+1
− x†‖2X − ‖x

δ
n − x

†‖2X ≤ ‖y
δ − F (xn)

δ ‖Y
(
2(1 + η)δ − (1 − 2η)‖yδ − F (xδn )‖Y

)
.

Wegen (11.8) ist die Klammer kleiner oder gleich Null, woraus die gewünschte Monotonie

folgt. �

Per Induktion folgt daraus xδn ∈ B2r (x0) ⊂ U , solange (11.8) erfüllt ist. Wählen wir τ im

Diskrepanzprinzip (11.3) als

(11.10) τ > 2

1 + η

1 − 2η
> 2,

so ist dies für alle n ≤ N (δ ,yδ ) der Fall. Mit dieser Wahl können wir auch garantieren, dass

der Abbruchindex N (δ ,yδ ) endlich ist.

Satz 11.3. Es gelten die Annahmen von Lemma 11.2. WirdN (δ ,yδ ) nach demDiskrepanzprinzip
(11.3) mit τ wie in (11.10) gewählt, so gilt

(11.11) N (δ ,yδ ) < Cδ−2 für ein C > 0.

Für exakte Daten (d. h. δ = 0) gilt

(11.12)

∞∑
n=0

‖F (xn) − y ‖
2

Y < ∞.

Beweis. Wegen xδ
0
= x0 ∈ B2r (x0) und der Wahl von τ können wir Lemma 11.2 für alle

n < N = N (δ ,yδ ) anwenden. Insbesondere folgt aus (11.9) zusammen mit (11.10)

‖xδn+1
− x†‖2X − ‖x

δ
n − x

†‖2X < ‖y
δ − F (xδn )‖

2

Y

(
2

τ
(1 + η) + 2η − 1

)
für alle n < N .

Aufsummieren von n = 0 bis N − 1 ergibt(
1 − 2η −

2

τ
(1 + η)

) N−1∑
n=0

‖F (xδn ) − y
δ ‖2Y < ‖x0 − x

†‖2X − ‖x
δ
N − x

†‖2X .

Da N nach dem Diskrepanzprinzip gewählt war, gilt ‖F (xδn ) − y
δ ‖Y > τδ für alle n < N .

Zusammen erhalten wir also

Nτ 2δ 2 <

N−1∑
n=0

‖F (xδn ) − y
δ ‖2Y <

(
1 − 2η − 2τ−1(1 + η)

)−1

‖x0 − x
†‖2X

und damit (11.11) für C :=
(
(1 − 2η)τ 2 − 2(1 + η)τ

)−1

‖x0 − x
†‖2X > 0.
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Für δ = 0 ist (11.8) für alle n ∈ N erfüllt, und wir erhalten analog zu oben (die Terme mit τ
tauchen in dem Fall nicht auf)

(1 − 2η)
N−1∑
n=0

‖F (xn) − y ‖
2

Y ≤ ‖x0 − x
†‖2X für alle N ∈ N,

woraus durch Grenzübergang N →∞ die Ungleichung (11.12) folgt. �

Aus (11.12) folgt für exakte Daten y ∈ R(F ) zwar F (xn) → y , aber noch nicht die Konvergenz

der Iterierten. Diese zeigen wir nun.

Satz 11.4. Unter den Annahmen von Lemma 11.2 konvergiert xn → x̄ mit F (x̄) = y für n →∞.

Beweis. Wir zeigen, dass {en}n∈N für en := xn − x
†

eine Cauchy-Folge ist. Seien m,n ∈ N
mitm ≥ n, und wähle k ∈ N mitm ≥ k ≥ n so, dass gilt

(11.13) ‖y − F (xk)‖Y ≤ ‖y − F (xj)‖Y für alle n ≤ j ≤ m

(d. h. dasjenige k , für das das Residuum – welches im nichtlinearen Fall nicht monoton sein

muss – sein Minimum annimmt). Wir schreiben nun

‖em − en‖X ≤ ‖em − ek ‖X + ‖ek − en‖X

und betrachten beide Terme separat. Es gilt

‖em − ek ‖
2

X = 2 (ek − em, ek)X + ‖em‖
2

X − ‖ek ‖
2

X ,

‖ek − en‖
2

X = 2 (ek − en, ek)X + ‖en‖
2

X − ‖ek ‖
2

X .

Aus Lemma 11.2 folgt, dass ‖en‖X ≥ 0 monoton fallend ist und daher gegen ein ε ≥ 0

konvergiert. Also konvergieren für n → ∞ die beiden Di�erenzen auf der rechten Seite

gegen Null, und wir müssen nur die Skalarprodukte untersuchen. Durch Einsetzen der

De�nition von en, Schreiben als Teleskopsumme, und Verwenden der Iterationsvorschrift

(11.6) erhalten wir

em − ek = xm − xk =
m−1∑
j=k

xj+1 − xj =
m−1∑
j=k

F ′(xj)
∗(y − F (xj)).

Einsetzen und großzügiges Einfügen der produktiven Null zusammen mit (11.7b) ergibt
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dann

(ek − em, ek)X =
m−1∑
j=k

−

(
y − F (xj), F

′(xj)(xk − x
†)

)
Y

≤

m−1∑
j=k

‖y − F (xj)‖Y ‖F
′(xj)(xk − xj + xj − x

†)‖Y

≤

m−1∑
j=k

‖y − F (xj)‖Y
(
‖y − F (xj) − F

′(xj)(x
† − xj)‖Y + ‖y − F (xk)‖Y

+‖F (xj) − F (xk) − F
′(xj)(xj − xk)‖Y

)
≤ (1 + η)

m−1∑
j=k

‖y − F (xj)‖Y ‖y − F (xk)‖Y + 2η
m−1∑
j=k

‖y − F (xj)‖
2

Y

≤ (1 + 3η)
m−1∑
j=k

‖y − F (xj)‖
2

Y ,

wobei wir für die letzte Abschätzung die De�nition (11.13) von k verwendet haben. Analog

folgt

(ek − en, ek)X ≤ (1 + 3η)
k−1∑
j=n

‖y − F (xj)‖
2

Y .

Wegen (11.12) müssen nun für n → ∞ die beiden Restsummenfolgen gegen Null konver-

gieren. Also sind {en}n∈N und damit auch {xn}n∈N Cauchyfolgen, woraus die Konvergenz

xn → x̄ mit F (x̄) = y folgt. �

Es bleibt noch die Konvergenzbedingung (11.2) für gestörte Daten zu zeigen.

Satz 11.5. Unter den Annahmen von Lemma 11.2 konvergiert xN (δ ,yδ ) → x̄ mit F (x̄) = y für
δ → 0.

Beweis. Wir wenden Lemma 11.1 an. Die Bedingung (11.1) haben wir in Satz 11.4 gezeigt.

Da F und F ′ nach Annahme stetig sind, hängt für festes n ∈ N die rechte Seite von

(11.6) stetig von xn ab. Für δ → 0 konvergiert also für alle k ≤ n die rechte Seite der

Iterationsvorschrift für xδ
k+1

gegen diejenige für xk+1, woraus xδ
k+1
→ xk+1 für alle k ≤ n

und damit die Stabilitätsbedingung (11.5) folgt. Die Monotoniebedingung (11.4) erhalten wir

schließlich aus Lemma 11.2, woraus (11.2) folgt. �

Unter der bekannten Quellbedingung x† − x0 ∈ R(F
′(x†)∗) kann man – unter zusätzlichen

technischen Annahmen an die Nichtlinearität von F – die zu erwartende Konvergenz-

rate von O(
√
δ ) zeigen, siehe [Hanke u. a. 1995, Theorem 3.2], [Kaltenbacher u. a. 2008,

Theorem 2.13].
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11.2 levenberg–marquardt-verfahren

Ein Nachteil der Landweber-Iteration ist wie im linearen Fall, dass nach (11.11) mitN (δ ,yδ ) =
O(δ−2) sehr viele Schritte notwendig sein können, bis das Diskrepanzprinzip erfüllt ist.

Schnellere Konvergenz können wir von Newton-artigen Verfahren erwarten. Für die ur-

sprüngliche Gleichung F (x) = y besteht ein Schritt im Newton-Verfahren in der Lösung

der linearisierten Gleichung

(11.14) F ′(xn)hn = −(F (xn) − y)

und Setzen von xn+1 := xn + hn. Für einen vollstetigen Operator ist allerdings die Fréchet-

Ableitung nach Satz 9.4 stets kompakt, und damit ist (11.14) im Allgemeinen selbst ein

schlecht gestelltes Problem. Die Idee ist nun, eine Tikhonov-Regularisierung auf den

Newton-Schritt (11.14) anzuwenden, d. h. hn zu berechnen als Lösung des Minimierungs-

problems

(11.15) min

h∈X

1

2

‖F ′(xn)h + F (xn) − y ‖
2

Y +
αn
2

‖h‖2X

für αn > 0 geeignet gewählt. Unter Verwendung von Lemma 6.3 und hn = xn+1 − xn erhal-

ten wir daraus eine explizite Iterationsvorschrift, die als Levenberg–Marquardt-Verfahren
bekannt ist:

(11.16) xn+1 = xn + (F
′(xn)

∗F ′(xn) + αn Id)
−1 F ′(xn)

∗(y − F (xn)).

Wir zeigen nun wie für die Landweber-Iteration, dass durch (11.16) ein iteratives Regularisie-

rungsverfahren de�niert wird. Dazu wählen wir αn so, dass der entsprechende Minimierer

hαn für ein σ ∈ (0, 1) die Gleichung

(11.17) ‖F ′(xn)hαn + F (xn) − y ‖Y = σ ‖F (xn) − y ‖Y

erfüllt. Wir zeigen zunächst, dass unter bestimmten Annahmen solch ein α existiert.

Satz 11.6. Sei F : U → Y stetig di�erenzierbar, und für x0 ∈ U existiere ein r > 0 mit
B2r (x0) ⊂ U mit x† ∈ Br (x0). Existiert für n ∈ N ein γ > 1 mit

(11.18) ‖F ′(xn)(x
† − xn) + F (xn) − y ‖Y ≤

σ

γ
‖F (xn) − y ‖Y ,

so hat (11.17) eine Lösung ᾱ > 0.

Beweis. Setze fn(α) := ‖F ′(xn)hα + F (xn) − y ‖Y . Da F ′(xn) linear ist, ist der Minimierer hα
von (11.15) für alle α > 0 eindeutig. Wie im Beweis von Satz 10.6 folgt daraus die Stetigkeit

von fn sowie

lim

α→∞
fn(α) = ‖F (xn) − y ‖Y ,

lim

α→0

fn(α) = inf

h∈X
‖F ′(xn)h + F (xn) − y ‖Y ≤ ‖F

′(xn)(x
† − xn) + F (xn) − y ‖Y .

102



11 iterative regularisierung

Nach Annahme gilt nun

lim

α→0

fn(α) ≤
σ

γ
‖F (xn) − y ‖Y < σ ‖F (xn) − y ‖Y < ‖F (xn) − y ‖Y = lim

α→∞
fn(α),

woraus zusammen mit der Stetigkeit von fn(α) die Existenz einer Lösung ᾱ > 0 von

fn(α) = σ ‖F (xn) − y ‖Y folgt. �

Mit Hilfe dieser Wahl von αn können wir wieder die Monotonie des Fehlers zeigen.

Lemma 11.7. Es gelten die Voraussetzungen von Satz 11.6. Ist xn ∈ Br (x†), so gilt

(11.19) ‖xn − x
†‖2X − ‖xn+1 − x

†‖2X ≥ ‖xn+1 − xn‖
2

X +
2(γ − 1)σ 2

γαn
‖F (xn) − y ‖

2

Y .

Insbesondere gilt
‖xn+1 − x

†‖X ≤ ‖xn − x
†‖X

und damit xn+1 ∈ Br (x
†) ⊂ B2r (x0).

Beweis. Wie in Lemma 11.2 verwenden wir die Iterationsvorschrift (11.16), um die Fehlerdi�e-

renz abzuschätzen. Der Übersichtlichkeit halber setzen wir dabeiTn := F ′(xn),hn := xn+1−xn
und ỹn := y − F (xn). Wir formen zunächst (11.16) um in αnhn = T

∗
n ỹn −T

∗
nTnhn, woraus(

xn+1 − xn,xn − x
†
)
X
= α−1

n

(
ỹn −Tnhn,Tn(xn − x

†)

)
Y

(11.20)

und analog

(xn+1 − xn,xn+1 − xn)X = α
−1

n (ỹn −Tnhn,Tnhn)Y

folgt. Zusammen mit der produktiven Null ỹn − ỹn ergibt dies

‖xn+1 − x
†‖2X − ‖xn − x

†‖2X = 2

(
xn+1 − xn,xn − x

†
)
X
+ ‖xn+1 − xn‖

2

X

= 2α−1

n

(
ỹn −Tnhn,yn +Tn(xn − x

†)

)
Y

+ 2α−1

n (ỹn −Tnhn,Tnhn − yn)Y − ‖xn+1 − xn‖
2

X

= 2α−1

n

(
ỹn −Tnhn,yn −Tn(x

† − xn)
)
Y

− 2α−1

n ‖ỹn −Tnhn‖
2

Y − ‖xn+1 − xn‖
2

X

≤ 2α−1

n ‖ỹn −Tnhn‖Y ‖ỹn −Tn(x
† − xn)‖Y

− 2α−1

n ‖ỹn −Tnhn‖
2

Y − ‖xn+1 − xn‖
2

X .

Für die Terme mit hn können wir direkt die Parameterwahl (11.17) einsetzen. Für den Term

mit x† verwenden wir nun die Annahme (11.18) sowie die Parameterwahl (11.17) und erhalten

‖ỹn −Tn(x
† − xn)‖Y ≤

σ

γ
‖ỹn‖Y =

1

γ
‖ỹn −Tnhn‖Y .

Zusammen ergibt dies (11.19). �
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Als nächstes zeigen wir, dass für gestörte Daten yδ das Diskrepanzprinzip (11.3) einen

endlichen Abbruchindex N (δ ,yδ ) liefert. Dafür brauchen wir eine schärfere Variante der

Tangentialkegelbedingung (11.7b).

Satz 11.8. Sei F : U → Y stetig di�erenzierbar, und für x0 ∈ U existiert ein r > 0 mit
B2r (x0) ⊂ U , so dass eine Lösung x† ∈ Br (x0) existiert. Weiter sei ‖F ′(x)‖L(X ,Y ) ≤ M für
M > 0 und x ∈ B2r (x0), und es existiere ein c > 0 so dass für alle x , x̃ ∈ B2r (x0) gilt

(11.21) ‖F (x) − F (x̃) − F ′(x)(x − x̃)‖Y ≤ c‖x − x̃ ‖X ‖F (x) − F (x̃)‖Y .

Wird N (δ ,yδ ) nach dem Diskrepanzprinzip (11.3) mit τ > σ−1 gewählt und ist ‖x0 − x
†‖X

hinreichend klein, so gilt

N (δ ,yδ ) < C(1 + | logδ |) für ein C > 0.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass der Fehler bis zum Abbruchindex monoton fallend ist.

Angenommen N = N (δ ,yδ ) ≥ 1 (sonst ist nichts zu zeigen) und

‖x0 − x
†‖X ≤ min{r , r̃ }, r̃ :=

στ − 1

c(1 + τ )
.

Aus (11.21) mit x = x0 und x̃ = x† folgt dann durch Einschieben von y − y

‖F ′(x0)(x
† − x0) + F (x0) − y

δ ‖Y ≤ δ + ‖F (x0) − y − F
′(x0)(x0 − x

†)‖Y

≤ δ + c‖x0 − x
†‖X ‖F (x0) − y ‖Y

≤ (1 + c‖x0 − x
†‖X )δ + c‖x0 − x

†‖X ‖F (x0) − y
δ ‖Y

und damit (11.18) mit γ = στ (1 + c(1 + τ )‖x0 − x
†‖X )

−1 > 1. Aus Lemma 11.7 folgt dann

‖xδ
1
− x†‖X ≤ ‖x0 − x

†‖X ≤ min{r , r̃ },

und damit insbesondere xδ
1
∈ B2r (x0) ⊂ U . Wir erhalten nun wie eben

‖F ′(xδ
1
)(x† − xδ

1
) + F (xδ

1
) − yδ ‖Y ≤ (1 + c‖x

δ
1
− x†‖X )δ + c‖x

δ
1
− x†‖X ‖F (x

δ
1
) − yδ ‖Y

≤ (1 + c‖x0 − x
†‖X )δ + c‖x0 − x

†‖X ‖F (x
δ
1
) − yδ ‖Y .

Durch Induktion folgt nun, dass die gesamte Iteration (11.16) wohlde�niert und (11.19) für

alle n < N gilt.

Um nun wie für die Landweber-Iteration die Residuen aufsummieren zu können, benötigen

wir noch eine uniforme Abschätzung für αn. Dazu verwenden wir die Identität (mit Tn, hδn
und ỹδn wie im Beweis von Lemma 11.7)

(TnT
∗
n + αn Id)

(
ỹδn −Tnh

δ
n

)
= Tn

(
T ∗n ỹ

δ
n −T

∗
nTnh

δ
n − αnh

δ
n

)
+ αnỹ

δ
n = αnỹ

δ
n ,
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wobei wir im letzten Schritt die Iterationsvorschrift (11.16) verwendet haben. Wir erhalten

daraus mit Hilfe der Annahme ‖Tn‖L(X ,Y ) ≤ M sowie der Parameterwahlregel (11.17)

(11.22) αn‖ỹ
δ
n ‖Y = ‖(TnT

∗
n + αn Id)(ỹδn −Tnh

δ
n)‖Y

≤ (M2 + αn)‖ỹ
δ
n −Tnh

δ
n ‖Y

= (M2 + αn)σ ‖ỹ
δ
n ‖Y .

Au�ösen von (11.22) nach αn ergibt dann αn ≤
σM2

1−σ , woraus mit (11.19) folgt

‖xδn − x
†‖2X − ‖x

δ
n+1
− x†‖2X ≥

2(γ − 1)(1 − σ )σ

γM2
‖F (xδn ) − y ‖

2

Y für alle n < N .

Da N nach dem Diskrepanzprinzip (11.3) gewählt war, erhalten wir durch Aufsummieren

von n = 0 bis N − 1 die Abschätzung

N (τδ )2 ≤
N−1∑
n=0

‖F (xδn ) − y ‖
2

Y ≤
γM2

2(γ − 1)(1 − σ )σ
‖x0 − x

†‖X .

Damit ist N für alle δ > 0 endlich.

Um die logarithmische Abschätzung zu zeigen, verwenden wir die Parameterwahlregel

(11.17) sowie die Bedingung (11.21) und erhalten für beliebige n < N die Abschätzung

σ ‖F (xδn ) − y
δ ‖Y = ‖F

′(xδn )h
δ
n + F (x

δ
n ) − y

δ ‖Y

≥ ‖F (xδn+1
) − yδ ‖Y − ‖F

′(xδn )h
δ
n + F (x

δ
n ) − F (x

δ
n+1
)‖Y

≥ ‖F (xδn+1
) − yδ ‖Y − c‖h

δ
n ‖X ‖F (x

δ
n+1
) − F (xδn )‖Y

≥ (1 − c‖hδn ‖X )‖F (x
δ
n+1
) − yδ ‖Y − c‖h

δ
n ‖X ‖F (x

δ
n ) − y

δ ‖Y .

Aus (11.19) folgt nun

‖hδn ‖X ≤ ‖x
δ
n − x

†‖X ≤ ‖x0 − x
†‖X ,

und zusammen mit dem Diskrepanzprinzip erhalten wir für n = N − 1

τδ ≤ ‖F (xδN−1
) − yδ ‖Y ≤

σ + c‖x0 − x
†‖X

1 − c‖x0 − x†‖X
‖F (xδN−2

) − yδ ‖Y

≤

(
σ + c ‖x0 − x

†‖X

1 − c‖x0 − x†‖X

)N−1

‖F (x0) − y
δ ‖Y .

Für ‖x0 − x
†‖X klein genug ist der Bruch auf der rechten Seite kleiner als 1, woraus die

gesuchte Abschätzung für N folgt. �
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Für kleinen Fehler δ liefert O(1+ | logδ |) eine wesentlich kleinere Schranke als O(δ−2) (bei

vergleichbaren Konstanten, wovon allerdings in der Regel nicht auszugehen ist), woraus die

schnellere Konvergenz des Levenberg–Marquardt-Verfahrens im Vergleich zur Landweber-

Iteration ersichtlich wird. Dafür sind die einzelnen Iterationen jedoch aufwendiger, da (nach

Diskretisierung) jedesmal ein lineares Gleichungssystem gelöst werden muss. Welches der

beiden Verfahren in der Praxis das schnellere ist (gemessen an der benötigten Rechenzeit),

hängt daher vom konkreten Problem ab.

Wir betrachten nun die (lokale) Konvergenz für exakte Daten.

Satz 11.9. Es gelten die Annahmen von Satz 11.8. Ist ‖x0−x
†‖X hinreichend klein, so konvergiert

xn → x̄ mit F (x̄) = y für n →∞.

Beweis. Aus (11.21) für x = x0 und x̃ = x† folgt direkt

‖F (x0) − y − F
′(x0)(x0 − x

†)‖Y ≤ c‖x0 − x
†‖X ‖F (x0) − y ‖Y .

Für ‖x0 − x†‖X hinreichend klein ist dann γ := σ (c ‖x0 − x†‖X )
−1 > 1 und damit (11.18)

erfüllt. Wir können daher Lemma 11.7 anwenden und erhalten ‖x1 − x
†‖X ≤ ‖x0 − x

†‖X .

Also ist x1 ∈ B2r (x0) und auch ‖x1 − x
†‖X hinreichend klein, so dass durch Induktion die

Wohlde�niertheit der Iterationsvorschrift und die Monotonie des Fehlers für allen ∈ N folgt.

Genau wie im Beweis von Satz 11.8 erhalten wir daraus durch Umformen und Aufsummieren

∞∑
n=0

‖F (xn) − y ‖
2

Y ≤
γM2

2(γ − 1)(1 − σ )σ
‖x0 − x

†‖X < ∞

und damit F (xn) → y für n →∞.

Der Rest des Beweises verläuft analog zum Beweis von Satz 11.4. Wir setzen en := xn − x
†

und betrachten

‖em − en‖X ≤ ‖em − ek ‖X + ‖ek − en‖X ,

wobei m ≥ n beliebig und k ∈ {n, . . . ,m} nach (11.13) gewählt sind. Aus der Monotonie

folgt wieder ‖en‖X → ε fürn →∞ und ein ε ≥ 0; wir müssen also nur noch die gemischten

Terme betrachten. Mit Hilfe der Identität (11.20) und der Parameterwahl (11.17) erhalten wir

(ek − em, ek)X =
m−1∑
j=k

−

(
xj+1 − xj ,xk − x

†
)
X

=

m−1∑
j=k

−α−1

j

(
y − F (xj) − F

′(xj)(xj+1 − xj), F
′(xj)(xk − x

†)

)
Y

≤

m−1∑
j=k

α−1

j ‖y − F (xj) − F
′(xj)(xj+1 − xj)‖Y ‖F

′(xj)(xk − x
†)‖Y

=

m−1∑
j=k

σα−1

j ‖F (xj) − y ‖Y ‖F
′(xj)(xk − x

†)‖Y .
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Für den zweiten Term verwenden wir (11.21) und setzen η := c‖x0 − x
†‖X ≥ c‖xj − x

†‖X
für alle j ≥ 0:

‖F ′(xj)(xk − x
†)‖Y ≤ ‖F (xk) − y ‖Y + ‖y − F (xj) − F

′(xj)(x
† − xj)‖Y

+ ‖F (xj) − F (xk) − F
′(xj)(xj − xk)‖Y

≤ ‖F (xk) − y ‖Y + c ‖xj − x
†‖X ‖F (xj) − y ‖Y

+ c‖xj − xk ‖X ‖F (xj) − F (xk)‖Y

≤ (1 + 5η)‖F (xj) − y ‖Y ,

wobei wir wieder die produktive Null und (11.13) ausgenutzt haben.

Wir können nun (11.19) anwenden und erhalten

(ek − em, ek)X ≤
m−1∑
j=k

(1 + 5η)σα−1

j ‖F (xj) − y ‖
2

Y

≤

m−1∑
j=k

γ (1 + 5η)

2σ (γ − 1)

(
‖ej ‖

2

X − ‖ej+1‖
2

X

)
=
γ (1 + 5η)

2σ (γ − 1)

(
‖ek ‖

2

X − ‖em‖
2

X

)
→ 0

für n →∞ wegen der Konvergenz von ‖en‖X → ε . Analog zeigt man

(ek − en, ek)X ≤
γ (1 + 5η)

2σ (γ − 1)

(
‖en‖

2

X − ‖ek ‖
2

X

)
→ 0

für n → ∞, woraus wieder folgt, dass {en}n∈N und damit {xn}n∈N eine Cauchyfolge ist.

Wegen F (xn) → y folgt daraus die Behauptung. �

Wir haben nun fast alles beisammen, um mit Lemma 11.1 die Konvergenz des Levenberg–

Marquardt-Verfahrens für gestörte Daten y† ∈ Y zu zeigen.

Satz 11.10. Es gelten die Annahmen von Satz 11.8. Ist ‖x0−x
†‖X hinreichend klein, so konvergiert

xδ
N (δ ,yδ )

→ x̄ mit F (x̄) = y für δ → 0.

Beweis. Es bleibt nur noch die Stetigkeitsbedingung (11.5) nachzuweisen. Da F stetig di�e-

renzierbar angenommen war, ist F ′(x†)∗F ′(x†) + α Id stetig. Nach dem Satz über inverse

Funktionen (siehe z. B. [Růžička 2004, Satz 2.17]) ist daher auch (F ′(x)∗F ′(x) + α Id)−1
in

einer hinreichend kleinen Umgebung um x† stetig. Also hängt für festes n ∈ N die rechte

Seite von (11.16) stetig von xn ab, woraus analog zur Landweber-Iteration die Bedingung

(11.5) und damit die behauptete Konvergenz folgt. �

Zusammen mit einer Quellbedingung kann man für eine geeignete a priori Wahl von

αn und N = N (δ ) auch (logarithmische) Konvergenzraten für δ → 0 zeigen; siehe z. B.

[Kaltenbacher u. a. 2008, Theorem 4.7].
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11.3 iterativ regularisiertes gauss–newton-verfahren

Wir betrachten nun eine Variante des Levenberg–Marquardt-Verfahrens, die von Bakus-

hinskiı̆ vorgeschlagen wurde: Setze xn+1 = xn + hn, wobei hn Lösung ist des Minimierungs-

problems

(11.23) min

h∈X

1

2

‖F ′(xn)h + F (xn) − y ‖
2

Y +
αn
2

‖h + xn − x0‖
2

X .

Mit Hilfe der Normalengleichungen erhält man daraus die Iterationsvorschrift des iterativ
regularisierten Gauß–Newton-Verfahrens:

(11.24) xn+1 = xn + (F
′(xn)

∗F ′(xn) + αn Id)
−1

(F ′(xn)
∗(y − F (xn)) + αn(x0 − xn)) .

Die Iteration unterscheidet sich vom Levenberg–Marquardt-Verfahren also nur in einem

zusätzlichen Term auf der rechten Seite. Im Gegensatz zu (11.15) steht in (11.23) jedoch

xn +hn − x0 = xn+1 − x0 im Regularisierungsterm. Dadurch kann man xn+1 selber au�assen

als Minimierer des linearisierten Tikhonov-Funktionals

min

x∈X

1

2

‖F ′(xn)(x − xn) + F (xn) − y ‖
2

Y +
αn
2

‖x − x0‖
2

X ,

was es ermöglicht, für die Analysis die Eigenschaften der linearen Tikhonov-Regularisierung

heranzuziehen. In der Praxis zeichnet sich das Verfahren auch durch eine bessere Stabilität

aus, da die explizite Regularisierung von xn+1 verhindert, dass zwar die Inkremente hn
beschränkt bleiben, sich im Laufe der Iteration jedoch unbeschränkt aufsummieren.

Ähnlich wie für das Levenberg–Marquardt-Verfahren kann man nun (unter Nichtlineari-

tätsbedingungen) Wohlde�niertheit und Konvergenz für exakte und gestörte Daten zeigen;

siehe z. B. [Kaltenbacher u. a. 2008, Kapitel 4.2]. Wir wollen hier stattdessen nur Konver-

genzraten in Verbindung mit einer a priori-Wahlregel herleiten. Wir nehmen dafür an, dass

F : U → Y stetig Fréchet-di�erenzierbar ist. Um wie angekündigt die Resultate für lineare

Tikhonov-Regularisierung anwenden zu können, nehmen wir weiter an, dass F vollstetig

und daher F ′(x) nach Satz 9.4 für alle x ∈ U kompakt ist.

Wir zeigen zuerst, dass der Fehler eine quadratische Rekursion erfüllt.

Lemma 11.11. Sei F : U → Y stetig di�erenzierbar und vollstetig, und sei x† eine x0-Minimum-
Norm-Lösung. Weiter seien erfüllt:

(i) es gibt einw ∈ X mit x† − x0 = |F
′(x†)|νw und ‖w ‖X ≤ ρ für ein ν ∈ [1, 2] und ρ > 0;

(ii) F ′ ist Lipschitz-stetig mit Konstante L.

Wird der Abbruchindex N = N (δ ) so gewählt, dass für ein τ > 0 gilt

(11.25) α (ν+1)/2

N ≤ τδ ≤ α (ν+1)/2
n für alle n < N ,
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so ist für alle n < N

‖xδn+1
− x†‖X ≤

(
Cνρ + τ

−1
)
αν/2n + Lρ

(
Cνα

(ν−1)/2
n + ‖F ′(x†)‖ν−1

L(X ,Y )

)
‖xδn − x

†‖X

+
L

2α 1/2
n

‖xδn − x
†‖2X .

Beweis. Wir spalten den Fehler xn+1 − x
†

mit Hilfe der Iterationsvorschrift und einigen

Umformungen auf in drei Komponenten, die wir separat abschätzen. Wir setzen Kn :=

F ′(xδn ) und K := F ′(x†) und schreiben

xδn+1
− x† = xδn − x

† +
(
K∗nKn + αn Id

)−1

(
K∗n(y

δ − F (xδn )) + αn(x0 − x
δ
n )

)
=

(
K∗nKn + αn Id

)−1

(
αn(x0 − x

†) + K∗n

(
yδ − F (xδn ) + Kn(x

δ
n − x

†)

))
=

[
αn (K

∗K + αn Id)
−1

(x0 − x
†)
]
+

[ (
K∗nKn + αn Id

)−1

K∗n(y
δ − y)

]
+

[ (
K∗nKn + αn Id

)−1

K∗n

(
F (x†) − F (xδn ) + Kn(x

δ
n − x

†)

)
+ αn

(
K∗nKn + αn Id

)−1

(K∗nKn − K
∗K) (K∗K + αn Id)

−1

(x0 − x
†)

]
=: e1 + e2 + e3.

Wir schätzen zuerst den Approximationsfehler e1 ab. Da K kompakt ist, können wir nach

Lemma 6.3 die Spektraldarstellung (K∗K + α Id)−1x = φα (K
∗K)x für φα (λ) = (λ + α)

−1

anwenden. Zusammen mit der Quelldarstellung folgt daraus für alle ν ≤ ν0 = 2

‖e1‖X = ‖αn (K
∗K + αn Id)

−1

(x0 − x
†)‖X

= ‖αnφαn (K
∗K)(K∗K)ν/2w ‖X

≤ sup

λ∈(0,κ]

αnλ
ν/2

λ + αn
‖w ‖X = sup

λ∈(0,κ]
ων (αn)‖w ‖X

≤ Cνα
ν/2
n ρ

wie in Kapitel 6 gezeigt.

Für den Datenfehler e2 verwenden wir ebenfalls die Abschätzungen aus Kapitel 6 zusammen

mit der a priori-Wahl von αn und erhalten für alle n < N

‖e2‖X = ‖
(
K∗nKn + αn Id

)−1

K∗n(y
δ − y)‖X

≤ ‖φαn (K
∗
nKn)K

∗
n ‖L(Y ,X )‖y

δ − y ‖Y

≤
1

√
αn

δ ≤ τ−1αν/2n .
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Den Nichtlinearitätsfehler e3 spalten wir wiederum in zwei Teile auf, die wir separat

abschätzen. Für den ersten Teil verwenden wir die Lipschitzbedingung und Lemma 9.6 und

erhalten

‖e3a‖X := ‖
(
K∗nKn + αn Id

)−1

K∗n

(
F (x†) − F (xδn ) + Kn(x

δ
n − x

†)

)
‖X

≤ ‖φαn (K
∗
nKn)K

∗
n ‖L(Y ,X )‖F (x

†) − F (xδn ) − Kn(x
† − xδn )‖Y

≤
1

√
αn

L

2

‖xδn − x
†‖2X .

Für den zweiten Teil verwenden wir die Identität

K∗nKn − K
∗K = K∗n(Kn − K) + (K

∗
n − K

∗)K

sowie die Lipschitz-Stetigkeit und Quellbedingung, und schätzen analog zu oben ab

‖e3b ‖X := ‖αn
(
K∗nKn + αn Id

)−1

(K∗nKn − K
∗K) (K∗K + αn Id)

−1

(x0 − x
†)‖X

≤ ‖φαn (K
∗
nKn)K

∗
n ‖L(Y ,X )‖K − Kn‖L(X ,Y )‖αnφαn (K

∗K)(K∗K)ν/2w ‖X

+ ‖αnφαn (K
∗
nKn)‖L(Y ,X )‖Kn − K ‖L(X ,Y )‖Kφαn (K

∗K)(K∗K)1/2‖L(Y ,X )

·‖(K∗K)(ν−1)/2w ‖X

≤
1

√
αn

L‖x† − xδn ‖X Cνα
ν/2
n ρ + sup

λ∈(0,κ]

αn
αn + λ

L‖xδn − x
†‖ ‖K ‖ν−1

L(X ,Y )ρ

≤ Lρ
(
Cνα

(ν−1)/2
n + ‖K ‖ν−1

L(X ,Y )

)
‖xδn − x

†‖X ,

wobei wir ‖K∗‖L(Y ,X ) = ‖K ‖L(X ,Y ) und – mit Hilfe von Lemma 3.12 (iii) – die Abschätzung

‖Kφα (K
∗K)(K∗K)1/2‖L(X ,Y ) = ‖(K

∗K)1/2φα (K
∗K)(K∗K)1/2‖L(X ,Y ) ≤ sup

λ∈(0,κ]

λ

λ + α
≤ 1

verwendet haben. Zusammen ergibt dies die gewünschte Abschätzung. �

Ist der Anfangsfehler klein genug, folgt daraus die gewünschte Fehlerabschätzung.

Satz 11.12. Es gelten die Voraussetzungen von Lemma 11.11 für ρ > 0 hinreichend klein und
τ > 0 hinreichend groß. Es sei weiterhin α0 ≤ 1 und

1 <
αn
αn+1

≤ q für ein q > 1.

Dann gilt für exakte Daten (d. h. δ = 0)

‖xn − x
†‖X ≤ c1α

ν/2
n für alle n ∈ N(11.26)

und für gestörte Daten

‖xδN (δ ) − x
†‖X ≤ c2δ

ν
ν+1 für δ → 0.(11.27)
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Beweis. Aus Lemma 11.11 folgt, dass ξn := α−ν/2n ‖xδn − x
†‖X die quadratische Rekursion

ξn+1 ≤ a + bξn + cξ
2

n

mit

a := qν/2(Cνρ + τ
−1), b := qν/2Lρ

(
Cν + ‖F

′(x†)‖ν−1

L(X ,Y )

)
, c := qν/2

L

2

ρ

erfüllt, wobei wir ν ≥ 1 und damit α−1/2
n ≤ α−ν/2n sowie αν/2n < αν/2

0
≤ 1 verwendet haben.

O�ensichtlich können wir a, b und c beliebig klein machen, indem wir ρ hinreichend

klein und τ hinreichend groß wählen. Seien nun t1, t2 die Lösungen der Fixpunktgleichung

a + bt + ct2 = t , nämlich

t1 =
2a

1 − b +
√
(1 − b)2 − 4ac

, t2 =
1 − b +

√
(1 − b)2 − 4ac

2c
.

Für c hinreichend klein ist t2 beliebig groß; insbesondere können wir annehmen, dass

(11.28) t2 ≥ ξ0

gilt. Aufgrund der Quellbedingung können wir wegen ‖x0 − x†‖X ≤ ‖F
′(x†)‖ν

L(X ,Y )
ρ

außerdem durch ρ hinreichend klein auch x0 ∈ Br (x
†) ⊂ U für ein r > 0 garantieren.

Wir zeigen nun durch Induktion, dass für alle n ≤ N = N (δ ) gilt

(11.29) ξn ≤ max{t1, ξ0} =: Cξ .

Fürn = 0 folgt diese Aussage direkt aus der De�nition; sie gelte daher nun für ein beliebiges

n < N . Dann gilt insbesondere ξn ≤ ξ0, und aus der De�nition von ξn zusammen mit

αn ≤ α0 ≤ 1 und ν ≥ 1 folgt daraus

‖xδn − x
†‖X ≤ α

ν/2
n α−ν/2

0
‖x0 − x

†‖X ≤ r

und damit xδn ∈ Br (x
†) ⊂ U . Die Iteration (11.24) ist daher wohlde�niert, und wir können

in der Tat Lemma 11.11 anwenden. Wir unterscheiden nun zwei Fälle in (11.29).

(i) ξn ≤ t1: Dann gilt wegen a,b, c ≥ 0 und der De�nition von t1

ξn+1 ≤ a + bξn + cξ
2

n ≤ a + bt1 + bt
2

1
= t1.

(ii) t1 < ξn ≤ ξ0: Nach Annahme (11.28) gilt dann ξn ∈ (t1, t2], und aus a+ (b − 1)t +ct2 ≤ 0

für t ∈ [t1, t2] wegen c ≥ 0 folgt damit

ξn+1 ≤ a + bξn + cξ
2

n ≤ ξn ≤ ξ0.
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In beiden Fällen erhalten wir also (11.29) für n + 1.

Aus (11.29) folgt nun für δ = 0 wegen N = ∞

‖xn − x
†‖X ≤ α

ν/2
n Cξ für alle n ∈ N

und damit (11.26) mit c1 := Cξ . Für δ > 0 folgt aus (11.29) für n = N zusammen mit der

Parameterwahl (11.25)

‖xN − x
†‖X ≤ α

ν/2
N Cξ ≤ (τδ )

ν
ν+1Cξ

und damit (11.27) mit c2 := Cξτ
ν
ν+1 . �

Auf ähnliche Weise (wenn auch mit etwas mehr Aufwand) lassen sich auch Konvergenzraten

für das Diskrepanzprinzip bis zur Saturation ν0 − 1 = 1 herleiten; siehe [Kaltenbacher u. a.

2008, Theorem 4.13].
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