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UBERBLICK

Inverse Probleme treten iiberall dort auf, wo sich gesuchte Groflen nicht durch direkte Mes-
sung ermitteln lassen, sondern nur durch Abgleich von Messungen und mathematischen
Modellen. Beispiele finden sich in der biomedizinischen Bildgebung, der zerstérungsfreien
Priifung von Werkstoffen und der Kalibrierung von Finanzmodellen. Der Name ,,inverses
Problem" rithrt daher, dass es oft ein ,,direktes Problem™ enthilt: ndmlich jenes mathematische
Modell, das die gesuchte Grofle mit der Messung verkniipft. Aus mathematischer Sicht ist
jedoch relevanter, dass es sich hierbei um sogenannte schlecht gestellte Probleme handelt, die
mit den Standard-Methoden zur Losung (nicht)linearer Gleichungen nicht behandelt werden
kénnen.'

Die mathematische Theorie der inversen Probleme ist daher ein Teilgebiet der Funktional-
analysis: so, wie sich diese mit der Frage beschiftigt, wann eine Gleichung F(x) =y in einem
unendlichdimensionalen Vektorraum eine eindeutige Losung x besitzt, die stetig von y ab-
héngt, werden wir in dieser Vorlesung untersuchen, unter welchen Bedingungen dies nicht
der Fall ist, und wie man dann zumindest eine sinnvolle Ndherung an x bekommt. Dies
entspricht im Wesentlichen dem Schritt von reguldren zu inkonsistenten, unterbestimmten
und schlecht konditionierten linearen Gleichungssystemen.

Dieses Skriptum basiert vor allem auf den folgenden Werken:
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Mathematics and its Applications. Kluwer Academic Publishers Group, Dordrecht. por:
10.1007/978-94-009-1740-8
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LINEARE OPERATOREN IN NORMIERTEN
RAUMEN

In diesem und dem nichsten Kapitel stellen wir die fiir diese Vorlesung wesentlichen Begrifte,
Notationen und Resultate zusammen. Fiir Beweise wird auf die Standardliteratur verwiesen,
z. B. auf [Alt 2012; Werner 2011].

1.1 NORMIERTE RAUME

Im Folgenden bezeichne X einen Vektorraum iiber dem Koérper KK, wobei wir uns hier stets
auf den Fall K = R beschrianken. Eine Abbildung | - || : X — R* := [0, 0o) heisst Norm (auf
X), falls fiir alle x € X gilt

(i) ||Ax]| = [A[||x]| fir alle A € K,
(i) [x +yll < [Ix[] + [ly[| fur alle y € X,
(iii) ||x|| = 0 genau dann, wennx =0 € X.
Zwei Normen || - |1, || - ||2 heissen dquivalent, falls c¢q,c, > 0 existieren mit
crllxll2 < |Ix][r < cea|lx]|2 fiir alle x € X.

Ist X endlichdimensional, so sind alle Normen auf X dquivalent. Die Konstanten c;, ¢, hdngen
dann jedoch von der Dimension N von X ab; die Vermeidung solcher dimensionsabhéngiger
Konstanten ist einer der Griinde, warum wir inverse Probleme in einem unendlichdimensio-
nalen Funktionenraum betrachten wollen.

Beispiel 1.1. (i) Auf X = RN werden Normen definiert durch

N 1/p
Il = (Z w) I <p<oo
i=1

X[l = max_ [xil.
i=1,...,N
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(ii) Auf X = (P (dem Raum der reellen Folgen, auf dem folgende Ausdriicke endlich sind)
sind Normen definiert durch

o 1/p
Ixlly = (Z w) 1<p <o
i=1

[X[loo = sup i,

i=1,...,00

(iii) Auf X = LP(Q) (dem Raum der messbaren reellen Funktionen, auf dem folgende
Ausdriicke endlich sind) sind Normen definiert durch

1/p
Hun=<[mww> 1<p<oo,
Q

| u]|oo = ess sup [u(x)].
x€Q

(iv) Auf X = C(Q) (dem Raum der Funktionen auf Q, die stetig auf den Rand fortgesetzt
werden konnen) ist eine Norm definiert durch

Ilul|c = sup [u(x)].
xeQ

Auf dhnliche Weise definiert man den Banachraum C*(Q) der k-mal stetig differen-
zierbaren Funktionen.

Ist || - || eine Norm auf X, so bezeichnet man das Paar (X, || - ||) als normierten Raum, und
schreibt in diesem Fall oft || - ||x. Ist die Norm kanonisch (etwa in Beispiel 1.1 (ii)-(iv)), so
wird sie oft weggelassen.

Sind (X, || - [|x) und (Y, ]| - ||v) normierte Raume mit X C Y, so heisst X stetig eingebettet in Y,
geschrieben X < Y, falls ein C > 0 existiert mit

Ixlly < Cllxllx ~ firallex € X.

Eine Norm vermittelt auf direkte Weise einen Konvergenzbegrift, die sogenannte starke
Konvergenz: Eine Folge {x, }nen C X konvergiert (stark in X) gegen ein x € X, geschrieben
Xn — X, wenn gilt

lim [|x, —x||x =0.
n—oo
Eine Teilmenge U C X nennen wir

o abgeschlossen, falls fiir jede konvergente Folge {x,, Jnen C U auch der Grenzwert x € U
liegt;
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o kompakt, falls jede Folge {xn}nen C U eine konvergente Teilfolge {xn, }xen besitzt,
deren Grenzwert x € U liegt;

o dicht in X, falls fiir alle x € X eine Folge {xn }nen C U mit x,, — x existiert.

Die Vereinigung von U mit der Menge aller Grenzwerte von konvergenten Folgen in U
bezeichnen wir als ihren Abschluss U; offensichtlich ist U dicht in U.

Ein normierter Raum X heisst vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in X konvergiert; man
nennt dann X auch Banachraum. Alle Raume in Beispiel 1.1 sind Banachrdaume. Ist X ein
unvollstindiger normierter Raum, so bezeichnen wir X als Vervollstindigung von X (beziiglich
der Norm || - ||x).

Schliesslich definieren wir fiir spateren Gebrauch fiir x € Xund r > 0
o die offene Kugel O.(x) :={z € X: |[[x —z|| < r}und
o die abgeschlossene Kugel K,.(x) :={z € X: ||[x —z|]| < 7}

Die abgeschlossene Kugel um 0 mit Radius 1 bezeichnet man auch als Einheitskugel Bx. Eine
Menge U C X heisst

o offen, falls fiir alle x € U ein r > 0 existiert mit O,(x) C U (d.h. alle x € U innere
Punkte von U sind);

o beschrdnkt, falls sie in einer abgeschlossenen Kugel K..(0) fiir ein v > 0 enthalten ist;
o konvex, falls fir x,y € Uauch Ax + (1 —A)y € U firalle A € [0, 1] gilt.

In normierten Rdumen gilt, dass das Komplement einer offenen Menge abgeschlossen ist
und umgekehrt (d. h. die abgeschlossenen Mengen im Sinne der Topologie sind genau die
(Folgen-)abgeschlossenen Mengen im Sinne unserer Definition). Sowohl offene als auch
abgeschlossene Kugeln sind wegen der Norm-Axiome konvex.

1.2 BESCHRANKTE OPERATOREN

Wir betrachten nun Abbildungen zwischen normierten Raumen. Seien im Folgenden stets
(X || - [|[x) und (Y, || - ||y) normierte Rdume, U C X,und F : U — Y eine Abbildung. Wir
bezeichnen mit

o D(F) := U den Definitionsbereich (englisch ,,domain®) von F;
o N(F) :={x € U: F(x) = 0} den Kern (englisch , kernel“ oder ,,null space) von F;
o R(F):={F(x) € Y:x € U} das Bild (englisch ,,range“) von F.

Wir sagen, F ist
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o stetigin x € U, wenn fiir alle ¢ > 0 ein & > 0 existiert mit

IF(x) —F(z)|ly < ¢ fir alle z € U mit ||x — z||x < &;

o Lipschitz-stetig, wenn ein L > 0 existiert (genannt Lipschitz-Konstante) mit

IF(x1) — F(x2)|ly < Ljjx1 —x2f|x fiir alle x;,x, € U.

Eine Abbildung F : X — Y ist also genau dann stetig, wenn aus x,, — x auch F(x,) — F(x)
folgt, und abgeschlossen, wenn fiir x,, — x und F(x,,) — y folgt, dass F(x) = y ist.

Ist F : X — Ylinear (d.h. F(A1x; + A2x2) = AyF(x1) + A2F(x2) fur alle A1,A; € R und
x1,X2 € X), so ist die Stetigkeit dquivalent mit der Bedingung, dass eine Konstante C > 0
existiert mit

IIFx|ly < Cl|x||x fiir alle x € X.

Stetige lineare Abbildungen nennt man daher auch beschrinkt; man spricht auch von einem
beschrénkten linearen Operator. (Diese bezeichnen wir in Folge mit T, um dies zu verdeutli-
chen.) Der Raum £ (X, Y) der beschrankten linearen Operatoren ist ein Banachraum versehen
mit der Operatornorm

Tx
Meoer = sup W _ gy
xexvior I1Xlx e

(die gleich der minimalen Konstante C in der Definition der Stetigkeit ist).
Wie in der linearen Algebra bezeichnet man T als
o injektiv, wenn N(T) = {0} ist;
o surjektiv, wenn R(T) =Y ist;
o bijektiv, wenn T injektiv und surjektiv ist.
Ist T € £(X,Y) bijektiv, dann ist die Inverse T~ : Y — X stetig genau dann, wenn ein ¢ > 0

existiert mit

cllxllx < | Tx|ly fir alle x € X;

in diesem Fall ist |[T~"||z(v,x) = ¢~ (fiir das groBite solche c). Dass dies stets der Fall ist,
wenn T bijektiv ist, liefert der folgende Hauptsatz der Funktionalanalysis.

Satz 1.2 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien X,Y Banachriume. Dann ist T : X — Y
genau dann beschrinkt, wenn T abgeschlossen ist.

Folgerung 1.3. Seien X,Y Banachriume und T € L£(X,Y) bijektiv. Dann ist T-' : Y — X
stetig.
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Wir betrachten nun Folgen linearer Operatoren. Dafiir unterscheiden wir zwei Konvergenz-
begriffe: Eine Folge {T,, }nen C £(X,Y) konvergiert gegen T € £(X,Y)

(i) punktweise, wenn T, x — Tx (stark in Y) fiir alle x € X konvergiert;
(ii) gleichmdfig, wenn T,, — T (stark in £(X,Y)) konvergiert.

GleichmafSige Konvergenz impliziert dabei punktweise Konvergenz; schwichere Bedingungen
liefert ein weiterer Hauptsatz der Funktionalanalysis.

Satz 1.4 (Satz von Banach-Steinhaus). Sei X ein Banachraum, Y ein normierter Vektorraum,
und {Ti}ie1 C L£(X,Y) eine Familie punktweise beschrinkter Operatoren, d. h. fiir alle x € X
existiert eine Konstante M, > 0 mit sup; | || Tix||y < My. Dann ist

sup || Ti[l 2 (x,v) < oo.
iel

Folgerung 1.5. Seien X,Y Banachrdume und {Ty }nen C £(X,Y). Dann sind dquivalent
(i) {Tnlnen konvergiert gleichmif$ig auf kompakten Teilmengen in X;
(ii) {Tntnen konvergiert punktweise auf X;

(iii) {Tnlnen konvergiert punktweise auf einer dichten Teilmenge U C X und es gilt

sup || Tull£(x,v) < oo.
neN

Folgerung 1.6. Seien X,Y Banachrdume und {T, }neny C £(X,Y). Konvergiert T,, punktweise
gegenein T : X — Y, so ist T beschrdinkt.
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Zwar kann man inverse Probleme in Banachrdumen untersuchen, in Hilbertrdumen ldsst sich
die Theorie fiir lineare Operatoren aber geschlossen darstellen. Dort wird auch die Analogie
zu unterbestimmten und schlecht konditionierten Gleichungssystemen besonders deutlich.

2.1 SKALARPRODUKT UND SCHWACHE KONVERGENZ

Hilbertraume zeichnen sich dadurch aus, dass eine zusatzliche Struktur definiert ist: Eine
Abbildung (-, ) : X x X — R auf dem Vektorraum X iiber R heisst Skalarprodukt, falls gilt

(1) (ax+ Py,z) = x(x,z) + B (y,z) fur allex,y,z € Xund «, p € R;
(i) (x,y) = (y,x) fur alle x,y € X;
(iii) (x,x) > 0 fur alle x € X mit Gleichheit genau dann, wenn x = 0.

Ein Banachraum mit Skalarprodukt (X, (-, -)y) wird Hilbertraum genannt; ist das Skalarpro-
dukt kanonisch, ldsst man es weg. Durch das Skalarprodukt wird eine Norm

[Ixllx = 4/ (¢, %) x
induziert, die der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gehorcht:

0o y)x < Xy -

Die Beispiele 1.1 (i-iii) fiir p = 2 sind Hilbertraume, wobei das Skalarprodukt gegeben ist
durch

N
(i) farX =RN:  (x,y)yx = inyi,
i

(i) farX =02 (xy)x =Y XY,
i=1
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(iii) fur X =1%(Q): (u,v)y = J u(x)v(x) dx,
Q

wobei das Skalarprodukt jeweils die kanonische Norm induziert.

Durch das Skalarprodukt wird ein weiterer Konvergenzbegriff erzeugt: die schwache Konver-
genz. Eine Folge {xn lnen C X konvergiert schwach (in X) gegen x € X, geschrieben x,, — x,
falls gilt

(Xnyz)x = (%,2) fur alle z € X.

Dieser Begriff verallgemeinert die koordinatenweise Konvergenz im R™; in endlichdimensio-
nalen Rdumen fallen also starke und schwache Konvergenz zusammen. In unendlichdimensio-
nalen Rdumen impliziert starke Konvergenz die schwache, aber nicht umgekehrt. Konvergiert
eine Folge {xy, Jnen jedoch schwach gegen ein x € X, und gilt zusitzlich ||x,[x — [|x] x, so
konvergiert x,, auch stark gegen x.

Dieser Konvergenzbegriff ist vor allem deshalb niitzlich, weil fiir ihn der Satz von Bolzano-
Weierstrass gilt: Jede beschriankte Folge in einem Hilbertraum besitzt eine schwach konver-
gente Teilfolge. Umgekehrt ist jede schwach konvergente Folge beschrinkt.

Wir betrachten nun lineare Operatoren T € £(X,Y) zwischen Hilbertraumen X, Y. Von
besonderer Bedeutung ist dabei der Spezialfall Y = R sein, das heisst der Raum £ (X, R) der
linearen stetigen Funktionale auf X. Diese lassen sich mit Elementen von X identifizieren.

Satz 2.1 (Fréchet-Riesz). Sei X ein Hilbertraum. Dann existiert zu jedem A € L(X,R) genau
ein z) € X mit H}\HL(X,R) = HZ7\||X und

A(x) = (za,X)x fiir alle x € X.

Mit Hilfe dieses Satzes kann fiir jeden linearen Operator T € £(X, Y) ein adjungierter Operator
T*(Y, X) definiert werden durch

(T"y, %) = (Tx,y)y furallex € X,y €,

tiir den gilt

@ (T) =T,

(D) [[T*levpo = Tllex,v
(i) 1T Tllexx) = ITIZx,v)-

Ist T* =T, so nennt man T selbstadjungiert.

10
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2.2 ORTHOGONALITAT UND ORTHOGONALSYSTEME

Ein Skalarprodukt vermittelt den Begriff der Orthogonalitdt: Ist X ein Hilbertraum, so nennt
man x,y € X orthogonal, falls (x,y)y = O gilt. Fiir eine Teilmenge U C X heisst

Ut = {x € X: (x,u)y =0 fiiralleu € U}
das orthogonale Komplement von U in X; direkt aus der Definition folgt, dass U+ ein abge-

schlossener Unterraum ist. Insbesondere ist X+ = {0}.

Weiterhin folgt, dass U C (U*)+ ist. Ist U ein abgeschlossener Unterraum, so gilt sogar
U = (U+)* (und damit {0} = X). In diesem Fall besteht die Orthogonalzerlegung

X=UgU,
d. h. jedes Element x € X kann auf eindeutige Weise dargestellt werden als
xX=u-+uy, uel, u, eut.

Durch die Zuordnung x +— u wird ein linearer Operator Py € £(X, U) definiert, den man
Orthogonalprojektion auf U nennt. Fiir diesen gilt:

(i) Py ist selbstadjungiert;

(i) [[Pullexuw =15

(i) 1d —Py = Py.;

(iv) ||x — Pux|[x = minyey [|x —u||x;

(v) z=Pyx genau dann, wennz € Uund z —x € U,

Ist der Unterraum U nicht abgeschlossen, gilt lediglich (U+)+ = U. Fir T € £(X,Y) gilt
daher

(i) R(T)* =N(T*) und damit N(T*)* = R(T);
(ii) R(T*)+ = N(T) und damit N(T)+ = R(T*).

Insbesondere ist T injektiv genau dann, wenn R(T*) dicht in X liegt.

Eine Menge U C X, deren Elemente paarweise orthogonal sind, heisst Orthogonalsystem. Gilt
sogar fir alle x,y € U, dass

(x.u) 1 fallsx =vy,
X, =
¥x 0 sonst,

11
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so heisst U Orthonormalsystem. Ein Orthonormalsystem ist vollstindig, falls kein Orthonor-
malsystem V C X mit U C V existiert. Jedes Orthonormalsystem U C X erfiillt die Besselsche
Ungleichung:

(2.1) > 1yl lP < x|k firallex €X,
yeu

wobei stets hochstens abzdhlbar viele Summanden von Null verschieden sind. Gilt sogar
Gleichheit in (2.1), so nennt man U auch Orthonormalbasis; in diesem Fall ist U vollstindig
und es gilt

X = Z (x%Y)xy fir alle x € X.

yeu

Jeder Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis. Ist diese hochstens abzahlbar, so nennt
man den Hilbertraum separabel. Aus der Besselschen Ungleichung folgt dann, dass die Folge
{unthen = U schwach gegen Null (aber wegen ||u,||x = 1 nicht stark) konvergiert. Ein
Beispiel ist X = L?([0, 1]), welches die vollstindige Orthonormalbasis {1t,, }n ¢z mit

cos(2mtnx) n <0,
un(x) =<1 n= 0,

sin(2tnx) n >0,

besitzt.

Schliesslich halten wir fest, dass jeder abgeschlossene Unterraum V C X eine Orthonormal-
basis {un Jnen besitzt, mit deren Hilfe die Orthogonalprojektion auf V dargestellt werden
kann als

o0
Pyx = Z (%, Ui )y .
j=1

2.3 DER SPEKTRALSATZ FUR KOMPAKTE OPERATOREN

So wie man Hilbertraume als naheliegende Verallgemeinerung von endlichdimensionalen
Vektorraumen auffassen kann, sind kompakte Operatoren das unendlichdimensionale Ana-
logon zu Matrizen. Ein Operator T : X — Y heisst dabei kompakt, wenn das Bild jeder
beschrankten Folge {x,,Jnen C X eine konvergente Teilfolge {Txy, Jxen C Y besitzt. Eine
dquivalente Charakterisierung ist die folgende: T ist kompakt genau dann, wenn T schwach
konvergente Folgen in X auf stark konvergente Folgen in Y abbildet. (Diese Eigenschaft wird
auch Volistetigkeit genannt.) Kompakte Operatoren bezeichnen wir in der Regel mit K.

Offensichtlich ist jeder lineare Operator kompakt, wenn Y endlichdimensional ist. Insbe-
sondere ist die Identitét Id : X — X kompakt genau dann, wenn X endlichdimensional ist.

12
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Weiterhin gilt, dass der Raum K (X, Y) aller kompakten Operatoren von X nach Y einen
abgeschlossenen Unterraum von £(X,Y) (und damit einen Banachraum, versehen mit der
Operatornorm) bildet. Also ist auch jeder Grenzwert von linearen Operatoren mit endlichdi-
mensionalem Bild kompakt. Sind T € £(X,Y) und S € £(Y, Z), und wenigstens einer der
beiden Operatoren kompakt, so ist auch S o T kompakt. Weiterhin ist T* kompakt genau
dann, wenn T kompakt ist.

Ein kanonisches Beispiel fiir kompakte Operatoren sind Integraloperatoren. Wir betrachten
X =Y = L?([0,1]) und fiir einen gegebenen Kern k € L?([0,1] x [0,1]) den Operator
K : L2([0,1]) — L2([0, 1]), der punktweise definiert ist durch

1

Kx](t) = J k(s,t)x(s) ds fur alle t € [0, 1]

0
(wobei Kx € L?([0,1]) nach dem Satz von Fubini gilt). Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung und dem Satz von Fubini erhdlt man nun sofort

1K e x,%) < k20,115

woraus auch folgt, dass K ein beschrankter Operator von L2([0,1]) nach L2([0, 1]) ist.

Dak € L?([0, 1]?) messbar ist, existiert eine Folge {kn Jnen von einfachen Funktionen (d. h.
solche, die nur endlich viele Werte annehmen) in etwa der Form

Kn(s,t) = > ouyxe, (s)xe, (1),
i,j=1

wobei xg die charakteristische Funktion des messbaren Intervalls E C [0, 1] ist, mit k,, — k
in L2([0, 1]%). Also gilt fiir den entsprechenden Integraloperator K., mit k,, statt k wegen der
Linearitét des Integrals

[Kn = Kllex,x) < [[kn = k[[L2(10,112) = 0,
d.h. X,, — K. Nun ist aber
1 n n
Kaxl(t) = | enls, Ox(s)ds = 3 {3 oy | x(s)ds ) xe, (0
0 . ] E.
j=1 i=1 i

und damit K, x eine Linearkombination der {X,}1<j<n- Also ist K Grenzwert einer Folge
{Ky Jnen von Operatoren mit endlichdimensionalem Bild und daher kompakt.

Fiir den adjungierten Operator K* € £(X, X) rechnet man leicht nach, dass

1
[K*yl(s) = L K(s, Dy(t) dt

13



2 KOMPAKTE OPERATOREN IN HILBERTRAUMEN

ist. Ein Integraloperator ist also genau dann selbstadjungiert, wenn der Kern symmetrisch ist,
d.h. k(s,t) = k(t, s) fiir (fast) alle s, t € [0, 1] gilt.

Die Analogie zwischen kompakten Operatoren und Matrizen besteht vor allem darin, dass
kompakte lineare Operatoren abzihlbar viele Eigenwerte besitzen. (Dies ist fiir beschrinkte
lineare Operatoren nicht notwendigerweise der Fall!) Es gilt sogar die folgende Variante der
Schur-Faktorisierung.

Satz 2.2 (Spektralsatz). Sei X ein Hilbertraum und sei K € K(X, X) selbstadjungiert. Dann
existiert ein Orthonormalsystem {unneny C X und eine (eventuell abbrechende) Nullfolge
{An}nEN CR \ {O} mit

Kx = Z Ay (% u5)x U fiir alle x € X.
j=1

Weiterhin bilden die {u,, }ncn eine Orthonormalbasis von R(K).

Setzt man x = u,, so folgt sofort, dass u,, Eigenvektor zum Eigenwert A,, ist, d. h. Ku,, =
Anu, gilt. Ublicherweise ordnet man die Eigenwerte nach abfallendem Betrag, d. h.

A= Azf = - >0.

Dann gilt A\ ] = ||K]|L(x,x)-

14



Teil 11

LINEARE INVERSE PROBLEME



SCHLECHT GESTELLTE
OPERATORGLEICHUNGEN

Wir beginnen nun unsere Untersuchung von Operatorgleichungen, die nicht mit Standard-
methoden l6sbar sind. Wir betrachten zuerst einen allgemeinen (nicht notwendigerweise
linearen) Operator F zwischen zwei Banachrdumen X und Y. Nach Hadamard nennen wir
die Gleichung F(x) =y korrekt gestellt, wenn fiir alley € Y

(i) ein x € X existiert mit F(x) = y;

(ii) diese Losung eindeutig ist, d. h. z # x impliziert F(z) # y;
(iii) diese Losung stetig von y abhdngt, d. h. fiir alle {x,, }Jhen mit F(x,) — y gilt x,, — x.
Ist eine dieser Bedingungen verletzt, so nennen wir die Gleichung schlecht gestellt.

Eine Verletzung der ersten beiden Bedingungen riihrt in der Praxis oftmals von ungentigen-
dem Wissen iiber die Realitdt her, und konnen durch Erweiterung des zugrundeliegenden
mathematischen Modells behandelt werden. Zum Beispiel kann das Konzept einer Losung
erweitert werden, so dass fiir beliebige y € Y eine verallgemeinerte Losung existiert. Ist
diese nicht eindeutig, so kann anhand von Zusatzinformationen iiber das gesuchte x eine
bestimmte Losung ausgewahlt werden. Fiir endlichdimensionale Hilbertraume fiihrt dies auf
das bekannte Prinzip der Ausgleichsrechnung; da dort alle linearen Operatoren stetig sind, ist
damit im Prinzip das Problem gel6st (auch wenn die Details und insbesondere die efhiziente
numerische Losung noch viel Arbeit erfordern). In unendlichdimensionalen Raumen ist dies
jedoch nicht der Fall, wie das folgende Beispiel illustrieren soll.

Beispiel 3.1. Wir suchen zu gegebenem y € Y := L*°([0, 1]) die Ableitung x :=y’. Nehmen
wir an, dass y(0) = 0 ist, so gilt x =y’ genau dann, wenn

t 1
y(t) :J x(s) ds :J k(s, t)x(s) ds mit K(s, t) = {1 falls s < t,

0 0 0 sonst,

gilt. Also konnen wir das Problem in Form der Operatorgleichung Kx =y schreiben.
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3 SCHLECHT GESTELLTE OPERATORGLEICHUNGEN

Nehmen wir weiter an, dass die abzuleitende Funktion nur anhand von Messwerten gegeben
ist, die mit additiven Fehlern behaftet sind:

y=y+n,

mit g € C'([0,1]) und n € L*=([0, 1]). Offensichtlich existiert die Ableitung x nur dann,
wenn 1 differenzierbar ist. Aber selbst in diesem Fall ist das Problem nicht korrekt gestellt:
Betrachte eine Folge {5, }nen mit 8,, — 0, wéhle k € N beliebig und setze

NMn(t) := 8, sin (‘g—:) .
Dann istn, € C'([0,1]) < L*([0,1]) und |[Nn /L= ([0,17) = n — O, aber

Xn(t) :=yh(t) :=7'(t) + kcos <1z3%> ,
d.h. fir x := g’ gilt
1% = xnl[L=(0,11) = [M'[[L=(0,y =k fiirallen € N.

Der Fehler in der Ableitung x kann also (in Abhdngigkeit von k) beliebig grof3 sein, auch
wenn der Fehler in y beliebig klein wird!

(Dagegen ist das Problem mit Y = C' ([0, 1]) natiirlich korrekt gestellt, denn dann impliziert
Hnanl ((0,1]) — 0 nach Definition H)_( — XTL||L°°([O,1]) < ||T]an1 (10,1 — 0. Die Zugrundelie—
gende Norm entscheidet also wesentlich iiber die Schlechtgestelltheit.)

Beachten Sie auch, dass die drei Bedingungen fiir die Korrektgestelltheit nicht v6llig unab-
héngig sind. Erfillt T € £(X,Y) zum Beispiel die ersten beiden Bedingungen, so ist T bijektiv
und hat daher nach Folgerung 1.3 eine stetige Inverse, womit auch automatisch die dritte
Bedingung erfiillt ist.

3.1 VERALLGEMEINERTE INVERSE

Wir versuchen nun, die ersten beiden Bedingungen fiir lineare Operatoren zwischen Hilber-
trdumen zu garantieren, indem wir das Konzept der Losung analog zur Ausgleichsrechnung
im RN verallgemeinern. Seien X, Y Hilbertraume (was wir von nun an voraussetzen) und
betrachte fiir T € £(X,Y) die Gleichung Tx = y. Isty ¢ R(T), so hat die Gleichung keine L6-
sung. In diesem Fall ist es sinnvoll, ein x € X zu finden, das den Abstand || Tx —y||y minimiert.
Ist andererseits N(T) # {0}, so existieren unendlich viele Losungen; wir wéhlen in diesem
Fall diejenige aus, die minimale Norm ||x||x hat. Dies fiihrt auf die folgende Definition.

Definition 3.2. Ein Element x € X heisst
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3 SCHLECHT GESTELLTE OPERATORGLEICHUNGEN

(i) Ausgleichslosung von Tx =y, wenn gilt

ITx —ylly = min|[Tz —y]|v;

(ii) Minimum-Norm-Losung von Tx =y, wenn x Ausgleichslosung ist und gilt

| x|lx = min{||z||x : z ist Ausgleichslésung von Tz = y}.

Offensichtlich ist fiir T bijektivx = T~ 'y die einzige Minimum-Norm-Lésung. Eine Minimum-
Norm-Losung aber muss nicht existieren, falls R(T) nicht abgeschlossen ist. Um zu untersu-
chen, fiir welche y € Y eine Minimum-Norm-Lésung existiert, fiihren wir einen Operator ein,
der y auf die Minimum-Norm-Losung abbildet; diesen bezeichnen wir als verallgemeinerte
Inverse oder Pseudoinverse. Dazu schranken wir zuerst Definitionsbereich und Bild von T ein,
so dass der Operator invertierbar wird; dann erweitern wir den eingeschriankten Operator
auf seinen maximalen Definitionsbereich.

Definition 3.3. Sei T € £(X,Y) und setze
T = Thyrye : N(T) = R(T).
Dann ist die Moore-Penrose-Inverse Tt die eindeutige lineare Fortsetzung von T~ mit

D(TH) = R(T) @ R(T),
N(TH = R(T)*.

Wegen der Einschriankung auf N(T)* und R(T) ist T injektiv und surjektiv, daher existiert
T~ und ist stetig. Damit ist T" auf R(T) wohldefiniert. Fiir beliebige y € D(T*) existieren
aufgrund der Orthogonalzerlegung eindeutige y; € R(T) und y, € R(T)* mity =y; + ya.
Aus N(TT) = R(T)* folgt also

(3.1) Ty =Thy + Ty, =Ty =T 'ys.
Damit ist Tt auf ganz D(T') wohldefiniert.
Im weiteren Verlauf brauchen wir die folgenden Eigenschaften der Moore—Penrose-Inverse.

Lemma 3.4. Die Moore-Penrose-Inverse T' erfiillt R(TT) = N(T)* sowie die ,, Moore-Penrose-
Gleichungen®

(i) TTIT =T,

(ii) TITTH = T1,
(iii) T'T = Id —Px,
(iv) TT' = (P)lp (i)

18



3 SCHLECHT GESTELLTE OPERATORGLEICHUNGEN

wobei Py und P die orthogonalen Projektionen auf N(T) respektive R(T) bezeichnen.

Beweis. Nach Definition von T' und (3.1) gilt fiir alley € D(TT)
(3.2) Ty = T "Pyy = T'Pgy,

denn Pzy € R(T) (und nicht nur in R(T)). Alsoist Ty € R(T~") = N(T)+, d. h. R(T") C
N(T)*. Umgekehrt gilt fiir alle x € N(T)*, dass T Tx = T-'Tx = x ist, d. h. x € R(T'). Also
ist R(TT) = N(T)L.

Firy € D(T') folgt weiterhin aus (3.2) und R(TT) = N(T)+
TTTy =TT Pxy = 777 Pzy = Pgy

wegen T~ Py € N(T)L und T = T auf N(T)*. Damit ist (iv) gezeigt.
Zu (iii): Nach Definition von TT gilt T'Tx = T~ Tx fiir alle x € X und deshalb

TiTx = T7'T (Pax + (Id—Px)x) = T " TPyx + T ' T(Id —Px)x = (Id —Py)x.

Zu (ii): Einsetzen von (iv) in (3.2) ergibt

TPy = TITTTy firalley € D(y").

Aus (iii) folgt schliesslich
TTT=TId—PN)=T—TPx =T
und damit (i). l

Tatsichlich charakterisieren die Moore-Penrose-Gleichungen T' eindeutig.

Nun kénnen wir zeigen, dass die Moore—Penrose-Inverse tatsachlich die Minimum-Norm-
Losung liefert.

Satz 3.5. Seiy € D(TT). Dann hat Tx =y eine eindeutige Minimum-Norm-Losung x' € X,
die gegeben ist durch

xt =Thy.

Die Menge aller Ausgleichslosungen ist xt + N(T).
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3 SCHLECHT GESTELLTE OPERATORGLEICHUNGEN

Beweis. Wir zeigen zuerst Existenz einer Ausgleichslosung. Betrachte dafiir die Menge
§:={ze€ X:Tz=Pgpy}.

Wegen Py € R(T) ist 8 nichtleer. Aus der Optimalitdt der orthogonalen Projektion folgt fiir
alle z € S, dass

Tz =yllv = IPzy —ylly = min HW yllv < [Tx—yly  firallex € X,

d.h.allez € 8 sind Ausgleichslosungen von Tx = y. Umgekehrt gilt fiir jede Ausgleichslésung
z € X, dass

IPry —yllv < [Tz —yll = min [Tx —yfy = min fw—ylly <[|Pzy —yllvy

wegen Pzy € R(T), d. h. Tz ist die orthogonale Projektion von y auf R(T). Zusammengefasst
erhalten wir

8 = {x € X : x ist Ausgleichslosung von Tx = y} # 0.
Die Ausgleichslosungen sind also genau die Losungen der linearen Gleichung Tx = Py, die
sich eindeutig darstellen lassen als x = % + xo mit x € N(T)* und xo € N(T). Da T injektiv

auf N(T)* ist, muss X unabhingig von x sein (sonst wire Tx, = Tx, # Pgy flir x; = %2 + %o
fir X, # x). Wegen

IxlI% = [1% +xollx = II%ll% + 2 (% x0)x + [Ixollx = %% + lIxollx > %I
ist x" := x die Minimum-Norm-Losung, und diese ist eindeutig.
Aus xT € N(T)+ folgt schliesslich mit Lemma 3.4 (iii), (iv) und (ii)
= Pyuxl = (Id—Py)x! = TITx! = TTPgy = TITTTy =Ty,

was zu zeigen war. O

Wir konnen eine alternative Charakterisierung angeben.

Satz 3.6. Seiy € D(T'). Dann ist x € X Ausgleichslosung von Tx = y genau dann, wenn x
die Normalengleichungen

(3.3) T Tx=T"y

erfiillt. Ist zusdtzlich x € N(T)*, so ist x = x.
Beweis. Wie im Beweis von Satz 3.5 ist x € X Ausgleichslosung genau dann, wenn Tx = Pgy
gilt. Nun ist Tx = Pyy dquivalent zu Tx € R(T) und Tx —y € R(T)+ = N(T*), woraus

T*(Tx —y) = 0 folgt. Schliesslich hat eine Ausgleichslésung x minimale Norm genau dann,
wenn x € N(T)* gilt. O
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3 SCHLECHT GESTELLTE OPERATORGLEICHUNGEN

Die Minimum-Norm-Lésung x' von Tx = y ist also auch die Losung — und damit insbeson-
dere Ausgleichslosung - von (3.3) mit minimaler Norm, d. h.

xI = (T*T) T*y.

Zur Berechnung von x! konnen wir also die Minimum-Norm-Losung von (3.3) heranzie-
hen.

Bislang haben wir die Pseudo-Inverse nur auf ihrem Definitionsbereich betrachtet, ohne
diesen niher zu untersuchen; dies holen wir nun nach. Nach Konstruktion ist D(Tt) =
R(T) & R(T)*. Da orthogonale Komplemente stets abgeschlossen sind, gilt

D(TH =R(T) @ R(T)*+ = N(T)T @ N(T*) =Y,

d.h. D(TT) ist dicht in Y. Ist R(T) abgeschlossen, so ist daher D(TT) =Y (woraus umgekehrt
folgt, dass R(T) abgeschlossen ist). Weiterhin ist fiiry € R(T)* = N(TT) die Minimum-
Norm-Lésung durch x' = 0 gegeben. Die zentrale Frage ist also, ob ein gegebenes y € R(T)
auch in R(T) liegt. Gilt dies stets, so muss T' sogar stetig sein. Tatsachlich reicht bereits die

Existenz einesy € R(T) \ R(T), dass T' nicht stetig sein kann.

Satz3.7. Sei T € L(X,Y). Dann ist T' € L(D(T"), X) genau dann, wenn R(T) abgeschlossen
ist.

Beweis. Wir wenden den Satz 1.2 vom abgeschlossenen Graphen an. Zuerst zeigen wir, dass
T abgeschlossen ist. Sei {yntnen C D(T') eine konvergente Folge mity, — y € Y und
T'yn — x € X. Aus Lemma 3.4 (iv) folgt nun

TTTgn = Pzyn — P3y

wegen der Stetigkeit der orthogonalen Projektion. Zusammen mit der Stetigkeit von T folgt
daraus

Pay = Jim Py = fm T =T,
d. h. x ist eine Ausgleichslésung. Weiterhin gilt wegen TTy,, € R(TT) = N(T)+ auch

Ty, — x € N(T)+,

denn N(T)+ = R(T*) ist abgeschlossen. Wie im Beweis von Satz 3.5 bedeutet das, dass x die
Minimum-Norm-Lésung von Tx = y ist, d. h. x = T'y. Damit ist T" abgeschlossen.

Ist nun R(T) abgeschlossen, so gilt D(TT) =Y. Nach Satz 1.2 ist deshalb TT : Y — X stetig. Ist
andererseits T' stetig auf D(T'), so kann wegen der Dichtheit von D(T') in Y der Operator
TT stetig fortgesetzt werden auf Y zu einem Tt € £(Y, X) durch

Thy = linl% Ty, fiir eine Folge {yntnen € D(T) mity, —y €.
ne
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(Wegen der Stetigkeit bildet T* Cauchyfolgen auf Cauchyfolgen ab, weshalb Tt wohldefiniert

und stetig ist.) Sei nuny € R(T) und {ynney C R(T) mity,, — y. Aus Lemma 3.4 (iv) und
der Stetigkeit von T folgt dann

y = Py = lim Pgy, = lim TTTyn = Tﬁy e R(T),
n—o0 n—oo

und damit R(T) = R(T). l

Ungliicklicherweise schliesst das bereits den interessanten Fall von kompakten Operatoren
im Hilbertraum aus.

Folgerung 3.8. Sei K € K(X,Y) mit unendlichdimensionalem Bild R(K). Dann ist KT nicht
stetig.

Beweis. Angenommen, KT ist stetig. Dann ist R(K) nach Satz 3.7 abgeschlossen, und damit
hat der wie in Definition 3.3 definierte, nach Konstruktion bijektive, Operator K eine stetige
Inverse K~' € £(R(K), N(K)1). Nun ist K kompakt, und deshalb auch das Produkt K o K~'.

Wegen
KK~ Tx = x fir alle x € R(K)

ist dann aber auch die Identitét Id : R(K) — R(K) kompakt, und das ist nur méglich, wenn
R(K) endlichdimensional ist. O

Fiir kompakte Operatoren miissen wir die Bedingung (iii) in der Definition der Korrektge-
stelltheit also mit anderen Mitteln erreichen. Dies werden wir im néchsten Kapitel tun.

3.2 SINGULARWERTZERLEGUNG KOMPAKTER OPERATOREN

Wir charakterisieren nun die Moore-Penrose-Inverse von kompakten Operatoren K €
K (X,Y) mit Hilfe von Orthonormalsystemen. Dafiir méchten wir eine Spektralzerlegung ver-
wenden, die fiir nicht selbstadjungierte Operatoren aber nicht existiert. Wegen Satz 3.6 konnen
wir stattdessen aber genausogut K*K betrachten. Dies fithrt auf die Singuldrwertzerlegung.

Satz 3.9. Sei K € K(X,Y). Dann existieren

(i) eine Nullfolge {0y }nen mit 07 > 02 = -+ >0,

(ii) eine Orthonormalbasis {u, }necny C Y von R(K),

(iii) eine Orthonormalbasis {vy nen C X von R(K*)
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mit

(3.4) Kv, = onun, K*u, = onvn fiirallen € N
und

(3.5) Kx = Z On (X, V) x Un fiir alle x € X.

neN
Eine Folge {(0n,Un, Vn)nen fiir die die Singularwertzerlegung (3.5) gilt, heisst singuléres

System.

Beweis. DaK*K : X — Xkompakt und selbstadjungiertist, existieren eine Nullfolge {A,, }nen C
R\ {0} (nach absteigendem Betrag sortiert) und ein Orthonormalsystem {vy }neny C X mit

K*Kx = Z An (%, Vi) x Vn fur alle x € X.

neN

Wegen Ay = Ay |[va % = Anvn, vin)x = (K*Kvi, v )y = [[Kvn||% > 0 kdnnen wir fiir alle
neN

On = VAL >0 und Uy 1= 0;1Kvn ey
definieren. Letztere bilden aufgrund

1 fallsi=j,

0 sonst,

1
(ui)uj)y - ?O'] (Kvi)KVj)Y = 010

Ai
(K*Kviavj)x = F (viyvj)x = {
i0j

ein Orthonormalsystem. Weiterhin gilt fiir allen € N

* — 1y * —1
K*u, = 0, K'Kv,, =0, 'Aqvy = 0nVn.

Nun ist {vy Jnen eine Orthonormalbasis von R(K+*K). Weiterhin gilt R(K*K) = R(K*), denn
tir x € R(K*)\ {0} existiert eine Folge {yn lneny C Y mit K*y,, — x; insbesondere kénnen wir
Yn € N(K*)L = R(K) annehmen, und ein Diagonalfolgenargument ergibt x € R(K*K). (Die
andere Richtung ist klar.) Wir haben also eine Orthonormalbasis {v;, }nen von R(K*), die wir
zu einer Orthonormalbasis V von X ergénzen konnen. Dafiir kommen wegen der Orthogo-
nalzerlegung von X nur Elemente aus N(K) in Frage. Wenden wir auf diese Basisdarstellung

den Operator K an, erhalten wir fiir alle x € X die Darstellung

Kx = Z (X%, V) Kv = Z (X, Vn)x Kvy = Z (X, Vn)x Onln

veV neN neN
= Z (X) K*Vn)x Un = Z (KX’VH)X Un.
neN neN

Aus der ersten Zeile folgt (3.7); die zweite impliziert, dass {u,, }nen eine Orthonormalbasis

von R(K) ist. [
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Da Eigenwerte von K*K mit Eigenvektor v, auch Eigenwerte von KK* mit Eigenvektor u,,
sind, erhdlt man mit Hilfe von (3.4) auch eine Singuldrwertzerlegung von K*:

K*y = Z On (YyUn)y Vn firalley € V.

neN

Wir verwenden nun die Singuldrwertzerlegung von K um den Definitionsbereich D(K') =
R(K) @ R(K)L der Moore-Penrose-Inversen K' zu charakterisieren. Da fiiry € R(K)* =
N(K*) die Minimum-Norm-Lésung stets x' = 0 ist, und umgekehrt N(K*)+ = R(K) gilt,
reduziert sich dies auf die Frage, wanny € R(K) tatsichlich in R(K) liegt.

Satz 3.10. Sei K € K(X,Y) mit singuldrem System {(0n, Un, V) Inen undy € R(K). Dann ist
y € R(K) genau dann, wenn die Picard-Bedingung

(3.6) ZG (Y, un)y [* < o0
nenN
erfiillt ist.
In diesem Fall gilt
(3.7) Kly=) o' (y,un)y
neN

Beweis. Seiy € R(K), es existiere also ein x € X mit Kx =y. Dann ist
(Y, un)y = (x, K'un )y = 0 (X, V1) fur allen € N,

und damit folgt aus der Besselschen Ungleichung (2.1)

D> o)y P =D 1 va)x P < IIx]I% < oo

neN neN

Sei nuny € R(K) und gelte (3.6). Insbesondere ist damit {Zn 1 0.2 (Y, un)y PInen eine
Cauchy-Folge. Dann ist auch {xn }nen mit

N

XN == Z O—;] (yvun)yvn

n=1

eine Cauchyfolge, denn {v,, }» ¢y sind ein Orthonormalsystem und daher gilt
(3N _XMHX = Zn N On (y>un VTLHZ = ZT]\LA:N |0-:11 (Y unly 2 — 0.

Weiterhin ist {v,, lneny C R(K*). Also konvergiert {xn}nen C R(K*) gegen ein

X = Z on! (YyUn)y v € X,

neN
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fiir das wegen der Abgeschlossenheit von R(K*) auch gilt x € R(K*) = N(K)*.

Nun ist

Kx=) o' (y,un)y Kve = ) (Y, tn)y tn = Py = v,
neN neN

woraus y € R(K) folgt. Nach Satz 3.5 ist aber Kx = Py und x € N(K)+ dquivalent mit
x = Kfy. O

Die Picard-Bedingung sagt, dass eine Minimum-Norm-Ldsung nur existieren kann, wenn
die ,,Fourier-Koefhizienten (y, 1, ), vony im Vergleich zu den Singuldrwerten o, schnell
genug abfallen. Die Darstellung (3.7) zeigt auch, wie Storungen in y sich auf Stérungen in x'
auswirken: Ist y® =y + duy, so gilt

[Kiy® — Kiy[|x = §||[KMun|lx = 0,'6 = 00 fiirn — oo,

und je schneller die Singuldrwerte abfallen, desto stérker ist die Fehlerverstarkung fiir ein
festes n. Man unterscheidet daher

 moderat schlecht gestellte Probleme, fiir die ¢, r > 0 existieren so das 0;,, > cn™" fiir
allen € N gilt, und

o stark schlecht gestellte Probleme, fiir die dies nicht der Fall ist. Gilt sogar 0,, < ce™™
fir allen € Nund ¢, r > 0, so ist das Problem exponentiell schlecht gestellt.

Fiir exponentiell schlecht gestellte Probleme kann man in der Regel keine Losung erwarten,
die iiber eine sehr grobe Néherung hinausgeht. Ist aber R(K) endlichdimensional, so bricht
die Folge {0y, }nen ab, und der Fehler bleibt beschrinkt; in diesem Fall ist KT also wie erwartet
stetig.

Die Singularwertzerlegung ist ein wertvolles analytisches Werkzeug; die explizite Bestimmung
tiir konkrete Operatoren ist in der Regel aber sehr aufwendig. Wir betrachten wieder die
Differentiation als einfaches Beispiel.

Beispiel 3.11. Sei X = L2([0,1]) und K € K (X, X) der Integraloperator aus Beispiel 3.1. Der
adjungierte Operator ist dann gegeben durch

1 1
Kylt) = | Kt shy(s)ds = | yis) s

0 t

denn k(t,s) = 1 fiir s > t und 0 sonst. Wir suchen nun die Eigenwerte und Eigenfunktionen
von K*K, d.h. A > 0 und v € L?([0, 1]) mit

1 ps
(3.8) Av(t) = [K*Kv](t) :J J' v(r) drds.
t Jo
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3 SCHLECHT GESTELLTE OPERATORGLEICHUNGEN

Einsetzen von t = 1 liefert Av(1) = 0 und daher v(1) = 0. Ableiten von (3.8) ergibt

AV (t) = % — JT J: v(r)drds = —Ev(r) dr,

woraus durch Einsetzen von t = 0 folgt, dass v/(0) = 0 sein muss. Ein weiteres Mal Ableiten
fihrt nun auf die gewohnliche Differentialgleichung

AV (t) +v(t) =0,
welche die allgemeine Losung
v(t) = ¢y sin(o't) 4+ ¢ cos(o7't)

fiir o := v/A und noch zu bestimmende Konstanten c; , ¢2 hat. Einsetzen in die Randbedin-
gungen v(1) = v/(0) = 0 fithrt auf ¢c; = O und ¢, cos(o0~ ") = 0. Da ¢, = 0 auf die triviale
Losung v = O fiihren wiirde, muss cos(o~ ") = 0 sein; fiir die Singuldrwerte o, kommen also
nur die Kehrwerte der Nullstellen des Kosinus in Frage:

On = ﬁ, n € N.
Damit sind die Eigenfunktionen
va(t) = V2cos (n— D)mt), n €N,
wobei wir die Konstante ¢, = /2 gewihlt haben, um ||[vy,||12((0.17) = 1 zu erreichen. Fiir u,,
berechnen wir
U, =0, Kv, = (TL—%)T[J: V2cos ((n—1)ms) ds = v2sin ((n — 1)mt), neN.

Die Picard-Bedingung (3.6) fiiry € L?([0, 1]) ist daher dquivalent zur Bedingung, dass die
Fourier-Entwicklung von y gliedweise differenziert werden darf, d. h. dass y differenzierbar
ist.

Mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung lassen sich auch Funktionen von kompakten Operatoren
definieren, was spater hilfreich sein wird. Sei ¢ : [0, 00) — R eine stiickweise stetige und
lokal beschriankte Funktion. Dann definieren wir fiir K € X(X, Y) mit singuldrem System
{(ony Un, Vn)nen den Operator @(K*K) : X — X durch

(3.9) @(K'K)x = Z ¢(02) (X, Vi) x Vn + @(0) Py (k)X fur alle x € X.

neN
Diese Reihe konvergiert in X, denn ¢ wird nur auf dem abgeschlossenen und beschrankten
Intervall [0, 07] = [0, [[K][|% x y,] ausgewertet. Weiterhin gilt

1@ (K*K)|| £ (x,x) = sup [@(07)] < sup lp(A)] < oo,
neN AE10, K2 xy)
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3 SCHLECHT GESTELLTE OPERATORGLEICHUNGEN

d.h. (K*K) € £(X, X).

Wir sind hier speziell an Potenzfunktionen ¢(t) = t" fiir r > 0 interessiert. Einige konkrete
Beispiele sollen das verdeutlichen:

(i) Fur @(t) =1 gilt ¢(K*K) = Id, denn fiir alle x € X ist

@(K*K)x = Z (%, V) x Vi + Py x = Prpgyx + Paigx = x
nenN

wegen R(K*) = N(K)L.
(ii) Fir @(t) = tist wegen @(0) = 0 und dem Spektralsatz ¢ (K*K) = K*K.
(iii) Fiir @(t) = v/t nennen wir |K| := @(K*K) den Betrag von K:

IKlx = Z On (X>Vn)xv

neN

Wir werden spiter die folgenden Eigenschaften des Betrags benétigen.

Lemma 3.12. Sei K € K(X,Y). Dann gilt
(i) |K["** = [K["[K]® fiir alleT,s > O;
(i) |K|" ist selbstadjungiert fiir alle v > 0O;

(iii) ||IK|x||x = ||Kx||y fiir alle x € X;

(iv) R(K|) = R(K").

Beweis. Aussage (i) folgt direkt aus

[K[" % = Z oS (% Vi )y Z on (%, Vi) x) Vn

neN neN

r s
= Z On (Z Om (vam)x Vmavn> Vn
X

neN meN

=Y o (KPx,vn)x)vn = K" [K[*x,

neN
da {vy Jnen ein Orthonormalsystem ist.

Fiir beliebige x, z € X und r > 0 gilt weiterhin

(K%, z)x = D> 0% (%, Vn)x (Vn, 2)x = (%, [K["2)x
neN

und damit (ii).
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3 SCHLECHT GESTELLTE OPERATORGLEICHUNGEN

Aussage (iii) folgt aus (i), (ii) und

H|K|x||§< = (IK[x, [K[x)y = (|K|2x,x)X = (K*Kx, %)y = (Kx, Kx)y = HKxHi
Zu (iv): Sei{(on, Un, Vn)Inen ein singuldres System von K. Dann ist {(0y, Vi, Un ) nen €in
singuldres System von K* und - nach Definition - {(op, Vn, Vi) Inen ein singuldres System

von [K|. Nun ist x € R(K*) genau dann, wenn Kx € R(KK*) und x € N(K)* ist. Die Picard-
Bedingung fiir Kx € R(KK*) ist aber, dass

ZO‘ | (Kxyuwn)y Z(Y (%, K un ) x ZO‘ (X, Vn)x

neN neN neN

endlich ist; letzteres ist aber (vergleiche den Beweis von Satz 3.10) die Picard-Bedingung fiir
x € R(|K|). Wegen x € N(K)+ ist diese Bedingung auch notwendig. O

Lemma 3.13. Sei K € K(X,Y). Dann gilt fiir aller > s > 0 und x € X die Interpolationsun-
gleichung

(3.10) IKIx[% < KX

Beweis. Nach Definition von |K[* gilt

IKEXIZ = 3 0210x, va)x

neN

Wir wenden nun die Holdersche Ungleichung

> anbn < (ng)p (Zbﬂ)q fiir :—)+%:1

neN neN neN
an auf
s _9s T T
an:::GZﬂ(Xavn)xlzrv bn.;zl(x)vn)x|2 25 P=- q=
s T—S
Dann ist
s
5
s 2 2s
mmuxg(za |xvnx|) (Z|xvnx|>
neN neN
2s 2(1-3)
< K3 Xl
und Wurzelziehen liefert die Aussage. [
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REGULARISIERUNGSVERFAHREN

Wie im letzten Kapitel gezeigt, existiert fiiry € D(T') die Minimum-Norm-Lésung x" = T'y
der schlecht-gestellten Operatorgleichung Tx = y. In der Praxis hat man allerdings selten die
“exakten Daten” y zur Hand, sondern nur eine “gestorte Messung” y° € Y mit

Hy _yéHY < 6»

wobei § > 0 das Fehlerniveau bezeichnet. Da TT im Allgemeinen nicht stetig sein wird, ist
T'y® in der Regel keine gute Naherung fiir x' selbst wenn y® € D(T') gilt. Wir suchen
daher eine Naherung x%, die einerseits stetig von y® — und damit von § - abhingt, und
andererseits durch Wahl des Regularisierungsparameters o > 0 so nahe an x! gebracht
werden kann, wie das Fehlerniveau 0 zulésst. Insbesondere soll fiir 5 — 0 und geeignete Wahl
von o(8) auch x3, 5, — x' gelten. Ein Verfahren, das eine solche Niherung konstruiert, wird
Regularisierungsverfahren genannt.

4.1 REGULARISIERUNG UND PARAMETERWAHL

Im Falle von linearen Operatoren im Hilbertraum lassen sich diese Konstruktionsverfah-
ren in Form von Regularisierungsoperatoren definieren, die man als stetigen Ersatz fiir die
unbeschrinkte Pseudo-Inverse T' auffassen kann. Dies fithrt auf die folgende Definition.

Definition 4.1. Sei T € £(X,Y) ein beschrinkter Operator zwischen den Hilbertraumen X
und Y. Eine Familie {Ry}«~0 von linearen Operatoren Ry : Y — X heisst Regularisierung
(von T1), falls gilt

(i) Ry € L£(Y,X) fiir alle & > 05
(ii) Rqy — Ty fiiralley € D(TT).
Eine Regularisierung ist also eine punktweise Approximation der Moore-Penrose-Inversen

durch stetige Operatoren. Aus dem Satz von Banach-Steinhaus folgt jedoch, dass die Konver-
genz im Allgemeinen nicht gleichmassig sein kann, wenn TT nicht stetig ist.
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4 REGULARISIERUNGSVERFAHREN

Satz 4.2. Sei T € L(X,Y) und sei {Ra}aso C L£(Y, X) eine Regularisierung. Ist T' nicht stetig,
s0 kann {Ry} oo nicht gleichmdissig beschrdinkt sein. Insbesondere existiert dann einy € Y mit
IIRay||x — oo fiir « — 0.

Beweis. Angenommen, {Ry}«-0 ist gleichmassig beschrinkt, d. h. es existiert ein M > 0 mit
IRl (v,x) < M fiir alle & > 0. Zusammen mit der punktweisen Konvergenz R, — TT auf

D(TT) ergibt dann Folgerung 1.5, dass diese Konvergenz sogar auf ganz D(T) =Y erfolgt.
Folgerung 1.6 liefert dann, dass Tt € £(Y, X) sein muss, im Gegensatz zur Annahme.

Gibe es nun kein solches y € Y, so wire die Familie {Ry}x~0 C £(Y,X) punktweise und
damit nach dem Satz von Banach-Steinhaus gleichmaissig beschrankt, im Widerspruch zum
eben Bewiesenen. O

Tatsdchlich kann man unter einer Zusatzannahme zeigen, dass die Divergenz fiir alle y ¢
D(TT) gelten muss.

Satz 4.3. Sei T € L(X,Y) mit TT nicht stetig und sei {Ry}o>0 C L£(Y, X) eine Regularisierung.
Ist

(4.1) sup || TR« |2 (v,v) < o0,

a>0

so gilt |[Ray]| — oo fiir « — O und alley ¢ D(y).

Beweis. Seiy € Y beliebig. Angenommen, es gibt eine Folge {o Jnen fiir die {Ru, Ylnen
beschrankt ist. Dann existiert eine schwach konvergente Teilfolge {xy }xen, Xk = R, Y> mit
xx — x € X. Da beschrénkte lineare Operatoren stets schwach stetig sind, gilt dann auch
Tx — Tx.

Andererseits folgt aus der Stetigkeit von T und der punktweisen Konvergenz R, — T' auf
D(TT) mit Lemma 3.4 (iv), dass TRy — TTiy = Py fiir alley € D(TT) gilt. Die Annahme
(4.1) und Folgerung 1.5 liefert dann die punkweise Konvergenz auf ganz Y. Aus Tx, — Pxy
und Txy, — x folg mit der Eindeutigkeit des Grenzwertes Tx = Pzy, was wie im Beweis von
Satz 3.5 dquivalent ist zu x = TTy. Also isty € D(T'), und die gewiinschte Aussage folgt
durch Kontraposition. ]

Nun ist in der Regel das gegebene y® € Y mit ||y —y®||y < & nichtin D(TT). Wir interessieren
uns daher fiir den Gesamtfehler, den wir wie folgt aufsplitten konnen:

(4.2) IRay® — Thy[Ix < [Ray® — Rayllx + Ry — TTylIx
< B|Rallevx) + IRay — Thy|lx.

Diese Zerlegung ist ein fundamentales Hilfsmittel in der Regularisierungstheorie, das uns
noch ofter begegnen wird. Der erste Term beschreibt dabei den (fortgepflanzten) Datenfehler,
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4 REGULARISIERUNGSVERFAHREN

der aufgrund von Satz 4.2 fiir « — 0 nicht beschrinkt bleiben kann solange 6 > 0 ist. Der
zweite Term beschreibt den Verfahrensfehler, der aufgrund der punktweisen Konvergenz
gegen Null geht. Um eine sinnvolle Nédherung zu erhalten, muss daher « in Abhangigkeit
von  korrekt gewahlt werden. Insbesondere fordern wir, dass der Gesamtfehler fiir 5 — 0
gegen Null geht. Hier und in Folge schreiben wir kurz R* := (0, 0o).

Definition 4.4. Eine Funktion o : R* x Y — R™*, (8,y®) — «(8,y®), heisst Parameterwahl-
strategie. Man unterscheidet

(i) a priori-Strategien, die nur von & abhingen;
(ii) a posteriori-Strategien, die von & und y® abhiangen;
(iii) heuristische Strategien, die nur von y° abhidngen.

Ist {Ru}a=o0 eine Regularisierung von TT und « eine Parameterwahlstrategie, so heisst das
Paar (R, «) ein (konvergentes) Regularisierungsverfahren, falls fir alley € D(TT) gilt

(4.3) Mn?%ﬂmﬂawmé—Tw%uyéEwa”—WHéé}zo
H

Wir betrachten zunichst die klassischen Beispiele fiir Parameterwahlstrategien.

A PRIORI-STRATEGIEN Wir zeigen zuerst, dass fiir jede Regularisierung stets eine a
priori-Strategie — und damit ein Regularisierungsverfahren - existiert.

Satz 4.5. Sei {Ry}«=0 eine Regularisierung von T € L(X,Y). Dann existiert eine a priori-
Strategie «, so dass (R, &) ein Regularisierungsverfahren ist.

Beweis. Seiy € D(yT) beliebig. Danach Annahme R, — TT punktweise konvergiert, existiert
fir alle ¢ > 0 ein o(e) > 0 mit

3

>

HRU(e)y - TTU HX <

N

insbesondere ist o(¢) monoton wachsend mit lim,_,o 0(¢) = 0. Weiterhin ist fir festes ¢ > 0
der Operator Ry () stetig, und damit existiert ein p(e) > 0 mit

[Ro(c)Z2 — Ro(e)Yllx < % firallez € Y mit ||z — y||y < p(e).
Wie oben definiert dies eine monoton wachsende Funktion p : R™ — R mit lim,_, p(¢) =
0. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir dabei annehmen, dass p strikt mo-
noton und stetig ist. Nach dem Satz von der Umkehrfunktion existiert also auf R(p) eine
strikt monotone und stetige Umkehrfunktion p~' mit lims_,o p~' (8) = 0. Wir setzen diese
monoton und stetig fort auf R* und definieren unsere a-priori-Strategie

o:RT - RT, 5 — o(p'(d)).
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Dann gilt insbesondere lims_,o ot(d) = 0. Weiterhin existiert fiir alle e > O ein 6 := p(e) > 0
so, dass mit x(d) = o(e) gilt

£ £
IRa(s)Y° — TTylIx < [Re(e)y° — Ro(e)yllx + Ree)y —TylIx < 5+ 5 =¢

N
N

fir alley® € Y mit |y —y®||y < 8. Damit konvergiert ||Ry(5y® — Ty||x — 0 fiir § — 0 und
jede Familie {y®}s~o mit [[y® — y|ly < 8, und (Ry, ) ist ein Regularisierungsverfahren. [

Wir kénnen sogar eine Charakterisierung von a priori-Strategien angeben, die zu konvergen-
ten Regularisierungsverfahren fiihren.

Satz 4.6. Sei{Ry}u=o eine Regularisierung und oc : RY — R* eine a priori-Strategie. Dann ist
(R, ) ein Regularisierungsverfahren genau dann, wenn gilt

(i) lim «(8) =0,

(i) lim 8[Ru(s) [levx) = 0.

Beweis. Aus der Zerlegung (4.2) des Gesamtfehlers folgt sofort
Rars1y® = Tyllx < 8Ras)llevx) + Ras)y = Thyllx =0 fiird -0,

da der erste Term nach Bedingung (ii) und der zweite Term wegen der punktweisen Konver-
genz von Regularisierungsoperatoren zusammen mit Bedingung (i) gegen Null geht.

Sei umgekehrt angenommen, dass Bedingung (i) oder (ii) nicht gelten. Ist (i) verletzt, so
konvergiert Ry () nicht punktweise gegen T'y, und somit ist (4.3) fiir y> = yund 6 = 0
verletzt und damit (R, ) kein Regularisierungsverfahren. Gilt dagegen (i) aber nicht (ii), so
existiert eine Nullfolge {0 Jnen mit 85 ||Ra(s,)]l2(v,x) = C > 0. Dann konnen wir eine Folge
{Zntnen C Y mit ||zn|ly = 1 und 8,,||Ru(s,)znl|x = C finden. Sei nuny € D(TT) beliebig,
und setze y,, ==y + dnzn. Dann gilt ||y —yn ||y < 0n, aber

Roc(én)yn - TTU - (ch(én)y - TTU) + 6nR0¢(5n)Zn

kann nicht in der Norm gegen 0 konvergieren, da der erste Term auf der rechten Seite wegen
Bedingung (i) und der punktweisen Konvergenz von R, eine Nullfolge, aber der zweite Term
nach Konstruktion unbeschrinkt ist. Also ist (4.3) fiir y® = y,, verletzt und (R, «) daher
kein Regularisierungsverfahren. Die Aussage folgt nun durch Kontraposition. ]

Wegen ||Rq||z(v,x) — oo fiir x — 0 bedeutet dabei die zweite Bedingung, dass o« nicht zu
schnell im Verhéltnis zu & gegen Null gehen darf. Eine a priori-Strategie hat also tiblicherweise
die Form «(8) = 8" fiireinr < 1.
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A POSTERIORI-STRATEGIEN Wie wir spiter sehen werden, benétigt die korrekte Wahl
von r Informationen iiber die fehlerfreie (Minimum-Norm-)Losung x', die nicht leicht
zuganglich sind. A posteriori-Strategien kommen dagegen ohne diese Information aus. Die
Grundidee ist dabei folgende: Sei wieder y € D(TT) sowie y® € Y mit ||y® — y||y < &, und
betrachte fiir x% := R,y® das Residuum

e —y°lly.

Giltnuny € R(T),so erfiillt selbst die (eigentlich gesuchte) Minimum-Norm-Losung Tx! =y
nur

ITx" =42y = [y —y®|lvy = &

es ist also nicht sinnvoll zu versuchen, fiir die Niherung x% ein kleineres Residuum zu
erreichen. Dies motiviert das Diskrepanzprinzip von Morozov: Zu gegebenem & > 0 und y°
wihle o = (8, y°) so, dass gilt

(4.4) 1Tx2 —y®[ly < T8 fireint > 1.
Allerdings muss dieses Prinzip nicht erfiillt sein: Isty € R(T), so ist selbst fiir exakte Daten
y® =y und die Minimum-Norm-Losung x'

ITx" = yllv = ITT'y —yllv = [Preryy — ullv = [lyllv > 8

tiir 6 klein genug. Wir miissen also annehmen, dass dieser Fall nicht eintreten kann; hinrei-
chend dafiir ist, dass R(T) dicht in Y liegt (denn dann muss R(T)+ = {0} sein).

Fiir die praktische Umsetzung wahlt man tiblicherweise eine Nullfolge { o, }n e, berechnet
sukzessive x3 fiirn = 1,... und hort auf, sobald fiir ein «,,- das Diskrepanzprinzip (4.4)
erfiillt ist. Der folgende Satz liefert hierfiir die Rechtfertigung.

Satz 4.7. Sei{Ru}ua=0 eine Regularisierungvon T € L(X,Y) mit R(T) dicht in Y, {&n nen eine
streng monoton fallende Nullfolge und v > 1. Ist die Familie {TR }«~0 gleichmiifSig beschrinkt,
so existiert fiir alley € D(TT) und y' € Y mit ||y — y'||y < 8 einn* € N, so dass gilt

TS . —y®lly <8 < |[Tx%, —y®lly  fiirallen <n*.
Beweis. Wir gehen vor wie im Beweis von Satz 4.3. Auf D(TT) konvergiert TR,, punktweise

gegen TTT = Px und damit wegen der gleichmifigen Beschrinktheit auf ganz Y = D(TT).
Firalley € D(T") = R(T) und y® € Y mit ||y® — y|v < & folgt daraus

lim [T, —y¥lly = lim [[TRa,y" —y° [y = [[Pay’ —yf’uY

= min [z—y°|ly < ly—y°|ly <
ZER(T

und damit die Behauptung. O]
Um zu zeigen, dass das Diskrepanzprinzip tatsachlich ein Regularisierungsverfahren liefert,

muss man es in Kombination mit einer konkreten Regularisierung betrachten. Wir werden
dies in den néchsten Kapiteln nachholen.
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HEURISTISCHE STRATEGIEN Heuristische Strategien kommen sogar ohne Kenntnis des
Fehlerniveaus & aus. Dies ist in der Praxis sehr relevant, denn oft hat man keine hinreichend
scharfe Abschdtzung fiir das Fehlerniveau. Das folgende einschneidende Resultat — in der
Literatur unter dem Namen Bakushinskii-Veto bekannt, siehe [Bakushinskii 1985] - sagt jedoch,
dass das im Allgemeinen nicht klappen kann.

Satz 4.8. Sei {Ru}ao0 eine Regularisierung von T'. Existiert eine heuristische Parameterwahl-
strategie so, dass (Ry, o) ein Regularisierungsverfahren ist, dann ist T' stetig.

Beweis. Angenommen, es gibe solch eine Parameterwahlstrategie « : Y — R*. Dann konnen
wir die Abbildung

R:Y =X, y = Ra)Y,

definieren. Sei nuny € D(T') beliebig. Nach Annahme ist (R, «) ein Regularisierungsver-
fahren, und deshalb folgt aus (4.3) mity" =y und & = 0, dass Ry = T'y ist. Fiir eine beliebige
Folge {yntnen C D(TT) mity,, — y ergibt (4.3) mity® =y, und & := [|y® —y||y nun

TTyn = Ryn = Ra(y,)Yn — TTU»

d.h. TT ist stetig auf D(TT). O

Insbesondere kann fiir kompakte Operatoren mit unendlichdimensionalem Bild keine heu-
ristische Parameterwahlstrategie zu einem konvergenten Regularisierungsverfahren fithren.
Natiirlich heisst das nicht, dass solche Strategien in der Praxis nicht eingesetzt werden. Zum
einen verbietet das Veto keine Strategien fiir endlichdimensionale inverse Probleme (wie
etwa sehr schlecht konditionierte lineare Gleichungssysteme). Schaut man sich den Beweis
ausserdem genau an, erkennt man auch, dass der zentrale Schritt darin besteht, die Parame-
terwahlstrategie auf Daten y® € D(T') anzuwenden. Der schlimmstmégliche Fall fiir die
gestorten Daten ist also y® € R(T) (wegen R(T)+ = N(TT) spielt nur dieser Teilraum von
D(TT) eine Rolle), und in diesem Fall kann keine Konvergenz garantiert werden. Nun ist
tiblicherweise in der Praxis T ein kompakter (d. h. glittender) Operator, wihrend Stérungen
eher zufdlligen Charakter haben und damit nicht in R(T) liegen. Im ,,iiblichen” Fall kann ein
heuristisches Verfahren also sehr wohl funktionieren. In der Tat kann man zeigen, dass unter
der zusitzlichen Annahme y° ¢ D(TT) eine ganze Klasse von beliebten heuristischen Strate-
gien zu einem Regularisierungsverfahren fithren. Auch hierfiir muss man die Kombination
mit konkreten Regularierungen betrachten, wir geben aber bereits ein paar Beispiele an:

(i) Das Quasioptimalitits-Prinzip wéhlt eine abbrechende Nullfolge {ot, Jneq1,... Ny und
bestimmt «(y®) als o, mit

5

On+ = arg min Hx%+1 _chnHX-

1<n<N
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(ii) Die Hanke-Raus-Regel bestimmt

1
8y _ L 5 6
«(y®) = argmin —=||Tx — y°lv,

(iii) Das L-Kurven-Kriterium bestimmt

a(y®) = argmin [[x¢[|x[[Txg — y°[lv
x>0

Alle diese Verfahren basieren in der einen oder anderen Weise darauf, aus dem Residuum
eine moglichst gute Schitzung des Fehlerniveaus zu gewinnen, die dann analog zu a priori-
oder a posteriori-Strategien eingesetzt werden kann. Einen umfassenden Vergleich dieser
und weiterer Strategien findet man in [Bauer und Lukas 2011].

4.2 KONVERGENZRATEN

Eine wesentliche Fragestellung in der Regularisierung inverser Probleme ist das Herleiten
von Fehlerabschitzungen der Form

IRay® — TTyIx < ()

fir eine Funktion ¢ : R — R™ mit lim_,o ¢ (t) = 0. Wir sind insbesondere an Abschit-
zungen fir den schlimmstmoglichen Fehler

(4.5) €(y,8) == sup {|Ru(s,y5)y° — Tylx : y® € Ymit [y —y®|ly < 8}

interessiert. Dabei soll ¢ nicht von y abhangen, denn damit konnte man a priori — ohne
Kenntnis von y und y® - garantierte Fehlerschranken fiir Regularisierungsverfahren angeben.
Da die Konvergenz von R, — TT lediglich punktweise aber nicht gleichmafig ist, kann man
solche Abschitzungen jedoch nicht erwarten.

Satz 4.9. Sei (Ry, &) ein Regularisierungsverfahren. Existiert eine Funktion @ : Rt — R" mit
lim;_,o @(t) =0 und

(4.6) sup  €(y,d) < @(9),
yED(TT)ﬁBy

so ist TT stetig.

Beweis. Seiy € D(TT) N By und {yntnen € D(TT) N By eine Folge mit y,, — y. Mit
dn = ||y —yn|ly = O fir n — oo gilt dann

IT'yn — TMyllx < [IT'Yn — Rasnym)Unllx + [Resnymyn — Ty |lx.
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Die beiden Terme auf der rechten Seite konnen wir nun mit Hilfe von (4.6) mit &(yn, 0 )
respektive &(y, §,) und y® =y, in (4.5) abschitzen und erhalten

IThyn — Thy|x < 2¢(8).

Daraus folgt nach Annahme an ¢, dass T'y,, — T'y fiir 6 — 0 und damit T' stetig auf
D(TT) N By ist. Wegen der Linearitit von T muss also T' stetig auf ganz D(T) sein. [

Die Konvergenz kann also beliebig langsam sein; Kenntnis von 6 alleine reicht daher nicht aus,
um Fehlerschranken angeben zu kénnen - wir brauchen weitere Annahmen an die exakten
Daten y bzw. die gesuchte Minimum-Norm-Losung x' = T'y. Anhand von Satz 4.9 sieht
man, dass die Existenz von Konvergenzraten eng mit der Stetigkeit von TT auf abgeschlossenen
Unterrdumen verkniipft ist. Wir betrachten daher

e(M, d) :=sup{||x|[x : x € M, ||Tx|| < o},

das man als bedingtes Stetigkeitsmodul von T : R(T) N 6By — M C X interpretieren kann.
Das Stetigkeitsmodul gibt nun eine untere Schranke fiir den schlimmstméglichen Fehler
an.

Satz 4.10. Sei (Ry, ) ein Regularisierungsverfahren. Dann gilt fiir alle 5 > 0 und M C X

sup E(y,0) = e(d,M).

yeD(TH), TtyeMm

Beweis. Seix € M mit || Tx|| < 8. Fiir y® = 0 erhalten wir dann

Ixllx = [IT"Tx — Ras,0)0llx < E(Tx,8)

und damit
e(6,M)=sup [x[[x< sup  &(Tx,8) < sup €(y,9),
x€M, || Tx||<8 x€M, || Tx|| <8 TtyeM,yeD(TH)
daD(TH) =R(T) @ R(T)* und R(T)*+ = N(TH). O]

Fiir eine geeignete Wahl von M kann man nun scharfe Schranken fiir (8, M) angeben. Wir
betrachten hier fiir kompakte Operatoren K € X(X,Y) Mengen der Form

Xv,p ={IK[*w € X |lw[|x < p} C R(IK[").
Satz 4.11. Sei K € K(X,Y) und v, p > 0. Dann gilt fiir alle 5 > 0

£(Xy.p,0) < 87T v,
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Beweis. Seix € X, , und ||[Kx|| < 8. Dann existiert w € X mit x = [K[Yw und ||w||x < p.
Aus der Interpolationsungleichung in Lemma 3.13 mit s = v und r = v + 1 sowie den
Eigenschaften aus Lemma 3.12 folgt daher

_v_ 1 v 1
Ixllx = KM wllx < IIKFTwlle g = [IKIKFwlg T [wllx™
1
= [KxlX T i < 85Fps.
Supremum tiiber alle x € X, , mit ||[Kx|| < b ergibt die Aussage. O

Dies ist zwar nur eine obere Schranke, sie wird jedoch fiir eine Folge von gestorten Daten
angenommen.

Satz 4.12. Sei K € K(X,Y) und v,p > 0. Dann existiert eine Nullfolge {5, }nen mit
E(Xv,p) 6n) = 5ﬁpv]ﬁ
Beweis. Sei {(0n,Wn,Vn)nen ein singuldres System fiir K, und setze §,, := po} ™" und
xn = |[K|Y(pvy). Da die Singularwerte eine Nullfolge bilden, gilt 5,, — 0. Weiter ist nach
Konstruktion x,, € Xy ,. Aus 0, = (p~! 6n)vlﬁ folgt nun
xn = pIK["Vn = OV = 85T TV,
da o), Eigenwert von |K|Y mit Eigenvektor v,, ist. Also ist ||xn||x = ST p¥7. Analog folgt

X N ) T
K*Kxp = 03" pvo 0pVn = St pviTv,

und damit
[Kxnll% = (Kxny Kxn )y = (K*Kxny X )y = 82.
Es gilt daher
e(5m Xop) = sup [l > [henflx = 8507,
xEM, || Tx|<8
woraus zusammen mit Satz 4.11 die Gleichheit folgt. ]

Hieraus folgt, dass fiir einen kompakten Operator K mit unendlichdimensionalem Bild
kein Regularisierungsverfahren einen Gesamtfehler ergeben kann, der garantiert fiir 6 — 0
schneller als 537 pv+7 gegen Null geht - und das auch nur unter der Zusatzannahme x' €
Xy,p." Insbesondere konvergiert der Gesamtfehler stets langsamer als der Datenfehler.

'Dies ist ein zentrales Paradigma in der Theorie — und Praxis - der inversen Probleme: Stabilitdt ist nur unter
Zusatzannahmen erreichbar!
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Ein Regularisierungsverfahren heisst daher optimal (fiir v und p), falls gilt
&(Kxt, 8) = 5 pﬁ fiir alle x' € X, ,,
und ordnungsoptimal (fiir v und p), falls eine Konstante ¢ > 1 existiert so dass gilt

(4.7) &(KxT, 8) < cdvi pﬁ fiir alle x™ € X, ,.

Lasst man zu, dass die Konstante von x! abhingt - ist man also nur an Konvergenzraten
interessiert — so betrachtet man

Xy = U Xv,p = R(|K|V)

p>0

und bezeichnet ein Regularisierungsverfahren als ordnungsoptimal fiir v, falls eine Konstante
¢ > 1 existiert mit

&(Kxt, 8) < cdv fur alle x™ € X,.

Die Bedingung x' € X, , bezeichnet man dabei als Quellbedingung, das Element w € X
mit [K[Yw = x als Quelldarstellung. Da K ein kompakter (d. h. glittender) Operator ist,
stellen Quellbedingungen abstrakte Glattheitsbedingungen dar. Fiir den Integrationsopera-
tor K : L2([0,1]) — L2([0, 1]) aus Beispiel 3.11 bedeutet etwa x € X3 ,, dass x = K*Kw =
j: LS) w(r) dr ds eine durch p beschrankte zweite Ableitung w besitzt. Mit Hilfe der Singu-
larwertzerlegung sieht man leicht, dass die Bedingung x' € X, einer verschirften Picard-
Bedingung entspricht, d. h. einer Abklingrate der Singularwerte, die umso schneller im Ver-
gleich zu den Fourier-Koeffizienten von y ist, desto grosser v ist.

Lemma 4.13. Sei K € K(X,Y) mit singuldrem System {(0n, Un,Vn) nen und seiy € R(K).
Dann istx' = Ky € X, genau dann, wenn gilt

(4-8) Z O-T_IZ_ZV| (y)un)y |2 < 0.

neN
Beweis. Nach Definition ist K'y € X, genau dann, wenn ein w € X existiert mit

Kiy = [K'w = Z on (Wy Vi) V.
nenN

Mit Hilfe der Darstellung (3.7) folgt daraus
o (Yyun)y = 0 (wyvy)y  fiirallen € N,

Wie im Beweis von Satz 3.10 folgt nun, dass w € X dann und nur dann gilt, wenn die Reihe
Y nen | (W, v )y |2 konvergiert, d. h. (4.8) gilt. O
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Tatsdchlich impliziert die Ordnungsoptimalitét bereits die Regularisierungseigenschaft eines
Verfahren. Dies ist niitzlich, denn es ist manchmal leichter, die Optimalitit nachzuweisen als
die Regularisierungseigenschaft.

Satz 4.14. Seien K € K(X,Y) mit R(K) dicht in Y, {R}a=0 eine Regularisierung und «(8,y®)
eine Parameterwahlstrategie. Existiert ein o > 1 so dass Ry zusammen mit o.; := (18, y®)
fiir alle T > 7 die Bedingung (4.7) fiir ein v > 0 und alle p > 0 erfiillt, so ist (Ry, ;) fiir alle
T > T ein Regularisierungsverfahren.

Beweis. Wir miissen also zeigen, dass aus der gleichmassigen Konvergenz des schlimmstmog-
lichen Fehlers fiir alle x' € X, , die punktweise Konvergenz fiir alle x" € R(KT) folgt. Wir
konstruieren dafiir ein geeignetes xn € X, ,, das wir in die Fehlerabschétzung einschieben
kénnen um die Ordnungsoptimalitit anzuwenden.

Seialsoy € D(K') = R(K) und x! = K'y. Sei weiterhin {(0p, Un, Vn ) nen ein singulires
System von K. Fir N € N sei

N
Z X V)
und

N
(x",vn) E X', Vi) Onlin

I
Mz

(4.9) yn = Kxn

3
l

N
(xT, K*up )y un = Z Yy Un )y

n=1

Mz

—_

n

Da {u, }nen eine Orthonormalbasis von R(K) und {Vitnen eine Orthonormalbasis von
R(K*) = N(K)* ist, besitzen x! = Ky € N(K)* undy = KxI € R(K) die Reihendar-
stellungen

xI = Z (x",vn) x v, y= Z (Y, Un)y Un.

neN neN
Damit ist
(o 0)
IxF—xnl% = > T(xF,va) I
n=N+1
und
[e.e]
lv—unls = X llyun)y Z 02| (xF,vn) 2
n=N+1 n=N+1
< o Z (X Vi) P = oRlIx" —xnll%,
n=N+1
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da {0 }nen eine monoton fallende Nullfolge ist. Insbesondere konvergieren xy — x' und
yn — y mit N — oo.

Nach Konstruktion ist yn € R(K) und xn € N(K)+, und damit gilt x5y = Kiyy. Nach
Lemma 4.13 ist deshalb xn € X, fiir alle v > 0, denn wegen (yn, U, )y = O fiir n > N ist die
Reihe in (4.8) endlich. Es existiert also ein wy € X mit xn = |K[Ywy, d. h.

N
> (xvn) v =xn = [KYwn = D 03 (W, Vi )x V-
n=1

neN
Da R(K) dicht in Y ist, kann K kein endlichdimensionales Bild haben, was o,, > 0 fiir alle
n € Nimpliziert. Aus der Orthonormalitét der v,, folgt daher

oY (x,vn), MmN,

WN,yVnlx =
v {o n>N.

Deshalb gilt

N N
wnlk =D [wn,va)x P = Z o 2| (xyvn) 1P
n=1

n=1

on Z | XT Vn = o IxTII%
neN

und damit xn € Xy, mit p = o”||x"||x-
Sei nun y® € Y mit ||y —y°®||y < dund T > 19 > 1. Wir wihlen nun N(§) so, dass gilt

T—
T+ T

(4.10) 01\1(5)HXT - XN(S]HX 5 < ON(s 1||XT — XN(5)-1 ||x»

(dies ist moglich, da sowohl {on nen als auch {||xn — x || x}nen monoton fallende Nullfolgen
sind). Dann gilt wegen (4.9) mit N = N(3)

1y® —unlly < lu® —yllv + [y — unlly <8+ on|ixt —xnllx
<<1+T_T0>6::5.

T+ To

Ist y® also ein gestérter Messwert zu den exakten Daten y mit Fehlerniveau 8, so ist y° auch
ein gestorter Messwert zu yn mit Fehlerniveau b. Fiir 7 := %(T + To) > To ist dann 0 = 16
und damit

(x,-r(é,yé) = “(fs)yé) = O‘(T&yé) = O‘T(&Ué%
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d. h. die Parameterstrategien zu y und yn stimmen fiir festes y® tiberein. Aus der Bedingung
(4.7) fiir (R, oue) folgt daher fiir xy € X, dass gilt

IRece (5,559 = XN llx = [Raa(5,55)° — XnIx
~ 1
E(UN) 6) c (5) v+1 (O.NVHXTH )v+l

<
( ) ()™ -

Damit gilt
HchT(é,yé)Ué _XTH Ruce (s, U —xn(s) Ix + IXn(s) —XTHX

Iy =) 1
< ( ) () ™ + xneis) — xlx,

ON(5)

und es bleibt zu zeigen, dass sowohl 60@1( s) — Oalsauch xn(s) — x' fiir & — 0 gehen. Da
N(8) eine monotone Funktion von § ist, miissen wir nur zwei Falle unterscheiden:

(i) N(9) ist beschrankt. Dann existiert ein Ng < co mit N(8) — N fiir 8 — 0. In diesem
Fall ist offensichtlich 50‘;1( 5 < 5(7;1 — 0. Aus der Wahl von N(8) nach (4.10) folgt
weiter

xF— =1 8)|Ixt — °5=0
o m o m

NOH XNOHX 51 3 N )H XN(s Hx T+ 1o y
und damit wegen on, > 0 auch xn(5) — XN, = xT.

(i) N(8) ist unbeschrankt, d.h. N(§) — oo fiir § — oo. Dann folgt sofort xn5) — x'.
Wegen (4.10) gilt weiter

d <T+TOUN(6]—1
ON(5) T—To ON(5)

xngs)—1 —xT[lx =0,

da der vorletzte Term wegen on(s) — 0 beschrankt bleiben muss.

Also gilt R, _(5.,5)y® — x! firalley € D(K") und y® € Y mit ||y —yT|| < 5, und (R, ;)
ist ein Regular131erungsverfahren H

Schliesslich soll noch erwidhnt sein, dass es auch schwichere Quellbedingungen mit allge-
meineren Indexfunktionen @ als Potenzen von K*K gibt. Ein Beispiel sind logarithmische
Quellbedingungen der Form x! € R(—In [K|), die fiir exponentiell schlecht gestellte Probleme
glinstiger sind.
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Wir haben gesehen, dass die Regularisierung einer schlechtgestellten Operatorgleichung
Tx =y darin besteht, die (unbeschrinkte) Moore-Penrose-Inverse T' durch eine Familie
{Ra}a=0 von Operatoren zu ersetzen, die fiir jedes o« > 0 stetig auf ganz Y sind und fiir
o — 0 punktweise auf D(T') gegen T' konvergieren. Fiir kompakte Operatoren K € K(X,Y)
lassen sich solche Regularisierungen mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung konstruieren. Dafiir
verwenden wir, dass nach Satz 3.6 fiiry € D(KT) gilt

Ky = (K*K)TK*y.

Sei nun {(on, Un, Vi) nen ein singuldres System von K. Dann ist nach Konstruktion insbe-
sondere {(02,Vn,Vn) nen ein singuldres System von K*K, und wir kénnen nach Satz 3.10
schreiben

(K*K)TK*y = Z 0,2 (K'Y, Vi) x Vi = Z 07200 (Y, Un)y Vn

neN neN

= Z @(Uﬁ)ﬁn (y)un)y Vn
neN

mit @(A) = A~'. Die Unstetigkeit von K' rithrt nun daher, dass ¢ auf (0, ||K*K|| ¢ (x,x)]
unbeschrankt ist, denn {0y, Jn ey ist eine Nullfolge. Um zu regularisieren, ersetzen wir des-
halb ¢ durch eine Familie {¢ 4 }«~0 von beschrinkten Funktionen, die punktweise gegen ¢
konvergieren. Wir schreiben hier und in Folge kurz « := [[K[|% x v = [K*K[ ¢ (x,x)-

Definition 5.1. Sei {@«}«=0 eine Familie von stiickweise stetigen und beschrankten Funktio-
nen @, : (0, k] — R. Gilt

(i) lin%) ©«(A) = % fir alle A € (0, k] und

(ii) Ale«(A)l < Cg, fiirein C, > Oundalle A € [0, k] und & > 0,

so heisst {Q )0 (regularisierender) Filter.
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51 REGULARISIERUNG

Wir zeigen zuerst, dass fiir einen regularisierenden Filter ¢ durch {¢@ «(K*K)K*}~ ¢ tatsich-
lich eine Regularisierung von K definiert wird. Nach (3.9) gilt firalley € Y

(pcx(K*K)K*y = Z (pcx(o—yzl) (K*y>vn)y Vn + (pcx(o)PNK*y
neN

=Y @al0h)on (Y, Un), Vn,

neN

da @ beschrankt und K*y € R(K*) = N(K)* ist. Mit dieser Darstellung kénnen wir die
gewiinschte Beschrianktheit zeigen. Dafiir betrachten wir zuerst das Bild unter K.

Lemma 5.2. Sei{@q}«=0 ein regularisierender Filter. Dann gilt

|K@ o (K K)K*|| £ (v,v) < sup |(p“(0ﬁ)|0i < Cy fiir alle « > 0.
neN

Beweis. Fiiralley € Yund o > 0 gilt

51 Kea(KKKY =) @u(02)on (Uin)y Kvn = ) @al03)0h (Y, Un), Un
neN neN
< sup l@a(02)ohl Y (yyun),
neN nenN

Mit der Besselschen Ungleichung (2.1) folgt daher

Ko (KKK |3 < sup |« (0 JoRl2 > 1y, un) I* < sup loa(on)oal*[[yl§-
neN neN

Die zweite Ungleichung folgt nun aus 0 < 02 < 0% = ||K*K||¢(x,x) = k und der Eigenschaft
(ii) von regularisierenden Filtern. O

Lemma 5.3. Sei{@y}«=0 €in regularisierender Filter. Dann gilt

loa(K'KIK* | zvx) S VCo sup VI]Q«(A)l fiir alle o« > 0.

A€(0,k]

Insbesondere ist ||« (K*K)K*|| £ (v,x) < o0.
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Beweis. Firalley € Yund o > 0 gilt

@K KK Y% = %(K*K)K*y (KKK Y)y
=Y 9ul02)0on (Y, tn)y (@ (KKK Y, vy

neN

= Z (poc y)un) (K(ch(K*K)K*U)un)Y
nenN
< sup [@q(02))] (K(Poc (KKK Y, Y (y,un)y n>
neN nenN v

< sup | (07! K (KKK y|Ix [ Prrceyyllv
neN
< supl@a(07)] Colyll5-
nenN

Die Behauptung folgt nun aus der Beschranktheit von ¢ . O]

Wir zeigen nun die punktweise Konvergenz.

Satz 5.4. Sei{@y}u=0 €in regularisierender Filter. Dann gilt
hmO P (K'K)K*y =Ky  fiiralley € D(K"),
ox—

d. h. {@«(K*K)K*} 4~ ist eine Regularisierung.

Fiiry ¢ D(K") gilt dagegen limy 0 || @« (K*K)K*y||x = oo, falls KT nicht stetig ist.

Beweis. Seiy € D(K') und setze x' := Kiy sowie x, := @+ (K*K)K*y. Wegen Kx' = Pxy
und R(K) = N(K*)* kénnen wir auch schreiben

Xow = (p“(K*K)K*U = (pcx(K*K)K*Pﬁy = @“(K*K)K*KXT.

Definieren wir r4(A) :== 1 —A@«(A), so folgt

(5.2) xT —xq = (Id—@ (KKK K)xT = 1o (K*K)x" = Zr“ XT vn)xvn
neN
und damit
I —xall% =D Talon)? (xT,vn), 2.
neN

Diese Darstellung werden wir ofter verwenden. Da {@ 4 }«~0 ein regularisierender Filter ist,
gilt
lim ro(A) — 0 fir alle A € (0, k],

ax—0

ra (M) <1+C, flralleA € [0,«] und & > 0.
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Wegen der Besselschen Ungleichung existiert nun fiir alle ¢ > 0 ein N € N mit

o0 2

t 2 €
Z |(X’v“)x| <2(1—|—C¢,)2'

n=N-+1

Weiterhin existiert wegen der punktweisen Konvergenz von {r} -0 — die daher gleichmaissig
ist auf der kompakten Menge [O‘ZN, K] — ein oy > 0 mit

2
2)2 €

L)< fur allen < Nund & < «p.
2|xtI%

(0

Fiir alle ¢ < o gilt daher

||XT—chHx—chx |ty vn) 5 2+ Z ro(07)7] (X7, vn)  I?

n=N+1
Z () P4 (14 Cp)?
X vn
|x+||§ pa 2T+ G,
< i + i — 82
=2 2 0
d.h. ||x" —xq|lx — 0 fiir o« — 0.
Die Unbeschrinktheit fiir y ¢ D(K') folgt aus Satz 4.3 und Lemma 5.2. O

Bevor wir Konvergenz(raten) in Verbindung mit Parameterwahlstrategien untersuchen, be-
trachten wir einige Beispiele.

Beispiel 5.5. (i) Die abgeschnittene Singuldrwertzerlegung entsteht durch die Wahl

1 fallsA > «,
(chO\) = {A
0 sonst.

Offensichtlich ist ¢ beschriinkt (durch 1) und stiickweise stetig, konvergiert fiir A >
0 und @ — 0 gegen 5 und erfiillt die Beschrankthe1tsbed1ngung tir C, = 1. Der
zugehorige Regular151erungsoperator ist gegeben durch

1
(5.3) Ky=2 0al00)on Wtn)yva= D — [y un)yvn,
neN on=vVa
woraus sich auch der Name ergibt.
(ii) Die Tikhonov-Regularisierung entsteht durch die Wahl

1
Ao

(poc(A) =

45



5 SPEKTRALE REGULARISIERUNG

Wiederum ist @ beschrinkt (durch 1) und stetig, konvergiert fiir A > 0 und « —
0 gegen 1 und erfiillt die Beschranktheltsbedmgung fir C, = 1. Der zugehorige
Regularlslerungsoperator ist gegeben durch

On

P(KKKYy = ) ———

neN " m

(y>un)YVn)

die regularisierte Losung x, = @+ (K*K)K*y lasst sich jedoch auch ohne Kenntnis
einer Singuldrwertzerlegung berechnen. Wir werden sie daher im néchsten Kapitel
ausfiihrlicher betrachten.

(iii) Die Landweber-Regularisierung entsteht durch die Wahl

1—(1— WA/
A

(pocU\) =

tiir ein geeignetes w > 0. Auch hier existiert eine (intuitivere) Charakterisierung ohne
Singuldrwertzerlegung, weshalb wir die ndhere Betrachtung auf ein folgendes Kapitel
verschieben.

5.2 PARAMETERWAHL

Wir untersuchen nun, welche Parameterwahlstrategien fiir einen gegebenen Filter zu ei-
nem konvergenten (und ordnungsoptimalen) Regularisierungsverfahren fithren. Fiir einen
regularisierenden Filter {4 }«~0 schreiben wir in Folge kurz Ry := ¢« (K*K)K*.

A PRIORI-STRATEGIEN Nach Satz 4.6 liefert jede a priori-Strategie mit x(d) — 0 und
8[[Rullc(v,x) — O fiir & — 0 ein Regularisierungsverfahren (R, ). Zusammen mit Lem-
ma 5.3 erhdlt man daraus eine Bedingung fiir ¢ , und damit fiir . Zum Beispiel ist fiir die
abgeschnittene Singularwertzerlegung

’R HL Y,X) <vC ¢ Sup \/|(Poc (72 =
neN

Dies liefert eine Bedingung fiir den minimalen Singuldrwert, den wir fiir ein gegebenes & > 0
in (5.3) beriicksichtigen diirfen.

Beispiel 5.6 (Abgeschnittene Singuldrwertzerlegung). Sei K € X (X, Y) mit singularem Sys-

tem {(On, Un, Vi) nen. Wihle fiir 8 > 0 ein n(8) mit

n(d) — oo, —0 fur & — 0.

On(s)

Dann ergibt die abgeschnittene Singuldrwertzerlegung zusammen mit der Parameterwahl-

strategie a(8) := 07, 5, ein Regularisierungsverfahren.
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Dies gilt insbesondere fiir die Wahl «(8) := 02

n(

5 = 0> 0‘31(5)+1, fur die gilt
1

Ra(s)y® = Z o (yé,un)YVn — x| fir 5 — 0.
on2VE

Wir betrachten nun Konvergenzraten unter der Quellbedingung x' € X, fiir v, p > 0. Wir
gehen dafiir wie im Beweis von Satz 5.4 vor und zeigen zunéchst, dass

wy (o) := sup AY/2[re(A)].
AE€(0,K]

eine obere Schranke fur den Verfahrensfehler darstellt.

Lemmas.7. Seiy € D(K") und x' = Ky € X, ,. Dann gilt fiir alle « > 0 und xo = Ryy

w+ (a)p,

W 1(00)p.

%o — xT|x
IIKxo — KXTHX

NN

Beweis. Fir x' € X, , existiert ein w € X mit [K[Yw = x' und [[w||x < p. Wie im Beweis
von Satz 5.4 folgt nun

Xo — X = 1o (K*K)xT = 1, (K*K) (K*K)Y/ 2w

= Z T“(O'TZJO':L (W>vn)x Vn
neN

< wy(&) D (W, vn)xvn
nen

und damit

o = xF % < Wy (@) Y 1w, vy P < wy(a)?w]k < wy(a)?p?.
neN

Nach Lemma 3.12 (iii) gilt weiterhin

[Kxa — KxT||x = [K(xa — x)[Ix = [IIKI(xa — xT)[Ix,

woraus mit
K| (xo = x1) = (K*K) /216, (K*K) (K*K) ¥/ 2w
- Z O-nroc(o-n)o—:/l (W)Vn)xvn
neN
< Wy (0() Z (W)Vn)xvn
neN
analog die zweite Abschitzung folgt. O]
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5 SPEKTRALE REGULARISIERUNG

Damit haben wir jetzt alles zusammen, um Konvergenzraten zu zeigen.
Satz 5.8. Seiy € D(K') und x! = Kiy € X, ;. Sei «(8) eine Parameterwahlstrategie mit

2 2
c <§> <a(d)<C <%> fiirc,C >0

und « klein genug. Erfiillt der Filter {@ «}«~o die Bedingungen

(5.4) sup |@x(A)] < Cpor ',
A€ (0,k]
(5.5) wy (o) < Cya™/?,

fiir eine Konstante C, > 0 und & klein genug, so ist (R, x(0)) ein ordnungsoptimales Regulari-
sierungsverfahren.

Beweis. Nach Satz 4.14 geniigt es, die Ordnungsoptimalitét zu zeigen. Wir verwenden wieder
die Zerlegung (4.2) in Datenfehler und Verfahrensfehler: Sei § > 0 und y® € Y mit |jy® —
ylly < & gegeben, dann gilt mit x4 (5) = Ru(s5)Y, dass

Ras)Y® = KMyllx < 8JRas) lle v + Ixas) = xFx-
Nach Lemma 5.3 und Annahme (5.4) ist nun
Rats)llc1v,x) < V/Cov/Copa(8) T < Coar(8) ™12,
Analog folgt aus Lemma 5.7 und Annahme (5.5)
Ixais) = xTllx < wy((8))p < Cya(8)"2p.
Zusammen mit der Parameterwahlstrategie erhalten wir daraus

e(8) 728+ Cyx(8)Y/%p
(pc’]/zé’v%pvlﬁé + C,CY/25vTp viTp
= (C(pc’v2 + CVCV/Z)évVTpV]T,

Ras)y® —Kiylx < €
<C
und damit die Ordnungsoptimalitat. ]

Um fiir einen konkreten Filter die Ordnungsoptimalitat fiir ein v > 0 zu zeigen, geniigt es
also, fiir dieses v die Bedingungen (5.4) und (5.5) nachzuweisen. Das maximale v > 0, so
dass fiir alle v € (0, vo] die Bedingung (5.5) gilt, heisst Qualifikation des Filters.
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5 SPEKTRALE REGULARISIERUNG

Beispiel 5.9 (Abgeschnittene Singuldrwertzerlegung). Wegen

I fallsA > «
«(A) = A -
PN {O falls A < «.

und C, = 1ist

sup @A) <oty
AE(0,K]

und damit ist Bedingung (5.4) erfiillt.

Weiterhin gilt fiir alle v > 0 und A € (0, «]

0 falls A > «,

A2 AN =AY 1T = Apa (A =
(Al | 0a(M {WZ falls A < .

Damit ist fir « < k

wy(x) = sup Ao (A)] < ¥/,

A€(0,k]

die Bedingung (5.5) ist also fiir alle v > 0 mit C, = 1 erfiillt. Die abgeschnittene Singular-
wertzerlegung ist fiir alle v > 0 ordnungsoptimal; man sagt daher, sie besitzt unendliche
Qualifikation.

A POSTERIORI-STRATEGIEN Wir betrachten wieder das Diskrepanzprinzip: Fiir T > 1
bestimmen wir o(8,y°) so dass gilt

(5.6) ||Kxg(5’y5) —y°ly <18 < ||[KxS —y°|y fiir alle o > o(8,y°).

Wieder nehmen wir an, dass R(K) dicht in Y ist. Wegen Lemma 5.2 folgt dann aus Satz
4.7, dass so ein «(8,y®) stets existiert. Um zu zeigen, dass das Diskrepanzprinzip zu einem
Regularisierungsverfahren fiihrt, verwenden wir Satz 4.14.

Satz 5.10. Sei {@«}«=0 ein Filter mit Qualifikation vy > 0 und gelte (5.4), (5.5), sowie

(5.7) T> sup  |ra(A)| = C,.
«>0,Aé&(0,K]

Dann definiert das Diskrepanzprinzip fiir alle v € (0,vo — 1] ein ordnungsoptimales Regulari-
sierungsverfahren (Ry, «(8,y®)).

Beweis. Zuerst halten wir fest, dass wegen [r«(A)| < 1+ C,, fiiralle « > Ound A € (0, K]
stets ein T > 1 mit (5.7) existiert.
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5 SPEKTRALE REGULARISIERUNG

Seinuny € R(K),x! = Kiy € X, , fireinv € (0,vo — 1] und p > 0 und setze x5, =
Ru(5,y5)Y° fiiry® € Y mit |Jy® —y||y < 5. Wir verwenden wieder die Zerlegung

(5.8) e = xTllx < o = xTllx + [Pxoc — %3 1x

mit Xo = Ry (s,y¢)y und schitzen die Summanden separat ab.

Fiir den ersten Term verwenden wir wieder die Darstellung (5.2) sowie die Quelldarstellung
x! = |K|Yw und erhalten

Xq —x = E T (07 )00 (W, Vi) Vi

neN

= Z Tcx(Gi) (W)Vn)x |K|an
neN

— |K|V Z T“(Gi) (W)Vn)x Vp = |K|V£
neN

Die Interpolationsungleichung (3.10) mit r = v, s = v + 1 liefert dann

e = llx = K Ellx < KY€ 5

Fiir den zweiten Faktor erhalten wir aus der Definition von & zusammen mit der Besselschen
Ungleichung, der Beschréinktheit von r, und der Quellbedingung

€Nk = D Iral0m) Pl (w,va)x 2 < CRIwll < CFo%.

neN
Fiir den ersten Faktor verwenden wir Lemma 3.12 und die produktive Null:
K Ellx = [[KITKME) [x = [IIKl(xe = XN [Ix = HK xo =Xy = [[Kxa —ylly
< Kxg =y v + ly —y° — K(xa = x3) Iy

Wieder schitzen wir separat ab: wegen der Wahl von «(8,y®) nach dem Diskrepanzprinzip
ist zuerst ||[Kx% —y®||y < 8. Fiir den zweiten Summanden gehen wir wie folgt vor: Es gilt

y—Kxq =y — KRyy = (Id =K@« (K*K)K*)y

und analog fiir y® — Kx2 . Weiterhin ist (vergleiche (5.1))
Kxo = K@u(KKIKY = D 0al07)07 (Y Un), Un
neN

und damit
Iy —y® — K(xa —x3)[12 = |I( Id—Km(K*K)K*)(g -3

=Y Ira(od)?l (y—y® un) 2

neN

< C282.
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5 SPEKTRALE REGULARISIERUNG

Insgesamt erhalten wir also fiir den ersten Term in (5.8)

v v 1 v
Ixe —xt[[x < (T4 C)FT8FTCY T pvT = C185TpT,

Fiir den zweiten Term in (5.8) verwenden wir Lemma 5.3 und Annahme (5.4) und erhalten

(5.9) e = Xallx = IR«(y® = y)lIx < [Racllc(v,x)

g \% (P Sup \/|(poc 6

A€(0,k]

< Coa(8,y®) 125,

Um auf die gewiinschte Ordnung zu kommen, brauchen wir nun eine Abschitzung fiir
«(8,y®). Aufgrund der Wahl nach dem Diskrepanzprinzip gilt

IKxS, —y® ) < 8 < [Kx3 — P llv < [[Kxaa — yllv + ly —y® — K(xaa — X3, [lv-
Fiir den zweiten Term erhalten wir wie oben
Iy —y® — K(xa2a — x5, ) [ly < C,0.

Fir den ersten Term schitzen wir mit Lemma 5.7 und Annahme (5.5) ab, wobei wir v+1 < v
verwenden:

v+1

Kx26 — Ylly < w1 (2ex(8,y°))p < Cy(2(8,y°))
Nun ist nach Annahme (5.7) T — C, > 0, wir erhalten also

IKx20 = yllv > T8 — ly = y° = K(xaa = X3, Iy = (1= C;)8

und damit

5 < (1—Cy)71Cy2°F x(8,y%) " p = Coat(8,y%) T p
d.h.
(5.10) a(6,y°)F < CYT5 FTpe.

Einsetzen in (5.9) ergibt dann
1 v
X3, — Xallx < CoCy 88~ 7T pviT = Co87iTpviT
und damit die gewiinschte Fehlerordnung.
Zusammen folgt
||X _XTHX (Cq +C2)6v+1pv+l

und damit die Ordnungsoptimalitét. Aus Satz 4.14 fiir v = vy — 1 und 19 = C, folgt damit
auch, dass R, zusammen mit dem Diskrepanzprinzip in Form der Parameterwahlstrategie
or = (18, y°) ein Regularisierungsverfahren definiert. O]
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5 SPEKTRALE REGULARISIERUNG

Beispiel 5.1 (Abgeschnittene Singuldrwertzerlegung). Hier gilt

1—AL=0 A> o
|Toc(>\)|: A
1 A<

und damit C, = 1. Wegen der unendlichen Qualifikation ist daher die abgeschnittene Singu-
larwertzerlegung zusammen mit dem Diskrepanzprinzip fiir beliebige T > 1 und v > 0 ein
ordnungsoptimales Regularisierungsverfahren.

Hat ein Filter jedoch nur endliche Qualifikation, fithrt das Diskrepanzprinzip fiir v > vy — 1
nicht zu einem ordnungsoptimalen Regularisierungsverfahren. Es gibt jedoch verbesserte
Diskrepanzprinzipien, die das Residuum in angepassten Normen messen und dadurch zu
ordnungsoptimalen Verfahren auch fiir v € (vo — 1, vo] fithren; siehe z. B. [Engl, Hanke u. a.
1996, Kapitel 4.4].

HEURISTISCHE STRATEGIEN Wir betrachten als Beispiel die Hanke-Raus-Regel: Be-
trachte fiir y® € Y die Funktion

Kx® —y°
YooK SR, Wa) = KXYl \/&‘J I
wobei wieder x% = R,y?® ist, und wihle
(5.11) x(y®) = arg min W(«).

x€e(0,k]

Wir nehmen in Folge an, dass y € R(K) sowie ||y||y > b gelten. Wir zeigen zunichst eine
bedingte Fehlerabschitzung.

Satz 5.12. Sei {Q«}a=0 ein Filter mit Qualifikation vo > 0 und gelte (5.4) sowie (5.5). Sei
weiterhin o* == o (y®) > 0 und

(5.12) 5 = ||[Kx2. —y®|ly > 0.

Dann existiert ein ¢ > 0 so dass fiir alle § klein genug und x' € X, ,, v € (0,vo—1und p > 0,
gilt

5 N
||xg* —xTHX <c (1 + 6_*> max{é,é*}mpv]?.

Beweis. Wir verwenden wieder die Zerlegung

e = xllx < llxar = xTllx + IxGe — %o [Ix-
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5 SPEKTRALE REGULARISIERUNG

Fur den ersten Term erhalten wir wie im Beweis von Satz 5.10 mit (5.12) anstelle des Diskre-
panzprinzips

1 y .
(5.13) e =xt[lx < CYT(8" + C8)¥7p¥7 < Cy max(s, §°}77p7 7.

fur eine Konstante C; > 0.

Fiir den zweiten Term erhalten wir analog nach (5.9) mit Hilfe von (5.12) (in Form der
produktiven 1 = 6*/6%)

! 5 [[Kxg- —y°lly 5
X — X X<C<p\/7 = mgT—ngw( o).

Fiir den letzten Faktor verwenden wir nun die Wahlregel (5.11): Es gilt ¥(«*) < W(«) fiir
alle « € (0, ]. Die Idee ist nun, zum Vergleich das Diskrepanzprinzip heranzuziehen. Sei
& == «(8,y®) so gewihlt, dass (5.6) erfiillt ist. Ist & < k, so gilt wegen (5.10)

(5:14) W) < W(&) < (18)(Ced 7 p7T) = Coed ¥ pvir,
Ist dagegen & > k = HKHL X,v)> S0 ist [Kx® —y®|ly < 6. Wegen
8 < llylly = [KxTllv = [[KKMwlix < Kl Zix,v)
konnen wir daher abschétzen
(5.15) W(a') < W(K) < TBIK] 5 fx y) = TBTTETK] g x
<57 (I p) " [Klzhey) = 67705
In beiden Fillen erhalten wir also

d
C2_6v+1 pv+l

X3, — Xq 5

fir eine Konstante C, > 0, und zusammen mit (5.13) folgt die gewiinschte Abschitzung. [J

Die Hanke—Raus-Regel wire also ordnungsoptimal, falls 5* ~ & gelten wiirde. Umgekehrt
wird die Regel versagen fiir «* = 0 oder * = 0. In letzterem Fall wire y® € R(K), und wegen
der Unstetigkeit von KT kann ||[KTy® — Kfy||y beliebig grof3 sein. Diesen Fall miissen wir
daher ausschliessen, um weitere Aussagen treffen zu konnen. Wir nehmen zum Beispiel an,
dass ein ¢ > 0 existiert, so dass

Y eN:={y+neY:|Id—Pgxhnly > ¢y}

gilt, wobei P5 w1eder die Projektion auf R(K) bedeutet. Anschaulich bedeutet das, dass die
gestorten Daten y® einen gleichmissig nach unten beschrinkten Anteil aus dem orthogonalen
Komplement von R(K) besitzen. Wenn wir uns auf solche Storungen beschrinken, liefert die
Hanke-Raus-Regel tatsichlich ein konvergentes Regularisierungsverfahren.
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5 SPEKTRALE REGULARISIERUNG

Satz 5.13. Sei{Qq}«=0 ein Filter mit Qualifikation vo > 0 und gelte (5.4) sowie (5.5). Dann ist
fiirxt € X, fiirv € (0,vol und p > 0

lim sup {[[x%. —x'[|x : y® € Ne, Jly® —ylly <8} =0.
5—0

Beweis. Seiy € R(K) undy® € N, mit ||y’ —y||y = 8. DaId —P5 als orthogonale Projektion
Norm 1 hat, gilt
8" = [[Kxg: —y°[ly = [[(Id —Pg) (Kxg —y°)lv
5

= [[(Id —Px)y°[ly = I1d —Px)(y® — y)|lv
> elly® —yly =ed>0.

Insbesondere ist der Zahler von W(«) nach unten beschrankt, und daher gilt ¥(«) — oo fiir
o — 0. Das Infimum iiber alle (0, k] muss also fiir «* > 0 angenommen werden. Aus Satz
5.12 folgt mit & < ¢~'8* daher die Abschitzung

v 1
x5, —xf||x < Cc(8%)FTp

tiir eine Konstante C. > 0. Es gentigt also zu zeigen, dass fiir 6 — 0 auch 6* — 0 geht. Dies
folgt aber aus o« < k und (5.14), (5.15), denn

8" = [Kxge —y°lly = Ver¥(«*)
<VRY(o*) < VKCeto T p T — 0 fiir  — 0. O

Unter dhnlichen Annahmen kann man auch Ordnungsoptimalitit fiir die Hanke-Raus-Regel
zeigen sowie fiir verwandte Regeln, die auf der Minimierung von geeigneten Funktionalen
beruhen; siehe etwa [Kindermann 2011].
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Aufgrund ihrer zentralen Rolle in der Theorie und Praxis der inversen Probleme betrachten
wir noch einmal ausfiihrlicher die Tikhonov-Regularisierung, die definiert wird durch die
Filterfunktion

1

«A) = —.
Pa(A) A o

Wir kommen schnell zum Kern der Sache, denn wir sind gut vorbereitet. Wie in Beispiel 5.5 (ii)
bereits bemerkt, ist @ stetig, konvergiert fiir « — 0 gegen 1, ist gleichmaBig beschrénkt
durch o' und erfiillt

A
Apy(A) = T <1=0C, fir alle & > 0.

Damit ist durch Ry = @« (K*K)K* ein Regularisierungsoperator mit

1
[Racll v, < NG

der zusammen mit der a priori-Strategie «(d) = 0 ein konvergentes Regularisierungsverfah-
ren ergibt.

Weiterhin ist
To(A) =1 =A@« (A) - % <1=0C, fir alle « > 0, A € (0, ].
Ao
Um Konvergenzraten zu erhalten, miissen wir nun
A/ 2

W (o) = }\V/zroc(}\) = A o

durch C, «"/2 fiir eine Konstante C,, > 0 abschitzen. Dafiir betrachten wir die rechte Seite
als eine Funktion h(A) und berechnen

oy XA/ A4 &) — aA¥/2 oA/ gy v
A= (A + )2 T (A2 (E‘H(E ])7\)'
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6 TIKHONOV-REGULARISIERUNG

Fir v > 2 ist daher h(A\) monoton wachsend in A, und das Maximum tber alle A € (0, k]
wird fiir A = k angenommen. In diesem Fall ist
O(Kv/z

wy () < h(k) = n < kY2 .
K+ o

Die rechte Seite hat also nur fiir v = 2 die gewiinschte Ordnung.

Fir v € (0,2) konnen wir die Nullstelle von h’/(A) bestimmen als A* = 101%

h”(A*) < 0, also ist fiir alle & > 0

. Dort ist

N2

v/2

(@) < HAY) = - (o3 0~ %)_])_1 < <X (1- X)“)V/z o2,

x+o¥(1-3)

womit wir die gewiinschte Ordnung erhalten.

Die Tikhonov-Regularisierung hat also mindestens (und wie wir zeigen werden, hdchstens)
Qualifikation 2. Aus Satz 5.8 und Satz 5.10 folgt nun die Ordnungsoptimalitét fiir a priori-
und a posteriori-Strategien.

Folgerung 6.1. Fiir allev € (0, 2] ist die Tikhonov-Regularisierung zusammen mit der Para-
meterwahlstrategie

c<§>Vi]<o¢(6)<C<§>vz+1 fiirc,C >0

p p
ein ordnungsoptimales Regularisierungsverfahren. Insbesondere gilt fiir oc ~ 5%/3
xS —xt|x < ¢85 fiirallex' € R(K*K).

Folgerung 6.2. Fiir alle v € (0,1] und t > 1 ist die Tikhonov-Regularisierung zusammen mit
der Parameterwahlstrategie

HKxi(s’yé) —y0ly <18 < |[KxS —y°|ly fiir alle o« > «(8,y°)
ein ordnungsoptimales Regularisierungsverfahren. Insbesondere gilt
[x3 —xT||x < c5? fiir alle x™ € R(K*).
Tatséchlich kann die Qualifikation nicht hoher als 2 sein; die Tikhonov-Regularisierung sdttigt

im Gegensatz zur abgeschnittenen Singuldrwertzerlegung. Dazu leiten wir die versprochene
alternative Charakterisierung her.

Lemma 6.3. Fiiry € Y ist xo := Ryy eindeutig bestimmt als Losung der Gleichung

(6.1) (K*K 4+ aId)x = K*y.
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6 TIKHONOV-REGULARISIERUNG

Beweis. Wir verwenden das singuldre System {( oy, Un, Vi) nen von K und erhalten wie im
Beweis von Lemma 5.3, dass gilt

On
KXy = E s x (Uy Un)y Vn,
neN n

* o *
K*Kx« = Z p= Ioc (Y, un)y K'Kvy,
neN T

=Y 2=y up)
neN

und damit

(K*K + o Id)xo = Z on (Y, un)y va = K*y,

neN

was zu zeigen war. Sei umgekehrt x € X eine Losung von (6.1). Einsetzen der Darstellung

(6.2) x = (%Va)xVn + Prnxx
neN

in (6.1) ergibt dann

D (07 +a) (%, Vn)x Vi + aPyix = (KK + ald)x =Ky = 3 o (Y, wn)y Ve
g neN

Da {v, }nen eine Orthonormalbasis von R(K*) = N(K)+ ist, muss Py (x)x = 0 sein. Durch
Koefhizientenvergleich folgt dann

—— (Y, un)y firallen € N,

Einsetzen in (6.2) ergibt wiederum

O—Tl
Xx= (X%Va)xvn =) — (Yy Un)y Vi = Xq,
05 +
neN neN

d. h. x ist die eindeutige Losung von (6.1). O

Der praktische Wert der Darstellung (6.1) kann nicht genug betont werden: Anstelle der
Singuldrwertzerlegung muss lediglich die Losung einer korrekt gestellten linearen Gleichung
(fiir einen selbstadjungierten und positiv definiten Operator) berechnet werden, wofiir Stan-
dardverfahren eingesetzt werden kénnen.

Wir zeigen nun, dass im Allgemeinen keine a priori-Strategie existieren kann, fiir die der
Fehler ||x5 — xT||x schneller als %/ gegen Null geht.
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6 TIKHONOV-REGULARISIERUNG

Satz 6.4. Sei K € K(X,Y) mit unendlichdimensionalem Bild und y € R(K). Existiert eine
Parameterwahlstrategie « : Rt — R mit lims_,o «(d) = 0 und

(6.3) lim sup {fo’x —xTHxé’% :y® € Y mit ||[y° —ylly < 6} =0,
5—0
soistx’ = 0.

Beweis. Angenommen, es wire x! # 0. Wir zeigen zuerst, dass unter diesen Voraussetzungen
«(8)872/3 — 0 gehen muss. Dafiir werden wir die Charakterisierung (6.1) fiir x3 und y°,
indem wir schreiben

(K*K + a(8) Id) (x5 — xT) = K*y® — K*y — «(8)x".
Daraus folgt mit k = [[K*K]|¢(x,x) = [[K*[|% v.x
|x(8)I[xT[x < Vi + ((8) + K)[Ix% — xT[|x.
Multiplizieren mit -2/3 und Anwenden der Annahmen (6.3) und x' # 0 liefert nun

(8)]82* < [Tl (Vi8S + («(8) + k) x = xT[xdF) 0,

Wir konstruieren nun einen Widerspruch. Sei {(0y, Un, Vn ) nen ein singuldres System von K
und definiere

dn =0, und yYn: =Y+ Onln, n e N,

ny

so dass gilt [[yn — y||y = &, — 0 fiir n — oo. Sei weiter o, := «(d,,). Dann ist

dn
Xn

—xI = (xi‘; — X, )+ (Xa, —x1)

= R(x(yn _y) + (X‘Xn —XT)

X

Aus Annahme (6.3) fiir y® = y,, sowie y° = y erhalten wir daraus

1/3
0nd _ _ ..
——— < x5 —xT[|x8:%"2 + [[xa, — xT||x8,%/% = 0 fiir n — oo.
07 + Xn
. 1/3 ~2/3
Andererseits folgt aber aus 0,, = 6x'” und x,6,""" — 0
ondr 63/ 1 .
> ==75 = —73 | firn — oo
op+on 877 +an 14 andn
und damit der gesuchte Widerspruch. O]
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6 TIKHONOV-REGULARISIERUNG

Ein Vergleich der Darstellung (6.1) mit den Normalengleichungen (3.3) legt nahe, dass die
Tikhonov-Regularisierung auch eine Minimierungseigenschaft hat. Dies trifft in der Tat zu.

Satz 6.5. Fiiry € Yistxo = Ryy eindeutig bestimmt als Minimierer des Tikhonov-Funktionals
1 x
(6.4) Ja(x) = 5[Kx = yll¥ + Fx[%-

Beweis. Ein Minimierer x € X von ] ist charakterisiert durch J, (%) < J(x) fir alle x € X.
Wir betrachten daher fiir beliebiges x € X die Differenz, sortieren die Skalarprodukte um
und erhalten

Ja0) — Talxa) = 3 (K=, K= gy + 5 ()

1 o
~3 (Kxoe =y, Kxoe —yJy — ) (X Xa)x

1 Iod

= EHKX— Kxolly + EHX —xall%
+ (K" (KXo —Y) + aXay X — X ) ¢
1 o

= K= K+ 5 x = xal &

> 0.

Also ist x,, ein Minimierer von J .

Gilt umgekehrt ]« (x) — J« (%) > 0 fiir alle x € X, so folgt fiir x = X + tz fiir t > 0 beliebig
und z € X fest
tz

i o t? o o i
0 < Jaux+1tz) = Ju(x) = ?||Kz||$ + THZH +t (K" (KX —y) + ax,z)y .

Division durch t und Grenziibergang t — 0 ergibt also
(K*(Kx —y) + ax,z)y =0 fir alle z € X.

Dies ist aber nur dann méglich, wenn K*Kx 4+ akx = K*y gilt. Da x die eindeutige Losung
von (6.1) ist, folgt X = x . Also ist x, der eindeutige Minimierer von (6.4). [

Die Charakterisierung der Tikhonov-Regularisierung als Minimierung des Funktionals (6.4)
stellt einen weiteren Zusammenhang zur Minimum-Norm-Losung x' her: Anstelle auf einer
reinen Ausgleichslosung zu bestehen, deren Norm fiiry ¢ D(K') nicht beschrinkt sein muss,
wird einer Néherungslosung gesucht, die gleichzeitig die Residuumsnorm ||[Kx — y||y und
die Norm ||x||x minimiert." Der Regularisierungsparameter o bestimmt dabei die Gewich-
tung: je kleiner das Fehlerniveau 6 ist, desto mehr Gewicht kann man der Minimierung der

'In dieser Form wurde diese Regularisierung auch von Andrei Nikolaevich Tikhonov, einem bedeutenden
russischen Mathematiker des 20. Jahrhunderts, eingefiihrt; siehe [Tikhonov 1963a; Tikhonov 1963b].

59


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Tikhonov.html

6 TIKHONOV-REGULARISIERUNG

Residuumsnorm geben (d. h. desto kleiner kann man « wéhlen). Umgekehrt verlangt ein
hoheres Fehlerniveau eine stiarkere Gewichtung des Strafterms ||x||x (und damit ein grofieres
«), damit die Naherung stabil bleibt.

Mit Hilfe dieser Charakterisierung lassen sich auch zum Beispiel niitzliche Monotonie-
Eigenschaften herleiten. Wir fithren dafiir die Wertefunktionen

1 1
flo) = SIKxe =05, 9le) = 5Ixall%
sowie
i) = Ja(x3) = f(x) + ag(ex)
ein.

Lemma 6.6. Die Funktionen f, g sind monoton in dem Sinne, dass fiir alle o, x, > 0 gilt

(6.5) (flog) —f(ox2)) (01 —0xz) =0,
(6.6) (glocr) —gloez)) (o1 —oxz) <O

Beweis. Aus der Minimierungseigenschaft von x5, beziiglich J, und x3, beziiglich J, folgt

flo) + o glo)

(o2) + x1g(x2),
flo) + oxz2g(oz) o

<f
< flog) + xag(aq).

Addieren beider Ungleichungen und Umsortieren ergibt sofort (6.6). Dividieren der ersten
Ungleichung durch «; sowie der zweiten durch «, und Addieren ergibt

1 1
— (floq) = flo2)) < — (floer) — f(ex2)) .
1 X2
Multiplizieren mit oty ¢, und Umsortieren ergibt dann (6.5). OJ

Wie erwartet, ist also fiir « — 0 das Residuum monoton fallend und die Norm von x3,

monoton steigend. Fiir die Wertefunktion j betrachten wir nun die einseitigen Differenzen-
quotienten

+3 _

D) =l 14,

D7j(a) = lim jloett) —jlo)
t—0— t
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6 TIKHONOV-REGULARISIERUNG

Beweis. Fiir beliebige «, & > 0 folgt aus der Minimierungseigenschaft beziiglich j, dass gilt

Also ist
jlo) —j(&) = fla) + ag(x) — &) — &g(&)
> fo) + xg(o) — fox) — &g(ot)
= (x—a)g(a)
woraus fiir & := « 4t > o fiir t > 0 folgt
it =il _ o

t

Grenziibergang t — 0 ergibt dann D*j(«) < g(«). Die entsprechende Ungleichung fiir
D~ j(«) folgt analog mit t < 0.

Zusammen mit der Definition von j folgen daraus die restlichen Ungleichungen; etwa durch
jlo) = flo) + ag(ax) < fox) + xD7j(x)

und Umformen. O

Nach einem Satz von Lebesgue (dessen Beweis auf dem Uberdeckungssatz von Vitali beruht,
siehe [Hewitt und Stromberg 1975, Satz V.17.12]) ist eine monotone Funktion fast tiberall
differenzierbar (d. h. es gibt hochstens abzdhlbar viele Punkte, in denen der Grenzwert des
Differenzenquotienten nicht existiert). Also ist mit f und g auch j = f 4 g fast tiberall
differenzierbar, und wir erhalten die folgende Charakterisierung der Ableitung.

Folgerung 6.8. Fiir fast alle « € (0, k] ist j differenzierbar, und es gilt

i) =gla),  jla) —ej’(a) = f(ex).

Diese Darstellung kann zum Beispiel bei der numerischen Umsetzung von heuristischen
Parameterwahlregeln hilfreich sein.

Dariiberhinaus liefert Satz 6.5 eine neue Interpretation der einfachsten Quellbedingung
xI € X3 = R(K*). Der Minimierer von (6.4) dndert sich nicht, wenn wir das Funktional
durch o > 0 dividieren; also ist x5 auch gegeben als die Lésung von

o1 512 1 a2
(6.7) min 5 [[Kx = y°[ly + 5[/
Fiir 8 — 0 und o« — 0 soll nun x%, — x' konvergieren. Machen wir (formal) den Grenziiber-

gang in (6.7), d. h. ersetzen wir zuerst y° durch y € R(K) und lassen o — 0 gehen, so kann
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6 TIKHONOV-REGULARISIERUNG

das Funktional nur dann einen endliches Minimum in X annehmen, falls Kx = y gilt. Im
Grenzfall o« — 0 erhalten wir also das Funktional

. T, 2
(6.8) comin_ 7 Il
Wir gehen weiter formal vor: Mit Hilfe eines Lagrange-Multiplikators p € Y kann (6.8) als
unbeschrinktes Sattelpunktproblem

. 1.2
rglelgrglggillﬂlx — (pyKx —y)y
geschrieben werden. Damit (X,p) € X X Y ein Sattelpunkt sein kann, miissen dort die
Ableitungen nach x und p verschwinden: wir erhalten die beiden Bedingungen.

x = K*p,
Kx =y.
Firy € R(K) beschreibt die Losung von (6.7) aber genau die Minimum-Norm-Ldsung
xf, d.h. x = xT. Die Existenz eines Lagrange-Multiplikators p mit x' = K*p entspricht
daher genau der Quellbedingung x' € R(K*). (Da K* nicht surjektiv sein muss, ist dies eine
nichttriviale Forderung.) Anschaulich ist dies nachvollziehbar: Wenn wir x' iiber eine Folge

von Minimierern x$, anndhern mochten, so sollte x' selbst ein Minimierer (eines geeigneten
Grenzproblems) sein.

Diese Interpretation der Tikhonov-Regularisierung als Minimierung eines Funktionals lasst
sich - im Gegensatz zur Spektraldarstellung — auf nichtlineare Operatorgleichung erweitern.
Sie ist auch in allgemeinen Banachrdumen anwendbar und ldsst sich sogar durch Verwendung
anderer Diskrepanz- und Strafterme als Normen weiter verallgemeinern. (Dies gilt auch fiir
die entsprechende Interpretation der Quellbedingung.) Dann sind natiirlich andere Beweis-
methoden und insbesondere andere Quellbedingungen notwendig. Wir werden darauf in
einem spateren Kapitel eingehen.
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Ausgangspunkt fiir die Landweber-Regularisierung ist die Charakterisierung der Minimum-
Norm-Losung x' nach Satz 3.6 als Lésung x € N(K)+ der Normalengleichung (3.3). Diese
kénnen dquivalent geschrieben werden fiir beliebiges w > 0 als Fixpunktgleichung

x =x — w(K*Kx — K*y) = x + wK*(y — Kx).
Die zugehorige Fixpunktiteration — auch als Richardson-Iteration' bekannt - lautet
(7.1) Xn = Xn_1 + WK*(y — Kxn_1), n € N,

fur n € N und ein xo € X. Wir werden hier nur xo = 0 betrachten. Aus dem Banachschen
Fixpunktsatz folgt, dass diese Iteration gegen eine Losung der Normalengleichung konvergiert,
falls y € R(K) und || Id —wK*K| ¢ (x,x) < 1ist. Wegen xo = 0 € R(K*) ist auch x,, €
R(K*) € N(K)L, und damit konvergiert x,, gegen x'. Fiir y® ¢ R(K) kann man hingegen
keine Konvergenz erwarten. Die Idee ist nun, die Iteration rechtzeitig abzubrechen, d. h. x,,,
fiir ein geeignetes m € N als regularisierte Ndherung zu akzeptieren. Hier spielt also der
Abbruchindex m € N die Rolle des Regularisierungsparameters, was mit « = -~ > 0 zu der
Schreibweise der letzten Kapitel passt.”

Die Iteration (7.1) kann in die Form einer spektralen Regularisierung gebracht werden. Dafiir
leiten wir zuerst eine rekursionsfreie Darstellung von x,, her.

Lemma 7.1. Fiir m € N ist

m—1
Xm = W Z (Id —wK*K)"K*y.

n=0

'Diese Methode zur Losung von linearen Gleichungssystemen geht auf Lewis Fry Richardson zuriick. Er
propagierte auch 1922 die heutige Methode der Wettervorhersage auf Basis von numerischer Simulation.
(Ein eigener erster Versuch von 1910 — durchgefithrt von Hand! - war grundsitzlich korrekt, lieferte aber
wegen gestorter Eingabedaten ein falsches Ergebnis. Wettervorhersage ist ein schlecht gestelltes Problem!)

*Zur Loésung von schlecht gestellten Operatorgleichungen wurde diese Methode zuerst von Lawrence Land-
weber betrachtet. In [Landweber 1951] zeigt er die Konvergenz fiir y € R(K); andernfalls, schreibt er dort,
konnten die Iterierten ,als niitzliche Ndherungslosung dienen®
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7 LANDWEBER-REGULARISIERUNG

Beweis. Dies folgt mit vollstandiger Induktion: Fiir n = 1 ist
x1 = wK*y = w(Id —wK*K)K*y.
Sei nun m € N beliebig und gelte die behauptete Darstellung fiir x,,,. Dann ist

Xm4+1 = Xm—1 + WK*(y — Kxp)
= (Id —wK*K)xn, + wK*y

m—1
= (Id —wK*K) (w Z (Id —wK*K)“K*y) + wK*y
n=0

—1

3

(Id —wK*K)" T K*y + w(Id —wK*K)°K*y
0

3
Il

||
l\’]3

(Id —wK*K)"K*y. n

3
I
[}

Die nach Iteration m abgebrochene Landweber-Iteration (7.1) wird also erzeugt durch einen
linearen Operator, d. h.

X = @ (K'K)K"y

mit

=)™ = w3—7— 55 = A

’“Z 1—(1—w>\)m 1T—(1—wA)™

Bis auf die Schreibweise ¢, anstelle von ¢ fir & = % (d. h. statt « — O betrachten wir
m — oco) hat das genau die Form aus Beispiel 5.5 (iii).

Satz 7.2. Fiir w € (0,2« ") wird durch {@m}men eine Regularisierung {R . }men mit Ry, =
@m (K*K)K* definiert.

Beweis. Wir miissen lediglich zeigen, dass @, (A) — % fir m — oo konvergiert und A, (A)
gleichmissig beschrankt ist fiir alle o« > 0. Wegen der Bedingung an w gilt —1 < 1 — wA < 1
fir alle A € (0, k], woraus sowohl (1 — wA)™ — 0 fiir m — oo als auch

AMenA))=11T—1—-wA)™ <1 fir allem € Nund A € (0, k],

d.h. C, = 1, folgt. Also ist {@m }men ein regularisierender Filter, und Satz 5.4 liefert die
Behauptung. [
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7 LANDWEBER-REGULARISIERUNG

Die Landweber-Iteration konvergiert also genau dann fiir m — oo gegen die Minimum-
Norm-Losung xf, wenny € D(KT) liegt; ansonsten divergiert sie. Es liegt nun nahe, den
Abbruchindex nach dem Diskrepanzprinzip zu wihlen: Zu T > 1 bestimme m(8,y°) so, dass
fir x3, = Ryyy® gilt

(7.2) HKxfn(é’yé) —y0ly <18 < IKxS, —y°®ly fiir alle m < m(5,y°).

(Dies ist kein zusitzlicher Rechenaufwand, denn das Residuum y® — Kx3 wird als Teil
der Iterationsvorschrift (7.1) berechnet.) Die Existenz solch eines m(8,y®) garantiert dabei
Satz 4.7.

Satz 7.3. Fiir allev > 0 und © > 1 ist die Landweber-Regularisierung zusammen mit der
Parameterwahlstrategie (7.2) ein ordnungsoptimales Regularisierungsverfahren.

Beweis. Wir weisen die notwendigen Eigenschaften fiir ¢, nach, wobei wir o« = - setzen.
Zuerst gilt wegen wA < 1 mit der Bernoullischen Ungleichung

1

T—(1—wA)™ 1T—14+mwA
sup lom(V) = L0 — @M | |

= < =wm=wx
A€(0,k] A A

und damit die Bedingung (5.4) (falls w < 1; ansonsten zeigt die Betrachtung des Beweises
von Satz 5.10, dass dadurch nur die Konstante C, vergrossert wird).

Weiter folgt aus der Bernoullischen Ungleichung auch (1 + x) < e* und damit
TmA) =1 =A@mA) = (1 —wA)™ < e ™ 1= C, fur alle m € N, A € (0, ].

Wir betrachten nun fiir v > 0 die Funktion h(A) := A¥/2e~“*™ und berechnen

hlo\) — X}\v/271efw)\m o wm}\v/2efw?\m — }\v/271 efw?\mwm ( v o }\) .
2 2wm

An der Nullstelle A* = = ist h”/(A*) < 0, daher ist

T 2wm

v/2
sup A2 (N < sup h(A) = h( A ) — e V/2 <l> m Y%= C,a/?,
AE(0,x] AE(0,00) 2wm 2w

und damit gilt (5.5) fiir alle v > 0. Die Landweber-Iteration hat also unendliche Qualifikation,
und die Aussage folgt fiir t > C, = 1 aus Satz 5.10. [

Wir untersuchen nun die Monotonieeigenschaften der Landweber-Iteration.

Satz 7.4. Fiir allem € N gilt

Kxer =0 lly < Kxg, —y° v
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7 LANDWEBER-REGULARISIERUNG

Beweis. Aus der Iterationsvorschrift (7.1) folgt
KxS 1 —y° = K ((Id—wK*K)x3, + wK*y®) —y°
= (Id —wKK*)Kx®, — (Id +wKK*)y®
= (Id —wKK*)(Kx2 —y®)

und damit wegen w < 2k~' = 2072 < 2072 fiirallen € N
Kb —y0IF = D (1= woR)? (Kxg, —y®yun) 2
neN
< D (K =% )y P <K, = vP 5
neN

Das Residuum ist also stets monoton fallend. Dies gilt aber nur bedingt fiir den Fehler.
Satz 7.5. Gilt w < k" und fiir m € N, dass
K —y° Iy > 25,
so ist
1 = xTllx < [ = xTllx-

5

Beweis. Wir verwenden die Iterationsvorschrift und schreiben mit £2 = y® — Kx%,

1 = xTI% = [ =% + WK (y® — Kl

= [Ix = xMI% — 2w (Kx! = Kxq,, £7,) + w? K€L II%

= [l = xTI% + w (8 — 2y + 2Kxqy, &0, )y + w (wlK7ER 1% — IERIIT) -

Wir miissen nun zeigen, dass die letzten beiden Terme negativ sind. Fiir den ersten Term
verwenden wir die Definition von &2 , und erhalten mit der produktiven Null in Form von

E2 =283 — &3 =2y® —2Kx3 — &3 dass gilt

(Efn — 2y + ZKXfRa E?n)Y =2 (,96 - Y 51611)\( - HEan%
<281 E5, v — IIEN I3
= (26 — |IKxS, —y®|lv) I3 Ilv < O,

da die Klammer nach Annahme negativ und ||£2 ||y > O ist. Fiir den zweiten Term in

Klammern verwenden wir, dass wegen w < k' gilt

W[[K*Ex 1% < @l N2 v x| Emlly = wrllEn]* < l[& 1%
und damit
(73) w (wlK &% = l1Ewly) <o.

Zusammen erhalten wir die gewiinschte Ungleichung.
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Die Landweber-Iteration reduziert also zunéchst den Fehler, bis das Residuum unter das
doppelte Fehlerniveau fallt. (Fiir das Diskrepanzprinzip sollte daher stets T < 2 gewdhlt
werden, um nicht garantiert zu frith abzubrechen.) Danach wird fiir y® ¢ R(K) aufgrund von
Satz 5.4 der Fehler aber wieder anwachsen. Dieses Verhalten wird Semikonvergenz genannt
und ist typisch fiir iterative Verfahren, wenn sie auf schlecht gestellte Probleme angewendet
werden. Das Diskrepanzprinzip verhindert dann, dass der Fehler wieder beliebig anwéchst.
(Ein leichtes Anwachsen wird dabei in Kauf genommen - wie stark, hangt von der Wahl
von T € (1,2) ab.) Der folgende Satz gibt eine obere Schranke fiir die Anzahl der dafiir
notwendigen Schritte an.

Satz7.6. Fiirt > 1undy® € Y mit ||y—y®||y < & bricht das Diskrepanzprinzip die Landweber-
Iteration nach m(8,y°) Schritten ab, wobei

m(8,y®) < C672 fiir ein C > 0.

Beweis. Wir leiten zuerst eine Konvergenzrate fiir das Residuum in Abhéngigkeit von m her.
Dazu betrachten wir fiir k > 0 die Iterierten x,,, die die Landweber-Iteration mit den exakten
Daten y € R(K) erzeugt, und bezeichen mit &,, das entsprechende Residuum &, =y — Kx,,.
Wir schitzen nun dhnlich wie im Beweis von Satz 7.5 ab. Aus der Iterationsvorschrift folgt
durch einfaches Umformen und mit (7.3)

X" —=xnllk = " = xnst % = KT = xallk = X" = xn — wK*Enll}
=2w (KxT — Kxn, in)x — w?[K*&n %
= w ([[Enll¥ — WK E[IX) + wl|€nll¥

> wl|&nlly-
Summieren tiber n = 1,..., m ergibt zusammen mit der Monotonie des Residuums aus
Satz 7.4, dass
m
I —=xallx = I = xmar 1% = D (I =xnll% = X" =% 1%)
k=1

m
>w ) [E&nlly > wm|Emk-
k=1

Insbesondere ist daher

Iy — Kxm[[% < (wm) ™ Ix! =[5

Wie im Beweis von Satz 7.4 gilt nun wegen xo = 0

£ =1y° —Kx® = (Id—wKK*)(y® —Kx% ;) =--- = (Id —wKK*)™y®

m—1

und analog &;,, = (Id —wKK*)™y. Daraus folgt

11d =KK™y —y) ¥ =D (1 —won)*™ (y® —yyun), * < ly° —yll3
neN
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und damit
1Kx9, —y®lly = [|(1d —wKK*)™y®|y
< [[(Id —wKK*) ™y ||y + || (Id —wKK*) ™ (y* —y) v
< ly = Kxmlly + ly® —yllv
<

(wm)’”zﬂxT —x1||x + 0.

Das Diskrepanzprinzip bestimmt nun den Abbruchindex m(8,y?®) so, dass zum ersten Mal
[IKX3, (5.y5) — Y°llv < T8 ist. Dies ist also spitestens der Fall, wenn gilt

(wm(8,y®) " 2xt —x1||x + 6 < T8

beziehungsweise
F—x1]%
5.u%) > 1% Hix -2
m( )y ) ww(T—1)2
Daraus folgt die Behauptung mit C := w =" (t—1)72||x" — x4 ||% + 1. O

Es iiberrascht nicht, dass man diese Abschitzung unter der iiblichen Quellbedingung x' € X,

noch verbessern kann: Aus (5.10) folgt mit & = nll die Abschitzungm > C 5~ ++1. Trotzdem

erfordert die Landweber-Regularisierung in der Praxis oft zu viele Iterationen, bis das Ab-
bruchkriterium erreicht ist, und man greift zu beschleunigten Varianten wie etwa in [Eng],
Hanke u. a. 1996, Kapitel 6.2, 6.3] beschrieben. Ausserdem lésst sich der Ansatz, ein iteratives

Verfahren zur Losung der Normalengleichung durch vorzeitigen Abbruch in ein Regulari-
sierungsverfahren zu verwandeln, auch auf andere Verfahren als die Richardson-Iteration

anwenden; eine beliebte Wahl ist dabei das Verfahren der konjugierten Gradienten; siehe

[Engl, Hanke u. a. 1996, Kapitel 7].
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Und nun zu etwas vollig anderem. Wie wir gesehen haben, liegt die fundamentale Schwierig-
keit bei inversen Problemen in der Unstetigkeit der Pseudo-Inversen fiir kompakte Opera-
toren K : X — Y mit unendlichdimensionalem Bild. Es ist daher naheliegend zu versuchen,
eine Folge von Operatoren K,, mit endlichdimensionalem Bild zu konstruieren und die ge-
suchte Minimum-Norm-Lésung K’y mit Hilfe der (nun stetigen) Pseudo-Inversen (K., )"
anzundhern. Dies funktioniert - bis zu einem gewissen Grad - tatséchlich. Um ein endlichdi-
mensionales Bild zu erhalten, haben wir im wesentlichen zwei Moglichkeiten:

1. Wir schranken das Urbild von K auf einen endlichdimensionalen Unterraum X,, C X
ein und definieren K, : X;;, — Y. (Istndmlich {xy, ..., X } eine Basis von X,,, so ist auch
R(Kn) = span{Kxy, ..., Kx, } endlichdimensional.) Man bezeichnet diesen Ansatz als
Ausgleichsprojektion (englisch: ,least-squares projection®).

2. Wir schrianken direkt das Bild von K auf einen endlichdimensionalen Unterraum Y,, C
Y ein und definieren K, : X — Y;,. Dies bezeichnet man als duale Ausgleichsprojektion
(englisch: ,,dual least-squares projection®).

Natiirlich kann man auch sowohl Bild als auch Urbild einschranken und K,, : X;, — Yn
definieren; dies bietet aber aus Sicht der Regularisierung keinen Vorteil. Wir betrachten nun
beide Ansitze fiir beschrankte Operatoren T € £(X, Y), wobei sich der zweite als vorteilhafter
herausstellen wird.

AUSGLEICHSPROJEKTION Wir betrachten eine Folge {X,, }nen von Unterrdumen
XiCcXpC---CX

mit dim X, = nund {J,, .y Xn = X. Sei weiterhin P, := Py, die orthogonale Projektion auf
Xnund T, := TP, € £(X,Y). Da T, endlichdimensionales Bild hat, ist T\ := (T,,)" stetig.
Wir wihlen also fiir y € Y die Regularisierung x,, := T}y, d. h. die Minimum-Norm-Lésung
von TP, x = y. Um zu zeigen, dass T, eine Regularisierung im Sinne von Definition 4.1
darstellt, miissen wir nun zeigen, dass fiiry € D(TT) gilt x,, — xT. Dies konnen wir iiber die
Norm von x,, charakterisieren.
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Lemma 8.1. Es konvergiert x,, — x! genau dann, wenn {||x,,||x}nen beschrinkt ist.

Beweis. Da jede schwach konvergente Folge beschréankt ist und umgekehrt jede beschrinkte
Folge eine schwach konvergente Teilfolge besitzt, miissen wir nur zeigen, dass in diesem
Fall die Beschrianktheit die schwache Konvergenz der gesamten Folge impliziert. Sei daher
{|[%n||xInen beschrankt. Dann existiert eine schwach konvergente Teilfolge {x,, }xen und ein
X € X mit xy := X, = X und Tx — Tk. Nach Definition von xy als Ausgleichslosung (mit
minimaler Norm) gilt nun

| Texk —yllv < [|Tex —ylly tir alle x € X,
und damit fiir x = Pix" und wegeny = Tx'

|TkPkXJr — TXTHY = ||TPkXJr — TXTHY

(81) ||TXk—TXTHY = ||Tka—TXTHY S
< T2, 1T = Pi)x T x.

|
|
Nach Annahme an {X;, }n ey konvergiert der letzte Term gegen Null fiir k — oo, und daher

gilt Tx;. — Tx. Also muss x — xT € N(T) sein. Da nach Satz 3.5 gilt x € N(T)+, sind wir
fertig, wenn wir x € N(T)~ zeigen konnen.

Datfiir verwenden wir, dass nach der Definition des orthogonalen Komplements gilt

N(T)t = N(TP) T = Xy N (N(T) N X))+

wegen N(Ty )+ = R(Ty) = R(PrT*) C Xy sowie
(N(T) N X )T D (N(T) N X))t D - DN(T).

Alsoistxi € XixN(N(T)NX,;, )+ fiiralle m < k; da orthogonale Komplemente stets (schwach)
abgeschlossen sind, ist damit x € (N(T) N X,,)* fiir alle m € N. Nach Annahme an {X;, }nen
ist aber

J ON(T) N Xim) = N(T)

meN

und deshalb x € N(T)+. Damit ist x — x! € N(T) N N(T)+ = {0}, und jede konvergente
Teilfolge hat den selben Grenzwert x'. Also muss die gesamte Folge gegen x' konvergieren.
O

Folgerung 8.2. Es konvergiert x,, — x' genau dann, wenn limsup, ., __ [[xn|x < [|x']|x gilt.

Beweis. Ausx,, — x! folgt sofort mit der Dreiecksungleichung

X llx < I = xTllx + XTI = IxT|x.
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Gilt nun limsup,,_,__ [|xnl|x < [|[x||x, s0 ist {|[xn||x}nen beschrinkt, und aus Lemma 8.1 folgt
Xn — x'. Dann gilt aber

X% = (x',x") = lim (x,x"), < lim inf [penllx]x']1x,

d.h. ||xf|lx < liminf, o ||[%n|/x. (Die Norm ist also schwach unterhalbstetig.) Also ist
[%nllx = [[xT]|x, woraus zusammen mit der schwachen Konvergenz die starke Konvergenz

folgt. O

Leider lassen sich Beispiele konstruieren, in denen ||x,, ||x nicht beschrénkt ist; siehe zum Bei-
spiel [Engl, Hanke u. a. 1996, Example 3.19]. Eine hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz
gibt der folgende Satz.

Satz 8.3. Seiy € D(T') und

(8.2) lim sup ||(T:) .||y = lim sup ||(T})*xn ||y < oo.

n—oo n—oo

Dann konvergiert x, — x1.

BeWeiS. V\fegen
”Xn HX = (Xn —XT,XH) + (XT,XH) < (X-ﬂ —XT,Xn) + HXTH)(HX-H ||X
X X X

geniigt es zu zeigen, dass der erste Term auf der rechten Seite gegen Null konvergiert. Dafiir
setzen wir w,, := (T )*x,, und verwenden, dass wegen x, € R(T!) = R(T?) gilt T w, = xp.
Wir kénnen daher wie folgt abschétzen:

(xn = X1, Tiwn) . = (Taxn — Taxf,wn ),
(Taxn — Txt,wn )y + (TxT = Taxt,wy),
(ITox = TPy + [ITAd =P )x v wn v

2|z o, [1(Id =Pr)xF[[x[lwn v,

(83) (Xn - XT) Xn)x =

<
<

wobei wir im letzten Schritt wieder (8.1) verwendet haben. Nach Annahme (8.2) ist nun der
letzte Term beschréankt, wihrend der vorletzte Term und damit die gesamte rechte Seite gegen
Null geht. Zusammen mit Folgerung 8.2 ergibt dies die Aussage. ]

Damit die Ausgleichsprojektion einen Regularisierungsoperator definiert, miissen also die
Unterrdume X,, passend zu T gewidhlt werden. Bevor wir uns der dualen Ausgleichsprojektion
zuwenden (die ohne eine solche Annahmen auskommt), betrachten wir noch den Spezialfall
kompakter Operatoren.

Satz 8.4. Erfiillt K € K(X,Y) die Bedingung (8.2), so ist xI € R(K*).
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Beweis. Sei wieder wy, := (K, )*x,,. Aus (8.2) folgt, dass {wy }nen beschrinkt ist und daher
eine schwach konvergente Teilfolge wy, — W € Y besitzt. Da K und damit auch K* kompakt
ist, folgt K*w) — K*w. Nun ist aber wegen (K[ )* = (K;)" = (P, K*)T

K*Wk = PkK*Wk + (Id —Pk)K*Wk =Xk + (Id —Pk)K*Wk.

Grenziibergang auf beiden Seiten ergibt wegen Satz 8.3, der Beschrianktheit von wy und
[ Id =Py || 2 (x,x) — 0 nun K*w = xT, d. h. x € R(K*). O

Die Bedingung (8.2) impliziert also bereits eine Quellbedingung. Es ist daher nicht verwun-
derlich, dass wir eine Rate fiir die Konvergenz x,, — x' zeigen konnen.

Satz 8.5. Erfiillt K € K(X,Y) die Bedingung (8.2) und isty € D(K), so existiert eine Konstante
C > 0so dass gilt

xn —xTIx < Cl|(Id —Pr)K* || £ v,x)-

Beweis. Wegen Satz 8.4 existiert ein w € Y mit x = K*w. Also gilt wegen (8.1)
(xen =T, xT) o < IKxn = K[|y [[wlly < [IK(Pn —Td)xT [y [[w]]v.
Zusammen mit (8.3) und der Beschrinktheit der w,, := (KI )*x,, folgt daraus

|xn — xTHi = (xn — xT,xn)X — (xn — XT,XT)X
< KA =Pr)xT |y [[wally + [K(Id —=Pn)x ||y [[w]ly
< C|K(1d —Py)x![ly = C|[K(Id —Pp) (Id —Py)K*wly
= Cll(Id —=Pr)K*[1Z v, W,

denn | T*T|| ¢ (x,x) = HTHi(X,Y) und Projektionen sind selbstadjungiert. O]

DUALE AUSGLEICHSPROJEKTION Hier wird das Bild von T direkt diskretisiert. Wir
betrachten also eine Folge {Y;, }nen von Unterrdumen

YiCcY,C---CR(M) =N(THt Y

mit dim Yy, = nund {J,, oy Yn = N(T*)*. Sei nun Q,, := Py, die orthogonale Projektion auf
Yo und T, := Q, T € £(X,Y). Wieder ist T und damit auch T} Q,, stetig, und wir kénnen
Xn = T1 Qny, d. h. die Minimum-Norm-Lésung von Q,, Tx = Q,y, als Kandidaten fiir eine
Regularisierung nehmen. Um zu zeigen, dass dadurch ein konvergenter Regularisierungsope-
rator definiert wird, kénnen wir folgende niitzliche Charakterisierung verwenden.

Lemma 8.6. Seiy € D(T'). Dann ist x, = Pnx1, wobei P,, := P, die orthogonale Projektion
auf Xy, := T*Y,, bezeichnet.
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Beweis. Zuerst halten wir fest, dass wegen der Endlichdimensionalitit von T, gilt

R(TY) = N(T)* = R(T7) = R(T"Qn) =T Vo = Xa
und damit x,, € X,, sowie X;; = N(T,,). Daraus folgt auch

T.(I—=Pu)x=0 fir alle x € X,
d.h. T,P, = T,,. Weiterhin gilt wegen Y,, C N(T*)* und Lemma 3.4 (iv)
QnY = QuPrmy = QuTTy = QnTx = Tox'.
Zusammen erhalten wir fiir beliebige x € X, dass
[Tax — Quylly = [ Tax — TuxNly = [|[Tax — T : nPuxt|ly = || TP (x — Pux?)]|v.

Nun ist x,, definiert als die Minimum-Norm-Ldsung von T,,x = Q,y, d. h. als dasjenige
x € N(T,)*+ = X,,, fiir das || Tax — Qny|ly minimal wird - was fiir x = P,,x" € X,, der Fall
ist. Da die Minimum-Norm-Losung eindeutig ist, folgt x,, = P,,x". ]

Satz 8.7. Seiy € D(T'). Dann konvergiert x,, — xI.

Beweis. Aus den Eigenschaften von Y,, folgt X;, C X,,;1 und

UXo = TYa=T (Yo =TNT) =R(T) =N

neN neN neN

Wegen x' € R(TT) = N(T)* konvergiert also x,, — x. ]

Mit Hilfe einer Quellbedingung kénnen wir wieder eine Konvergenzrate wie in Satz 8.5
zeigen.

Satz 8.8. Fiir T € (X,Y) undy € D(TT) mit x" € R(T*) existiert eine Konstante C > 0, so
dass gilt

en = x"llx < CIId=Pr)T |2 vx)-
Beweis. Aus der Quellbedingung x' = T*w fiir ein w € Y und Lemma 8.6 folgt sofort

Pen = xT[Ix = [Pax” —xT|x = [[(Id =Pr) T W][x < [[(1d—=Pu)T*[lcv,x) [Wlly- =

Auch die duale Ausgleichsprojektion definiert also einen Regularisierungsoperator. Nach Satz
4.5 existiert daher eine a priori-Parameterwahl, mit der die duale Ausgleichsprojektion ein
konvergentes Regularisierungsverfahren bildet. Um diese Wahl zu charakterisieren, miissen
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wir die Norm von T/ abschitzen. Dafiir konnen wir verwenden, dass T,, ein endlichdimen-
sionales Bild hat und deshalb kompakt ist; es existiert also ein (endliches) singuldres System
{(pc, Ty icheeqn,..,my» und aus (3.7) folgt

IThyl% =) wll @ wdy P < wlllully firalley €Y,
k=1
mit Gleichheit firy =1, € Y, d.h. [T} ||z (v.x) = 1y, '- Da Q, eine orthogonale Projektion

ist, gilt

ITLQnu® —Y)lIx < ITHle v 1Qn(u® =Wy < Tl e v u® —ylly <

Wir kdnnen nun wie in Satz 4.6 vorgehen.

Satz 8.9. Seiy € D(TT) sowie y® € Y mit |[y® —ylly < S und x5 = T1Qny. Ist n(8) so
gewdhlt, dass gilt

)
Hn(s)

n(d) — oo,

-0  fiird—0,
dann konvergiert x3, 5, — x' fiir & — 0.

Ein analoges Resultat gilt unter der Bedingung (8.2) auch fiir die Ausgleichsprojektion.

Wir kénnen uns nun fragen, wie wir fiir festes n den Raum Y, wihlen miissen, um den Fehler
X2 — x®||x zu minimieren. Wegen der Zerlegung

e = x°llx < [xn = x°[lx + lIxq = Xnllx < ClI(Id =Pr)K*[levx) + 1y '8

miissen wir dabei vor allem den ,versteckten Regularisierungsparameter® ,, maximieren.
Diese Frage kann fiir kompakte Operatoren explizit beantwortet werden, wofiir wir das Cou-
rantsche Minimax-Prinzip' fiir Eigenwerte verwenden: Die (abfallend sortierten) Eigenwerte
A, eines selbstadjungierten kompakten Operators A € X (X, X) erfiillen

An_m\}nmax{/\xx Hx[x <1, xe VX, dimV+-=n—1}

—m&xmm{(Axx xllx <1, x e VX, dimV =nj.

Satz 8.10. Sei K € K(X,Y) mit singuldrem System {(on,Un,Vn)Ineny und Yy, C Y mit
dimY,, = n. Dann ist u,, < on.

'z.B. [Kaballo 2011, Satz 12.6]

74



8 DISKRETISIERUNG ALS REGULARISIERUNG

Beweis. Da n,, Singuldrwert von K,, ist, ist ufl Eigenwert von K, K¥ = Q,,KK*Q4,; analog
ist 02 Eigenwert von KK*. Sei fiir k € N weiterhin Uy, := span{u,...,u} C R(K*). Wegen
dimY,, = n existiertein gy € Ut ; NY, mit ||§|y = 1. Aus dem Courantschen Minimax-
Prinzip folgt dann

u? = maxmm{ QuKK*Qny,y)y : [ylly <1,y €V, dimV =n}
=min{(KKy,yy : [[ylly <1, y € Yn} < (KK, Gy

m%{KWyy Hylly <7, y € U} = o3,
denn das Maximum wird fiiry = u,, € U} ; angenommen. O

Dabei wird Gleichheit fiir Y, = U, angenommen, denn dann ist §j = u,, der einzige Vektor,
der im Beweis in Frage kommt. Dies entspricht aber genau der abgeschnittenen Singularwert-
entwicklung aus Beispiel 5.5 (i). Tatsachlich ist die Wahl Y;, = U,, auch optimal beziiglich
des Verfahrensfehlers.

Satz 8.11. Sei K € K(X,Y) mit singuldrem System {(0on, Un, Vn ) neny und Yy, C YmitdimY,, =
n. Dann ist

|(Id =P )K" || £ (v,x) = Ons,

wobei fiir Y, = U,, Gleichheit herrscht.

Beweis. Wir verwenden wieder das Courantsche Minimax-Prinzip, diesmal fiir 02 Eigenwert
von K*K. Mit X;, := K*Y,, und P,, := Px gilt dann

0% :n};nmax{(K*Kx Xyt [[x[x <1, x € VC X, dimV*- =n}
< max{ (K*Kx, x)y : [[x[Ix < 1, x € X5}
= mfx{(K K(I—=Pr)x, (I=Pu)x)y o [[x]|x < 1}
= max {|[K(I = Pu)x|[§ « [|x]|lx < T}

= [[K(Id =Pr) [l (x,v) = [|[(Id =P )K*[| £ (v,x) -

Ist Y, = Uy, soist X,, = K*U,, = span{vy,...,v,} und fiir diesen Unterraum wird das
Minimum in der Ungleichung angenommen. [

Damit ist die bestmdgliche Konvergenzrate fiir die duale Ausgleichsprojektion

n

1)
HXTSI _XTHX < C <5n+1 + 0__> )

und diese wird fiir die abgeschnittene Singuldrwertzerlegung angenommen.
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Ohne Kenntnis eines singuldren Systems muss man in der Praxis n sehr klein wahlen, um
die Bedingung an y,, garantieren zu kénnen, und erhélt damit eine zu grobe Diskretisierung.
Man kombiniert daher iiblicherweise eine deutlich feinere Diskretisierung mit einer der
bereits besprochenen Regularisierungen. Um dabei eine optimale Konvergenzrate zu erhalten
und gleichzeitig unnotigen Rechenaufwand zu vermeiden, sollte dabei der Regularisierungs-
parameter in Abhdngigkeit sowohl von § als auch von n (bzw. n in Abhdngigkeit von o(3))
passend gewdhlt werden.
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Teil 111

NICHTLINEARE INVERSE PROBLEME



NICHTLINEARE SCHLECHT GESTELLTE
PROBLEME

Wir betrachten nun fiir eine nichtlineare Abbildung F : U — Y mit U C X und Hilbert-
rdumen X und Y die Operatorgleichung F(x) = y. Nichtlineare inverse Probleme tauchen
in vielen Bereichen auf; so ist beispielsweise das Problem, aus Kenntnis der Losung einer
partiellen Differentialgleichung auf ihre Koeflizienten zu schliessen (etwa im Rahmen der
elektrischen Impedanztomographie), ein nichtlineares schlechtgestelltes Problem. Wir wer-
den diese Schlechtgestelltheit nun abstrakt charakterisieren. (Konkrete Beispiele erfordern
Resultate iiber partielle Differentialgleichungen, die den Rahmen der Vorlesung sprengen
wiirden.)

Ein wesentlicher Unterschied zwischen linearen und nichtlinearen Operatoren ist dabei, dass
sich letztere auf verschiedenen Teilmengen von X sehr unterschiedlich verhalten kénnen. Die
globale Charakterisierung der Korrekt- oder Schlechtgestelltheit nach Hadamard ist daher
zu restriktiv. Wir nennen die Gleichung F(x) = y lokal korrekt gestellt in x € U, wenn ein
T > 0 existiert, so dass fiir alle Folgen {x }nen C B+(x) N U mit F(x,) — F(x) gilt x, — x.
Andernfalls heisst die Gleichung lokal schlecht gestellt (in x). In diesem Fall existiert fiir
alle r > 0 eine Folge {xn}ney C Br(x) N U mit F(x,,) — F(x), fiir die x,, nicht gegen x
konvergiert. Fiir einen linearen Operator T : X — Y ist Tx = y entweder fiir alle x € X
lokal korrekt oder fiir alle x € X lokal schlecht gestellt. Letzteres ist genau dann der Fall,
wenn T nicht injektiv oder R(T) nicht abgeschlossen ist, etwa fiir kompakte Operatoren mit
unendlichdimensionalem Bild.

Fiir nichtlineare Operatoren ist die Situation etwas diffiziler. Wie im linearen Fall nennen wir
F: U — Y kompakt, wenn jede beschrankte Folge {x, }nen C U eine konvergente Teilfolge
{F(xn)nen C Y besitzt. Nichtlineare kompakte Operatoren miissen aber nicht stetig (und da-
mit vollstetig) sein (betrachte etwa einen beschrinkten Operator mit endlichdimensionalem
Bild); dies ist eine zusdtzliche Forderung. Tatsdchlich geniigt eine schwichere Eigenschatft:
F: U — X heisst schwach abgeschlossen, wenn aus x,, — x und F(x,,) — y folgt F(x) = y.

Lemma 9.1. Sei F: U — Y kompakt und schwach abgeschlossen. Dann ist F vollstetig, bildet
also schwach konvergente Folgen in X auf stark konvergente Folgen in Y ab.
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Beweis. Sei {xnJnen C U eine schwach konvergente Folge mit x, — x € U. Dann ist
{XnInen beschrinkt, und {F(x, ) }nen besitzt daher eine konvergente Teilfolge {F(xn, ) ken mit
F(xn,) = y € Y. Dastark konvergente Folgen auch schwach konvergieren, folgt aus der schwa-
chen Abgeschlossenheit y = F(x). Angenommen, es gabe nun eine Teilfolge {F(xy, ) }xen, die
gegen y # F(x) konvergiert. Dann wiirden wir durch Anwenden der obigen Argumentati-
on auf {xy, Jxen einen Widerspruch erhalten, woraus die Konvergenz der gesamten Folge
{F(xn)nen gegen F(x) folgt. O

Fiir solche Operatoren gilt ein analoges Result zu Satz 3.8.

Satz 9.2. Sei X ein unendlichdimensionaler separabler Hilbertraum und F : U — Y vollstetig.
Dann ist F(x) =y lokal schlecht gestellt in allen inneren Punkten von U.

Beweis. Da X separabel ist, existiert eine (unendliche) Orthonormalbasis {u, },en. Sei nun
x € U ein innerer Punkt und v > 0 mit B, (x) C U, und setze x,, := x + U, € B;(x). Dann
ist [[xn —x||x = 3, aus der schwachen Konvergenz u,, — 0 jeder Orthonormalbasis und
Lemma 9.1 folgt aber x,, — x und damit F(x,) — F(x). l

Wie im linearen Fall definieren wir nun Minimum-Norm-Ldsungen und Regularisierungs-
operatoren. Da fiir nichtlineare Operatoren die Null ihre Sonderrolle verliert, bezeichnen wir
fiir einy € R(F) und ein xo € X ein x' € U mit

||xT — Xo|lx = min{||x — xo||x : F(x) =y}

als xo-Minimum-Norm-Ldosung. Fiir nichtlineare inverse Probleme muss diese, im Gegensatz
zum linearen Fall, nicht eindeutig sein! Ihre Existenz setzt auch voraus, dass F(x) =y tiber-
haupt eine Losung besitzt. Eine Regularisierung von F(x) = y besteht nun aus einer Familie
{Rata=o0 stetiger (nichtlinearer) Operatoren R, : X X Y — X so dass Ry (xo,y) fiir « — 0
gegen eine xo-Minimum-Norm-Lésung x' konvergiert. Zusammen mit einer Parameterwahl-
strategie fiir « definiert man nun wie gehabt ein (konvergentes) Regularisierungsverfahren.

Fiir nichtlineare inverse Problem lassen sich Regularisierungsoperatoren in der Regel nicht ex-
plizit angeben; die meisten Verfahren basieren stattdessen auf einer (iterativen) Linearisierung
des Problems. Dafiir benétigt man eine geeignete Ableitung von Operatoren zwischen nor-
mierten Raumen. Seien X, Y Banachrdume, F : U — Y eine Abbildung mit dom(F) = U C X
und x € U sowie h € X.

« Existiert der einseitige Grenzwert

. F(x+th)—F(x)
lim

t—0+t t

=:F'(x;h),

so heisst nennen wir diesen Richtungsableitung in x in Richtung h.
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o Falls F/(x; h) fiir alle h € X existiert und durch
DF(x)h :=F'(x;h)

ein linearer beschrankter Operator definiert wird, so heisst F Gateaux-differenzierbar
(in x) und DF € £(X,Y) Gdteaux-Ableitung.

o Gilt zusitzlich
. IIF(x +h) — F(x) — DF(x)h|y

lim =0
Il =0 Ih|x ’
so heisst F Fréchet-differenzierbar (in x) und F'(x) := DF(x) € L(X,Y) Fréchet-

Ableitung.

o Ist die Abbildung x — F’(x) (Lipschitz-)stetig, so heisst F (Lipschitz-)stetig differenzier-
bar.

Der Unterschied zwischen Gateaux- und Fréchet-Differenzierbarkeit liegt also im Appro-
ximationsfehler von F in der Nahe von x durch F(x) + DF(x)h: Wiahrend fir Gateaux-
differenzierbare Funktionen dieser nur beschrankt durch ||h|x — also linear in ||h||x — sein
muss, ist er fiir Fréchet-differenzierbare Funktionen sogar superlinear in ||h||x. (Fiir eine
feste Richtung h ist dies natiirlich auch fiir Gateaux-differenzierbare Funktionen der Fall; fiir
Fréchet-differenzierbare Funktionen ist zusitzlich also Gleichmassigkeit in h gefordert.)

Ist F Gateaux-differenzierbar, kann man die Gateaux-Ableitung berechnen via

DF(x)h = (LF(x + th))

t=0

Offensichtlich sind lineare beschrankte Operatoren T € £(X,Y) Fréchet-differenzierbar mit
Ableitung DT =T € £(X,Y). Beachten Sie, dass Ableitungen eines Funktionals F: X — R
lineare Operatoren in £ (X, R) sind, und daher nicht zu Vektoren in X addiert werden konnen.
In Hilbert-Raumen (darunter auch R™) kann man aber DF(x) mit Hilfe des Satz von Fréchet-
Riesz kanonisch mit einem Element VF(x) € X, genannt Gradient von F, identifizieren
iiber

DF(x)h = (VF(x),h)y fir alle h € X.

Als Beispiel betrachten wir fiir die durch das Skalarprodukt induzierte Norm in einem Hil-
bertraum das Funktional F(x) = 1|/x||%. Dann gilt fiir alle x, h € X, dass

- (Xa h)x .

1
DF(x)h = = (i (x + th,x + th)x>
t=0

2 \dt

Die quadrierte Norm ist also Gateaux-differenzierbar in x mit Ableitung DF(x) : h +— (x,h)y
und Gradient VF(x) = x € X; wegen

gl RR = Sl = (s h)x

IRl x—0 Ilx

1
= SlIhfx 0
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ist sie sogar Fréchet-differenzierbar. Fasst man nun dieselbe Abbildungsvorschrift auf als
definiert auf einem kleineren Hilbertraum X’ < X (zum Beispiel X = L?(Q), X’ = H'(Q)),
so ist immer noch DF(x)h = (x,h)y € L(X’,R), aber VF € X’ ist nun charakterisiert
durch

DF(x)h = (VF(x),h)y, firalleh € X'.
Unterschiedliche Skalarprodukte fithren daher zu unterschiedlichen Gradienten.

Weitere Ableitungen erhilt man durch die iiblichen Rechenregeln, die genau wie in R™ gezeigt
werden. Beispielhaft beweisen wir eine Kettenregel.

Satz 9.3. Seien X,Y, Z Banachrdume, U C X und F : U — Y Fréchet-differenzierbar in x € U
und G : Y — Z Fréchet-differenzierbar iny = F(x) € Y. Dann ist G o F Fréchet-differenzierbar
in x und

(GoF)'(x) = G'(F(x)) o F'(x).

Beweis. Firh € Xmitx+h € U gilt
(GoF)(x+h) = (GoF)(x) =G(F(x +h)) — G(F(x)) = Gy + g) — Gly)
fiir g = F(x + h) — F(x). Aus der Fréchet-Differenzierbarkeit von G folgt nun
IG(y +9) — G(y) = G'(y)gllz =71 (llgllv)
mit vy (t)/t — 0 fiir t — 0. Aus der Fréchet-Differenzierbarkeit von F folgt weiter
lg — F' (x)h[ly = r2([[h[x)
mit r,(t)/t — 0 fiir t — 0. Insbesondere ist
(9.1) lglly < [[F'G)Nly +r2([h]x).
Also gilt
[(GoF)(x+h)—(GoF)(x) = G'(Fx)F (x)hllz < i (llgllv) +r2([[h]x)-

Fiir [|h|| — O folgt aus (9.1) und F'(x) € £(X,Y) auch ||g|ly — O und damit die gewiinschte
Aussage. [

Eine analoge Regel fiir Gateaux-Ableitungen gilt dagegen nicht!

Wir brauchen noch die folgende Variante des Mittelwertsatzes. Sei [a, b] C R ein beschrinktes

Intervall und f : [a, b] — X stetig. Wir definieren dann fz f(t) dt € X mit Hilfe des Satz von
Fréchet-Riesz via

b b
(J f(t) dt, x) = J (f(t),x)y dt fur alle x € X,
a X a
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9 NICHTLINEARE SCHLECHT GESTELLTE PROBLEME

denn die linke Seite definiert wegen der Stetigkeit von t — |[|f(t)|/x auf dem kompakten
Intervall [a, b] ein lineares stetiges Funktional auf X. Aus der Konstruktion folgt sofort

| Trwat

a

b
<j 17(0)]Ix dt.
X

a

(9.2)

Satz 9.4. SeiF : U — X Fréchet-differenzierbar, und seien x € Uundh € Xsodassx+th € U
fiir alle t € [0, 1] gilt. Dann ist

1
F(x+h)—F(x) = J F/(x + th)h dt.
0

Beweis. Betrachte fiir beliebiges w € X die Funktion
f:[0,1] —» R, f(x) = (F(x +th),w)y.
Nach der Kettenregel ist f differenzierbar mit
f'(t) = (F'(x + th)h,w),

und der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung in R ergibt

1

f'(t) dt = (J] F'(x +th)h dt,w) ,

(Fx+h) — F(x),w)y = f(1) — (0) :J O
X

0

wobei die letzte Gleichung nach Konstruktion tiber Fréchet-Riesz gilt. Da w € X beliebig
war, folgt daraus die gewiinschte Gleichung. ]

Eine naheliegende Frage ist nun nach dem Zusammenhang zwischen der lokalen Schlechtge-
stelltheit von F(x) = y in x und der Schlechtgestelltheit der Linearisierung F’(x)h = y. Das
folgende Resultat legt nahe, dass sich zumindest fiir vollstetige Operatoren die Schlechtge-
stelltheit tibertragt.

Satz 9.5. Sei F: U — Y vollstetig und Fréchet-differenzierbar. Dann ist F'(x) kompakt fiir alle
x € W

Beweis. Seix € U beliebig und angenommen, F’(x) wire nicht kompakt und damit nicht
vollstetig. Dann existiert eine Folge {h,, }hey mit h, — O sowie ein ¢ > 0 mit

IF () hally = € fiir allen € N.

Aus der schwachen Konvergenz folgt auch die Beschréanktheit, und wir kdnnen (durch entspre-
chende Skalierung von h,, und ¢) ohne Einschriankung ||h, ||x < 1 fiir allen € N annehmen.
Nach Definition der Fréchet-Ableitung existiert nun ein 6 > 0 so dass fiir alle ||h||x < b gilt

IF(x + 1) — F(x) — F'(x)hlly < %Hh”x.
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Da{hy }nen beschrankt ist, existiert ein T > 0 klein genug, dass || th,||x < d undx+Th,, € U
fir alle n € Nist. Dann gilt x + th,, — x, aber fiir allen € Nist

[F(x + thn) — F(X)[ly = [F'(x)(tha) + F(x 4+ tha) — F(x) — F'(x) (tha) ||y

> |[F'(x)(thy) |y — [[F(x + thn) — F(x) — F'(x) (tha)]||v
= TE — T% = T%.

Also ist F nicht vollstetig. [

Allerdings folgt daraus nicht notwendigerweise die Schlechtgestelltheit von F'(x)h = v,
denn F’(x) kann ein endlichdimensionales Bild haben. Umgekehrt kann ein lokal korrekt
gestelltes Problem schlecht gestellte Linearisierungen haben, siehe [Engl, Kunisch u. a. 1989,
Example A.1, A.2]. Dies hat natiirlich auch Auswirkungen auf Regularisierungen, die auf einer
Linearisierung beruhen. Der Grund fiir die Diskrepanz liegt darin, dass der Linearisierungs-
tehler zwar asymptotisch superlinear gegen Null geht, jedoch fiir festes h viel grofer sein
kann als das nichtlineare Residuum ||F(x +h) —F(x)||y oder das lineare Residuum ||F’(x)h||y.
Fiir weitergehende Aussagen benétigen wir also Bedingungen, die die Nichtlinearitit von F
einschrénken.

Eine Moglichkeit ist, weitergehende Glattheit von F zu fordern, zum Beispiel die lokale
Lipschitz-Stetigkeit in x: Es gibt eine Konstante L > 0 und ein r > 0 so dass gilt

(9.3) IF'(x1) = F'(x2)[lex,vy S Llxi —x2flx  fiirallex;,x; € By (x).
In diesem Fall kdnnen wir den Linearisierungsfehler sogar quadratisch abschitzen.

Lemma 9.6. Sei F : U — Y Fréchet-differenzierbar mit Lipschitz-stetiger Ableitung. Dann gilt
fiir alleh € X mitx +th € U fiirt € [0, 1]

L
[F(x +1) = F(x) = F(Rlly < SIRJ%-
Beweis. Aus der Lipschitz-Stetigkeit folgt mit Lemma 9.4 und (9.2) sofort

1
IF(x +h) — F(x) — F'(x)hly = J F/(x + th)h — F/(x)h dt

0

Y

1
< J |F'(x + th)h — F/(x)h| dt
0

1
L
< j Lo dt = >R 0

Unter dieser Annahme tibertragt sich tatsichlich die lokale Schlechtgestelltheit auf die Linea-
risierung.
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Satz 9.7. Sei F: U — Y Fréchet-differenzierbar mit Lipschitz-stetiger Ableitung. Ist F(x) =y
lokal schlecht gestellt in x € U, dann ist auch F'(x)h =y lokal schlecht gestellt in ganz X.

Beweis. Angenommen, die nichtlineare Gleichung wire lokal schlecht gestellt, ihre Lineari-
sierung aber lokal korrekt gestellt. Letzteres ist dquivalent dazu, dass das Bild von F’(x) abge-
schlossen und F/(x) injektiv ist. Also existiert eine stetige Pseudoinverse F/(x)T. Da mit F/(x)T
auch (F/(x)*)T = (F/(x)?)* stetig ist, finden wir fijr alle h e Xeinw := (F/(x)*)th € Y mit
Ilw|ly < C||h|x. Sei nun 1 € (0, 1) und setze 6 := CL, dann ist insbesondere ||wly < ¢ 21 fiyy
alle ||h|| < 8. Aus Lemma 3.4 (iv) zusammen mit R(F’'(x)*) = R(F/(x)*) = N(F’(x))l =X
(denn wenn F’(x)T stetig ist, ist auch (F/(x)*)" stetig und F/(x)* hat abgeschlossenes Bild)
folgt dariiberhinaus

F'(x)*w = F'(x)*(F'(x)*)'Th = h.

Wir schitzen nun den Linearisierungsfehler mit Hilfe dieser ,,linearisierten Quelldarstellung®
und Lemma 9.6 ab: Fiir alle h € X mit ||h||x < 6 gilt

(F'OIF (%)W, w)y

N

L L .
[FGx+h) = FO) — F 0ol < 5IRJ = 51 () wl =
< FIFIF G wilvlwlly
< WIF ()hly.
Aus der Dreiecksungleichung folgt nun

IF" Gy = [[F(x +h) = F(x) = F'(x)h — F(x + h) + F(x)|v
< uF OIRly + [IF(x +h) — F(x)|v

und damit

1 .
(9.4) IF' (x)hly < —HF x +h) —F(x)[|y fir alle |h||x < &

Nun ist F(x) = y lokal schlecht gestellt, also existiert eine Folge {hy }ney mit || x +hn —X||x =
Ilhnll = % aber F(x + h,) — F(x). Wegen (9.4) folgt daraus aber F/(x)(x + h, —x) =
F/'(x)h,, — 0, im Widerspruch zur lokalen Korrektgestelltheit des linearisierten Problems.

O

Eine Alternative zu (9.3) ist die sogenannte Tangentialkegelbedingung: Es existiert einmn < 1
und & > 0 so dass gilt

(9.5) [F(x +h) —F(x) = F'(x)h|ly <n|[F(x + h) = F(x)[[y  fiiralle|hfx <

Hier kénnen wir sogar Aquivalenz zeigen.
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Satz 9.8. Sei F : U — Y Fréchet-differenzierbar und erfiille (9.5) fiir einn < 1. Dann ist
F(x) =y genau dann lokal schlecht gestellt in x € U, wenn F'(x)h =y lokal schlecht gestellt ist
in U.

Beweis. Aus der Bedingung (9.5) erhalten wir mit Hilfe der Dreiecksungleichungen

(T=m)[IF(x + h) = FO)[ly < [[F'()h]ly < (1 +n)[[F(x +h) = F(x)|v

fir alle ||h||x < . Die zweite Ungleichung entspricht (9.4), von der wir schon gezeigt haben,
dass aus ihr die lokale Schlechtgestelltheit der Linearisierung einer lokal schlechtgestellten
Gleichung folgt. Analog argumentiert man fiir die erste Ungleichung: Angenommen, F'(x)h =
y ist lokal schlecht gestellt. Dann existiert eine Folge {hy Jnen mit | x +hy —x|[x = [[hn|| = $
aber F/(x)h,, — 0, woraus F(x + h,) — F(x) folgt. Also ist auch F(x) = y lokal schlecht
gestellt. O]

Die Tangentialkegelbedingung garantiert zusammen mit einer schwachen Quellbedingung
sogar die lokale Eindeutigkeit der Minimum-Norm-Losung.

Satz 9.9. Sei F: U — Y Fréchet-differenzierbar, y € Y und xo € X gegeben. Gilt in x' € U mit
F(x") =y die Bedingung (9.5) fiir einn < 1 und v > 0, und ist x' — xo € N(F/(x"))*, so ist x
die eindeutige Minimum-Norm-Lésung in B, (x").

Beweis. Seix € B, (x")\ {x'} mit F(x) = y beliebig. Aus (9.5) fiir h := x" —x und & =  folgt
dann F/(x")(x —xT) = 0, d. h. x — xT € N(F'(x")) \ {0}. Damit gilt

Ix —xolI% = lIx" —x0 +x —xT[|%
= |Ix" —xoll% +2 (x —xo,x—xT)X + []x = xT||%

> [Ix" = xoll%,

da das Skalarprodukt aufgrund der Orthogonalitit wegfillt und x # x' angenommen war.
Also ist x' die (lokal) eindeutige Minimum-Norm-Ldsung. O

Es sei nicht verschwiegen, dass diese abstrakten Bedingungen fiir konkrete nichtlineare
inverse Probleme oftmals sehr schwer nachpriifbar oder sogar nachweisbar nicht erfillt
sind. Haufig wird daher nicht eine allgemeine Theorie bemiiht, sondern es werden stark
problemspezifische Ansitze verfolgt." Trotzdem kann der abstrakte Blickwinkel niitzlich sein,
indem er Grenzen und Moglichkeiten aufzeigt.

', Alle linearen inversen Probleme gleichen einander; jedes nichtlineare inverse Problem ist auf seine eigene
Weise nichtlinear.”
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TIKHONOV-REGULARISIERUNG

Ausgangspunkt fiir die Tikhonov-Regularisierung nichtlinearer Probleme ist Satz 6.5: Fiir
gegebene o« > 0,x0 € Xundy € Y suchen wir x als Minimierer des Tikhonov-Funktionals

1 Iod
Jalx) == 5 IF) =yl + Tl — ol

Da F nicht linear ist, konnen wir dies nicht durch einen expliziten Regularisierungsoperator
R« ausdriicken. Wir miissen daher mit anderen Mitteln vorgehen, um die stetige Abhangigkeit
eines Minimierers x, von den Daten y sowie die Konvergenz fiir « — 0 zu untersuchen.
Dafiir kommen wir mit schwicheren Bedingungen an F aus: Es geniigt zu fordern, dass F
schwach abgeschlossen ist mit nichtleerem Definitionsbereich dom F = U (was wir von
nun an annehmen). Unter diesen Voraussetzungen existiert fiir y € R(F) stets eine (nicht
notwendigerweise eindeutige) Minimum-Norm-Losung x € U.

Wir zeigen zuerst die Existenz eines Minimierers. Der Beweis ist eine klassische Anwendung
der direkten Methode der Variationsrechnung, die den Satz von Weierstrass (jede reelle stetige
Funktion auf kompakten Mengen nimmt ihr Minimum und Maximum an) auf unendlichdi-
mensionale Raume verallgemeinert.

Satz 10.1. Sei F : U — Y schwach abgeschlossen. Dann existiert fiir alle « > 0, xo € X und

y € Y ein Minimierer xo € U von J 4.

Beweis. Zuerst halten wir fest, dass Jo(x) > 0 fir alle x € U gilt. Also ist die Menge
{J«(x) : x € U} C R nach unten beschrankt und besitzt daher ein endliches Infimum. Nach
Definition existiert also eine Folge {xn }nen C U, so dass gilt

Joa(xn) = m:=inf{J4(x) : x € U}.

Eine solche Folge wird Minimalfolge genannt. Beachten Sie, dass wir aus der Konvergenz von
{J«(%n)nen noch nicht auf die Konvergenz von {x, }ncn schliessen konnen.

Aus der Definition der Minimalfolge erhalten wir jedoch, dass ein M > 0 existiert mit

]
(10.1) S IFGn) =yl + %‘Hxn “xoll2 = Ju(xn) < Mfiirallen € N
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(denn sonst wiirde J«(xn) — oo gelten). Daraus folgt aber

x

x
> Penlx = Ixollx)* < Sl = Xoll% < Jalxn) <M,

d.h. die Folge {x}nen ist beschrankt und hat daher eine schwach konvergente Teilfolge
{xx }xen mit Grenzwert x € X. Dieser Grenzwert ist ein Kandidat fiir einen Minimierer.

Aus (10.1) folgt auch, dass {F(xy)}xen beschrinkt ist in Y. Durch Ubergang zu einer weiteren
Teilfolge (die wir immer noch mit {x }xen bezeichnen) erhalten wir F(xx) — § € Y, und
aus der schwachen Abgeschlossenheit von F folgt F(x,) — F(%) und damit insbesondere
X € dom(F) = U. Aus der schwachen Unterhalbstetigkeit der Norm (siehe Beweis von
Folgerung 8.2) impliziert dies

1T o ] Y+
EHF(X) —yly + EHX —xoll% < hmklggo EHF(Xk) —yli¥ +11mk13£0 EHXk —xo%
L 1 o4
<tim inf (3IF0u) — 3 + S~} )

d. h. J ist schwach unterhalbstetig. Aus der Definition der Minimalfolge schliessen wir nun,
dass auch fiir die Teilfolge ] o (xx) — m gilt. Zusammen mit der schwachen Unterhalbstetigkeit
und der Definition des Infimums erhalten wir

;glfila(X) S Jul®) <lim inf Jofxi) <m = i&fil“(x)‘

Das Infimum wird also in X angenommen, d. h. J (%) = minycy J«(x). l

Wegen der Nichtlinearitit von F wird es im Allgemeinen keinen eindeutigen Minimierer
geben, weshalb die Abbildung y — x auch nicht wohldefiniert ist. Anstelle der Stetigkeit
von R, konnen wir also nur das folgende schwiéchere Stabilitdtsresultat zeigen.

Satz 10.2. Sei F : U — Y schwach abgeschlossen, « > 0, xo € X undy € Y gegeben. Sei
{Ynnen eine Folge mit y,, — y und {x, nen eine Folge von Minimierern von ] mity,, anstelle
von y. Dann enthilt {x, }nen eine schwach konvergente Teilfolge, und jeder Hiaufungswert ist
ein Minimierer von ] .

Hat ] « einen eindeutigen Minimierer, so konvergiert die gesamte Folge stark.
Beweis. Nach Satz 10.1 konnen wir fiir jedes y, € Y einen zugehdrigen Minimierer x,, € U
wihlen. Aus der Minimierungseigenschaft der x,, folgt dann fiir alle n € N und ein beliebiges

xelu

1 o 1 o
EIIF(Xn) —ynll§ + Ellxn —xoll% < EIIF(X) —ynlly + EHX — %ol k-
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Day, — y konvergiert, ist die rechte Seite gleichmiflig in n beschrankt, und daher ist sowohl
{Xnnen als auch {F(xn ) —yYn Inen beschrinkt. Es gibt also eine schwach konvergente Teilfolge
{xiJxen und ein x € U mit (eventuell nach Ubergang zu einer weiteren Teilfolge)

X — X, F(x¢) =y — 1.

Aus der Konvergenz y, — y und der schwachen Abgeschlossenheit von F folgt daraus
F(x) — F(x).

Die schwache Unterhalbstetigkeit der Norm liefert dann
o, ¢
2% = xoll% < lim inf T i — xoli,
1o ]
(10.2) EHF(X) —y|} <lim klggo §||F(xk) —y3.

Aus der Minimierungseigenschaft der x,, erhalten wir damit
_ 1 _ o
J«(%) = SIIFE) —yll7 + S 1% —xoll%
2 2
. 1 2, & 2
<lim inf | S{[FGa) —yxlly + S lxic—xollx
o 1 2 & 2
<tim inf. (3170 —uilly + 5 e = xolld
1 od
= 5[IF(x) —yl¥ + 5 lx = xoll% = Ja(x)
fiir beliebige x € U. Also ist X ein Minimierer von J. Setzen wir x = X, folgt daraus auch

. 1 o 1 . o
Go3)  Jim (IF0cu) —yulf + Sl =l ) = SIFR) — ylR + S1x —xal

Ist x« der eindeutige Minimierer von ], so konvergiert jede Teilfolge gegen diesen Grenzwert,
und damit muss die gesamte Folge gegen x konvergieren. Um zu zeigen, dass diese Konver-
genz stark ist, ist nach Folgerung 8.2 lediglich lim sup, ,  [|xn|/x < [[X«|/x nachzuweisen.
Angenommen, letzteres wiirde nicht gelten. Dann existiert eine Teilfolge {xy }xeny mit x,c — X4
und F(xyx) — F(x4), aber

lim HXk _XOHX =M > HX(X —Xo”x.
k—o0
Aus (10.3) folgt nun
.1 ) 1 o o
Jim S{|F(x) —yill§ = lim <z||F(Xk) —yully + PL —XoH§<> — 5l —Xoll%

1 104 x

= PG — Yl + 5 e — %ol — S M2
1

< 2 IFGxe) — il

im Widerspruch zu (10.2) und X = x4. O
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Es bleibt noch zu zeigen, dass x fiir « — 0 gegen eine xo-Minimum-Norm-Lésung kon-
vergiert. Im Gegensatz zum linearen Fall betrachten wir dabei gleich die Verbindung mit
einer a priori-Parameterwahlregel, d. h. wir beweisen, dass die Kombination ein konvergentes
Regularisierungsverfahren definiert. Es bezeichne wieder x5, einen Minimierer von J fiir
festes o« > 0 und gestorte Daten y® € Y.

Satz 10.3. Sei F : U — Y schwach abgeschlossen und seien y € R(F) und y® € Y mit
ly —y®|ly < 8. Ist «(8) eine Parameterwahlstrategie mit

2
«(d) — 0, ZSE—>O fiir & — 0,

so hat jede Folge {xi& 5, men mit &, — 0 eine stark konvergente Teilfolge, und jeder Hiufungs-
punkt ist eine xo-Minimum-Norm-Lésung von F(x) = y. Existiert eine eindeutige Minimum-
Norm-Léosung x' € U, so konvergiert die gesamte Folge xf’;( 5 — X1

Beweis. Setze o, := (0, ) und x,, 1= xi& ,und sei x' eine Xo-Minimum-Norm-Ldsung von
F(x) = y. Aus der Minimierungseigenschaft von x,, folgt

1 x 1 o
(10.4) SIFGR) =y [ + S lxn —xoll% < SIFD =y 5 + SHIxT = xoll%
2 2 2 2
82 an
=5 T THXT — Xol[%-

Insbesondere gilt

5%
(10.5) [Xn —xoll% < o + X" =0l
und wegen der Konvergenz % 0 bleibt die rechte Seite beschrankt. Also existiert eine
schwach konvergente Te1lfolge {Xx}xen und ein x € X mit x, — %. Ebenso erhalten wir
aus (10.4) die Abschitzung
(0:6) VP — o2 < 5
' 210 Y2
Damit besitzt {F(xi ) — y®*}xen ebenfalls eine schwach konvergente Teilfolge (die wir weiter
mit k indizieren) mit Grenzwert §j € Y. Aus der schwachen Abgeschlossenheit von F und
der starken Konvergenz y®~ — y schliessen wir § = F(x) —y, d. h. F(xy) — F(x) und damit
x € W

Xk
+ THXT —xoll%-

Aus der schwachen Unterhalbstetigkeit der Norm und (10.5) folgt nun
(107) I —xoll} < lim inf [ —xoll3
k—o00

< lim sup [|x —xoll%
k—o0
2

d
< lim sup —* + [|x' —xol%
k—oo Xk

= [Ix" —xoll%,
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und ebenso folgt aus (10.6)
IF() —ylI¥ <lim inf [[F0ad) —y°*[ly
< lim sup (8% + ouc|[x" —xol|%)
k—o0

=0.

Also gilt F(x) =y und
1% —xollx < [Ix" —xollx = min{[x —xollx : F(x) =y} < [[* = xol|x,
d. h. x ist eine xo-Minimum-Norm-Ldsung.
Es bleibt zu zeigen, dass die Teilfolge {xy }xen stark konvergiert. Dafiir schreiben wir
(108) e — K12 = lIxc — Xol% — 2 (xic — x0y% — o) + [[X = %ol[&-
Aus der schwachen Konvergenz x; — % folgt
2 (Xk — Xo,7_( — XO)X — 2 (7-( — X0,7_< — XO)X = 2”7_( — Xo”z,

woraus zusammen mit (10.7) und ||x — xol|x = ||x" —xo]|x folgt

lim sup [P — %[|% < [[% = xoll% — 2[[% — ol + [|IX = x0[% =0,
k—o0

d.h. xx — %. Die Aussage fiir eindeutiges x' erhilt man schliesslich wieder aus einem
Teilfolgen-Teilfolgen-Argument. [

Wir leiten nun Fehlerabschétzungen unter Quellbedingungen her. Dabei beschranken wir
uns auf den einfachsten Fall, analog zur Wahl v = 1 fiir lineare Probleme. Als Motivation
betrachten wir wieder das Grenzproblem (6.8) fiir « = 0, das im nichtlinearen Fall lautet

in Llx - xol2
min —|IX —X
xeU,F(x)=y 2 ollx;

bzw. mit Hilfe eine Lagrange-Multiplikators p € Y geschrieben werden kann als

: . ] 2
rxrggrglggd(x,p), L(x,p) == illX —xolx — (P, F(x) —y)y .

Verschwinden der partiellen Fréchet-Ableitung 9,,L(%,p) von L nach p liefert uns wieder
die notwendige Bedingung F(%) = y fiir einen Sattelpunkt (x,p) € U x Y. Nehmen wir der
Einfachheit halber an, dass der Minimierer X im Inneren von U liegt. Dann muss auch die
Fréchet-Ableitung 0,L(X, p) von L nach x verschwinden: Fiir alle h € X muss also gelten

0= Lx(i)ﬁ)h = (7_(' _XO)h)x - (ﬁ)F/(X)h)Y = (7_( — X0 — F,(i)*ﬁ)h)Y)
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d.h. es gibt ein p € Y mit
% —xo = F/(X)*P.

Fordern wir, dass diese Bedingung fiir x = x' erfiillt ist, erhalten wir eine Quellbedingung
fiir den nichtlinearen Fall. Wie im letzten Kapitel benotigen wir allerdings zusétzlich eine
Bedingung an die Nichtlinearitit von F in der Minimum-Norm-Ldsung; hier verwenden wir
die Lipschitzbedingung (9.3).

Satz 10.4. Sei F : U — Y Fréchet-differenzierbar mit dom(F) = U konvex, y € R(F) und
y® € Ymit ||y —y®|ly < §, und sei x' eine xo-Minimum-Norm-Lésung mit

(i) F' ist Lipschitz-stetig mit Konstante L;
(ii) es gibteinw € Y mit x' —xo = F/(xT)*w und L||w|ly < 1.

Sei «(0) eine Parameterwahlstrategie mit
cd < «(d) <Cd fiirc,C > 0.
Dann existieren Konstanten cq,c, > 0 mit

||X2c(6) _XTHX

<
IF(xS5)) —°llv < €29,

fiir & klein genug.

Beweis. Aus der Minimierungseigenschaft von x3, folgt wieder

1 x 02
EHF(Xg) —y°|I3 + EHXZSX —xo[[% < 5t EHXT —x%o[l%

was wir zusammen mit (10.8) fiir x;, = x5 und x = x' sowie der Quellbedingung (ii)
umformen konnen zu

1 o 52
(10.9) SIFOS) =913+ Sl —xTE < 5 + o (x —xo,xT —x8)

2

= 5 o (w P —x3))
2

< 5 afwlvF D= xQ)lly.

Y

Dax3,x! € U und U konvex ist, konnen wir wegen Bedingung (i) Lemma 9.6 auf x = x5,
und h = x" —x3 € U anwenden und erhalten

L
IFOT) = Flxa) = FO T =x§)lly < 51T —xallx,

[0 4

91



10 TIKHONOV-REGULARISIERUNG

woraus mit den Dreiecksungleichungen folgt

(10.10) IF/0)0cF = X8l < 5 =8I + 70 — FO)
< g lxt =8I+ IF) — Pl +.
Einsetzen in (10.9) ergibt dann
IF(x) —yP I3 + adllxe = xT[I% < 8% + adllwlly (LlIxT —xg % + 2[[F(xa) —y°lly +28) .
Addieren von o ||w||? auf beiden Seiten und Umsortieren fithrt dann auf
(IFOS) = y2lly = eliwllv) + a1 = Llwlly) & = XTI < (8 + adlwllv)*.

Durch Weglassen jeweils eines Terms auf der linken Seite und Verwenden der Parameter-
wahlregel @ < Cb erhalten wir daraus

IFO) —uPl < 8+ 2awlly < (1+2C]wilv)8

sowie, wegen der Annahme L||w|y < 1,

o+ « 1+C
[wlly P s [wlly NG
(1T —L[wly) c(T—=L{wllv)

womit wir die gewlinschten Abschitzungen gezeigt haben. ]

e —xllx <

Mit etwas mehr Aufwand kann man analog zu Folgerung 6.1 auch unter der stirkeren Quell-
bedingung x' —x°® € R((F'(x")*F'(x!))¥/2) die hohere Rate 5¥/(¥*1) bis zur Qualifikation
Vo = 2 zeigen; siehe [Engl, Hanke u. a. 1996, Theorem 10.7].

Wir betrachten als nichstes die a posteriori Wahl von « nach dem Diskrepanzprinzip: Wahle
o = a(8,y®) so, dass fiir ein T > 1 gilt

(10.11) & < |IF(x2) —y®|ly < .

Satz 10.5. Sei F : U — Y Fréchet-differenzierbar mit dom(F) = U konvex, y € R(F) und
y® € Ymit ||y —y®|lv < §, und sei x® eine xo-Minimum-Norm-Lisung, die den Bedingungen
(i) und (ii) aus Satz 10.4 geniigt. Ist x5 ein Minimierer von ], der (10.11) erfiillt, so existiert
eine Konstante ¢ > 0 mit

1x% —xT||x < eVa.

Beweis. Aus der Minimalitit von x5, und (10.11) folgt

52 2

o 1 o ) 14
5t z”xi —xoll% < EHF(ch) —y°|Iy + zHXi —xo% < 5t EHXT —x%oll%
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10 TIKHONOV-REGULARISIERUNG

und damit
x I
s = xolk < Jlx' = xol-

Analog zu (10.9) und (10.10) erhalten wir daraus unter Verwendung der Bedingungen (i) und
(ii) sowie der Parameterwahl (10.11), dass

Iwlly (Ll — xT1% + 2[[F(x3) —y°[ly + 28)
wlly (LfxS —xT||% +2(1 +1)8).

I = xlI% < |
|

<
<
Wegen L||w||x < 1 kdnnen wir wieder auflésen und erhalten mit

201+ 1)||wly

5 112
X, —X <
H o HX = 1 IHWHY

die gewiinschte Abschitzung. O

Im Gegensatz zur linearen Tikhonov-Regularisierung ist allerdings nicht garantiert, dass ein
o existiert, so dass (10.11) erfiillt ist; dies erfordert (starke) Annahmen an die Nichtlinearitat
von F. Eine hinreichende - und allgemeinere - Annahme ist die Eindeutigkeit der Minimierer
von |+, zusammen mit einer Bedingung an x,.

Satz 10.6. Fiiry® € Y mit ||y — y®|ly < & und beliebiges o > 0 habe |, einen eindeutigen
Minimierer x3. Gilt |[F(xo) —y®|ly > T8, so existiert ein o > 0 mit (10.11).

Beweis. Wir zeigen zuerst die Stetigkeit der Wertefunktion f(«) := ||F(x3) —y®||y. Sei dafiir
o > 0 beliebig und {a, Jnen eine Folge mit &, — « fiir n — oco. Dann existiert ein ¢ > 0
und N € Nmit0 < o — & < oy, < & + ¢ flir alle n > N. Sei weiterhin x5, der eindeutige
Minimierer von J, und fiir alle n > N sei x,, := xJ,_ der Minimierer von J,. Aus der
Minimalitdt von x,, beziiglich ], fiir allen > N folgt dann

—€

1 o
7 IF(xn) 4%y + 5

Xn

2

1 x
< S IFO) =y + St e — o}

1
Pen —xoll3 < 7 IF(xn) —1°l7 + 5t lPxn — xolly

X+ €

= = xoll

1
< SIFS) — v +

d. h. sowohl {x,, }n -~ als auch {F(x ) }n~n sind beschrankt. Wie im Beweis von Satz 10.2 folgt
nun

. 1 on 1 o
i 31F06) — 571+ e = xal ) = 31F0x8) = IR + Sk —alf

n—oo

sowie X, — x5 Aus der Stetigkeit von o — $[|x3, — xo||% folgt daraus auch die Stetigkeit
von ().
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10 TIKHONOV-REGULARISIERUNG

Mit Hilfe der Minimalitétseigenschaft von x zeigt man nun
lim [|[F(x3) —y°llv = [IF(xo) —y°[lv > 15,
X—00

lim [[F(x3) —y®lly = inf [F(x) —y®[ly < [F(x") —y°[ly = .
x—0 xeu

Also nimmt die stetige Funktion f(«) alle Werte in (9, ) an; insbesondere existiert daher
ein «, so dass (10.11) erfullt ist. O

Da es sich bei ], unter diesen Voraussetzungen um ein differenzierbares, nichtlineares Funk-
tional handelt, kann man fiir die numerische Berechnung von x3, die Standard-Verfahren der
nichtlinearen Optimierung wie zum Beispiel Gradienten- oder (Quasi-)Newton-Verfahren
anwenden. Auch hier fiihrt eine fehlende Eindeutigkeit der Minimierers x zu praktischen
Schwierigkeiten. Eine weitere Hiirde besteht darin, dass saimtliche Aussagen nur auf globale
Minimierer des Tikhonov-Funktionals zutreffen, numerische Verfahren in der Regel aber
nur lokale Minimierer von nichtkonvexen Problemen finden kénnen. Diese Liicke zwischen
Theorie und Praxis nichtlinearer inverser Probleme ist bislang noch ein offenes Thema.

Im Beweis von Satz 10.4 haben wir die Quell- und Nichtlinearitdtsbedingung verwendet,
um die rechte Seite von (10.9) durch geeignete Vielfache der Terme auf der linken Seite
abzuschitzen. Dies ldsst sich natiirlich auch direkt als Quellbedingung formulieren, ohne den
Umweg iiber Quelldarstellung und Lipschitzkonstante (die ja in gewisser Weise willkiirlich
eingefithrt wurden). In den letzten Jahren haben daher sogenannte variationelle Quellbedin-
gungen wachsendes Interesse auf sich gezogen, die in unserem Kontext die folgende Form
haben: Es existieren 37 € [0,1) und 3, > 0 mit

(10.12) (xt —=x0,xT = %), < B1 (3x = xT[I%) + B2lIF(x) — F(x") v

fiir alle x in einer hinreichend grossen Umgebung von x (die insbesondere alle Minimierer
von ], einschliesst). Zu beachten sind die unterschiedlichen Potenzen auf der rechten Seite,
die die unterschiedlichen Konvergenzgeschwindigkeiten von Losung und Residuum ausglei-
chen sollen. Der wesentliche Vorteil ist hier, dass diese Bedingung ohne Fréchet-Ableitung
auskommt und daher auch fiir nicht-differenzierbares F anwendbar ist.

Satz 10.7. Seieny € R(F), y® € Y mit ||y —y®||y < 8, und sei x' eine xo-Minimum-Norm-
Lésung, die (10.12) mit 31 < 1 erfiillt. Ist x(d) eine Parameterwahlstrategie mit

cd < «x(d) < Ch fiirc,C > 0,

dann existieren Konstanten cq,c, > 0 mit
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Beweis. Aus der Minimierungseigenschaft von x3, erhalten wir wieder die erste Ungleichung
von (10.9), die wir mit der variationellen Quellbedingung, der Dreiecks- und verallgemei-
nerten Youngschen Ungleichung ab < 5-a? + $b?, sowie der Parameterwahlregel weiter
abschitzen:

1 o 52
TIFE) 713+ ST — 3 < &4 e (x! — oyl —x8)
2

d
< %+ abr (3lx — xT3) + aBal[F(x3) — F(x') v

2
< 4 Sl xR + a2 (IF0S) —y'ly +5)
<ﬁ3‘ 5 12 4 o282 4 VIE(E ) — 112
< 5 + 5Bl —xMx + o™ B3+ S IF(xa) =y lly

2 2 4

+0(f525

1 (o4

< <Z+C2ﬁ§+CBz> 5 + 5B lxe —xTI%

1
+ P63 w13

Wegen 37 < 1 kdnnen wir die letzten beiden Terme auf der rechten Seite in der linken Seite
absorbieren und erhalten

2p2
6 iy < | 1E2CB2 +2CB3
c(1—B1)

sowie

IF(S) —yPlly < /2 +4CB, +4C2p3 5

und somit die gewiinschten Abschétzungen. O]
Wir untersuchen nun den Zusammenhang zwischen variationellen und klassischen Quellbe-
dingungen.

Lemma 10.8. Sei F: U — Y Fréchet-differenzierbar und x' eine xo-Minimum-Norm-Lésung.
Existiert einw € Y mit x' —xo = F/(x")*w und ist entweder

(i) F' Lipschitz-stetig mit L||w||y < 1 oder
(ii) die Tangentialkegelbedingung (9.5) erfiillt,

so gilt die variationelle Quellbedingung (10.12).
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10 TIKHONOV-REGULARISIERUNG

Beweis. Wir verwenden zuerst die klassische Quellbedingung auf der linken Seite von (10.12)

und schitzen ab:
“w,x! —x)

(x" —x0,x" —x) N

w, F/ xT xT—x)

= (F(
=
|
|

Y
Wiy [[F (N (" =) v

<
< wlly (IIFG) = F(x') = F/(xH (xF =) lv + [[F(x) = F(xNlv) -

Ist nun Bedingung (i) erfiillt, konnen wir Lemma 9.6 anwenden und erhalten
(x" —x0,x" =) < [Wlly (5" —xI% + [F(x) = Fx]lv)
d.h. (10.12) mit 31 = L|jw|ly < Tund B, = [|[w]y.
Gilt Bedingung (ii), so kénnen wir direkt abschitzen
(xt —x0,x" — X)X < wlly(m + D|[F(x) — F(xD]ly,

woraus (10.12) mit 7 = 0 und 3, = (1 +n)|w||y > 0 folgt. O

Fiir lineare Operatoren T € £(X,Y) ist eine Nichtlinearititsbedingung natiirlich hinfallig;
in diesem Fall ist die variationelle Quellbedingung (10.12) dquivalent mit der klassischen
Quellbedingung x' € R(T*), siehe z. B. [Andreev u.a. 2014, Lemma 2]. Fiir nichtlineare
Operatoren ist es aber eine schwichere (wenn auch abstraktere) Bedingung. Sie ist aber vor
allem deshalb von Interesse, weil sie sich auf nichtdifferenzierbare Varianten der Tikhonov-
Regularisierung, insbesondere in Banachraumen, verallgemeinern lésst, siehe etwa [Hofmann
u. a. 2007; Scherzer u. a. 2009; Schuster u. a. 2012].
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Auch fiir nichtlineare inverse Probleme existieren iterative Verfahren, die wie die Landweber-
Iteration eine Folge von Ndherungen konstruieren, welche bei passend gewahltem Abbruch-
kriterium als Regularisierung aufgefasst werden kann. Konkret verstehen wir unter einem

(konvergenten) iterativen Regularisierungsverfahren ein Verfahren, dass fiir gegebenes y® € Y
und xo € U eine Folge {x,Jnen C U konstruiert, zusammen mit einem Abbruchindex
N(8,y®), so dass fiir alle y € R(F) und alle x, hinreichend nahe bei x' € U mit F(x') =y

das Verfahren konvergent ist im folgenden Sinn:'

(1.1) N=N(0,y) < oo, xn=x oder N =00, xn— xfiirn — oo,
(112) limsup {|xns.ys) — X' Ix 1y € Y, [[y° —yllvy <8} =0.
5—0

Die erste Bedingung besagt dabei, dass das Verfahren fiir exakte Daten (d. h. 5 = 0) gegen
eine Losung konvergiert (wenn sie sie nicht schon nach endlich vielen Schritten erreicht); die
zweite entspricht der tiblichen Konvergenzbedingung fiir Regularisierungsverfahren.

Als Abbruchkriterium verwenden wir wieder das Diskrepanzprinzip: Setze T > 1 und wihle
N = N(8,y°) so, dass gilt

(11.3) IF(xX) —y°lly <6 < [[F(5) —v°|ly fir allen < N.

In diesem Fall ist eine hinreichende Voraussetzung fiir die Bedingung (11.2) die Stabilitat und
Monotonie des Verfahrens. Wir bezeichnen hier und in Folge wieder x,, als die Iterierten,
die das Verfahren fiir exakte Daten y € R(F) konstruiert, und x2 als die entsprechenden
Iterierten fiir y® € Y mit |ly — y®||v < 6.

Lemma 11.1. Sei N(8,y°) nach dem Diskrepanzprinzip (11.3) gewdhlt. Erfiillt ein iteratives
Verfahren die Bedingung (11.1) sowie

8 —x||x fiirallen € {1,...,N(8,y%)},

n—1

(11.5) %m})HX?‘_X“HX =0 fiirallen. € {1,...,N(8,y°)},
—

(11.4) x5 —xT[x < [Ix

so ist auch die Bedingung (11.2) erfiillt.

' Abweichend von den vorigen Kapiteln bezeichnet x' hier nicht mehr eine (xo-)Minimum-Norm-Losung,
sondern lediglich eine beliebige Losung von F(x) = y.

97



11 ITERATIVE REGULARISIERUNG

Beweis. Sei F: U — Y stetig, {y®heny C Y mit |ly — y®||y < 8 und & — 0 fir k — oo,
und setze Ny := N(8y,y®). Wir betrachten zuerst den Fall, dass {N; },.cy einen endlichen
Hiufungspunkt N < oo besitzt. Nach eventuellem Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir
annehmen, dass Ny, = N firallek € N gilt. Dann folgt aus (11.5), dass Xémk — xy firk — oo
konvergiert. Da alle Ny nach dem Diskrepanzprinzip (11.3) gewéhlt sind, gilt weiter

[F(x3) —y® |y < 78 fiirallek € N.
Grenziibergang auf beiden Seiten zusammen mit der Stetigkeit von F liefert F(xx) =y, d. h.
x{’N“ konvergiert gegen eine Losung von F(x) =y und damit ist Bedingung (11.2) erfiillt.

Andernfalls gilt Ny, — oo. Wir nehmen (wieder notfalls durch Betrachtung einer Teilfolge)
an, dass N, monoton wachsend ist. Aus (11.4) folgt dann fiir alle 1 < k

5 5 5
e, = xllx < I, = xllx < IR =y llx A+ e, = xTx

Sei nun ¢ > 0 beliebig. Da wir Bedingung (11.1) vorausgesetzt haben, existiert ein L > 0, so
dass ||xn, — xT||x < § gilt. Analog folgt aus (11.5) fiir n = N die Existenz eines K > 0, so
dass HxéNkL —xn, [[x < 5 fiiralle k > K gilt. Damit ist wieder Bedingung (11.2) gezeigt. [

Eine Folge {x, nen, die (11.4) erfiillt, heisst Féjer-monoton; diese Eigenschaft bildet den Kern
von Konvergenzbeweisen fiir viele iterative Verfahren.

Iterative Verfahren fiir nichtlineare inverse Probleme beruhen in der Regel auf einer Lineari-
sierung von F, wobei sich die Verfahren darin unterscheiden, an welcher Stelle linearisiert
wird.

111 LANDWEBER-ITERATION

Analog zur linearen Landweber-Regularisierung gehen wir aus von der Charakterisierung
der gesuchten Losung x' als Minimierer des Funktionals Jo(x) = $|[F(x) —y||y. Ist F Fréchet-
differenzierbar, so folgt mit Hilfe der Kettenregel die notwendige Optimalititsbedingung

0=J5(x"h= (F(XT) —U>F(XT)/h)Y = (F'(XT)*(F(XT) —y),h)x fiir alle h € X.

Dies ist nun eine nichtlineare Gleichung fiir x', die wir genau wie im linearen Fall als Fix-
punktgleichung schreiben konnen. Dies fithrt auf die (nichtlineare) Richardson-Iteration

(11-6) Xn4+1 =Xn — wnF/(Xn)*(F(Xn) - y)»

fiir die wir Konvergenz erwarten kénnen, falls w., ||F/ (xn)*||% (vx) < 2ist. (Man kann (11.6)
auch als Gradientenverfahren mit Schrittweite w,, fiir die Minimierung von J, interpretieren.)
Der Einfachheit halber nehmen wir in Folge an, dass ||F'(x)|| ¢ (x,v) < 1 fiir alle x hinreichend
nahe bei x' gilt, so dass wir w,, = 1 setzen konnen. (Dies ist keine grofie Einschrankung, da

98
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wir F und y entsprechend skalieren konnen, ohne die Gleichung F(x) = y zu dndern.) Weiter
nehmen wir an, dass F stetig Fréchet-differenzierbar ist und die Tangentialkegelbedingung
(9.5) in einer Umgebung um x' erfiillt. Unter diesen Annahmen, die wir gleich prizisieren
werden, ist die nichtlineare Landweber-Iteration (11.6) wohldefiniert und Féjer-monoton.

Lemma 11.2. Sei F : U — Y stetig differenzierbar. Angenommen, fiir xo € U existiert einr > 0
mit B, (x0) C U, so dass eine Losung x" € B, (xo) existiert, und es gilt fiir alle x, % € B2, (xo)

(11.7a) F &) lexv <14

(11.7b) IF(x) = F(%) = F'(x)(x = %)[ly <n[[F(x) =F(X)[ly ~ mitn <

NI—‘

Istx% € B, (x") fiir & > 0 und gilt

1+1
1—2n"

(11.8) ||F(xfl)—y5|\y >

so gilt
e =Xl < llxn =Tl

und damit x5, € B, (xT) C B2y (xo).

Beweis. Aus der Iterationsvorschrift (11.6) erhalten wir unter Verwendung von (11.7a) fiir
x5 € B, (x") C B2, (x0) die Abschitzung

||X16’L+1 —xMI% = Ix5 —xT[I% —2( Xn41 —x2, x5 _XT) + ||X161+1 —x5|1%
=2 (F(x3)"(y® = F(x3)), x5 —XT)

y A X

HIF )" (y° = Fe)) %

<2(y5—F(xi),F'(xﬁ)(xi—x*) +ly® — (x ]

=2 (y® —F(x3),y° —F(x3) + F(x3)(x, —xN),
—[ly® —F(xi &

< y® = FOX) v (2f[y® — F(x2) + F/(x2) (x5 — xD)|lv
—lly® = F)lly)-

Einsetzen der produktiven Null F(x') — y in der ersten Norm in der Klammer ergibt mit
Hilfe der Dreiecksungleichung und (11.7b)
ly® —FO) +F(xq) () = xDlly <8+ [[F(xq) — F(xT) = F'(x) (xq —xN Iy
<8 +m|[Fixp) = x|y
< (148 +n[IF6) —y°lly

und damit

(11.9) [xp oy =T[5 = I =xT 1% < lly® = Flxa)® v (201 +1)8 — (1= 2n) ly* —F() lv)-
Wegen (11.8) ist die Klammer kleiner oder gleich Null, woraus die gewiinschte Monotonie
folgt. O]
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Per Induktion folgt daraus x,, € B,.(xo) C U, solange (11.8) erfiillt ist. Wéahlen wir T im
Diskrepanzprinzip (11.3) als

14+n

(11.10) T> 21 I

>2,

so ist dies fiir alle n < N(8,y®) der Fall. Mit dieser Wahl kénnen wir auch garantieren, dass
der Abbruchindex N(§,y?®) endlich ist.

Satz 11.3. Es gelten die Annahmen von Lemma 11.2. Wird N (8,y°) nach dem Diskrepanzprinzip
(11.3) mit T wie in (11.10) gewdhlt, so gilt

(11.11) N(5,y®) < C6 2 fiir ein C > 0.

Fiir exakte Daten (d. h. 5 = 0) gilt

(11.12) Z [F(xn) —y|3 < oo.
n=0

Beweis. Wegen x§ = xo € B:(xo) und der Wahl von T kénnen wir Lemma 11.2 fiir alle
n < N anwenden. Insbesondere folgt aus (11.9) zusammen mit (11.10)

2
e =1 = Ik =1 < Iy = FOR)IR (300-4m)+.20 1)

fir allen < N = N(8,y®). Aufsummieren von n = 0 bis N — 1 ergibt
) N—1
(1-20- 204 m) 3 IF068) — 01 < o = ¥113 = s, — '
n=0

Da N nach dem Diskrepanzprinzip gewihlt war, gilt [|[F(x3) — y®|y > 76 fiir allen < N.
Zusammen erhalten wir also

N—-1
_ —1
N(t8)? < Y [[FO) =y’ < (T=2n=2t (1 +m)) " [xo —x'[%
n=0

und damit (11.11) fiir C := ((1 —2n)t? —2(1 +n)’r)_] %0 —xT||% > 0.

Fiir & = 0O ist (11.8) fiir alle n € N erfiillt, und wir erhalten analog zu oben
m—1
(1=21) ) [F(xn) —ylls <llxo—x'[%  fiirallem € N,
n=0

woraus durch Grenziibergang m — oo die Ungleichung (11.12) folgt. [
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Aus (11.12) folgt zwar F(x,,) — y, aber noch nicht die Konvergenz der Iterierten. Diese zeigen
wir nun.

Satz 11.4. Unter den Annahmen von Lemma 11.2 konvergiert x,, — X mit F(x) =y fiirn — oo.

Beweis. Wir zeigen, dass {e, e fiir e, := x,, — x' eine Cauchy-Folge ist. Seien m,n € N
mit m > n, und wahle k € Nmitm > k > n so, dass

(11.13) ly — Fxad) ||y < Jly — Fx;) [y firallek <j < m.

Wir schreiben nun

lem — enllx < llem — exllx + [lex —enix
und betrachten beide Terme separat. Es gilt
lem — el = 2 (em — exr el + llemllZ — [lexliZ
lex — enll% = 2 (ex — ey en)x + el — llenllx-

Aus Lemma 11.2 folgt, dass ||en||x = 0 monoton fallend ist und daher gegen ein ¢ > 0
konvergiert. Also konvergieren fiir n — oo die beiden Differenzen auf der rechten Seite gegen
Null, und wir miissen nur die Skalarprodukte untersuchen. Durch rekursives Anwenden der
Iterationsvorschrift (11.6) erhalten wir

m—1
€ — €k = Xm — Xk = Z Xj+1 —Xj
j=k
m—1
= F/(x)"(y — F(x)).
j=k

Einsetzen und grof3ziigiges Einfiigen der produktiven Null zusammen mit (11.7b) ergibt dann

m—1
(em_ek)ek)x = (U_F(Xj)aF,(Xj)(Xk_XT))Y
j=k
m—1
< Iy — FOIVIF () O — x5 4 %5 = xT) |y
j=k
m—1

Iy = FO) v (ly — FO) = F/05) (6T —=x5) v + [ly = FOxa) [l

]:k
+[[F(x5) — FOac) — F'(x5) (x5 —xi) [lv)
m—1 m—1
[y = Fo5)Ivlly — Foadlly +2n ) Iy — F(x)13
J:k j=k

—_

m—

(1+31) ) ly—Fx)I3,
j=k
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wobei wir fiir die letzte Abschdtzung die Definition (11.13) von k verwendet haben. Analog
folgt

k—1

(ex —enyen)x < (1430) ) [ly —F(x;)|3.

j=n

Wegen (11.12) miissen nun fiirn — oo die beiden Restsummenfolgen gegen Null konvergieren.
Also sind {ey }ney und damit auch {x,, }nen Cauchyfolgen, woraus die Konvergenz x,, — %
mit F(x) =y folgt. [

Es bleibt noch die Konvergenzbedingung (11.2) fiir gestorte Daten zu zeigen.

Satz 11.5. Unter den Annahmen von Lemma 11.2 konvergiert xy s,y — X mit F(X) =y fiir
5 —0.

Beweis. Wir wenden Lemma 11.1 an. Die Bedingung (11.1) haben wir in Satz 11.4 gezeigt. Da
F und F' nach Annahme stetig sind, hdngt fiir festes n € N die rechte Seite von (11.6) stetig
von x,, ab. Fiir &6 — 0 konvergiert also fiir alle k < n die rechte Seite der Iterationsvorschrift
fur x%,, gegen diejenige fiir xy1, woraus x,; — Xy41 fir alle k < n und damit die
Stabilititsbedingung (11.5) folgt. Die Monotoniebedingung (11.4) erhalten wir schliefllich aus
Lemma 11.2, woraus (11.2) folgt. [

Unter der bekannten Quellbedingung x' — xo € R(F/(x')*) kann man - unter zusitzlichen
technischen Annahmen an die Nichtlinearitit von F - die zu erwartende Konvergenzrate
von O(/9) zeigen, siehe [Hanke u. a. 1995, Theorem 3.2], [Kaltenbacher u. a. 2008, Theo-
rem 2.13].

11.2 LEVENBERG—-MARQUARDT-VERFAHREN

Ein Nachteil der Landweber-Iteration ist wie im linearen Fall, dass nach (11.11) mit N(§,y®) =
O(82) sehr viele Schritte notwendig sein kénnen, bis das Diskrepanzprinzip erfiillt ist. Schnel-
lere Konvergenz konnen wir von Newton-artigen Verfahren erwarten. Fiir die urspriingliche
Gleichung F(x) =y besteht ein Schritt im Newton-Verfahren in der Losung der linearisierten
Gleichung

(11.14) F'(xn)hn = —(F(xn) —y)

und Setzen von X, 1 := Xn + hy. Fiir einen vollstetigen Operator ist allerdings die Fréchet-
Ableitung nach Satz 9.5 stets kompakt, und damit ist (11.14) im Allgemeinen selbst ein schlecht
gestelltes Problem. Die Idee ist nun, eine Tikhonov-Regularisierung auf den Newton-Schritt
(11.14) anzuwenden, d. h. h,, zu berechnen als Losung des Minimierungsproblems

. 1 / 2 Kn 2
(11.15) ?LEQZHF (xn)h 4+ F(xn) —ylly + THth
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11 ITERATIVE REGULARISIERUNG

fir , > 0 geeignet gewahlt. Unter Verwendung von Lemma 6.3 und h,, = X411 — Xn
erhalten wir daraus eine explizite Iterationsvorschrift, die als Levenberg-Marquard-Verfahren
bekannt ist:

(1116) X1 = X+ (F/ () F (xn) + 0t 1d) ™ F (%) " (y = Flxa))-
Wir zeigen nun wie fiir die Landweber-Iteration, dass durch (11.16) ein iteratives Regularisie-

rungsverfahren definiert wird. Dazu wahlen wir o, so, dass der entsprechende Minimierer
hy, fiirein o € (0, 1) die Gleichung

(11.17) IF"(cn) e, + F(xn) = ylly = of[F(xn) — yllv
erfiillt. Wir zeigen zunichst, dass unter bestimmten Annahmen solch ein o existiert.

Satz 11.6. Sei F : U — Y stetig differenzierbar, und fiir xo € U existiere ein v > 0 mit
B, (xo) C Umitx" € By(xo). Existiert fiirn € N einy > 1 mit

(1118) I () (T = %) + F(xn) —yllv < %HF(xn) —yllv,

so hat (11.17) eine Losung & > 0.

Beweis. Setze f,, () := ||F/(xn)ha + F(xn) + yl|v. Da F/(x,) linear ist, ist der Minimierer
hy von (11.15) fiir alle « > 0 eindeutig. Wie im Beweis von Satz 10.6 folgt daraus die Stetigkeit
von f,, sowie

;ijr;ofn(a) = HF(Xn) +1JHY)
lim f, (o) = inf ||F'(xp)h + F(xn) +ylly < |[F' (xn) (X" —%n) + Fxn) +y]ly-
ax—0 heX
Nach Annahme gilt nun
. o .
lim f (o) < =[|[F(xn) +ylly < of|[F(xn) +ylly < [[F(xn) +ylly = lim f,,(x),
x—0 Y x—»00

woraus zusammen mit der Stetigkeit von f,, («) die Existenz einer Losung & > 0 von f;, () =
o||F(xn) +y||v folgt. O

Mit Hilfe dieser Wahl von «,, kénnen wir wieder die Monotonie des Fehlers zeigen.

Lemma 11.7. Es gelten die Voraussetzungen von Satz 11.6. Ist x,, € B,(x1), so gilt

S IF() —y 3.
T Flxn) —yl

n

. Xn =X {|x = [[Xn+1 =X ||x Z [IXn+1 — Xn||x
(1) | %=1 %=1 I% +
Insbesondere gilt

Pener = xTllx < flxn —xTIx

und damit x 11 € Br(x") C Bar(x0).
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Beweis. Wie in Lemma 11.2 verwenden wir die Iterationsvorschrift (11.16), um die Fehler-
differenz abzuschitzen. Der Ubersichtlichkeit halber setzen wir dabei T,, := F/(xn), hn =
Xn4+1—Xn und ¥y, :=y—F(xy, ). Wir formen zundchst (11.16) um in «,hyy, = TG — T T hay,
woraus

(11~20) (Xn+1 — XnyXn — XT)X = 0(:11 (gn - Tnhna Tn(xn - XT))Y

und analog

(Xn+1 — Xy Xn41 — xn)x = 0(:11 (gn — Tnhn)Tnhn)Y
folgt. Zusammen mit der produktiven Null §j,, — §,, ergibt dies

Inr = xF % = en = xT[1% = 2 (ent = xny X0 = xT) 4 Ixni1 —xanI%
=2u;" (Un — Tahn, Yn + Tn(xn — xT))Y
+ 20" (Gn — Tnhn, Tnhn —Yn)y — [[Xns1 — xal%
=20, (n — Tnhn, Yn — Tn(xT — Xn))y
- 20‘;] [9n — Tnhn”%( — [Ixn+1 — Xan(
< 20‘7_11 [Gn — Tahnllv][Gn — Tn(XT —xn)|ly
- 20‘1:] [9n — Tnhn”%( — [[xns1 — XnH%(-

Fir die Terme mit h,, konnen wir direkt die Parameterwahl (11.17) einsetzen. Fiir den Term
mit x! verwenden wir nun die Annahme (11.18) sowie die Parameterwahl (11.17) und erhalten

o) 1
~n_Tn(XT_Xn) < - ~n = - ~n_Tnhn .
19 v yIIH 8% YIIU 1%
Zusammen ergibt dies (11.19). O

Als néchstes zeigen wir, dass fiir gestorte Daten y® das Diskrepanzprinzip (11.3) einen endli-
chen Abbruchindex N(8,y?) liefert. Dafiir brauchen wir eine schirfere Variante der Tangential-
kegelbedingung (11.7b).

Satz 11.8. Sei F : U — Y stetig differenzierbar, und fiir xo € U existiert ein v > 0 mit
B, (x0) C U, so dass eine Losung x! € B, (xo) existiert. Weiter sei ||[F'(x)||z(x,y) < M fiir
M > 0 und x € Bar(xo), und es existiere ein ¢ > 0 so dass fiir alle x, X € Bar(xo) gilt

(11.21) |F(x) — F(X) — F'(x)(x — %) ||y < c||x —%||x||[F(x) — F(X)||y-

Wird N(8,y°) nach dem Diskrepanzprinzip (11.3) mit T > o~ gewdhlt und ist ||xo — x'||x
hinreichend klein, so gilt

N(8,y®) < C(1+logd|) fiir ein C > 0.
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11 ITERATIVE REGULARISIERUNG

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass der Fehler bis zum Abbruchindex monoton fallend ist. Ange-
nommen N = N(8,y®) > 1 (sonst ist nichts zu zeigen) und

ot — 1
c(1+1)°

lIxo — XTHX < min{r, ¥}, Fi=

Aus (11.21) mit x = xo und % = x' folgt dann durch Einschieben vony —y

IF"(x0) (x" —x0) + F(x0) —y®lly < &+ ||F(x0) —y — F'(x0) (xo — x|y
< 8+ ¢fxo — xT||x[IF(x0) — yllv
< (T+cflxo —xT|x)8 + ¢llxo — x[|x[|F(x0) — y®|lv

und damit (11.18) mit y = ot(1 + ¢(1 4+ T)||xo — xT||x)~' > 1. Aus Lemma 11.7 folgt dann
1§ —xTlIx < lIxo = xT[|x < minr,,

und damit insbesondere x§ € B, (xo) C U. Wir erhalten nun wie eben

IF/ () (T —=x3) + FOed) = y°lly < (1 + ellxd = xTIx)8 + ellxy —xT[Ix[[F(xd) = y°llv
< (

1+ cllxo —x"[[x)8 + ellxo — x"[Ix[[F(x3) —y°lv.

Durch Induktion folgt nun, dass die gesamte Iteration (11.16) wohldefiniert und (11.19) fiir
allen < N gilt.

Um nun wie fiir die Landweber-Iteration die Residuen aufsummieren zu kénnen, benétigen
wir noch eine uniforme Abschitzung fiir «,,. Dazu verwenden wir die Identitdt (mit Ty, h?
und {5 wie im Beweis von Lemma 11.7)

(TaTi 4+ o Id) (05, — Tahd) = T (T;05 — TiTuhd — anhl) + a0l = an G,

wobei wir im letzten Schritt die Iterationsvorschrift (11.16) verwendet haben. Wir erhalten
daraus mit Hilfe der Annahme ||T,,||z(x,v) < M sowie der Parameterwahlregel (11.17)

(11.22) o [02 Iy = [[(Ta T + ot Id)(gﬁ —Tah2)|lv
< (M2 + o) |18 — Tahe |y
(MZ + an O-HynHY

MZ

Auflésen von (11.22) nach o, ergibt dann «,, < §~, woraus mit (11.19) folgt

2(y -1 —ojo

M2 IF(x2) —yl|¥ fiir allen < N.

e =XM% = I —xTlI% >

Da N nach dem Diskrepanzprinzip (11.3) gewéhlt war, erhalten wir durch Aufsummieren
vonn = 0 bis N — 1 die Abschétzung

N—1 VMZ
2 < F 5y 2 < 1 .
N(Té) nZ H (Xn) yHY Z(Y— 1)(1 - O')O'HXO X HX

=0
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Damit ist N fiir alle 5 > 0 endlich.
Um die logarithmische Abschdtzung zu zeigen, verwenden wir die Parameterwahlregel (11.17)

sowie die Bedingung (11.21) und erhalten fiir beliebige n < N die Abschétzung

ol F(x) —y®llv = [[F'(x h5+F( yé\!v
> [[F(x; nﬂ -y ||Y IIF(x hf’+F( 8)—FOxs )y
> [[F(xp41) yéllv—cl\hinHF Xoe1) = FO) v
> (1 —c|[h ) IF(xoq) = y°lly — el IxF(x) —y°llv.

Aus (11.19) folgt nun
Ih3llx < Jxp =" lix < llxo = xTlx,
und zusammen mit dem Diskrepanzprinzip erhalten wir fiirn =N — 1

o+ cllxo — xT||x
1 —c|lxo — xT||x
<G+ cllxo — x|x

1 —cl|xo — xT||x

IFORX-2) = y°lly

™ < [[FO1) =y’ v <

) IF(x0) —y®||v-

Fiir [|xo — x'||x klein genug ist der Bruch auf der rechten Seite kleiner als 1, woraus die
gesuchte Abschdtzung fiir N folgt. O

Fiir kleinen Fehler & liefert O(1 + |log 8|) eine wesentlich kleinere Schranke als O(562) (bei
vergleichbaren Konstanten, wovon allerdings in der Regel nicht auszugehen ist), woraus die
schnellere Konvergenz des Levenberg-Marquardt-Verfahrens im Vergleich zur Landweber-
Iteration ersichtlich wird. Dafiir sind die einzelnen Iterationen jedoch aufwendiger, da (nach
Diskretisierung) jedesmal ein lineares Gleichungssystem gelost werden muss. Welches der
beiden Verfahren in der Praxis das schnellere ist (gemessen an der benétigten Rechenzeit),
héngt daher vom konkreten Problem ab.

Wir betrachten nun die (lokale) Konvergenz fiir exakte Daten.
Satz 11.9. Es gelten die Annahmen von Satz 11.8. Ist ||xo —x||x hinreichend klein, so konvergiert
Xn — X mit F(X) =y fiirn — oo.

Beweis. Aus (11.21) fiir x = xo und % = x folgt direkt

[F(x0) —y — F'(x0)(xo — x")|lv < ¢[jxo —xT||x[IF(x0) =yl

Fiir ||xo — x||x hinreichend klein ist dann vy := o(c||xo — x||x) ™" > 1 und damit (11.18)

erfiillt. Wir konnen daher Lemma 11.7 anwenden und erhalten ||x; — x[|x < ||xo — xT||x.
Also ist x; € B,,(x0) und auch ||x; — xT||x hinreichend klein, so dass durch Induktion die
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Wohldefiniertheit der Iterationsvorschrift und die Monotonie des Fehlers fiir alle n € N folgt.
Genau wie im Beweis von Satz 11.8 erhalten wir daraus durch Umformen und Aufsummieren

00 'YMZ
F nJ) Zg —xI
2 IFGcn) = ullf < 5y —gralxe X'l < o0

und damit F(x,) — y fiirn — oo.

Der Rest des Beweises verliuft analog zum Beweis von Satz 11.4. Wir setzen e, := x, — x|
und betrachten

lem —enllx < [lem — ex|lx + [lex — enllx,

wobei m > n beliebigund k € {n, ..., m} nach (11.13) gewéhlt sind. Aus der Monotonie folgt
wieder ||e,|[x — € fiirn — oo und ein ¢ > 0; wir miissen also nur noch die gemischten
Terme betrachten. Mit Hilfe der Identitat (11.20) und der Parameterwahl (11.17) erhalten wir

m—1
(em—ek,ek)x = (Xj+1 _Xj>xk_XT)X

j=k
m—1

- 0(;1 (y —F(x;5) — F/(x5) (%5401 —x3), F'(%5) (xx —XT))Y
j=k
m—1

<)oy —FOg) = F04) (501 =)V [[F (%) e = xT) Iy
j=k
m—1

= > 00 [[F(x5) = yllvIF' ) e = xT) v
j=k

Fiir den zweiten Term verwenden wir (11.21) und setzen 1 := c||xo — xT||x = ¢||x; — xT||x fiir
allej > 0:

IF" (%) (e = XDy < IFGad) —yllv + lly = FOxy) = F () (" =) v
+ IF(x) — Flx) — F (%) (% — x| v
< [F(ac) = ylly + el —xF[x[[F(x) = yllv
+ cflx; — xxlIx[[F(x5) — Fxa) [l
< (T+5)[[F05) —yllv,
wobei wir wieder die produktive Null und (11.13) ausgenutzt haben.
Wir kénnen nun (11.19) anwenden und erhalten

m—1

(em — €1y €1)x < ZU +5n)oo; ' [[F(x) —ylly

=k
m—1
v(1+5n) +5n
T (el = lles 1)
j=k
~y(1+5n) 2 2
- )(Hekux leml) 0
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fiir n — oo wegen der Konvergenz von ||e,||x — €. Analog zeigt man

(1 +5n)

XS 3y = 1) (lenll% = llexllk) —0

(ek — €n, en)
firn — oo, woraus wieder folgt, dass {ey, }n ey und damit {x,, } ey eine Cauchyfolge ist. Wegen
F(xn) — y folgt daraus die Behauptung. ]

Wir haben nun fast alles beisammen, um mit Lemma 11.1 die Konvergenz des Levenberg—
Marquardt-Verfahrens fiir gestorte Daten y' € Y zu zeigen.

Satz11.10. Es gelten die Annahmen von Satz 11.8. Ist || xo—x'||x hinreichend klein, so konvergiert
x‘sN(éyyf,) — x mit F(x) =y fiir 8 — 0.

Beweis. Es bleibt nur noch die Stetigkeitsbedingung (11.5) nachzuweisen. Da F stetig diffe-
renzierbar angenommen war, ist F/(x7)*F/(x) + o 1d stetig. Nach dem Satz iiber inverse
Funktionen (siehe z. B. [Riizicka 2004, Satz 2.17]) ist daher auch (F/(x)*F/(x) + «Id)~" in
einer hinreichend kleinen Umgebung um x' stetig. Also hingt fiir festes n € N die rechte
Seite von (11.16) stetig von x,, ab, woraus analog zur Landweber-Iteration die Bedingung (11.5)
und damit die behauptete Konvergenz folgt. ]

Zusammen mit einer Quellbedingung kann man fiir eine geeignete a priori Wahl von «,, und
N = N(9) auch (logarithmische) Konvergenzraten fiir &6 — 0 zeigen; siehe z. B. [Kaltenbacher
u. a. 2008, Theorem 4.7].

11.3 ITERATIV REGULARISIERTES GAUSS—-NEWTON-VERFAHREN

Wir betrachten nun eine Variante des Levenberg—Marquardt-Verfahrens, die von Bakushinskii
vorgeschlagen wurde: Setze x,,.1 = X, + hy,, wobei h,, Losung ist des Minimierungspro-
blems

] On
(11.23) r}{lg(l §||F/(Xn)h+ F(xn) — UH% + THh'f’ Xn — XOH%('

Mit Hilfe der Normalengleichungen erhdlt man daraus die Iterationsvorschrift des iterativ
regularisierten GaufS-Newton-Verfahrens:

(11-24) Xn+1 = Xn + (F/(Xn)*F/(Xn) + o Id)i] (FI(XH)*(U - F(Xn)) + Oén(xo - Xn)) .

Die Iteration unterscheidet sich vom Levenberg-Marquardt-Verfahren also nur in einem
zusétzlichen Term auf der rechten Seite. Im Gegensatz zu (11.15) steht in (11.23) jedoch x,, +
hn — X0 = Xn41 — X0 im Regularisierungsterm. Dadurch kann man x,,;; selber auffassen
als Minimierer des linearisierten Tikhonov-Funktionals

] Xn
min S {|F(xn) (x = xn) + Fxn) = Y[ + FHlx —xoll%,
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was es ermoglicht, fiir die Analysis die Eigenschaften der linearen Tikhonov-Regularisierung
heranzuziehen. In der Praxis zeichnet sich das Verfahren auch durch eine bessere Stabilitat
aus, da die explizite Regularisierung von x,; verhindert, dass zwar die Inkremente h,,
beschrankt bleiben, sich im Laufe der Iteration jedoch unbeschriankt aufsummieren.

Ahnlich wie fiir das Levenberg-Marquardt-Verfahren kann man nun (unter Nichtlinearitits-
bedingungen) Wohldefiniertheit und Konvergenz fiir exakte und gestorte Daten zeigen; siche
z. B. [Kaltenbacher u. a. 2008, Kapitel 4.2]. Wir wollen hier stattdessen nur Konvergenzraten
in Verbindung mit einer a priori-Wahlregel herleiten. Wir nehmen dafiir an, dass F: U — Y
stetig Fréchet-differenzierbar ist. Um wie angekiindigt die Resultate fiir lineare Tikhonov-
Regularisierung anwenden zu kdnnen, nehmen wir weiter an, dass F vollstetig und daher
F’(x) nach Satz 9.5 fiir alle x € U kompakt ist.

Wir zeigen zuerst, dass der Fehler eine quadratische Rekursion erfiillt.

Lemma 11.11. Sei F: U — Y stetig differenzierbar und vollstetig, und sei x' eine xo-Minimum-
Norm-Losung. Weiter seien erfiillt:

(i) es gibt einw € X mit x' —xo = [F'(x")[Yw und ||w||x < p fiireinv € [1,2] und p > 0;
(ii) F' ist Lipschitz-stetig mit Konstante L.
Wird der Abbruchindex N = N () so gewdhlt, dass fiir ein T > 0 gilt

(11.25) ocl(\,VH)/z <o L oy /2 fiir allen < N,
so ist fiir allen < N
s =l < (Cvp ) @/ o Lo (Coadd ™72 4 IF Xy ) Il =
ol e
Beweis. Wir spalten den Fehler x,, ;1 — x' mit Hilfe der Iterationsvorschrift und einigen

Umformungen auf in drei Komponenten, die wir separat abschitzen. Wir setzen K,, := F/(x2)
und K := F/(x') und schreiben

Ky —xh =x8 = x + (KK + o 1d) ™ (K (y° = F(x3)) + ot (x0 — x3))
= (K% Ky + ot Id) ™ (otn(x0 —xT) + K5 (y® — F(x2) + Kn (%3 —x1)))
= [otn (K"K ot 1d) ™" (0 = x|+ [ (KK + 00 14) 7 K (° — )
[ (KK o 1)K (FXT) = FO) + K (68 — X))
+ ot (KK A+ o Id) 7 (KK — K*K) (KK A+ o Id) " (x0 — x*)]

— e +e+4¢€°.
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Wir schitzen zuerst den Approximationsfehler e; ab. Da K kompakt ist, kdnnen wir nach
Lemma 6.3 die Spektraldarstellung (K*K + o Id) " 'x = @ (K*K)x fir @,(A) = (A + «) !
anwenden. Zusammen mit der Quelldarstellung folgt daraus fiir alle v < vo =2

levllx = llom (KK + ot 1) ™" (x0 — xT) I
= [loatn @, (K*K) (K*K) 2w x

v/2
< sup A [wllx = sup w(on)[[wllx
A€0,k] + o A€[0,k]
< Cyoy/?p

wie in Kapitel 6 gezeigt.

Fiir den Datenfehler e, verwenden wir ebenfalls die Abschétzungen aus Kapitel 6 zusammen
mit der a priori-Wahl von «,, und erhalten fiir allen < N

leallx = || (KEKqy + o0 Id) ' KX (y® —y)|

< 1 @a, (KRK)KG Lo v ly° —ylly
1

o

< ST ocv/2

Den Nichtlinearitatsfehler e; spalten wir wiederum in zwei Teile auf, die wir separat ab-
schitzen. Fiir den ersten Teil verwenden wir die Lipschitzbedingung und Lemma 9.6 und
erhalten

lesallx i= || (KiKn + o Id) T K2 (F(xF) — F(x8) + Kn (x5 — xM) I
<N @oen (KEKKE Lo v [FXT) = F(x3) — K (xT —x2)||
1 L,

Fiir den zweiten Teil verwenden wir die Identitat
K2 Ky — KK = K5 (K — Ky ) + (K* — K%K
sowie die Lipschitz-Stetigkeit und Quellbedingung, und schitzen analog zu oben ab

llesvllx == |lotn (K5 Ky + otn Id)f1 (K5 Ky — K*K) (K*K + oy Id)f1 (xo —XT)HX
< @ o (KEKDKE L2 (v30 1K = Knlle (3,39 [ 06 @ (KFK) (K*K) Y20 x
+ [Jomn @, (KK L2 v, ) K = K2 3¢, v) [ K@, (KFKY (KFK) 2| v, x)

|| K K (v—1) /2W|
1
< o LN =ik Ca e sup —Er L IR
n €(0,k n
< Lo (Coaly ™72+ [KIZ Ly ) I =T lx,
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wobei wir ||[K*|| z(v,x) = ||K||z(x,v) und — mit Hilfe von Lemma 3.12 (iii) — die Abschéitzung

A
1Ko (KK (KK) 2 || s x,v) = (KK 200 (K K)(K*K) 2 g x,v) € sup —— < 1
Ae(o, A

verwendet haben. Zusammen ergibt dies die gewiinschte Abschdtzung. ]

Ist der Anfangsfehler klein genug, folgt daraus die gewiinschte Fehlerabschitzung.

Satz 11.12. Es gelten die Voraussetzungen von Lemma 11.11 fiir p > O hinreichend klein und
T > 0 hinreichend grofS. Es sei weiterhin oo < 1 und

Kn

1< <q fiir ein q > 1.

Xnt1

Dann gilt fiir exakte Daten (d. h. 5 = 0)

(11.26) [xn —xT||x < cra/? fiirallen € N
und fiir gestorte Daten
(11.27) [xX(s) — X[Ix < c28%7 fiir & — 0.

Beweis. Aus Lemma 11.11 folgt, dass &, := oty "/ ?||x8 — xT||x die quadratische Rekursion

Ens1 < a+bé, +cl

mit
4 V/2 C —1 b= V/ZL C F/ Tyv—1 o v/2L
a:=q" (Cyp+1 ), =q P(Cy Il (X)HL(X,Y) ) c=d zp
erfiillt, wobei wir v > 1 und damit o,/ < o /2 sowie o/ < ocg’/ 2 < 1 verwendet

haben. Offensichtlich kénnen wir a, b und c beliebig klein machen, indem wir p hinreichend
klein und 7 hinreichend grof8 wihlen. Seien nun t;, t, die Losungen der Fixpunktgleichung
a+ bt + ct? = t, ndmlich

2a . _1-b+/(1-b)?—dac
2 = .

t; =
] 1-b+,/(0—-b)2—4ac’ 2c

Fiir ¢ hinreichend klein ist t, beliebig grof3; insbesondere kénnen wir annehmen, dass

(11.28) t2 > &

gilt. Aufgrund der Quellbedingung [|xo — x'|[x < [[F'(x")[|% .y, konnen wir ausserdem
durch p hinreichend klein auch xo € B, (x) C U fiir ein v > 0 garantieren.
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11 ITERATIVE REGULARISIERUNG

Wir zeigen nun durch Induktion, dass fiir allen < N = N(3) gilt

(11-29) ‘En < max{h ) ‘EO} = Ci-

Fir n = 0 folgt diese Aussage direkt aus der Definition; sie gelte daher nun fiir ein beliebiges
n < N.Aus o;; < o < 1und v > 1 folgt daraus insbesondere

Ixd = xTllx < o/ 2o ™ Ixo —xT[Ix <

und damit x5 € B, (x!) C U; die Iteration (11.24) ist daher wohldefiniert, und wir kénnen in
der Tat Lemma 11.11 anwenden. Aufgrund der Induktionsannahme (11.29) unterscheiden wir
nun zwei Fille.

(i) &, < ty: Dann gilt wegen a, b, ¢ > 0 und der Definition von t;

Eni1 < @+ by +eEy <at bty +bt =t

(ii) t1 < & < &o: Nach Annahme (11.28) gilt dann &;, € (t;,t2], und wegen a+ (b—1)t+
ct? < Ofiirt € [ty,t,] folgt daraus

Eni1 < a+bé, +ci? <& <&

In beiden Fillen erhalten wir also (11.29) firn + 1.

Aus (11.29) folgt nun fiir 6 = 0 wegen N = oo
[xn —xT[lx < «¥/?C¢ firallen e N

und damit (11.26) mit ¢; := Cg. Fiir 8 > 0 folgt aus (11.29) fiir n = N zusammen mit der
Parameterwahl (11.25)

en = xT[lx < o(*Ce < (18) 7T C

und damit (11.27) mit ¢; := CzTv+7. ]

Auf dhnliche Weise (wenn auch mit etwas mehr Aufwand) lassen sich auch Konvergenzraten
fiir das Diskrepanzprinzip bis zur Saturation vo — 1 = 1 herleiten; siehe [Kaltenbacher u. a.
2008, Theorem 4.13].
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