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UBERBLICK

Die Funktionalanalysis wurde Anfang des 20. Jahrhunderts entwickelt, um allgemeine
Aussagen tiber die Losbarkeit von Differentialgleichungen treffen zu konnen. Statt konkrete
Differentialgleichungen wie f” + f = g fiir gegebenes g handisch zu 16sen, war man an der
Frage interessiert, welche Eigenschaften die Differentialgleichung bzw. die rechte Seite g
haben muss, damit eine Losung existiert. Der wesentliche Schritt war dabei, Funktionen
als Punkte in einem Vektorraum aufzufassen, auf dem die Abbildung D : f +— f” + f
einen linearen Differentialoperator definiert. Zum Vergleich: Ein dhnlicher Ubergang von
konkreten linearen Gleichungssystemen zu der abstrakten linearen Gleichung Ax = b fiir
eine Matrix A und einen Vektor b bildet den Grundstein der linearen Algebra. Man war nun
auf der Suche nach Eigenschaften von D, die analog zur Injektivitat und Surjektivitat von A
oder der Tatsache, dass 0 kein Eigenwert von A ist, die Losbarkeit von Df = g garantieren.
Die wesentliche Schwierigkeit dabei ist, dass viele Kernaussagen der linearen Algebra dar-
auf beruhen, dass die betrachteten Vektorrdume endlichdimensional sind (etwa indem der
Dimensionssatz verwendet wird). Dies ist aber fiir Réume von Funktionen in der Regel nicht
mehr der Fall, und es wird notwendig, zusammen mit den algebraischen Begriffen auch
topologische Begriffe wie Grenzwerte und Kompaktheit zu beriicksichtigen. Ein Leitfaden
dieser Vorlesung ist es herauszuarbeiten, welche algebraischen, metrischen, topologischen
und geometrischen Eigenschaften als Ersatz fiir die fehlende Endlichdimensionalitat dienen
konnen, und wie diese in die einzelnen Resultate eingehen. Dass diese Kombination zu
auferst reichhaltigen Strukturen fiithrt, macht den Reiz der Funktionalanalysis aus und
fihrte dazu, dass sie eine wesentliche Grundlage der modernen angewandten Mathema-
tik bildet, von der Theorie und Numerik von Differentialgleichungen iiber Optimierung
und Wahrscheinlichkeitstheorie bis zu medizinischer Bildgebung und mathematischer
Bildverarbeitung.

Dieses Skript folgt [Clason 2019], welches vor allem auf den Werken [Alt 2012; Brokate
2013; Kaballo 2018; Wachsmuth 2013; Werner 2018] basiert; letztere Werke kénnen auch als
Erganzung und Vertiefung dienen.
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Wir fassen zunichst die grundlegenden topologischen Strukturen zusammen, die in der
Funktionalanalysis wichtig sind. Die Kernbegriffe sollten aus der Analysis bekannt sein;
eine ausfiihrlichere Darstellung sowie Beweise findet man in den Standard-Lehrbiichern
wie [Forster 2017, Kapitel 1.1] oder [Rudin 2008, Kapitel 2].

Definition 1.1. Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung d : X X X — R, die
fir alle x, y, z € X die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(i) d(x,y) = 0 genau dann, wenn x = y (Nichtdegeneriertheit);
(ii) d(x, y) =d(y,x) (Symmetrie);
(iii) d(x,z) < d(x,y)+d(y,z) (Dreiecksungleichung).

In diesem Fall heif3t das Paar (X, d) metrischer Raum. Ist aus dem Kontext offensichtlich,
welche Metrik verwendet wird, bezeichnen wir den metrischen Raum auch kurz mit X.

Eine Metrik ist die mathematische Formalisierung des intuitiven Begriffs des Abstands.
(Beachten Sie, dass wir noch keine algebraische Struktur — und damit die Méglichkeit, die
Differenz von Elementen zu betrachten — gefordert haben!) Aus den Eigenschaften folgt
direkt, dass eine Metrik stets nicht-negativ ist: Fiir alle x, y € X gilt

2d(x,y) =d(x,y) +d(x,y) =d(x,y) +d(y,x) > d(x,x) =0.

Beispiel 1.2. Kanonische Beispiele fiir Metriken sind
(i) die euklidische Metrik: X = R" oder X = C" und

1
2
]

d(x,y) = (Z | — yz'|2)
i=1

(ii) die Relativmetrik: ist (X,d) ein metrischer Raum und A C X, dann ist auch
(A, d|axa) ein metrischer Raum, wobei d|4xa die Einschrankung von d auf A X A
bezeichnet;
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(iii) die Produktmetrik: sind (X, dx) und (Y, dy) metrische Raume, dann ist auch (X X
Y, dxxy) ein metrischer Raum fiir

dXXY((xL )/1), (xz, yz)) = dx(xl, xz) + dY(Yl, J/2),
und ebenso fir

dxxy ((x1, Y1), (%2, ¥2)) = max{dx (x1, x2), dy (y1, y2) };

(iv) die diskrete Metrik: X ist eine beliebige Menge und

0 fallsx=y,

d(x,y) =
(x.7) {l falls x # y.

Im folgenden sei (X, d) stets ein metrischer Raum. Wir definieren nun fiir x € X und
r>0

(i) die abgeschlossene Kugel B,(x):={ye X :d(x,y) <r},
(ii) die offene Kugel Ulx)={yeX:d(x,y) <r},
um x mit Radius r. Mit ihrer Hilfe definieren wir nun die folgenden topologischen Grund-
begriffe.
Definition 1.3. Eine Menge U C X heif}t
(i) offen, falls fir alle x € U ein ¢ > 0 mit U.(x) C U existiert;
(i) Umgebung von x € U, falls eine offene Menge O mit x € O C U existiert;
(iii) Umgebung von A C U, falls U Umgebung aller x € A ist.
Eine Menge C C X heif3t abgeschlossen, falls das Komplement X \ C offen ist.

Aus der Definition folgt, dass offene und abgeschlossene Kugeln tatsachlich offen respektive
abgeschlossen sind. Weiterhin sind der Schnitt endlich vieler offener Mengen sowie die
Vereinigung beliebiger (auch unendlich vieler) offener Mengen offen. Wir nennen zwei
metrische Rdume (X, d;) und (X, d;) dquivalent, wenn sie die selben offenen Mengen besit-
zen (etwa die beiden Definitionen in Beispiel 1.2 (iii)). Die Menge aller offenen Teilmengen
bezeichnet man als Topologie auf X.

Offensichtlich sind sowohl X als auch die leere Menge () sowohl offen als auch abgeschlos-
sen; andere Mengen kénnen weder offen noch abgeschlossen sein. In diesem Fall kénnen
wir aus ihnen offene und abgeschlossene Mengen erzeugen.

Definition 1.4. Fur A C X definieren wir
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(i) das Innere intA := U{ucaU offen} U;
(ii) den Abschluss clA := m{CDA:C abgeschlossen} C.
Man verwendet auch oft die Bezeichnungen A° := int A und A := cl A.

Ein x € int A heif3t innerer Punkt von A; in anderen Worten, x € A ist ein innerer Punkt
genau dann, wenn ein ¢ > 0 existiert mit U,(x) C A. Gilt cl A = X, so heif3t A dicht in X.
Existiert eine Menge A C X, die abzahlbar und dicht in X ist, so heiflt X separabel.

Aus der Definition folgt, dass das Innere von A stets offen und der Abschluss von A
stets abgeschlossen ist. Insbesondere ist A offen genau dann, wenn A = int A gilt, und
abgeschlossen genau dann, wenn A = cl A gilt.

Schlief}lich nennen wir eine Menge A C X beschrdnkt, falls der Durchmesser

diam(A) = sup d(x, y)
x,YEA

endlich ist.

Eine Metrik erlaubt es, Konvergenz von Folgen zu definieren.

Definition 1.5. Eine Folge {x,}nen C X konvergiert in X gegen den Grenzwert x € X, falls
eine der folgenden dquivalenten Eigenschaften gilt:

(i) Fir alle ¢ > 0 existiert ein N € N mit d(x,, x) < ¢ fir alle n > N;
(ii) Fir jede Umgebung U von x existiert ein N € N mit x, € U fir allen > N.

In diesem Fall schreiben wir x, —(x 4) x bzw. kurz x, — x, falls offensichtlich ist, welcher
metrische Raum gemeint ist.

Die Aquivalenz folgt dabei direkt aus der Definition von Umgebungen. Aus der Definition
folgt auch die Eindeutigkeit des Grenzwertes. Weiterhin gilt fiir A C X, dass

(1.1) clA = {x € X : es existiert {x, }nen C A mit x, — x}

ist. Insbesondere ist A abgeschlossen genau dann, wenn der Grenzwert jeder konvergenten
Folge {x,}nen C X in A liegt. Weiterhin sind zwei metrische Rdume (X, d;) und (X, d3)
aquivalent genau dann, wenn sie die selben konvergenten Folgen (mit ibereinstimmendem
Grenzwert) besitzen.

Definition 1.6. Sei {x,},en C X eine Folge.

(i) Ist {ni}ken C N eine streng monoton wachsende Folge, dann ist {x,, }en eine Folge,
genannt Teilfolge von {x,}nen.
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(if) Hat {x,}nen eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert x € X, so heif3t x Hdaufungs-
punkt von {xp}nen.

(iii) Existiert fur alle ¢ > 0 ein N € N mit d(x,, x,) < ¢ fur alle m,n > N, so heif3t
{xn}nen Cauchy-Folge.

Genau wie fiir reelle Folgen zeigt man, dass jede Cauchy-Folge maximal einen Haufungs-
punkt besitzt. Jede konvergente Folge ist also eine Cauchy-Folge; die Umkehrung gilt im
Allgemeinen nicht. Metrische Rdume, in denen jede Cauchy-Folge konvergiert, heiflen
vollstidndig; wie wir in Teil II sehen werden, ist dies eine fundamentale Eigenschaft mit
weitreichenden Folgen. Beispielsweise sind R" oder C" sowohl versehen mit der euklidi-
schen als auch mit den Produktmetriken aus Beispiel 1.2 (iii) vollstandig. Auflerdem bilden
abgeschlossene Mengen in vollstindigen metrischen Rdumen (versehen mit der Relativ-
metrik) wieder vollstindige metrische Rdume. Beachten Sie, dass d4quivalente metrische
Réume zwar die selben konvergenten Folgen, nicht aber die selben Cauchy-Folgen besitzen
miissen — Aquivalenz erhilt also nicht die Vollstandigkeit! (Vollstdndigkeit ist deshalb eine
topologische und keine metrische Eigenschaft.)

Analog zur Konvergenz von Folgen lésst sich auch die Stetigkeit von Abbildungen auf
metrische Raume tibertragen.

Definition 1.7. Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y
heif3t stetig in x € X, falls eine der folgenden dquivalenten Eigenschaften gilt:

(i) Fur alle € > 0 existiert ein § > 0 mit f(Bs(x)) C B.(f(x)) (4quivalent: f(Us(x)) C
Ue(f(x))).

(ii) Fur jede Umgebung V von f(x) existiert eine Umgebung U von x mit f(U) C V.
(iii) Fir jede Folge {x,}nen € X mit x, — x in X gilt f(x,) — f(x)inY.

Wir nennen f stetig auf X, wenn f stetig in x fiir alle x € X ist, und beschrdnkt, wenn
Supx,yeX dY(f(X),f(y)) < oo ist.

Diese Definition formalisiert die intuitive Vorstellung, dass eine stetige Funktion f Punkte
in der Nahe von x auf Punkte in der Nihe von f(x) abbildet. Die Aquivalenz folgt dabei
wieder aus den Definitionen von Umgebung und Konvergenz in metrischen Rdumen. Eine
alternative Charakterisierung, die spater niitzlich sein wird, ist die folgende.

Satz 1.8. Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y ist stetig
genau dann, wenn fiir alle offenen Mengen'V C Y die Urbilder

V) ={xeX: f(x)eV}
offen sind.
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Die Bilder offener Mengen miissen dagegen nicht offen sein! Durch Komplementbildung
erhélt man daraus

Folgerung 1.9. f : X — Y ist stetig genau dann, wenn fiir alle abgeschlossenen Mengen
V C Y die Urbilder f~1(V) abgeschlossen sind.

Ist X ein metrischer Raum, so ist der Raum aller stetigen, beschrénkten, reellwertigen (oder
komplexwertigen) Funktionen

Cp(X) :=={f : X = R : f stetig und beschréinkt}

zusammen mit
(12) d(f.g) = sup 1f (x) = g(x)]

ein vollstandiger metrischer Raum. Definition 1.5 entspricht dann genau der gleichmafliigen
Konvergenz von Funktionenfolgen.

Metrische Raume stellen nicht den allgemeinsten Rahmen fiir die oben eingefiihrten Begriffe
dar. Anstatt offene Mengen mit Hilfe offener Kugeln (d. h. iber Metriken) zu definieren, kann
man diese direkt axiomatisch einfithren: Man definiert die Topologie 7 auf X als ein System
von Teilmengen von X, das X und ) enthalt und abgeschlossen beziiglich Vereinigung und
endlichen Schnitten ist; das Paar (X, r) heif3t dann topologischer Raum. In topologischen
Raumen definiert man Konvergenz von Folgen und Stetigkeit direkt iiber die Eigenschaft
(ii) in Definition 1.5 beziehungsweise Definition 1.7; allerdings sind Definition 1.7 (ii) und (iii)
nicht mehr unbedingt 4quivalent (man bezeichnet Letztere dann als Folgenstetigkeit); Details
findet man z.B. in [Werner 2009, Kapitel 1] oder [Conway 2014]. Topologische Raume
tauchen zum Beispiel auf, wenn man die punktweise (nicht gleichméafige) Konvergenz von
Funktionenfolgen untersuchen méchte, welche im Allgemeinen nicht durch eine Metrik
ausgedriickt werden kann.
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Eine fundamentale metrische Eigenschaft ist die Kompaktheit; salopp gesprochen werden
wir sehen, dass stetige Funktionen auf kompakten Mengen dhnlich gute Eigenschaften
besitzen wie Funktionen auf endlichen Mengen.

Sei im folgenden wieder (X, d) ein metrischer Raum. Wir definieren zunachst mehrere
verwandte Kompaktheitsbegriffe.

Definition 2.1. Eine Menge K C X heifjt

(i) kompakt, falls jede offene Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung besitzt,
d. h. falls fiir jede Familie {U; };e; von Mengen mit U; C K offen und K C U;¢; U; eine
endliche Teilmenge ] C I existiert mit K C Ujej Uj;

(ii) folgenkompakt, falls jede Folge {x},en C K eine konvergente Teilfolge {xy, } xen mit
Grenzwert x € K besitzt;

(iii) prakompakt (oder totalbeschrinkt), falls fiir alle ¢ > 0 eine endliche Uberdeckung
mit offenen Kugeln mit Radius ¢ existiert, d.h. N = N(¢) € Nund x3,...,xy € K
existieren, so dass K C UnN: L Ue(x;) gilt.

Ist (K, d) ein metrischer Raum und K kompakt, spricht man auch von einem kompakten
Raum.

Definition (i) ist technisch, deutet aber bereits an, weshalb Kompaktheit ein guter Ersatz
fir Endlichkeit ist: es genligt, eine Eigenschaft durch Betrachtung endlich vieler offener
Umgebungen zu verifizieren. Definition (ii) ist die in der Praxis niitzlichste Eigenschaft,
da sie erlaubt, aus jeder Folge einen Haufungspunkt zu extrahieren. Die alternative Be-
zeichnung ,totalbeschrankt” in (iii) erklért sich dadurch, dass jede totalbeschrankte Menge
beschrankt ist wegen diam(K) < 2eN(¢e) < oo fiir beliebiges ¢ > 0.

In metrischen Raumen sind alle drei Eigenschaften dquivalent.!

Satz 2.2. Fiir K C X sind dquivalent:

(i) K ist kompakt,

'Dies ist nicht mehr unbedingt der Fall in topologischen Rdumen; siehe z. B. [Werner 2009, Seite 29].
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(ii) K ist folgenkompakt,
(iii) K ist vollstdndig (beziiglich der Relativmetrik) und prikompakt.

Beweis. (i) = (ii): Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es existiert eine
Folge {xp}nen C K ohne Haufungspunkt. Fiir alle x € K existiert dann ein ry > 0, so
dass U, (x) nur endlich viele Folgenglieder x, enthalt (sonst konnten wir eine Teilfolge
bilden, die nach Definition 1.5 (ii) gegen x konvergiert, im Widerspruch zur Annahme). Die
Familie {U,,_(x)}xex bildet aber eine offene Uberdeckung von K, und aus der Kompaktheit
von K folgt die Existenz einer endlichen Teiliiberdeckung {Ur;ci (%i) }i=1...~ von K. Da jede
dieser Mengen nur endlich viele Folgenglieder enthélt, gilt das auch fiir ihre (endliche)
Vereinigung. Also kann K selber nur endlich viele Folgenglieder enthalten, im Widerspruch
zu {xn}neN C K.

(ii) = (iii): Da jede Cauchy-Folge mit Hiufungspunkt konvergiert und nach Annahme
jede Folge einen Haufungspunkt besitzt, ist (K, d|xxx) nach Definition vollstandig. Ange-
nommen, K ist nicht prakompakt. Dann existiert ein ¢ > 0, so dass K nicht mit endlich
vielen e-Kugeln tiberdeckt werden kann. Wir kénnen also rekursiv eine Folge {x,},en € K
konstruieren, in dem wir x; € K beliebig und

n
Xn41 € K\ U Ue(xy), neN,
i=1

auswihlen. (Diese Konstruktion ist moglich, da die Menge auf der rechten Seite nach
Annahme nie leer wird.) Damit enthalt jede e-Kugel hochstens ein Folgeglied, so dass
{%n}nen keinen Haufungspunkt haben kann im Widerspruch zur Folgenkompaktheit.

(iii) = (i): Dies ist die schwierigste Richtung. Wir fithren wieder einen Widerspruchsbeweis.
Es sei {U;} ;s eine offene Uberdeckung von K. Wir definieren nun das Mengensystem B
aller Mengen, die nur mit unendlich vielen U; tiberdeckt werden kénnen, und zeigen, dass
die Annahme K € 8 zu einem Widerspruch fiihrt. Dafiir konstruieren wir per Induktion
offene Kugeln B, := Us-»(x,) mit B, N B,_; # O und B, € B. Fiir n = 1 verwenden wir die
Prakompaktheit von K, um endlich viele offene Kugeln mit Radius ¢ = % zu wahlen, deren
Vereinigung K iiberdeckt. Nach Annahme muss es darunter mindestens eine Kugel in 8
geben (denn sonst wire K ¢ B); wir bezeichnen diese mit By = U% (x1).Seinun B,_; € 8B
entsprechend gewéhlt. Dann existieren wiederum endlich viele offene Kugeln mit Radius
27", deren Vereinigung K uberdeckt und mit B,_; nichtleeren Durchschnitt habi. Wegen
B,—; € B ist nun mindestens eine dieser Kugeln in 8, die wir mit B, = U;-»(x,) bezeichnen.
Wir zeigen nun, dass dadurch eine Cauchy-Folge {x, },en C K definiert wird.Fur alle n € N
existiert nach Annahme ein x € B, N B4, woraus folgt

d(3n, Xns1) < d(xn, %) + d(x, Xps1) < 27"+ 27 (M) < g7l
und damit

d(xp, Xp) < 2772 fur alle n, m mit m > n.
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Da (K, d|kxk) vollstandig ist, konvergiert x, — x € K. Aus der Uberdeckungseigenschaft
folgt, dass x € U fiir ein j € I ist. Da U; offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit x € U,(x) C Uj;
fir n grofl genug gilt dann

B, = Uz—n(xn) - Ug(x) c U,

im Widerspruch zu B, € 8. m]

Die Richtung (iii) = (i) zeigt insbesondere, dass aus jeder unendlichen prakompakten
Menge eine Cauchy-Folge extrahiert werden kann.

Eigenschaft (iii) kann man als stirkere Version der Abgeschlossenheit und Beschranktheit
interpretieren. Tatsachlich folgen beide Eigenschaften aus der Kompaktheit.

Folgerung 2.3. Ist K € X kompakt, dann ist K beschrdnkt und abgeschlossen.

Beweis. Die Menge K ist nach Satz 2.2 (iii) prakompakt und daher beschrankt. Weiterhin
hat nach Satz 2.2 (ii) jede Folge einen Haufungspunkt in K; also liegt jeder Grenzwert einer
konvergenten Folge (der dann ja der einzige Haufungspunkt ist) in K, und damit ist K
abgeschlossen. O
Fir X = R" gilt auch die Umkehrung. Wir verwenden dafiir das folgende Lemma.

Lemma 2.4. Ist K € X kompakt und C C K abgeschlossen, dann ist auch C kompakt.

Beweis. Sei {U;}ics eine offene Uberdeckung von C. Da C abgeschlossen ist, ist X \ C offen,
und damit ist {U; };; U (X \ C) eine offene Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, existiert

.....

.....

kompakt. O

Um das gewtinschte Resultat zu zeigen, miissen wir R” mit einer Standardmetrik, etwa
Beispiel 1.2 (i), versehen.

Satz 2.5 (Heine—Borel). Eine Teilmenge von R" ist beziiglich der euklidischen Metrik kompakt
genau dann, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist.

10
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Beweis. Wegen Folgerung 2.3 ist nur zu zeigen, dass beschréankte und abgeschlossene
Teilmengen des R" kompakt sind. Sei daher C ¢ R" beschrankt und abgeschlossen. Wir
verwenden, dass eine Menge beziiglich der euklidischen Metrik genau dann beschrankt ist,
wenn ihre Elemente komponentenweise beschrankt sind. Es existiert also ein M > 0, so
dass .
cc|]l-MM] =K
i=1

gilt. Aus der Analysis ist bekannt, dass das abgeschlossene Intervall [-M, M] kompakt ist.
Wir zeigen nun, dass daraus die (Folgen-)Kompaktheit des n-dimensionalen Quaders K folgt,
indem wir ein Diagonalfolgenargument anwenden. Dies erfordert eine spezielle Notation.
Sei {x;}xen C K eine Folge, wobei wir fiir x; € R” schreiben x; = (xllc, ..+, x}). Dann gilt
{x}(}keN C [-M, M], es existiert also eine konvergente Teilfolge, die wir mit {x,lc}keN1 fur
eine unendliche Teilmenge N; C N bezeichnen, deren Grenzwert x! € [-M, M] liegt. Wir
betrachten nun die Folge {x,f}keN1 C [-M, M], die wiederum eine Teilfolge {xi}keN2 fur
N, ¢ N; mit Grenzwert x? € [-M, M] besitzt. Schlussendlich erhalten wir daraus ein N,, C
-+ € Ny € N so dass {x} }ren, konvergiert gegen x" € [—M, M]. Da jede Teilfolge einer
konvergenten Folge gegen den selben Grenzwert konvergiert, folgt daraus insbesondere
die Existenz einer Teilfolge {xy}ien, mit Grenzwert x := (x4,...,x") € [T, [-M, M],
zundchst beziiglich der komponentenweisen Konvergenz. Da Folgen im R" beziiglich der
euklidischen Metrik genau dann konvergieren, wenn sie komponentenweise konvergieren,
folgt damit die Kompaktheit von K. Die Kompaktheit von C folgt nun mit Lemma 2.4. O

Der Satz von Heine—Borel beruht also wesentlich auf der Aquivalenz von metrischer und
komponentenweiser Konvergenz (bzw. Beschréanktheit), und ist daher in unendlichdimen-
sionalen metrischen Rdumen im Allgemeinen falsch. (Wir werden spater ein Gegenbeispiel
sehen.) Darin duflert sich eine der wesentlichen Komplikationen in der Funktionalanalysis
gegeniiber der linearen Algebra.”

Oft wird Satz 2.5 direkt fiir Folgenkompaktheit formuliert.

Folgerung 2.6 (Satz von Bolzano-Weierstraf}). Jede (komponentenweise) beschrankte Folge
in R™ besitzt eine (komponentenweise) konvergente Teilfolge.

Ist in Satz 2.2 (iii) die Menge K selber nicht vollstindig, so gilt immer noch eine schwa-
chere Version dieses Satzes. Fiir den Beweis verwenden wir die folgende Variante von
Lemma 2.4.

Lemma 2.7. Ist K C X prikompakt und C C K, dann ist auch C prikompakt.

2Auch im R" lassen sich Metriken konstruieren, fiir die eine dieser Aquivalenzen und damit auch die
Aussage nicht gilt.

11
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Beweis. Sei ¢ > 0 beliebig. Da K prakompakt ist, existiert eine Uberdeckung mit endlich
vielen Kugeln U,/,(%;) mit x; € K, i = 1,.. .,N. Diese Kugeln kénnen wegen C C K C
Uiy & Ues2(%:) nicht alle leeren Schnitt mit C haben. Falls nétig durch Umnummerieren
finden wir daher

xiEUg/z()Z'i)ﬂC, i:1,...,NSN.

Seinun x € C C K beliebig. Dann gilt x € U,/,(x;) fiirein1 < j < N, woraus folgt

d(x, %)) < d(x, %)) +d(%),x)) < % + g = ¢,

d.h. x € U(x;j). Also ist {U(x;)} j=1,..n die gesuchte endliche Uberdeckung von C. O

Satz 2.8. Sei (X, d) vollstindig und A C X. Dann sind dquivalent:
(i) A ist prakompakt;
(ii) A ist relativkompakt, d. h. cl A ist kompakt;

(iii) jede Folge in A hat eine konvergente Teilfolge (deren Grenzwert nicht in A liegen muss).
Beweis. (iii)=> (ii): Sei {x, }nen eine Folge in cl A. Wegen (1.1) existiert dann fiir jedes x,, eine
Folge {Xnktken C A mit x,p — x, fiir k — oo, d. h. fiir alle ¢ > 0 existiert ein N, € N und
Xp = XpN, mit d(x,, X,) < €/2. Betrachte nun die Folge {X,}nen C A, die nach Annahme
eine konvergente Teilfolge {Xp, }xeny C A mit Grenzwert x € cl A besitzt (da der Grenzwert

jeder konvergenten Folge in A stets in cl A liegt). Fiir ¢ > 0 existiert dann ein N € N mit
d(x,%n,) < ¢/2 fir alle k > N, woraus folgt

d(x,xp,) < d(x,%Xp) +d (X, xn,) < € fur alle k > N,

d. h. die Teilfolge {xy, }ren konvergiert gegen x € cl A und damit ist cl A kompakt.

(ii) = (i): Ist cl A kompakt, so ist cl A insbesondere prakompakt. Nach Lemma 2.7 gilt dies
dann auch fiir A C cl A.

(i) = (iii): Sei {x,}nen C A eine Folge. Ist A prakompakt, so nach Lemma 2.7 auch die
Teilmenge aller Folgenglieder. Aufgrund der Bemerkung nach Satz 2.2 enthélt daher {x, } nen
eine Cauchy-Teilfolge, die aufgrund der Vollstandigkeit von (X, d) konvergiert. ]

Wir betrachten nun stetige Funktionen auf kompakten Mengen.

Satz 2.9. Seien (X, dx) und (Y,dy) metrische Rdume und sei f : X — Y stetig. Ist K C X
kompakt, so ist auch f(K) C Y kompakt.

12



2 KOMPAKTE MENGEN

Beweis. Sei {U;}er eine offene Uberdeckung von f(K). Da f stetig ist, sind nach Satz 1.8 die
Urbilder {f~(U;)}ie; wieder offen und miissen eine Uberdeckung von K bilden (sonst gibe
esein x € K mit f(x) ¢ f(K), was nach Definition nicht moglich ist). Aus der Kompaktheit
von K folgt nun die Existenz einer endlichen Teiliiberdeckung {f~(U;) } s, und {U;} ;e ist
die gesuchte endliche Teilitberdeckung von f(K). O

Als Folgerung erhélt man die in der Optimierung niitzliche Tatsache, dass stetige reellwer-
tige Funktionen auf kompakten Mengen stets ihr Maximum und Minimum annehmen.

Folgerung 2.10 (Satz von Weierstraf}). Sei (K, d) ein kompakter Raum und f : K — R stetig.
Dann existieren a,b € K mit f(a) < f(x) < f(b) fiir allex € K.

Beweis. Nach Satz 2.9 ist f(K) € R kompakt und daher beschrankt und abgeschlossen.
Wegen der Beschranktheit sind « := inf f(K) und f := sup f(K) endlich. Aus den Eigen-
schaften des Infimums und Supremums sowie der Definition des Bildes folgt dann die
Existenz von Folgen {x,},en € K mit f(x,) — a und {y,}neny € K mit f(y,) — f, und
die Abgeschlossenheit von f(K) liefert o, f € f(K), woraus die Behauptung folgt. O

Insbesondere sind stetige Funktionen auf kompakten Mengen stets beschrankt; in kom-
pakten metrischen Raumen (K, d) gilt daher

Cp(K) =C(K) :={f : K = R : f stetig},

welcher versehen mit der Metrik (1.2) ein vollstindiger metrischer Raum ist.

Bisher ist noch nicht klar, ob tiberhaupt kompakte Teilmengen in unendlichdimensionalen
Réumen existieren. Dies werden wir jetzt fiir C(K) zeigen. Wir benétigen dafiir das folgende
Lemma.

Lemma 2.11. Jeder kompakte Raum ist separabel.

Beweis. Sei (K, d) kompakt. Wir miissen zeigen, dass eine abzéhlbare dichte Teilmenge
existiert. Dafiir verwenden wir, dass K prakompakt ist, fiir alle ¢ > 0 also eine endliche
Uberdeckung mit offenen e-Kugeln existiert. Bezeichne fiir n € N die Menge aller Mit-
telpunkte dieser Kugeln fiir ¢ = % mit P,. Da alle P, endlich sind, ist P := U,enPr € K
abzahlbar; dies ist unser Kandidat. Zuerst folgt aus P C K zusammen mit der Abgeschlos-
senheit von K als kompakter Raum auch cl P C K. Sei umgekehrt x € K beliebig. Aus der
Uberdeckungseigenschaft erhalten wir dann fiir alle n € N ein x,, € P, mit x € Uy/p(xn),
d.h.d(x,;,x) < % Daraus folgt sofort {x,},en C P sowie x, — x, d.h. x € c]l P und damit
K C clP. Also ist P dicht in K. O

Wir geben nun eine Charakterisierung der Prakompaktheit in C(K) an.

13



2 KOMPAKTE MENGEN

Satz 2.12 (Arzela-Ascoli). Sei (K, d) ein kompakter Raum und A ¢ C(K). Ist A

(i) punktweise beschrdnkt, d. h. fiir alle x € K ist die Menge {f(x) : f € A} C R be-
schrdankt,

(ii) gleichgradig stetig, d. h. fiir alle ¢ > 0 existiert ein § > 0 so dass fiir alle f € A und
x,y € K gilt|f(x) - f(y)| < e fallsd(x,y) <6,

so ist A prakompakt.

Beweis. Wir verwenden Satz 2.8 (iii) und konstruieren fiir eine gegebene Folge { f,},en C A
eine konvergente Teilfolge tiber ein Diagonalfolgenargument. Nach Lemma 2.11 existiert
eine abzihlbare dichte Teilmenge {xy, x2, ...} =t X C K. Wir setzen f; := f, und betrachten
die Folge {f(x1)}nen C R. Diese ist nach Annahme (i) beschrinkt und hat daher nach
dem Satz von Bolzano-Weierstrafl (Folgerung 2.6) eine konvergente Teilfolge, die wir
mit { F(x1) bnen bezeichnen. So fortfahrend finden wir also fiir jedes j € N eine Teilfolge
{£}nens so dass {f (xi) }nen fiir alle k < j konvergiert. Aus dieser Folge von Teilfolgen
bilden wir nun die Diagonalfolge durch f,* := f' € A. Diese ist eine Teilfolge von {f;}en
und fiir alle j < n auch von {f; },en. Also konvergiert {f;"(x;) }nen fiir alle j € N, d.h.
{f }nen konvergiert punktweise auf einer abzéhlbaren dichten Teilmenge.

Nun verwenden wir die gleichgradige Stetigkeit, um zu zeigen, dass daraus bereits die
gleichméflige Konvergenz folgt. Da C(K) vollstiandig ist, geniigt es zu zeigen, dass {f, }nen
beziiglich der Metrik (1.2) eine Cauchy-Folge ist. Sei dafiir ¢ > 0 beliebig und wahle § > 0
nach der Definition der gleichgradigen Stetigkeit. Da K prakompakt ist, existiert eine
Uberdeckung von K mit endlich vielen offenen Kugeln Uy, .. ., Up mit Radius (2—3. Da X
dicht in K liegt, muss jede dieser Kugeln mindestens einen Punkt aus X enthalten; um die
Notation iibersichtlich zu halten, gehen wir davon aus, dass x; € U; firallei =1,.. ., p gilt.
Aus der Konvergenz der endlich vielen Folgen {f,"(x;) } nen folgt die Existenz eines N € N
mit
| (xi) = fr(xi)] < € firallem,n > Nundi=1,...,p.

Sei nun x € K beliebig. Dann existiert ein j € {1,...,p} mit x,x; € U;, d. h. d(x,x;) <4,
und aus der gleichgradigen Stetigkeit von {f,"},en C A folgt

Ifo (xj) = fr ()| < € fir alle n € N.
Zusammen gilt fiur alle m,n > N

[ () = S GO < Ufy () = S Gl + 1y () = S e + [ fin (3)) = ()] < 3e.

Bilden wir das Supremum iiber alle x € K, folgt daraus d(f, ;) < 3¢ fir alle n,m > N,
d. h. die Teilfolge {f, }nen ist eine Cauchy-Folge und damit konvergent. O

Tatsachlich gilt auch die Umkehrung; siehe z. B. [Kaballo 2018, Satz 2.2].
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3 NORMIERTE VEKTORRAUME

Wir kombinieren nun die in Teil I betrachteten topologischen bzw. metrischen Eigenschaf-
ten mit der algebraischen Struktur eines Vektorraums. Wie wir in den nichsten Kapiteln
sehen werden, hat insbesondere die Vollstandigkeit weitreichende Folgen.

Zur Erinnerung: Ein Vektorraum X iiber einem Korper K ist eine nichtleere Menge, die
abgeschlossen ist beziiglich der Addition von Elementen aus X (den Vektoren) und Multi-
plikation mit Elementen aus K (den Skalaren, insbesondere der multiplikativen Identitat 1
mit 1x = x fir alle x € X) sowie Assoziativ- und Distributivgesetze erfillt. Wir werden
uns hier auf die Félle K = R oder K = C beschranken.

Definition 3.1. Sei X ein Vektorraum tiber K. Eine Norm auf X ist eine Abbildung || - ||x :
X — R* := [0, o), die fur alle x, y € X und A € K die folgenden Eigenschaften erfullt:

(i) ||x|lx = 0 genau dann, wenn x = 0 € X (Nichtdegeneriertheit),
(i) [|Ax[lx = [Alllx[[x (Homogenitdt);
(i) [|x+ yllx < llxllx + [|¥llx (Dreiecksungleichung).

In diesem Fall heif3t das Paar (X, || - ||x) normierter Vektorraum. Ist die Norm aus dem
Kontext offensichtlich, bezeichnen wir den normierten Vektorraum auch kurz mit X. Ist
umgekehrt der Vektorraum offensichtlich, schreiben wir fiir die Norm kurz || - ||.

Zwei Normen || - ||; und || - ||2 auf X heiflen dquivalent, falls Konstanten ¢, C > 0 existieren
mit
(3.1) cllxlly < llxllz < Cllx]ly fiir alle x € X.

Bevor wir Beispiele betrachten, sammeln wir zunéachst einige fundamentale Eigenschaften.
Jede Norm auf X induziert vermoge

d(x,y) = ||x =yl fir alle x, y € X

eine Metrik; zu jedem normierten Vektorraum (X, || - ||) gehort also stets ein kanonischer
metrischer Raum (X, d), zwischen denen wir in Folge nicht unterscheiden werden. Wir kén-
nen also von offenen Mengen, konvergenten Folgen, und stetigen Funktionen in normierten
Vektorrdumen sprechen.
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3 NORMIERTE VEKTORRAUME

Die durch die Norm vermittels ihrer kanonischen Metrik induzierte Topologie ist besonders
gut mit der algebraischen Struktur des Vektorraums vertraglich. Wir erinnern uns: Zwei
Metriken sind genau dann dquivalent, wenn sie die selben konvergenten Folgen besitzen;
ist die Metrik durch eine Norm induziert, gilt x, — x genau dann, wenn ||x, — x|| — 0

gilt.

Satz 3.2. Seien || - ||; und || - ||» Normen auf dem Vektorraum X und d; bzw. d, die dadurch
induzierten Metriken. Dann sind || - ||; und || - ||z dquivalent genau dann, wenn d; und d;
dquivalent sind.

Beweis. Die erste Richtung folgt direkt aus der Definition der Aquivalenz von Normen und
der Konvergenz von Folgen in normierten Vektorraumen.

Sei nun angenommen, dass || - ||; und || - ||z nicht d4quivalent sind. Mindestens eine der
Ungleichungen in (3.1) kann also nicht gelten; nehmen wir an, es existiert kein C > 0 mit
lx|l2 < C||x||; fiir alle x € X. Fiir jedes n € N existiert dann ein x, € X mit ||x,||2 > n||x,|:.
Setzen wir y, := (n||xn|l1) %, so ist || yall1 = % — 0, aber fiir alle n € N gilt ||y,]|2 > 1.
Also konvergiert die Folge {y, }nen beziiglich dy, aber nicht beziiglich d,, gegen 0, und somit
konnen d; und d, auch nicht dquivalent sein. O

Aquivalente Normen definieren also die selben konvergenten Folgen. Aus (3.1) folgt aber
auch, dass sie die selben Cauchy-Folgen definieren. Im Gegensatz zu metrischen Raumen
vererbt sich daher die Vollstandigkeit zwischen dquivalenten normierten Vektorraumen.
Die Vollstandigkeit ist also hier eine stirkere Eigenschaft und verdient daher einen eigenen
Namen.

Definition 3.3. Ein vollstandiger normierter Vektorraum heifst Banachraum.

Folgerung 3.4. Sind || - ||; und || - ||2 dquivalente Normen auf X, dann ist (X, || - ||1) ein
Banachraum genau dann, wenn (X, || - ||2) ein Banachraum ist.

Eine weitere Moglichkeit zu zeigen, dass ein normierter Vektorraum vollstdndig ist, liefert
das folgende niitzliche Lemma. Zur Erinnerung: Ein Unterraum ist eine Teilmenge, die
abgeschlossen beziiglich der Vektorraumoperationen ist.

Lemma 3.5. Sei (X, || - ||x) ein Banachraum und U C X ein Unterraum. Dann ist (U, || - ||x)
ein Banachraum genau dann, wenn U abgeschlossen ist.

Beweis. Man vergewissert sich zunéachst leicht, dass (U, || - ||x) ein normierter Vektorraum
ist. Sei nun U abgeschlossen und {x,}n,en C U eine Cauchy-Folge. Da X vollstandig ist,
konvergiert x, — x € X, und aus der Abgeschlossenheit von U folgt x € U.
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3 NORMIERTE VEKTORRAUME

Sei andererseits U vollstandig und {x,},en € U mit x, — x € X. Dann ist {x,},en
insbesondere eine Cauchy-Folge (in X und damit ebenso in U) und besitzt wegen der
Vollstandigkeit von U einen Grenzwert x € U. Da Grenzwerte eindeutig sind, muss x =
x € U gelten. Also ist U abgeschlossen. O

Weiterhin sind die Vektorraumoperationen sowie die Norm stetig.
Satz 3.6. Sei X ein normierter Vektorraum und {x}nen, {yn}tnen C X, und {An}neny € K
konvergente Folgen mit x, — x, y, — y und A, — A. Dann gelten:

(i) XntYn = Xx+Y;

(ii) Apxn — Ax;

(iti) lxnll = lix]l-

Beweis. Die Eigenschaften (i) und (ii) erhalt man wie in R" direkt aus der Dreiecksunglei-
chung. Fiir (iii) verwenden wir die umgekehrte Dreiecksungleichung in der Form

xall = 11l = [l =+ x[| = llx[|] < llx, = x] — 0. o

In normierten Vektorrdumen gilt weiterhin B, (x) = {y € X : ||x — y|| < r} und damit

B (x) =x+B,(0):={yeX:y=x+zmitz € B,(0)}
sowie
B,(0) =rBy(0) :={y € X : y=rzmit z € B;(0)},

und analog fiir U, (x). Es geniigt also in einem normierten Vektorraum, die Einheitskugel
By := B;(0) zu kennen.

Analog zur Konvergenz von Folgen definieren wir auch Reihen in normierten Raumen
tiber die Norm. Sei {xy}nen C X. Eine Reihe X177 | x, in X konvergiert, wenn die Folge ihrer
Partialsummen Sy := ZHN: | Xn konvergiert, d. h. wenn ein Element x € X existiert mit

lim ||x — Zﬁ:jzlxn” =0.

N—>oo

Eine Reihe X7 x, in X konvergiert absolut, wenn gilt

(o]
D lxall < oo
n=1

Durch Betrachtung der Partialsummenfolgen der Normfolge zeigt man wie im R" das
folgende Resultat.
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3 NORMIERTE VEKTORRAUME

Lemma 3.7. Sei X ein Banachraum. Ist die Reihe 3. | x, absolut konvergent, so ist sie auch
konvergent, und es gilt

o o
PIEA R M EA
n=1 n=1

Wir betrachten nun die kanonischen Beispiele fiir normierte Vektorrdume.

ENDLICHDIMENSIONALE RAUME

Zur Erinnerung: Eine Teilmenge V eines Vektorraums X heiflt Basis, wenn sich jedes x € X
eindeutig als Linearkombination x = X,cy @, mit o, € K fiir alle v € V (den Koeffizienten)
darstellen lasst. Ist V. = {ovy,...,9,} endlich, so heif3t die Zahl n die Dimension von X.
Existiert keine endliche Basis, so ist X unendlichdimensional.

Aus der Analysis ist bekannt, dass (I, | - |) vollstindig und damit ein Banachraum ist.
Ebenso ist K" ein Banachraum, versehen mit einer der Normen

1
2
1

n n
2
bl o= Sl el = (z - )
i=1 i=1

dies folgt direkt aus der Vollstandigkeit von (K, | - |) und der Endlichkeit der Summen
bzw. Maximumsbildung. In jedem Fall sind Folgen genau dann konvergent, wenn sie
komponentenweise konvergieren; die Normen sind also dquivalent. Tatsachlich gilt dies
fiir alle Normen auf endlichdimensionalen Raumen.

||l := max |x;[;
i=l,...n

Satz 3.8. Ist X ein endlichdimensionaler Vektorraum, so sind alle Normen auf X dquivalent.

Beweis. Ist X endlichdimensional, so existiert eine Basis {0y, . .., v,}. Wir werden zeigen,
dass jede Norm || - || &quivalent ist zur euklidischen Norm

n , 3
Il = |52, o], = (z ) ) |
i=1

Eine Folge konvergiert genau dann in (X, || - ||2), wenn die zugehorigen Koeffizientenfolgen
konvergieren. Insbesondere ist (X, | - ||2) vollstindig, da (K", || - ||2) vollstindig ist.

Setze nun M := max{||vi]|, ..., ||lon||} > 0. Dann folgt aus der Dreiecks- und der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung

1
2

1
n n 3/ n
Ixll = || =, @oil| < D laillloil| < (Z |05i|2) (Z ||Ui||2) < Mnllx|l;
i=1 i=1 i=1
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3 NORMIERTE VEKTORRAUME

und damit die zweite Ungleichung in (3.1) mit C := M+/n > 0.

Fiir die erste Ungleichung betrachten wir S := {x € X : ||x||, = 1}. Offensichtlich ist S
bezuiglich || - ||, beschrankt. Auflerdem ist S abgeschlossen, denn S ist das Urbild der
abgeschlossenen Menge {1} unter der stetigen Funktion || - ||, (siehe Satz 3.6 (iii)). Da wir
X durch || - || mit der euklidischen Metrik versehen haben, konnen wir den Satz 2.5 von
Heine-Borel anwenden; also ist S kompakt. Nach dem Satz von Weierstraf3 (Folgerung 2.10)
nimmt die beziiglich || - ||, stetige Funktion || - || (dies folgt aus der zuerst bewiesenen
Ungleichung) auf S ihr Minimum an. Es existiert also ein X € S mit

c:=||x|| < |lx]| fur alle x € S.

Da || - |2 eine Norm ist und 0 ¢ S gilt, muss X # 0 sein. Sei nun x € X \ {0} beliebig. Dann

ist == € S und damit
[E4IP

X
¢ < [l = lxllz il
H”x”z” ’

woraus die erste Ungleichung folgt. ]

Da Vollstandigkeit beim Ubergang zu dquivalenten Normen erhalten bleibt und (X, || - ||2)
vollstiandig ist, erhalten wir

Folgerung 3.9. Alle endlichdimensionalen normierten Vektorrdume sind vollstindig.

Auch beziiglich Kompaktheit nehmen endlichdimensionale Rdume eine Sonderstellung ein.
Wir benétigen das folgende Lemma.

Lemma 3.10 (Riesz). Sei X ein normierter Vektorraum und U C X ein echter abgeschlossener
Unterraum. Dann existiert fiir alle 5 € (0,1) ein xs € X mit ||xs|| = 1 und

[|[xs —ul| =8 fiiralleu € U.

Beweis. Sei x € X \ U beliebig. Da U abgeschlossen ist, gilt
d:=inf{||lx —ul|:ueU} >0,

denn andernfalls gibe es eine Folge {u,}pen € U mitu, — x und x € clU = U. Wegen
d < d/J existiert also nach Definition des Infimums ein us € U mit

0<d<||x—us|| <d/é.

Setze x5 := ——=2- so dass ||xs|| = 1.

BREECIN

Sei nun u € U beliebig. Da U ein Unterraum ist, ist auch us + (||x — us||)u € U, und daraus
folgt durch Einsetzen von x;

llxs = ull = llx = usll ™ llx = us = (llx = uslDull = llx —usl”'d > 6. 0O
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3 NORMIERTE VEKTORRAUME

Wir definieren weiter den Spann (oder die lineare Hiille) einer (nicht notwendigerweise
endlichen) Teilmenge A von X als

N
spanA = {Z/lkak :N € N,)(k S [K,ak EA},
k=1

d.h. die Menge aller endlichen Linearkombinationen von Elementen aus A.

Satz 3.11. Sei X ein normierter Raum. Dann ist die Einheitskugel Bx genau dann kompakt,
wenn X endlichdimensional ist.

Beweis. Ist X endlichdimensional, so folgt die Kompaktheit von By aus dem Satz 2.5 von
Heine-Borel, denn sdmtliche topologischen Eigenschaften wie Abgeschlossenheit, Be-
schrianktheit und Kompaktheit bleiben nach Satz 3.2 beim Ubergang zu der dquivalenten
Norm im Beweis von Satz 3.8 erhalten.

Sei umgekehrt By kompakt. Dann existieren endlich viele offene Kugeln mit Radius % mit

Bx ¢ UL, U% (x;) mit x; € Bx. Wir zeigen nun, dass {xi, ..., x,} ein Erzeugendensystem
von X darstellt und damit X endlichdimensional ist. Angenommen, dies ware nicht der Fall.
Dann ist span{xy, ..., x, } ein echter und (wegen der Endlichkeit der Menge) abgeschlossener
Unterraum von X, und nach dem Rieszschen Lemma 3.10 existiert ein X1 € Bx (wegen

||x% || = 1) mit ||x% - x| > % furallei =1,...,n, im Widerspruch zur Wahl der x;. O

Abgeschlossene beschrankte Mengen sind in unendlichdimensionalen normierten Réu-
men also nicht kompakt; das Fehlen dieser niitzlichen Eigenschaft hat die Entwicklung
eigenstandiger funktionalanalytischer Werkzeuge entscheidend geprégt.

FOLGENRAUME

Wir betrachten nun die einfachsten Beispiele fiir unendlichdimensionale normierte Rdume.
Wir bezeichnen die Menge aller Folgen in K mit

KN == {{xk }ren : Xk € K fiir alle k € N}
und definieren die Teilmengen

°(K) := {x e KN : x = {x }pen ist beschréinkt} ,
c(K) := {x e KN : x = {x3}ren ist konvergent},
co(K) := {x e KN : x = {x }ren ist Nullfolge} ,
ce(K) := {x e KN : x = {x; }xen ist endliche Folge},
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3 NORMIERTE VEKTORRAUME

d.h. {x}xen € ce(IK) genau dann, wenn ein N € N existiert mit x; = 0 fir alle k > N. Man
vergewissert sich leicht, dass diese Mengen beziiglich der komponentenweisen Addition
und Skalarmultiplikation abgeschlossen sind und Vektorrdume bilden. Wir versehen diese
Raume nun mit der Supremumsnorm

lIx/leo == sup x| fiir x = {x¢ ien.
keN
Satz 3.12. Der Raum (£*°(K), || - ||) ist ein Banachraum.

Beweis. Wir vergewissern uns zuerst, dass dadurch tatsachlich ein normierter Raum defi-
niert ist. Beachte, dass x € KN nach Definition genau dann beschrankt ist, wenn ||x||o, end-
lich ist. Nichtdegeneriertheit und Homogenitit sind offensichtlich. Seien nun x, y € £ (K)
und k € N beliebig. Dann gilt

lxk + vl < x| + |yi| < sup |xk| +sup [ye| = [1x||co + || Y]] cos
keN keN

und Ubergang zum Supremum tiber alle k € N ergibt die Dreiecksungleichung.

Fiir die Vollstandigkeit miissen wir Folgen von Folgen betrachten; wir 4ndern dafiir wieder
die Notation und schreiben x = {x(k)}reny € KN, Sei nun {x,} .y eine Cauchy-Folge in
(€2 (K), || - lloo)- Dann ist wegen |x,(k)| < ||xn]|o fur alle k € N auch {x,(k)},en eine
Cauchy-Folge, die wegen der Vollstandigkeit von K einen Grenzwert x(k) € K besitzt.
Dadurch wird eine Folge x := {x(k) } ey definiert, fiir die wir nun nachweisen miissen, dass
einerseits x € £*°(K) und andererseits ||x, — x||cc — 0 gilt. Da {xy, },en eine Cauchy-Folge
ist, existiert fir ¢ > 0 beliebig ein N € N mit

|56, (k) = xpm (k)| < |0 — xmlloo < € fir alle n,m > N, k € N.

Sei nun k € N beliebig. Wegen x,(k) — x(k) existiert weiterhin ein M (k) mit
lxar(k) (k) — x(k)| < g,
wobei wir ohne Einschrankung M (k) > N annehmen diirfen. Es gilt also fiir alle n > N
|xn (k) = x (k)| < |xa (k) = xp10) ()| + [xa11) (k) — x(k)| < 2e.
Daraus folgt zum einen fiir alle k € N
[x(k)| < fen (k)| + [x(k) = xn (k)| < [lxnloo + 26 < 00
und damit x € £ () durch Supremum iiber alle k € N, zum anderen analog
[xn — x||leo < 26 furallen > N

und damit x, — x in der Supremumsnorm. O
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3 NORMIERTE VEKTORRAUME

Fur die anderen Vektorrdume verwenden wir Lemma 3.5.

Satz 3.13. Versehen mit der Supremumsnorm sind c(K) und co(K), aber nicht c.(K), Ba-
nachrdaume.

Beweis. Man sieht leicht, dass alle drei Raume Untervektorraume von £*°(IK) und deshalb
zusammen mit der Supremumsnorm normierte Vektorraume sind. Es bleibt also nur zu
zeigen, dass ¢(IK) und ¢y (IK), aber nicht ¢, (K) abgeschlossen sind.

Sei zunachst {x,},en C ¢(K) eine in £ (K) konvergente Folge mit Grenzwert x € £ (K).
Wir zeigen, dass x = {x(k) }ren selber Cauchy-Folge (in K) ist. Sei ¢ > 0 gegeben. Dann
existiert wegen der Konvergenz der Folge {x,},en ein N € N mit ||xy — x||e < €. Da die
Folge xn = {xn (k) }ren € ¢(K) konvergent und damit Cauchy-Folge ist, existiert weiterhin
ein M € N mit |xy(k) — xn(I)| < ¢ fur alle k,I > M. Damit gilt fiir alle k, > M

[x(k) = x(D] < |x(k) = xn (k)| + |xn (k) = xn (D] + [xn (D) = x(D)]
< 2||lx — xn]|eo + € < 3¢,
d. h. x ist Cauchy-Folge und damit x € c¢(K).

Sei nun {x, }nen C ¢o(K) eine in £°(K) konvergente Folge mit Grenzwert x € £ (K). Wir
wissen bereits x € ¢(K) und mussen lediglich noch lim_,, x(k) = 0 zeigen. Gehen wir
wie eben vor, erhalten wir fir ¢ > 0 ein N € N und ein M € N mit

[x(M)] < [x(M) = xn(M)| + [xn(M)] < [lx = xNlleo + [xn (M) < e+ ¢,
da xn € co(KK). Also ist auch x eine Nullfolge.

Fir c.(K) betrachte fiir n,k € N

L fallsk <n 1
k) =<4k - k) = —.
% (k) {O sonst, x(k) k
Dann ist x, € c.(K) fiir alle n € N und ||x, — x||co = ﬁ — 0, aber x ¢ c.(K). O

Wie im letzten Schritt kann man zeigen, dass c.(IK) dicht in ¢o(KK) liegt (betrachte fiir
x € ¢o(K) die Folge {x,}nen C ce(IK) mit x, (k) = x(k) fur k < nund x,(k) = 0 sonst).

Eine weitere Klasse von Banachraumen erhéalt man durch die p-Normen. Wir definieren
fur x = {xk}keN e KN

—

»
, 1<p<oo.

llxllp == | D] Ikl
keN

und setzen
P (K) := {x e KN : llxll, < oo}.
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3 NORMIERTE VEKTORRAUME

Satz 3.14. Fiir1 < p < oo ist {?(IK) ein Banachraum.

Beweis. Wieder tiberpriift man leicht die Nichtdegeneriertheit und Homogenitat der Abbil-
dung || - [|,. Fir die Dreiecksungleichung verwenden wir die Minkowski-Ungleichung fiir
endliche Summen

N 5 (N (N 5
DT S R I AV L
k=1 k=1 k=1

Wir erhalten

N
Z Ixe + yiel? < (lxll, + lyllp)? fur alle N € N,
k=1

woraus durch Grenziibergang N — oo und Ziehen der p-ten Wurzel folgt
I+ yllp < llxllp + 11l
Also ist x + y € £/(K) und ¢?(IK) ein normierter Raum.

Sei nun {x, }nen C £P(K) eine Cauchy-Folge. Dann gilt

% (k) = xm (k) [P < Z %2 (J) = xm (NP = [lxn — xmllg fur alle k,n,m € N.
=

Also ist {x, (k) }nen Cauchy-Folge fiir alle k € N und konvergiert daher gegen ein x(k) € K.
Fir € > 0 finden wir daher ein M € N mit

|0 — xm”p <e¢ fir alle m,n > M,

und fiir jedes N € N ein m = m(N) > N, so dass gilt

N ’
(Z |xm (k) — X(k)lp) <e

k=1

(dies ist moglich, da x,(k) — x(k) fur alle k < N). Fur alle n > M gilt dann (wieder unter
Verwendung der Minkowski-Ungleichung)

P

(Z n(k) = x(k) |P) < (Z (k) — xm(K) |P) + (Z im (k) = x(K) |P)
k=1 k=1 k=1

1

N ’
< llxn = Xmllp + (Z |xm (k) — X(k)l”)

k=1
< e+e.

Grenziibergang N — oo liefert ||x, — x|, < 2¢ fiir alle n > M und damit x, — x sowie
x, — x € P (K), woraus x = (x — xp,) + x, € £7(K) folgt. O
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3 NORMIERTE VEKTORRAUME

Ahnlich wie im Beweis von Satz 3.13 zeigt man, dass c. () dicht in £/ (K) fir1 < p < oo
liegt.

Satz 3.15. Die Riaume co(K) und ¢ (K) fiir1 < p < oo sind separabel. Der Raum £* (K) ist
nicht separabel.

Beweis. Fiir ¢y () und ¢? () betrachte fiir K = R den Raum ¢, (Q) der rationalen endlichen
Folgen bzw. ¢, (Q + iQ) fiir K = C. Da die rationalen Zahlen dicht in R liegen, zeigt ein
Diagonalfolgenargument, dass diese Mengen dicht in ¢o(K) und 7 () liegen. Weiterhin
sind sie abzahlbar, woraus die Separabilitat folgt.

Fir £ (K) betrachte eine beliebige Teilmenge M C N und definiere x); € £ (K) durch

1 fallsk € M,

0 sonst.

XM(k) = {

Fir M, N ¢ Nmit M # N gilt dann ||xp; — xn]lcc = 1. Ist nun A C £*°(K) eine beliebige
abzéhlbare Teilmenge, so kann fiir jedes x € A die offene Kugel U% (x) hochstens ein solches
xy enthalten. Da aber die Menge aller Teilmengen von N und damit die Anzahl solcher x),
iiberabzahlbar ist, kann A nicht dicht liegen. O

FUNKTIONENRAUME

Auch K-wertige Funktionen bilden einen K-Vektorraum, wenn man Addition und Skalar-
multiplikation punktweise definiert. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so definieren wir den
Raum der beschrankten Funktionen auf X,

B(X) :={f : X — K : f beschrankt}

sowie die Supremumsnorm

[1flleo := sup [ f(x)].
xeX

Man zeigt wortlich wie im Beweis von Satz 3.12 (man ersetze lediglich tiberall k € N
durch x € X), dass (B(X), || - ||) ein Banachraum ist. Analog beweist man, dass Cp(X) ein
abgeschlossener Unterraum von B(X) und damit (Cy(X), || - ||«) ebenfalls ein Banachraum
ist; dies folgt auch daraus, dass || - || genau die Metrik in (1.2) und damit die Topologie der
gleichmafligen Konvergenz induziert, und dass gleichméflig konvergente Folgen stetiger
Funktionen einen stetigen Grenzwert haben. Der ¢, (K) entsprechende Funktionenraum
ist der Raum der ,,zum Rand hin“ verschwindenden Funktionen

Co(X) ={f € C(X) :Furallee > 0ist {x € X :|f(x)| > ¢} kompakt},

der wiederum ein abgeschlossener Unterraum in Cp(X) und damit zusammen mit der
Supremumsnorm ein Banachraum ist.
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3 NORMIERTE VEKTORRAUME

Nach dem Weierstraf3schen Approximationssatz' lasst sich jede stetige Funktion auf kom-
pakten Mengen beliebig gut durch Polynome anndhern. Ein Diagonalfolgenargument
wie in Satz 3.15 zeigt dann, dass fiir kompaktes X C R" die Polynome mit rationalen
Koeffizienten dicht in Cp(X) liegen und damit C,(X) separabel ist.

Man kann auch Funktionenrdume analog zu £# ([K),1 < p < oo, definieren. Die Konstruktion
ist aufwendig und erfordert einige maf3theoretische Vorarbeit; daher behandeln wir diese
Raume nur kursorisch (insbesondere, da die rein funktionalanalytischen Argumente im
wesentlichen die selben sind wie fiir £ (IK)) und verweisen fiir Details auf [Dobrowolski
2010, Kapitel 4] oder [Brokate & Kersting 2019, Kapitel VI].

Sei Q c R" eine Lebesgue-messbare® Teilmenge und definiere fiir eine Lebesgue-messbare
Funktion f : Q - R

= { [ rcoras), 1sp <
Il = esssup £ (o)

x€Q

wobei das essentielle Supremum von | f| definiert ist als

esssup |f(x)| =inf{M > 0: {x € Q:|f(x)| > M} hat Lebesgue-Maf3 0} .

xeQ

Im folgenden fassen wir Funktionen, die sich nur auf einer Menge vom Lebesgue-Maf3 0
unterscheiden, zu einer Aquivalenzklasse zusammen, die wir der Ubersichtlichkeit halber
wieder mit f bezeichnen. Dann ist fiir alle 1 < p < co der Raum

LP(Q) = {f:Q—>R:||f||p<oo}

zusammen mit der entsprechenden Norm ein Banachraum.3 Man kann zeigen, dass C(Q)
dichtin LP(Q) fiir 1 < p < oo liegt, woraus die Separabilitit dieser Rdume folgt. Dagegen ist
L*(Q) nicht separabel, was man mit dhnlichen Argumenten wie fiir £*°(Q) zeigen kann.

'siehe z. B. [Werner 2018, Satz [.2.11]

*Siehe z.B. [Brokate & Kersting 2019, Kapitel II und III] fiir diese und die folgenden Begriffe aus der
Mafitheorie.

3Diese Konstruktion ist auch fiir allgemeine Mafiraume moglich, was wichtig fiir die Wahrscheinlichkeits-
theorie ist; siehe z. B. [Alt 2012, § 1.14-1.19] oder [Brokate & Kersting 2019, Kapitel VI].
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Wir betrachten nun Abbildungen zwischen normierten Rdumen, und nutzen auch hier das
Zusammenspiel algebraischer und topologischer Eigenschaften aus. Fiir normierte Rdume
(X, ]l - llx) und (Y, || - ||y) interessieren wir uns daher fiir Abbildungen T : X — Y, die

(i) linear, d.h. T(Ax; + x3) = AT (x1) + T (x2) fir x;,x € X, A € K, und
(ii) stetig im Sinne von Definition 1.7 sind, d. h. fiir die x,, — x impliziert, dass Tx, — Tx.

Eine solche Abbildung nennt man auch stetigen (linearen) Operator; um die Linearitat zu
verdeutlichen, schreibt man auch oft Tx := T(x). Fur T : X — Y definieren wir analog zur
linearen Algebra

(i) den Kern  kerT :=T}({0})={x € X : Tx =0} C X;
(ii) das Bild ranT :=T(X)={Tx:x € X} CY;
(iii) den Graph graphT = {(x,Tx) :x € X} C X X Y.

Aus der Linearitat von T folgt sofort, dass dies Unterrdume sind. Ist T stetig, ist ker T
als Urbild der abgeschlossenen Menge {0} sogar abgeschlossen. Dies gilt fiir ran T (und
graph T) dagegen nicht unbedingt, was eine wesentliche Schwierigkeit im Umgang mit
Abbildungen zwischen unendlichdimensionalen Vektorraumen darstellt.

Die zusétzliche lineare Struktur erlaubt eine einfachere Charakterisierung der Stetigkeit.

Lemma 4.1. Fiir eine lineare Abbildung T : X — Y zwischen normierten Raumen (X, || - ||x)
und (Y, || - |ly) sind dquivalent:

(i) T ist stetig auf X;
(ii) T ist stetigin 0 € X;

(iii) T ist beschréankt, d. h. es gibt eine Konstante C > 0 mit

ITx|ly < Cllxllx fir allex € X.
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4 LINEARE OPERATOREN

Beweis. (i) = (ii) ist klar.

(ii) = (iii): Nach Definition 1.7 (ii) existiert fir ¢ = 1 ein § > 0 mit T(Bs(0)) € By(T(0)) =
B;(0). Aus der Definition der abgeschlossenen Kugeln folgt damit

(4.1) ITx|ly <1  fiir alle x € X mit ||x||x < 6.

Fir beliebiges x € X \ {0} ist nun §=— € Bs(0), und daher kann (4.1) mit Hilfe der

llxlx
Linearitat von T und der Homogenitiat der Norm umgeformt werden zu

1
ITxlly < Slixllx.

woraus die Behauptung mit C := 67! folgt.

(iii) = (i): Sei x € X und ¢ > 0 gegeben. Wir zeigen, dass § > 0 mit T(Bs(x)) C B.(Tx)
existiert. Konkret wihlen wir 6 := &; dann gilt fiir alle z € Bs(x)

1Tz =Txlly = IT(z=x)lly <Cllz-xllx < C5 =¢,

was zu zeigen war. mi

Auf endlichdimensionalen Raumen sind lineare Operatoren automatisch stetig.

Lemma 4.2. Sind X und Y normierte Riume mit X endlichdimensional undT : X — Y linear,
so ist T stetig.

Beweis. Da X endlichdimensional ist, existiert eine Basis {vy,...,v,} von X. Fur

n
x:ZxkvkEX, xr €K furalle k=1...,n,
k=1

ist dann . .
ITxlly < D> IxkllIToglly < max || Toelly D Ixkl =: Ml|x|l;
=1 k=1,...n =1
fiur M := maxy=y._n ||Tok|ly < oo. Da nach Satz 3.8 alle Normen auf dem endlichdimen-
sionalen Raum X 4quivalent sind, existiert ein C > 0 mit ||x||; < C||x||x fur alle x € X,
woraus mit Lemma 4.1 die Stetigkeit folgt. O

Die Menge aller stetigen Operatoren von X nach Y wird mit L(X, Y) bezeichnet; dieser
Raum wird zu einem Vektorraum, indem wir Operatoren punktweise addieren und skalieren,
dh h+al, e L(X,Y) fur T;, T, € L(X,Y) und a € K definieren wir durch (T} + aT3)x :=
Tix + aT,x fir alle x € X. Es liegt nahe, als Norm eines stetigen Operators die kleinste
mogliche Konstante in Lemma 4.1 (iii) zu wahlen; konkret definieren wir die Operatornorm
(4.2) ITllzcx,y) = sup [[Tx|ly.

xX€Bx
Dass diese Definition tatsdchlich zu der Motivation passt, besagt das folgende Lemma, dass
man durch einfache Abschéatzung bzw. geeignete Wahl von x € X zeigt.
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4 LINEARE OPERATOREN

Lemma 4.3. FiirT € L(X,Y) gelten:

. I Tx||y
() ITllexyy= sup  |ITx|ly=sup |[|Tx[ly = sup ;
xeX,|lxllx <1 xeX,|lxllx=1 xex\{o} I1xllx

(i) I Tllccy) =inf {C > 0 : |Tx|ly < Clix|lx fiir alle x € X};
(iii) |ITx|ly < ITllcxllxllx  fiir allex € X.

Offensichtlich ist fiir jeden normierten Raum X die Identitit Idx : X — X, x — x, ein
stetiger Operator mit Operatornorm 1. Weiterhin entspricht die Definition genau der aus
der Numerik bekannten induzierten Matrixnorm; das wichtigste Beispiel ist die von der
euklidischen Norm (d. h. X = (R", || - ||2)) induzierte Spektralnorm. Die folgenden Beispiele
illustrieren die Definition in unendlichdimensionalen Rdumen.

Beispiel 4.4.

(i) SeiX =c(K)und T : X — K, x = {x) }keny — limg_ o xg. Aus den Rechenregeln
fiir Grenzwerte folgt sofort die Linearitat von T. Fiir die Stetigkeit betrachten wir

Tx| =

lim xi| = lim |xg| < sup |xk| = [|x]]co-
k—o0 k—o0

keN
Da fiir die konstante Folge x = {1}xen gilt [Tx| =1 = ||x][co, ist | Tz (x k) = 1!

(ii) Analog zeigt man, dass fur X = C([0,1]) die Punktauswertung T : X — R,
x > x(0), linear und stetig ist mit Operatornorm ||T|z(cr) = 1.

(iii) Sei X =C([a,b]) und T : X - R, x /ab x(t) dt. Dann ist T wieder linear und
stetig wegen

b
Txl = | [ x(0) dt| < (b= @)l
mit Gleichheit fiir konstante Funktionen. Also ist [|T||;(xr) = b — a.

(iv) SeiX = C([0,1]) := {f : [0,1] — R : f stetig differenzierbar} und Y = C([0,1]),
und betrachte den Ableitungsoperator D : X — Y, x — x’, der bekanntermaflen
linear ist. Versehen wir C([0,1]) und C!([0,1]) mit der Supremumsnorm, so
ist D nicht stetig, denn fir x,(t) = t" gilt ||x,]|l = 1 fur alle n € N, aber
IDxnlleo = [Int" oo = 1 — oo

Versehen wir C'([0,1]) dagegen mit der Norm ||x||ct := ||x]|co + ||X||co, SO ist D
wegen ||Dx||c = ||x'||cc < ||x||ct stetig mit Norm 1.

Es steht noch aus zu zeigen, dass (4.2) tatsdchlich eine Norm definiert.

"Wegen ¢y (K) = ker T liefert die Stetigkeit zusammen mit Folgerung 1.9 tibrigens einen wesentlich elegan-
teren Beweis fiir die Abgeschlossenheit von ¢y (K) in c(K).
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Satz 4.5. Das Paar (L(X,Y), || - ll(x,y)) ist ein normierter Raum. Ist Y vollstindig, dann ist
L(X,Y) ein Banachraum.

Beweis. Aus Lemma 4.3 (ii) folgt, dass fiir einen stetigen Operator T : X — Y gilt ||T||r(x,y) <
0. Die Homogenitat und Nichtdegeneriertheit folgt aus den entsprechenden Eigenschaften
der Norm in Y; letzteres unter Verwendung der Tatsache, dass T = 0 genau dann gilt, wenn
Tx = 0 fiir alle x € X gilt. Fiir die Dreiecksungleichung sei x € Bx beliebig. Dann gilt nach
Lemma 4.3 (iii) fur alle S, T € L(X,Y)

(S +Dxlly = [ISx + Tx[ly < [|Sx|ly + ITxlly < ISllcexy) + ITlLex)s

und Supremum iiber alle x € By liefert die Aussage.

Fiir die Vollstandigkeit sei {T, } nen eine Cauchy-Folge in L(X, Y). Fir alle x € X ist wegen
Lemma 4.3 (iii) dann {T,x},en eine Cauchy-Folge in Y, die nach Annahme gegen ein
Element y, € Y konvergiert. Dies definiert eine Abbildung T : X — Y, x — y,. Dass T
linear ist, folgt aus

T(Ax1+ x2) = nh_)ngo T,(Ax1 + x3) = nh_)ngo ATx1 + nh_)rrolo Tuxs = AT (x1) + T(x2),

wobei wir neben der Linearitat von T, die Stetigkeit der Addition und Skalarmultiplikation
(Satz 3.6 (i,ii)) verwendet haben.

Wir zeigen jetzt ||T|| (xy) < oo (und damit T € L(X,Y)) und ||T, — T||rx,yy) — 0. Da
{T, }nen eine Cauchy-Folge ist, finden wir fiir e > 0 ein N € N mit

1T — Tullox,y) < € fur alle n,m > N.
Sei nun x € By beliebig. Wegen T,,x — Tx finden wir ein M = M(e,x) > N mit
| Tyx — Tx||ly < e.
Dann gilt
ITox — Tx|ly < [|Tox — Tyxlly + [[Tux = Tx|ly < [Ty = Tullrxy) + € < 2¢.

Supremum iiber alle x € By ergibt nun ||T,, — T||;(x,y) < 2¢. Daraus folgt einerseits mit
Hilfe der Dreiecksungleichung ||T||;(x,y) < [Tullz(xy) + 2¢ < o0, andererseits wegen der
Beliebigkeit von ¢ die Konvergenz ||T,, — Tl (x,y) — 0. O

Wir zeigen noch zwei niitzliche Eigenschaften. Zunichst folgt aus Lemma 4.3 (iii) sofort

Folgerung 4.6. Seien X,Y,Z normierte Riume, T € L(X,Y) und S € L(Y,Z). Dann ist
SoT e L(X,Z) mit||SoTllrixz) < ISILvz)ITlLix,y)-
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Der folgende Satz ist hilfreich bei der Konstruktion von stetigen Operatoren mit gewiinsch-
ten Eigenschaften.

Satz 4.7. Ist U C X ein dichter Unterraum, Y ein Banachraum und T € L(U,Y), so existiert
eine eindeutige stetige Fortsetzung S € L(X,Y) mit S|y =T und ||S||.x,y) = Tl w.y)-

Beweis. Sei x € X. Dann existiert nach Annahme eine Folge {x,}n,en € U mit x, — x.
Insbesondere ist {x, },en eine Cauchy-Folge. Wegen

(4.3) ITxn — Txmlly < ITllzuy)llXn = xmllx  nmeN

ist auch {Tx,},en Cauchy-Folge und konvergiert im Banachraum Y gegen ein y, € Y.
Dass dieses Element eindeutig ist (also nicht von der Wahl der Cauchy-Folge abhangt),
sieht man wie folgt: Konvergieren zwei Cauchy-Folgen {x,},en und {x, },en gegen den-
selben Grenzwert x, so ist die Differenzenfolge {x, — X, },en eine Nullfolge, und aus der
Abschitzung (4.3) folgt, dass auch Tx, — Tx, — 0 konvergiert. Wie oben zeigt man nun,
dass S: X — Y, x — y,, einen linearen Operator definiert. Insbesondere gilt y, = Tx fiir
x € U, da wir dann die konstante Folge {x},en wahlen konnen; dies zeigt S|y = T.

Mit der selben Wahl von x, — x erhalten wir aus der Stetigkeit von T und der der Norm
(Satz 3.6 (iii)) zusammen mit Lemma 4.3 (iii), dass

ISxlly = lim [ISxlly = lim [ITx,]ly
< Ty (lim ) = 1Tl lixly  firalle x € X.

Supremum {iiber alle x € By ergibt dann die Abschatzung [|S||rx,y) < [ITllr(v,y) und damit
bereits die Stetigkeit von S. Die umgekehrte Abschéatzung erhalten wir aus

ITllzw.y) = sup [[Tx|ly = sup [Sx[ly < sup [ISx[ly = ISllzcx.v).

xX€By xX€By xX€Bx

dawegen By = {x € U : ||x||x < 1} C Bx das Supremum iiber eine gréflere Menge gebildet
wird. O

Der Beweis ist ein klassisches Beispiel fiir ein in der Funktionalanalysis hdufig angewendetes
Dichtheitsargument: Um eine Eigenschaft fiir alle Elemente aus X nachzuweisen, zeigt man,
dass sie in einer dichten Teilmenge gilt und durch Grenziibergang erhalten bleibt.

Uber stetige Operatoren zwischen zwei normierten Rdumen lassen sich viele Eigenschaften
von einem Raum auf den anderen iibertragen.

Wir erinnern: Ein Operator T : X — Y heifdt injektiv, falls ker T = {0}, und surjektiv,
falls ranT = Y. Ein injektiver und surjektiver Operator heifit bijektiv; in diesem Fall
kénnen wir einen linearen Operator T™! : Y — X vermittels der eindeutigen Zuordnung
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y = x € T"Y({y}) definieren, der T~'T = Idx und TT™! = Idy erfiillt. Wir nennen dann
T Inverse und T invertierbar. Ist T~' € L(Y, X) (was nicht automatisch der Fall ist!), so
heif3t T stetig invertierbar. Ein stetig invertierbarer Operator heif3t auch Isomorphismus.
Gilt ||Tx|ly = ||x||x fir alle x € X, so heif3t T Isometrie.

Wir nennen nun X und Y isomorph und schreiben X =~ Y, wenn es einen Isomorphismus
T : X — Y gibt. Analog nennen wir X und Y isometrisch isomorph und schreiben X =Y,
wenn ein T € L(X,Y) existiert, der sowohl Isomorphismus als auch Isometrie ist. Isomorphe
Réume sind in gewisser Weise nur unterschiedliche Darstellungen des selben Raumes; fiir
isometrisch isomorphe Rdume sind die Darstellungen ,uniform®. Analog zu Folgerung 3.4
gilt, dass falls X Banachraum und X =~ Y ist, auch Y ein Banachraum ist.

Sind zwei Normen || - ||; und || - || auf X dquivalent, so ist die Identitat Idx : (X, || - ||;) —
(X,]| - |l2) ein Isomorphismus. Die Isomorphie von verschiedenen Riumen stellt also
eine Verallgemeinerung der Aquivalenz verschiedener Normen auf dem selben Raum dar.
Analog zu Satz 3.8 gilt, dass endlichdimensionale Raume gleicher Dimension stets (nicht
unbedingt isometrisch) isomorph sind.

Satz 4.8. Sind X, Y endlichdimensionale normierte Vektorraume mit dim(X) = dim(Y), so
giltX =Y.

Beweis. Wir zeigen, dass jeder n-dimensionale normierte Vektorraum (X, || - ||) isomorph
zu (K™, || - ||2) ist. Sei {vy, ..., v,} eine Basis von X. Dann ist

n
T:X — K" x:Zxkvkl—)(xl,...,xn),
k=1

linear und nach Lemma 4.2 stetig, und ebenso die Inverse
n

T K> X, (x1,...,Xn) |—>Zxkvk =:x.
k=1

Da Kompositionen stetiger Abbildungen wieder stetig sind, folgt aus X =~ (K% || - ||) ~ Y
die gewlinschte Aussage X =~ Y. O

Ein weniger offensichtliches Beispiel ist ¢(IK) ~ ¢y (K), vermoge der Abbildung

T:c(K) - co(K), (x1,x2,%x3,...) — | im xg, x; — lim xp, x5 — lim xy, ...
k—o0 k—o0 k— o0

Eine unterschiedliche Verallgemeinerung der Norméaquivalenz ist moglich fiir normierte
Réume X, Y mit X C Y. In diesem Fall heif3t X stetig eingebettet in Y, geschrieben X — Y,
falls die Identitat Id : X — Y stetig ist, d. h. ein C > 0 existiert mit

Ix|ly < Cllx|lx fiir alle x € X.

Zum Beispiel gilt £7(K) — ¢4(K) fir 1 < p < q < oo und, falls Q ¢ R" beschrénkt ist,
LP(Q) — LI1(Q) fir 1 < g < p < oo (beachte die unterschiedliche Reihenfolge).
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Wir kommen nun zu einem Herzstiick der Funktionalanalysis: aus der Vollstandigkeit von
Banachrdumen folgt, dass bestimmte punktweise Eigenschaften von linearen Operatoren
gleichmdpig gelten. Als Konsequenz erhalten wir in diesem Kapitel einige der Hauptsatze
iiber lineare Operatoren; weitere wichtige Folgerungen werden in Teil III auftauchen.

Da die Vollstandigkeit eine metrische Eigenschaft ist, beruhen alle diese Satze auf einer
abstrakten Eigenschaft vollstindiger metrischer Raume, die als Satz von Baire bekannt ist."
Es gibt mehrere dquivalente Varianten; wir bendtigen hier die folgende.

Satz 5.1 (Baire). Sei X ein vollstindiger metrischer Raum und {A, }nen eine Folge von abge-
schlossenen Teilmengen A, C X. Enthdlt A := Upen A, einen inneren Punkt, so existiert ein
Jj €N, sodass A; einen inneren Punkt enthdilt.

Beweis. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, A enthalt einen inneren
Punkt, aber keines der A,. Ersteres bedeutet, dass A eine offene Kugel U, := U,, (xo) enthalt;
aus letzterem folgt (X \ A,) NU(x) # 0 fir allen € N, ¢ > 0 und x € X (sonst wiirde ein
A, eine offene Kugel und damit innere Punkte enthalten).

Wir definieren nun induktiv eine Folge {B;, (x») } nen von geschachtelten abgeschlossenen
Kugeln mit ¢, < % wie folgt: Fiir n = 1 wahlen wir &; < min{1, &y/2} und x; := xo. Haben
wir x, und ¢, gefunden, so wahlen wir ¢, < ﬁ und x,4; € X so, dass gilt

B£n+1 (xn+l) - (X \An+1) N Uen (xn)

Dies ist moglich, da die Menge auf der rechten Seite nach Voraussetzung an A, offen und
nach Annahme nichtleer ist. Nach Konstruktion ist dann

Ue,,+1 (xn+1) - B£n+1 (xn+1) - Ue,, (xn) - Be,, (xn)

eine Cauchy-Folge, die aufgrund der Vollstandigkeit von X einen Grenzwert x € X besitzt.

Die Folge {xp}nen erfillt also x,, € U,, (x,) fur alle m > n und ist daher wegen ¢, — 0

'Er wird in der Literatur auch als Bairescher Kategoriensatz bezeichnet; dieser Name basiert auf einer
historischen Terminologie, die hier aber nicht relevant ist.
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Wegen x, € B, (x) fiir alle k < n gilt auch x € B, (xy) fiir alle k € N (gerade dafiir haben
wir abgeschlossene Kugeln fiir die Konstruktion gewahlt). Damit gilt einerseits

x € [ By (xi) © [(X\ Ap) =X\

keN keN

J

keN

=X\A

und damit x ¢ A, andererseits x € B, (x;) € Uy C A, womit wir den gewiinschten
Widerspruch erhalten. m]

Der Satz von Baire garantiert nun eine besondere Vertraglichkeit von algebraischer und
topologischer Struktur in Banachrdumen. Dazu definieren wir fiir eine Teilmenge A eines
Vektorraums X das algebraische Innere

core A := {x € A: fur alle h € X existiert §, > 0 mit x + th € A fur alle t € [0,5;]}.

Fiir alle x € core A kann man also in alle Richtungen zumindest eine kleine Strecke gehen,
ohne A zu verlassen. Wir nennen weiterhin A konvex, falls fiir alle x, y € Aund t € [0,1]
auch tx + (1 —t)y € A gilt. Eine konvexe Menge enthilt also samtliche Strecken zwischen
zwei Punkten.

Lemma 5.2 (core—int). Sei X ein Banachraum und A C X abgeschlossen und konvex. Dann
gilt core A = int A.

Beweis. Die Inklusion int A C core A folgt sofort aus der Definition von inneren Punkten
in normierten Raumen: Ist x € A innerer Punkt, so existiert ein U.(x) C A, und fur alle
heXundt < ¢||h|l}! =: 6 ist dann x + th € Up(x) C A.

Sei umgekehrt x € core A gegeben; wir nehmen der Einfachheit halber x = 0 an. (Der
allgemeine Fall folgt daraus durch die Translationsinvarianz der Definitionen von core
und int.) Nach Voraussetzung existiert dann fiir jedes h € X ein n € N grof3 genug mit
n'h € A, d.h.esgilt h € nA fiir n > 0 klein genug. Also ist Upen(nA) = X offen, und
nach dem Satz 5.1 von Baire ist daher int(nA) # 0 fiir ein n € N, was nur moglich ist, falls
int A # ( ist.

Bleibt zu zeigen, dass 0 € int A liegt. Sei dazu x € A ein innerer Punkt, d. h. U.(x) c A fir
ein ¢ > 0. Wegen 0 € core A existiert fiir h = —x ein § > 0 mit —dx € A. Aus der Konvexitét
von A folgt dann, dass mit y € U.(x) C Aund —6x € Afirt = ﬁ < lauch

)
z:=t(-0x)+(1—-t)y = m(y—x) €A

liegt. Wegen ||y — x||x < ¢ folgt daraus z € U,(0) fur r = ﬁ—%, und alle Elemente in U,(0)

lassen sich auf diese Weise erzeugen. Damit gilt U,(0) C A, woraus 0 € int A folgt. ]
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Dieses Lemma ist unscheinbar aber dennoch von zentraler Bedeutung, denn es stellt die
eingangs versprochene Verkniipfung zwischen algebraischen (core) und topologischen (int)
Eigenschaften her. Es garantiert im wesentlichen, dass eine Eigenschaft, die fiir alle x € A
gilt und bei Grenzwertbildung (und Konvexkombination) erhalten bleibt, gleichmdfig fir
alle x € A gelten muss. (Natiirlich gibt es nichts geschenkt — die Abgeschlossenheit von A
ist in der Praxis eine nichttriviale Forderung, die oft genug nicht gilt.)

In der Funktionalanalysis wird dieses Prinzip der gleichmdfSigen Beschrdnktheit haufig in
der folgenden Form angewendet.

Satz 5.3 (Banach—-Steinhaus). Sei X ein Banachraum und Y ein normierter Vektorraum. Gilt
fiir eine Teilmenge 7 C L(X,Y)

sup || Tx|ly < oo fir alle x € X,
TeT

so gilt

sup ||T]lrcx,y)y < .
TeT

Beweis. Wir wenden das core-int-Lemma 5.2 an auf die Menge

A= {x € X :sup ||Tx|ly < 1}.
TeT

Wegen A = Nrer T7'(By) und der Stetigkeit von T € L(X, Y) ist A abgeschlossen. Aus der
Linearitit von T~! und den Normaxiomen folgt, dass T~!(By) konvex ist; damit ist auch A als
Schnitt konvexer Mengen konvex. Schliellich ist nach Voraussetzung sup;.s ||Tx|ly < oo
fir alle x € X; somit existiert wegen der Linearitit von T und der Homogenitat der Norm
fur alle h € X ein § > 0 mit |[T(Sh)|ly < 1firalle T € 7, woraus h € A und damit
0 € core A folgt. Nach dem core-int-Lemma 5.2 ist daher 0 € int A, d. h. es existiert ein
¢ > 0 mit U,(0) C A. Dies bedeutet aber, dass fur alle T € 7 aus ||x]||x < € stets ||Tx]|ly <1

folgt. Wegen Lemma 4.3 (i) gilt daher fur alle T € 7~

1 1
ITllexyy = sup |[Txlly="sup —[[T(ex)|ly < -
xeX [lxllx<1 xeX, [lxllx <1 €
und damit die behauptete gleichmaflige Beschranktheit. O

Daraus folgt ein sehr niitzliches Resultat: Bereits der punktweise Grenzwert einer Folge
stetiger Operatoren ist stetig.

Folgerung 5.4. Seien X ein Banachraum, Y ein normierter Raum, und {T, },en C L(X,Y).
Existiert fiir alle x € X der Grenzwert Tx := lim,_,o T,x € Y, so wird durch x — Tx ein
T € L(X,Y) definiert.
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Beweis. Die Linearitat von T zeigt man wie im Beweis von Satz 4.5; bleibt die Stetigkeit.
Aus der Konvergenz T,x — Tx € Y fiir alle x € X folgt direkt, dass die Folge {T,x},en in
Y beschrankt ist, d. h. sup, oy || Tnx|ly < oo. Der Satz 5.3 von Banach-Steinhaus liefert dann
sup,en I TnllL(x,y) < o0, und aus der Stetigkeit der Norm (Satz 3.6 (iii)) folgt

ITx|ly = lim |[Tox[ly < sup[|Tox|ly < sup | Talleixy) lIxllx  firalle x € X.
n—00 neN neN
Also ist T beschrankt und daher stetig. O

Aus dem Prinzip der gleichmafligen Beschranktheit folgen auch drei Hauptsatze tiber
stetige Operatoren: die Satze von der offenen Abbildung, der stetigen Inversen und dem
abgeschlossenen Graphen. Dabei sind diese Satze dquivalent: Man kann aus jedem jeweils
die anderen direkt herleiten. Welchen man also aus dem Prinzip der gleichméfligen Be-
schranktheit ableitet, ist Geschmackssache; iiblicherweise beginnt man mit dem Satz von
der offenen Abbildung.

Dafiir nennen wir eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei metrischen Rdumen X und
Y offen, wenn fiir alle offene Mengen U C X auch f(U) C Y offen ist. Der Satz von der
offenen Abbildung sagt nun, dass ein stetiger linearer Operator zwischen Banachraumen
genau dann offen ist, wenn er surjektiv ist. Wir bezeichnen hier mit Uy und Uy die offenen
Einheitskugeln in X bzw. Y.

Satz 5.5 (von der offenen Abbildung). Seien X, Y Banachrdume und T € L(X,Y). Dann sind
dquivalent:

(i) T ist offen;

(ii) Es gibt ein § > 0 mit Uy C T (Ux);

(iii) T ist surjektiv.

Beweis. Wir zeigen, dass sowohl (i) und (ii) als auch (ii) und (iii) 4quivalent sind.

(i) = (ii) folgt direkt aus der Definition von offenen Mengen und Abbildungen: Da T
und Uy offen sind, ist auch T (Uy) offen; also existiert insbesondere eine offene Kugel um
0=T0 € T(Uyx).

(ii) = (i): Sei U C X offen und y € T(U) beliebig. Wir zeigen, dass y ein innerer Punkt
ist. Wihle dazu x € U mit Tx = y sowie ¢ > 0 mit U,(x) C U. Mit § > 0 aus (ii) und der
Linearitat von T folgt dann

Use(y) = Use(Tx) = Tx + e6Uy C Tx + €T (Ux) = T(Us(x)) C T(U),
d.h. y € intT(U), und damit ist T(U) offen.

(ii) = (iii) folgt wiederum aus der Linearitat von T: Fiir y € Y beliebig ist y := ‘%Hyll;ly €
OUy. Nach (ii) existiert also ein x € Ux mit Tx = y, d. h. fir x := %Hyllyfc gilt Tx = y.
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(iii) = (ii): Fiir diese Richtung benétigen wir das Prinzip der gleichmafligen Beschranktheit.
Wir setzen dafiir A := clT(Ux) C Y. Dann ist A abgeschlossen und konvex (denn mit Ux
ist wegen der Linearitat auch T(Ux) konvex, und der Abschluss einer konvexen Menge
ist auch konvex). Weiterhin existiert nach Voraussetzung fiir alle h € Y ein x € X mit
Tx = h; fir § := %Hxll)_(1 > 0 ist dann dx € Ux und damit §h = T(5x) € A. Da Y vollstindig
ist, kbnnen wir das core—int-Lemma 5.2 anwenden und erhalten 0 € core A = int A. Die
Menge A enthalt also eine offene Kugel um 0 mit Radius § fiir ein § > 0.

Wir nutzen nun die Vollstandigkeit von X, um Uy C T(Ux) zu zeigen (gegebenenfalls
fur ein kleineres §). Da wir gerade Uy C A = cl T(Ux) gezeigt haben, existiert fiir jedes
y € Y mit || y||ly < & eine Folge {x,}nen € Ux mit Tx, — y. Allerdings konnen wir daraus
noch nicht schliefen, dass {x;, },en selber konvergiert. Um das gesuchte Urbild zu erhalten,
konstruieren wir daher eine neue Folge {x, }nen € Ux mit X, — x € Uy und Tx = y. Dafiir
gehen wir wieder induktiv vor. Sei zunédchst y € Uy gegeben und setze y, := y € §Uy.
Sei nun y, € 6Uy C clT(Ux) gegeben. Wir finden dann fiir ¢ := ‘2—5 > 0 ein x, € Uy mit
lyn — Txnlly < €, so dass

Y+ = 2(yn — Txy) € Uy C A.

Es folgt
o~ (n+1) Yne1 = 27"y = T(27"xy) fir allen € N.

Definieren wir X, := 27", 27"x, fiir m € N beliebig, so erhalten wir durch Auflésen der
letzten Gleichung und Anwenden der Teleskopsumme

(5.) Tin=yy =2 " Vypy > yo=y  fiirm - o,

denn {yy,},en C OUy ist beschrankt. Nun gilt wegen ||x,||x <1
m
Z 27| xnllx < 2 fur alle m € N.
n=0

Durch Supremum tber alle m € N folgt, dass die zugehdrige Reihe 37 ) 27"x, absolut
konvergiert und damit aufgrund der Vollstandigkeit von X und Lemma 3.7 gegen ein x € X
konvergiert. Wegen der Abgeschlossenheit der Einheitskugel gilt sogar x € 2By, und
aus (5.1) folgt Tx = y € SUy. Durch Skalierung § — /4 folgt daraus die Existenz von
x € 3Bx C Ux mit Tx = y fiir beliebige y € 6Uy , d.h. §Uy c T(Uy). O

Beachten Sie, dass nur im letzten Schritt Stetigkeit von T und Vollstandigkeit von X und
Y benétigt wurde; jede offene lineare Abbildung zwischen normierten Rdumen ist also
surjektiv. Der letzte Schritt liefert dagegen eine sehr starke Aussage: Existiert fiir y € Y
(klein genug) ein Urbild, so hat y sogar ein beschrdnktes Urbild! (Da T nicht als injektiv
angenommen wurde, miissen das nicht die selben Urbilder sein.) Fiir lineare Operatoren ist
~klein genug” natiirlich keine Einschrankung, da wir immer skalieren konnen. Wir erhalten
daraus das folgende zentrale Resultat.
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Satz 5.6 (von der stetigen Inversen). Seien X,Y Banachrdume und T € L(X,Y) bijektiv.
Dann ist T~ € L(Y, X).

Beweis. Ist T bijektiv, dann ist T insbesondere surjektiv und damit nach dem Satz 5.5 von der
offenen Abbildung offen. Also gilt fiir jede offene Menge U C X, dass T(U) = (T™1)"}(U)
offen ist, d. h. die Urbilder von offenen Mengen unter T~! sind offen. Damit ist T~! nach
Satz 1.8 stetig. O

Ist T nicht surjektiv, so mochte man zumindest die stetige Invertierbarkeit auf dem Bild
erhalten. Das folgende niitzliche Resultat zeigt, wann dies moglich ist.

Folgerung 5.7. Seien X, Y Banachridume und T € L(X,Y) injektiv. Dann ist T : tanT — X
stetig genau dann, wenn ran T abgeschlossen ist.

Beweis. Ist ranT C Y abgeschlossen, so ist ran T nach Lemma 3.5 ein Banachraum und
damit hat nach Satz 5.6 die Einschrankung T : X — ran X eine stetige Inverse. Ist umgekehrt
T stetig, so ist T ein Isomorphismus von X nach ranT. Da X ein Banachraum ist, muss
daher auch ran T ein Banachraum und damit nach Lemma 3.5 abgeschlossen sein. |

Wieder ist die Forderung der Abgeschlossenheit nichttrivial; tatsédchlich stellt die Tatsache,
dass ran T nicht abgeschlossen sein muss, eine der wesentlichen Schwierigkeiten der
Analysis in unendlichdimensionalen Raumen dar. Zum Beispiel ist in diesem Fall auch
fur y € ranT die Gleichung Tx = y nicht stabil 16sbar; man spricht dann von einem
schlecht gestellten Problem. Solche Probleme treten in der medizinischen Bildgebung (z. B.
in der Computertomographie) und der Parameteridentifizierung auf; man spricht auch von
inversen Problemen. Fur ihre Losung werden spezielle Regularisierungsverfahren benoétigt;
siehe etwa [Engl, Hanke & Neubauer 1996].

Wir zeigen zuletzt ein zu Lemma 3.5 analoges Resultat fiir Operatoren. Dafiir betrachten
wir fir T : X — Y den Graphen graphT = {(x,Tx) : x € X} € X X Y, versehen mit der
Produktnorm [|(x, y)[lxxy := [lx[lx + [l ylly-

Satz 5.8 (vom abgeschlossenen Graphen). Seien X, Y Banachrdume und T : X — Y linear.
Dann ist T stetig genau dann, wenn graph T abgeschlossen ist.

Beweis. Ist {(xp, yn) }nen C graph T mit (x,, y,) — (x, y) in X X Y, so gilt insbesondere
xn — xund y, — y,und aus der Stetigkeit von T folgt Tx, — Tx. Ebenso gilt Tx, = y, —
y, und die Eindeutigkeit des Grenzwertes impliziert dann Tx = y, d. h. (x, y) € graphT.

Man verifiziert leicht, dass fiir einen linearen Operator graph T ein Unterraum von X X Y
ist. Ist graph T abgeschlossen, dann ist graph T daher nach Lemma 3.5 ein Banachraum.
Die kanonischen Projektionen

Px : X XY > X, (x,y) - x, Py: XXY—>Y, (xy) vy,
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sind daher linear und stetig (durch die Wahl der Produktnorm). Weiterhin ist die Ein-
schrankung von Py auf graph T bijektiv, hat also nach Satz 5.6 eine stetige Inverse Q :=
(Pxlgraph7) ™" : X — graph T mit Qx = (x, Tx). Nun gilt fiir alle x € X

Tx = Py(x,Tx) = PyQx.

Also ist T = Py o Q nach Folgerung 4.6 stetig. O

Um zu zeigen, dass eine lineare Abbildung zwischen Banachraumen stetig ist, reicht es
also zu zeigen, dass aus x, — x und Tx, — y bereits Tx = y folgt. Man darf also bereits
verwenden, dass Tx, konvergiert, was beim Nachweis der Definition der Stetigkeit mit zu
zeigen ist. Fiir allgemeine (nichtlineare) Abbildungen ist dies eine schwiachere Eigenschatft,
die aber in vielen Fallen einen ausreichenden Ersatz fiir die Stetigkeit darstellt. Solche
Abbildungen nennt man abgeschlossen.
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Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechung besitzt jede stetige Funktion
eine Stammfunktion, die bis auf eine Konstante eindeutig ist. Analog ist die Ableitung als
linearer Operator ,bis auf eine Konstante® injektiv. Ist man nun an dieser Konstante nicht
wirklich interessiert oder mochte Aussagen gesammelt fiir alle Konstanten treffen, dann ist
die in diesem Kapitel betrachtete Formalisierung der ,Betrachtung bis auf eine Konstante®
nutzlich. (Wir werden sie insbesondere fiir den Beweis eines weiteren Hauptsatzes, Satz 9.10
vom abgeschlossenen Bild, benétigen.)

Wir beginnen mit einer allgemeinen Konstruktion' und definieren dafiir eine Halbnorm
auf einem Vektorraum X als eine Abbildung | - | : X — R*, die die Eigenschaften (ii) und
(iii) in Definition 3.1 erfillt (d. h. |x| = 0 fur x # 0 ist erlaubt). Man rechnet leicht nach,
dass durch x ~ y falls |x — y| = 0 eine Aquivalenzrelation definiert wird. Die zugehérigen
Aquivalenzklassen

[x] ={y e X:x~y}

bilden den Quotientenraum
X/~ ={[x] : x € X},

der mit den Operationen
[x] + [y] =[x+ ], Alx] == [Ax], x,yeX, Lek,

zum Vektorraum wird. Diesen Vektorraum versehen wir nun mit der Quotientennorm

I [x]ll~ =[x, [x] € X/~.
Satz 6.1. Durch die Quotientennorm wird (X /~, ||-||~) zu einem normierten Raum. Konvergiert
in X jede Cauchy-Folge beziiglich | - |, so ist (X/~,|| - ||~) ein Banachraum.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die Quotientennorm als Abbildung wohldefiniert (d. h.
unabhéngig von der Wahl des Reprisentanten) ist. Dafiir betrachte x, y € X mit [x] = [y],
d.h. |x — y| = 0; aus der Dreiecksungleichung fiir die Halbnorm folgt dann

x| < lx =yl + 1yl =1yl < [y = x[ +[x] = |x],

'die auch in der Konstruktion der L? (Q)-Raume zum Einsatz kommt
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d.-h|l{xll~ =[xl = |yl = I [¥]]~-

Homogenitat und Dreiecksungleichung fiir || - || folgen aus den entsprechenden Eigen-
schaften fiir die Halbnorm. Fiir die Nichtdegeneriertheit sei ||[x]]|~ = 0; dann ist nach
Definition |x — 0] = |x| = 0 und damit [x] = [0]. Also ist (X/~, || - ||~) ein normierter
Vektorraum.

Wir zeigen nun die Vollstandigkeit. Sei {[x],}nen € X/~ eine Cauchy-Folge, und wahle
Xp € X mit [x,] = [x], fur alle n € N. Nach Definition der Quotientennorm und den
Rechenregeln fiir Aquivalenzklassen gilt dann

|0 = Xm| = [[[xn = Xm]ll~ = |[x]n = [x] ]~ — O firm>n — oo.

Also ist auch {x,},en C X eine Cauchy-Folge beztiglich | - | und konvergiert nach Voraus-
setzung gegen ein x € X in (X, | - |). Daraus folgt analog

I{x]n = [x]ll~ = l[xn = x]ll~ = [xn — x[ =0,

und damit [x], — [x] in X/~. O

Man kann diese Konstruktion auch anders betrachten. Aus den Halbnormeigenschaften
folgt direkt, dass U := {x € X : |x| = 0} ein Unterraum von X ist; nach Definition gilt damit
x ~ y genau dann, wenn x — y € U ist. (Man kann sagen, dass der Quotientenraum durch
,Faktorisieren“ von X durch U entstanden ist.) Umgekehrt lasst sich dadurch beliebigen
Unterrdumen ein Quotientenraum zuordnen. Sei X ein normierter Raum, U C X ein
Unterraum, und definiere fur x € X den Abstand von x zu U,

dy(x) := inf ||x — u]|.
uelU
Wir betrachten nun den zu |x| := dy(x) gehorigen Quotientenraum
X/U ={[x] : x € X}, [x] ={yeX:x—-yeU},

versehen mit ||[x]||y = dy(x).

Satz 6.2. (i) Ist X ein normierter Vektorraum und U C X ein Unterraum, dann ist || - ||u
eine Halbnorm auf X /U.

(ii) Ist U abgeschlossen, dann ist auch (X /U, || - ||y) ein normierter Vektorraum.

(iii) Ist zusdtzlich X ein Banachraum, dann ist auch (X/U, || - ||uv) ein Banachraum.

Beweis. Zu (i): Zunachst ist || - ||y wohldefiniert, denn aus [x] = [y] folgt x — y € U und
damit y = x —ov fiireino € U. Also ist

dy(y) =dy(x —v) = inf ||x - (v + u)|| = inf ||x — a]| = dy(x),
uelU uelU
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6 QUOTIENTENRAUME

da mit u auch @ := v + u den ganzen Unterraum durchlduft.

Mit dem selben Argument fiir @ := Au folgt auch die Homogenitét. Fiir die Dreiecksunglei-
chung verwenden wir, dass nach Definition des Infimums fiir festes x € X und jedes ¢ > 0
ein u, € U existiert mit

l[x —u|| < inf ||x —u|| + e = dy(x) + €.
uelU

Seien nun x, y € X und ¢ > 0 beliebig, und wihle fiir x und y entsprechend u, bzw. v,.
Dann gilt wegen u, + v, € U

dy(x+y) =inf [[(x +y) —ull < [l(x+y) = (e +0) | < [lx — el + [y — o]

<dy(x)+dy(y)+2¢.

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt

[{x] + [¥]llv = du(x+y) < du(x) +du(y) = ll[x]llv+ I[ylu,

und damit ist || - ||y eine Halbnorm auf X /U.

Zu (ii): Sei nun U abgeschlossen und [x] € X/U mit ||[x]|ly = dy(x) = inf,ep ||x —ul| =
0. Dann existiert eine Folge {u,}nen € U mit ||u, — x|| — 0,d.h. u, — x. Aus der
Abgeschlossenheit von U folgt nun x € U und damit [x] = 0. Also ist || - ||y sogar eine
Norm auf X/U.

Zu (iii): Wir verwenden nun Satz 6.1 und zeigen, dass fiir einen Banachraum X jede Cauchy-
Folge bezuglich dy konvergiert. Sei dafiir {x,},en eine Cauchy-Folge beziiglich dy. Zu-
nachst konstruieren wir daraus eine Cauchy-Folge beziiglich der Norm in X wie folgt: Wie
oben finden wir zu x,4; — x, und ¢ := 27" ein u,4; € U mit

141 — xn — tnsl| < dy(xp1 — xn) + 27" fur alle n € N.

Da {x, }nen eine Cauchy-Folge ist, kdnnen wir eine Teilfolge auswihlen (die wir der Uber-
sichtlichkeit halber ebenfalls mit {x,},cn bezeichnen) mit

dy(xpe1 —x) <277 fiir alle n € N.

Setzen wir nun z, := x, — Zzzz u, dann gilt firallem=n+p >neN

p-1
+
lzm — znll = ||xn+p —Xn — ZZ:ZH uk” < Z [1%n+k+1 — Xnak — Unsiea |

T
(=)

< 2—n—k+1 < 2—n+2
0

s
-

>~
Il
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6 QUOTIENTENRAUME

Also ist {z,},en eine Cauchy-Folge im Banachraum X und konvergiert daher gegen ein
z € X. Wegen 3} _, ux € U fiir alle n € N folgt daraus aber auch

n

pep Ukl = llzn — z[| = 0,

dy(xn —2) = Inf |xp —z —ul| < |lx, -2z -
uelU
d. h. {x, }nen konvergiert beziiglich dyy entlang der eingangs gewihlten Teilfolge und damit
(als Cauchy-Folge) auch entlang der gesamten Folge.

Da U abgeschlossen ist, gilt schlieBlich U = clU = {x € X : dy(x) = 0}, und die Behaup-
tung folgt aus Satz 6.1. O

Ein Spezialfall, den wir im weiteren Verlauf 6fters benétigen werden, ist U = ker T fiir ein
T € L(X,Y). Anschaulich wird uns das erlauben, einen nichtinjektiven Operator ,injektiv
zu machen®.

Lemma 6.3. Seien X, Y normierte Riume, T € L(X,Y), undU C ker T C X ein abgeschlosse-
ner Unterraum. Dann existiert genau ein S € L(X/U,Y) mit
(i) S[x] = Tx fiir allex € X;
(i) ISllex/uyy = ITllLxy)-
FiirU = ker T ist S injektiv.
Beweis. Wir definieren
S:X/U —>Y, [x] — Tx.

Der Operator S ist wohldefiniert, da fiir y € [x] gilt y—x € U c kerT,d.h. Ty - Tx =
T(y —x) = 0. Direkt aus der Definition folgt, dass S linear ist und Tx = S[x] fir alle x € X
gilt. Weiter ist fiir alle x € X und y € [x]

ISx1lly = ITxlly = ITylly < ITllexon llvllx-

Da y € [x] genau dann gilt, wenn y = x — v fur ein v € U ist, folgt
ISLllly < inf ITkoon ¥l = Wl inf e = ol = Tl
und damit ||S||zx/uy) < ITllL(x ). Insbesondere ist S € L(X/U, Y). Umgekehrt ist fiir alle
xeX
ITxlly = ISLxlllizocy) < WSlequnlilxdilxw = 1ISHzecu.y) inf llx - ullx
< ISllzex o lIxllx

d.h |T[rxy) < ISIlx/u,y)-

Ist U = ker T (welcher stets abgeschlossen ist), so folgt aus 0 = S[x] = Tx sofortx € ker T =
U und damit nach Definition der Aquivalenzklassen [x] = [0]. Also ist ker S = {[0]} und
damit S injektiv. O
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6 QUOTIENTENRAUME

Aus dem Beweis (fiir T = Idy) folgt auch, dass fiir einen abgeschlossenen Unterraum U ¢ X
die Quotientenabbildung

Q:X - X/U, x — [x],
linear und stetig ist mit Operatornorm ||Q||(xx/v) = 1. Es giltdann T = S o Q.

Analog konnen wir die fehlende Surjektivitat durch Einschrankung auf das Bild von T
herstellen; fiir die stetige Invertierbarkeit ist natiirlich wieder die Abgeschlossenheit des
Bildes wesentlich.

Satz 6.4. Seien X,Y Banachrdume und T € L(X,Y) mitranT abgeschlossen. Dann ist die
durch S o Q =T definierte Abbildung S : X /kerT — ranT ein Isomorphismus, d. h.

X/kerT ~ranT.

Beweis. Nach Lemma 6.3 ist S : X/ker T — ranT = ran§ linear, stetig und (wegen der
Einschrankung des Bildraums) bijektiv. Weiter ist X /ker T nach Satz 6.2 (iii) ein Banach-
raum. Da Y ein Banachraum und ran T nach Voraussetzung abgeschlossener Unterraum ist,
ist ran T wegen Lemma 3.5 ebenfalls ein Banachraum. Aus dem Satz 5.6 von der stetigen
Inversen folgt dann, dass S™! ebenfalls stetig und damit S ein Isomorphismus ist. O

Folgerung 6.5. Seien X, Y Banachrdume und T € L(X,Y) surjektiv. Dann ist X [ker T ~ Y.
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DUALRAUME UND SCHWACHE KONVERGENZ
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7 LINEARE FUNKTIONALE UND DUALRAUME

Wir haben bereits gesehen, dass eine wesentliche Schwierigkeit in unendlichdimensio-
nalen Raumen darin besteht, dass die Konvergenz in der Norm nicht dquivalent zu einer
komponentenweisen Konvergenz ist; aus diesem Grund gelten zum Beispiel die niitzlichen
Folgerungen des Satz 2.5 von Heine-Borel (insbesondere der Satz von Bolzano-Weierstraf3,
Folgerung 2.6) nicht mehr. Da man diese aber nicht kampflos aufgeben will, suchen wir in
diesem Teil einen Konvergenzbegriff, der die komponentenweise Konvergenz auf unend-
lichdimensionale Rdume verallgemeinert.

Die Grundidee ist die folgende: Fiir einen Vektor x = (xy, ..., x,) € K" ist die Komponen-
tenabbildung x — x; € K fiir ein 1 < k < n linear (offensichtlich) und stetig (offensichtlich
beziiglich || - ||; und damit beziglich jeder Norm nach Satz 3.8). Analog betrachten wir
daher fiir einen unendlichdimensionalen normierten K-Vektorraume X stetige (das ist hier
eine zusatzliche Forderung!) lineare Abbildungen von X nach K. Den Raum X* := L(X, K)
aller solcher Abbildungen nennt man Dualraum von X; die Elemente x* € X™* heiflen stetige
lineare Funktionale. Da K vollstandig ist, folgt aus Satz 4.5 sofort, dass X*, versehen mit
der Operatornorm

x+ = sup |x"(x)],
x€Bx

[l
ein Banachraum ist. Statt x*(x) schreibt man auch oft
(x", x)x = x"(x)
um zu betonen, dass die duale Paarung (-, -)x : X* X X — K bilinear ist, d. h.
(ax| + x5, Px1 + x2)x = af(x], x1)x + a{x], x2)x + f{(x3, x1) + (x5, x2)x

fir alle x;, x; € X*, x;,x, € X und , € K gilt (selbst im Fall K = C!) Wir erinnern, dass
nach Lemma 4.3 (iii) gilt

[(xc™, ) x| < (1™ |xe ¢ Nl x fiir alle x* € X*, x € X.
Offensichtlich ist ein Vektor x € K" eindeutig durch seine Komponenten bestimmt; die steti-
gen linearen Funktionale charakterisieren also in gewisser Weise den Raum K" vollstdndig.

Die Frage ist nun, ob unendlichdimensionale normierte Raume durch ihren Dualraum auf
dahnliche Weise charakterisiert werden (insbesondere, ob der entsprechende — noch zu
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7 LINEARE FUNKTIONALE UND DUALRAUME

definierende — Konvergenzbegriff aussagekraftig ist). Die Antwort ist nicht offensichtlich
und benétigt einen weiteren Hauptsatz der Funktionalanalysis, den wir im néchsten Kapitel
beweisen werden.

Der Rest dieses Kapitels ist Beispielen gewidmet. Dies wird kompliziert dadurch, dass
Funktionale durch ihre Wirkung auf Elemente von X festgelegt sind und in der Regel nicht
explizit (d. h. ohne Bezug auf ein x € X) angegeben werden konnen. Fiir einige typische
Réume ist aber eine konkretere Darstellung moglich. Dafiir zeigt man iiblicherweise, dass
der Dualraum (isometrisch) isomorph zu einem bereits bekannten Banachraum ist. Zum
Beispiel ist aus der linearen Algebra bekannt, dass der algebraische Dualraum (d. h. der
Vektorraum aller — nicht notwendigerweise stetigen — linearen Funktionale) von K" wieder
die Dimension n hat. Da nach Satz 4.8 alle endlichdimensionalen Rdume gleicher Dimension
isomorph sind, ist (K")* ~ K" (unabhangig von der gew#hlten Norm); einen isometrischen
Isomorphismus erhalten wir als Nebeneffekt des nachsten Beispiels.

In unendlichdimensionalen Raumen ist die Angelegenheit natiirlich komplizierter. Wir

betrachten als erstes Beispiel wieder die Folgenraume 7 (IK) und ¢, (K).

Satz 7.1. Seil < p < co undgq mit% + % =1 (wobei L :=0). Dann ist die Abbildung
(7.1) T:0U(K) — P(K),  (Tx, Y)er = D Xk Vi
k=1
ein isometrischer Isomorphismus.
Die selbe Abbildungsvorschrift vermittelt einen isometrischen Isomorphismus £*(K) = co(IK)*.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass T einen stetigen linearen Operator definiert. Sei dafiir
x € t9(K) und y € ¢P(K). Fiir 1 < p < oo folgt aus der Holderschen Ungleichung

N N 9 (N ;l:
D lxllyel < | D0 1xld] [ D319l < lxllgliyll,  firalle N e N.
k=1 k=1 k=1

Fiir p = 1und g = oo folgt diese Ungleichung direkt aus der Definition der Supremumsnorm.
Also ist die Reihe 277 | xi yx absolut konvergent und

(T, yyer| < D7 Pyl < [Ixllglivllp-
k=1
Fiir festes x € £9(K) ist also Tx € L(£7(K), K) = £/ (IK)* mit
(7.2) 1Tl er i)+ < lIxllg

definiert. Insbesondere ist ||Tx||¢ (i)« endlich und damit T als Operator von #9(IK) nach
P (K)* wohldefiniert. Aus der Abbildungsvorschrift (7.1) folgt, dass T linear ist, und aus
(7.2), dass T stetig ist.
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7 LINEARE FUNKTIONALE UND DUALRAUME

Nun zur Bijektivitit. Dafiir verwenden wir die Einheitsvektoren e, € £P(IK) (fir 1 < p < oo

beliebig)
1 fallsk =},
lex]; = {

0 sonst.

Man sieht leicht, dass ||e||, = 1fiir alle 1 < p < oo, was den Namen erklart. Gilt nun
Tx =0 € tP(K)*, so auch 0 = (Tx, ex)pr = xi fiir alle k € N und damit x = 0. Also ist T
injektiv.

Fir die Surjektivitit sei y* € £#(K)* gegeben; wir miissen nun ein x € £9(K) finden mit
Tx = y*. Dafiir gehen wir schrittweise vor, indem wir die Wirkung von Tx und y* auf
gegebene Vektoren vergleichen. Zunachst gilt fiir die Einheitsvektoren (Tx, ex)pr = X,
weshalb auch x; = (y*, ex)p fiir alle k € N gelten muss. Damit ist die Kandidaten-Folge
x = {xx }xen eindeutig festgelegt; es bleibt zu zeigen, dass x € £9(IK) gilt. Dafiir betrachte
eine endliche Folge y € c.(K),d.h. y = Zszl yrex firein N € Nund y, € K, 1 <k < N.
Dann gilt wegen der Linearitit von y*

N N
(7.3) Ve = (V5 I ykerder = D Yily eder = D YiXe
k=1 k=1

Fir p = 1und g = oo folgt aus x; = (y*, ex)pn sofort

(7.4) lIxllco = sup |xk| = sup [{y", ex)et| < sup Ky, y)arl = 13" ey
keN keN YEBu

wegen |lex||; = 1, und damit x € £°(K). Fir 1 < p < oo wihlen wir konkret eine Folge
y € ce(K) durch

|xx|9 o fiirk < N,
k=
0 sonst,

mit opx = |xx| und |ox| =1, so dass fiiralle1 < k < N gilt
XYk =[xl ? = P9V = |yl

Daraus folgt

N N
DUl = D xeve = 5 e < Ny lleracye

k=1 k=1 k=1

N ,
Yllp = 1y leeer | 25 1|

und durch Division durch den zweiten Term auf der rechten Seite und Verwenden von
1- % = é erhalten wir

N .
Z x| < Ny llericye-
k=1
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7 LINEARE FUNKTIONALE UND DUALRAUME

Grenziibergang N — oo liefert nun

(7:5) llxllg < 1" Mlee i)

und damit x € ¢9(K). Bleibt zu zeigen, dass (Tx, y);» = (y*, y)e fir alle y € £#(K) gilt.
Vergleich von (7.3) mit (7.1) ergibt (Tx, y)pr = (y*, y)er fur alle y € c.(K). Da c.(K) ein
dichter Unterraum von ¢? fiir 1 < p < oo ist (siehe Satz 3.15), folgt mit Satz 4.7 auch Tx = y*
(sonst waren Tx und y* zwei unterschiedliche Fortsetzungen von y*|,, im Widerspruch
zur Eindeutigkeit der Fortsetzung). Also ist T surjektiv und damit bijektiv.

Da ¢/ (K) fir 1 < p < oo ein Banachraum ist, ist T nach dem Satz 5.6 von der stetigen
Inversen sogar stetig invertierbar. Aus (7.2) und (7.4) bzw. (7.5) folgt dann

ITxller iy < llxllg < N1 ey = NTxMer 1<)
Also ist T ein isometrischer Isomorphismus.
Analog zeigt man (mit Hilfe der Wahl y, = oy), dass £1(IK) = ¢ (IK)* ist. |
Der obige Beweis (ohne Grenziibergang) zeigt auch die Isometrie (R, || - || p) = (RN || -
llg)*, da in diesem Fall stets x € RY unabhingig von der gewihlten Norm gilt. Dagegen

funktioniert der Beweis fur ¢ (IK) mit p = oo nicht (denn hier ist ¢.(K) nicht dicht!)
Tatsichlich kann man zeigen, dass £ (K)* strikt grofler als £*(K) ist.

Mit einer dhnlichen Konstruktion sowie dem Einsatz von Resultaten aus der Maf3theorie
zeigt man den folgenden Darstellungssatz; fiir den (technischen) Beweis sei auf die Literatur
verwiesen, z. B. auf [Brokate & Kersting 2019, Satz 13.4].

Satz 7.2. Seil < p < co undq mit% + é =1 (wobei L := 0). Dann ist die Abbildung

T S @ (Tfgu= [ fiogindr
Q
ein isometrischer Isomorphismus.
Wieder gilt, dass L™ (Q)* strikt groier als L}(Q) ist.!

Zum Abschluss betrachten wir noch den Dualraum von Quotientenrdumen. Dafiir beno-
tigen wir etwas Notation. Fiir einen normierten Vektorraum X und Teilmengen A C X
sowie B C X* definieren wir die Annihilatoren

At = {x" e X" : (x",x)x =0 fiiralle x € A},
B, :={xeX: (x',x)x =0 firallex” € B}.

'Ein verwandtes Resultat aus der Mafitheorie ist der Satz von Radon—Riesz, der den Dualraum von C(Q)
mit dem Raum der regularen Borelmafle identifiziert; siehe z. B. [Alt 2012, Satz 4.23].
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Dies sind stets abgeschlossene Unterraume von X* bzw. X, denn fiir jede Folge {x },en C
A+ mit x; — x* € X* gilt fir beliebiges x € A

[, )x| = [(x™ = 2, 0)x| < ey = % [Ixellxllx — 0

und damit x* € At (und analog fiir B, ). Weiterhin ist X* = {0} und {0}* = X*.

Wir zeigen nun, dass fiir abgeschlossene Unterrdume (X/U)* = U+ ist.

Satz 7.3. Sei X ein Banachraum und U C X ein abgeschlossener Unterraum. Dann ist die
Abbildung

T:(X/U)" - U, (Tu®,x)x = (u", [x])xju fiirallex € X,

ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass T wohldefiniert ist. Sei u* € (X/U)* und x € U beliebig,
dann gilt

(Tu", x)x = (', [x])xyu = ', [0])x/v =0
und damit Tu* € U*. Analog folgt die Injektivitit von T.

Sei nun x* € U* gegeben, und definiere u* € (X/U)* durch (u*, [x])x/u = (x*, x)x fiir alle
x € X. Wegen x* € U+ ist diese Definition unabhingig von der Wahl des Reprisentanten
x € [x], und offensichtlich ist u* ein lineares Funktional. Bleibt fiir die Surjektivitit zu
zeigen, dass u” stetig ist. Sei dafiir [x] € X/U beliebig. Dann gilt

| [xDxpol = 1G5 x| < I lIxellyllx - firalle y € [x],

und daher

[, [xDxyul < llx"[lxe inf lyllx = [Ix"[lx+ inf [lx — ullx = lx" x| [x]llx/0-

yelx] uel
Also ist u™ € (X/U)*, und es gilt [[u*||(x/v)- < ||x*[|x = ||[Tu"||x. Damit ist T eine bijektive
Abbildung zwischen Banachriumen (da U+ C X* abgeschlossen ist) und damit stetig

invertierbar, d. h. ein Isomorphismus.

Auf der anderen Seite gilt fiir alle x € X

KTu™, x)x| = [, [xDxyul < llullogoy Hxlxgo < 1oy lxllxs

da die Quotientenabbildung x — [x] Norm 1 hat. Zusammen folgt ||u*||(x;u) = [|[Tu"||x,
d.h. T ist eine Isometrie. O
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Wir kommen nun zu einem zweiten Fundamentalprinzip der Funktionalanalysis, das alge-
braische und topologische Begriffe verkniipft: Linearitat und Stetigkeit sind vertraglich
in dem Sinn, dass man ein auf einem Unterraum definiertes Funktional derart auf den
gesamten Raum fortsetzen kann, dass gleichzeitig Linearitiat und Beschrénktheit erhalten
bleiben. Ahnlich wie das Prinzip der gleichméfligen Beschranktheit beruht auch dieses
Prinzip auf einem abstrakten Resultat, diesmal iiber reellwertige sublineare Funktionen
(oder dquivalent dazu, wie wir spater sehen werden, iber konvexe Mengen).

Satz 8.1 (Hahn-Banach). Sei X ein Vektorraum iiber R und p : X — R sublinear, d. h.
(i) p(Ax) = Ap(x) fiirallex € X und A > 0 € R;

(ii)) p(x+y) < p(x) +p(y) firallex, y € X.

Sei weiterhin U C X ein Unterraum und fy : U — R linear mit fy(x) < p(x) firallex € U.
Dann existiert eine lineare Fortsetzung f : X — R mit

(i) f(x) = fo(x) firallex € U;
(ii)) f(x) < p(x) fiir allex € X.

Beweis. Der Beweis verlauft in zwei Schritten. Zunachst zeigen wir induktiv, dass f; auf
einen Unterraum mit um eins grofferer Dimension wie gewiinscht erweitert werden kann.
Im zweiten Schritt zeigen wir, dass dieser Prozess auch fiir unendlichdimensionale Rdume
zum Abschluss kommt.

Seien dafiir U und f; wie vorausgesetzt gegeben. Wir wihlen x; € X \ U und erweitern f;

von U auf
U:={x+Ax;:x €U, 1R}

durch fi(x + Ax;) := fo(x) + A fir ein geeignetes @ € R. Mit dieser Definition ist f; auf
jeden Fall linear; bleibt noch & so zu wiahlen, dass f; < p gilt. Aus der Linearitat von f; und
der Sublinearitat von p folgt zunachst fir alle x, y € U

fo(x) + fo(y) = fox+y) <plx+y) <plx—x1) +plx+y).
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Umsortieren ergibt

fox) =p(x—x1) < pla+y) - foly) fiir alle x, y € U.

Diese Ungleichung bleibt erhalten, wenn wir das Supremum iiber alle x € U und das
Infimum tber alle y € U bilden. Wir finden daher ein « € R so, dass

(8.1) sup fo(x) —p(x —x1) < a < ;relLf,p(xl +y) = fo(y)

xeU

gilt. Wir zeigen nun dass fir dieses « in der Tat fi(y) < p(y) fir alle y € U; gilt, d. h. fir
alle y = x + Axy mit x € U und A € R. Fiir 1 > 0 erhalten wir zunéachst aus der zweiten
Ungleichung in (8.1) und Abschitzung des Infimums nach oben durch x € U beliebig

fo(x) +a < p(x+x) fur alle x € U.
Wegen A > 0 folgt daraus mit der Sublinearitéat von p
filx +Ax1) = fo(x) + Aa = A (fo (%) +a) < Ap (x + %) = p(x + Axy).

Fir A < 0 erhalten wir analog aus der ersten Ungleichung in (8.1) durch Abschétzung des
Supremums nach unten

fo(x) —a < p(x—xy) fir alle x € U,

und damit wegen —4 > 0

filx +Ax1) = =2 (fo (_%) —a) < (=A)p (_% —x1) = p(x + Axy).

Fir A = 0 ist schlieBlich fi(x) = fo(x) < p(x). Also gilt fi(y) < p(y) fur alle y € U;.

Ist X endlichdimensional, so konnen wir mit dieser Prozedur fortfahren, bis U, = X gilt;
fur separable Rdume verwendet man zusatzlich vollstandige Induktion. Im allgemeinen
Fall brauchen wir aber schweres Gerat: Das Zornsche Lemma, welches dquivalent zum
Auswahlaxiom (und zum Wohlordnungssatz) ist, und garantiert, dass eine nichtleere halb-
geordnete Menge, fir die jede vollstindig geordnete Teilmenge nach oben beschrankt
ist, ein maximales Element enthélt."! Um es anzuwenden, definieren wir die Menge aller
Fortsetzungen (im Sinne der Aussage des Satzes)

A ={(W,f): W DU Unterraum, f: W — R linear mit f|y = f, f < p}
und versehen A mit der Halbordnung

(W, fi) < (Wa, f2) genau dann, wenn Wi CcWo,  falw = fi

'Eine etwas unhandlich zu formulierende Aussage, was die Grundlage fiir den oft zitierten — Jerry L. Bona
zugeschriebenen — Spruch liefert: ,Das Auswahlaxiom ist offensichtlich wahr, das Wohlordnungsprinzip
ist offensichtlich falsch, und wer weifl das schon beim Zornschen Lemma?“
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Offensichtlich ist (U, fy) € A und damit A # 0. Sei nun B C A eine vollstandig geordnete
Teilmenge, d. h. fir alle a, b € B gilt entweder a < b oder b < a. Wir setzen

W, = U w
(W.f)eB

sowie

fi: W > R, fi(x) = f(x) furallexe W, (W,f) e B.

Da 8 vollstandig geordnet beziiglich der Fortsetzung, ist diese Vorschrift nicht widerspriich-
lich (was nicht offensichtlich ist). Weiter ist W, ein Unterraum (ebenfalls aufgrund der
vollstaindigen Ordnung von 8) und f linear. Nach Konstruktion ist dann (W, f.) > (W, f)
fir alle (W, f) € 8 und damit eine obere Schranke. Das Zornsche Lemma garantiert daher
die Existenz eines maximalen Elements (U,, f). Dann muss U, = X gelten, denn sonst
konnten wir wie im ersten Schritt eine weitere Fortsetzung von f auf U; 2 U, konstruieren,
im Widerspruch zur Maximalitéat von (U, f). m|

Die im Beweis garantierte Fortsetzung ist im Allgemeinen nicht eindeutig; fiir verschiedene
Wahlen von «, die (8.1) erfiillen, erhalten wir unterschiedliche Fortsetzungen.

Der Nutzen dieses Resultats fiir die Funktionalanalysis besteht darin, dass Normen konvex
und damit insbesondere sublinear sind.> Wir konnen also ein stetiges lineares Funktional
durch Festlegung der Werte auf einem Unterraum definieren und stetig auf X fortsetzen.
Dies garantiert dann, dass der Dualraum fiir unsere Zwecke geniigend Elemente enthalt.

Satz 8.2 (Fortsetzungssatz von Hahn-Banach). Sei X ein normierter Raum iiber K, seiU C X
ein Unterraum und u* : U — K linear und stetig, d. h. u* € U*. Dann existiert ein x* € X~
mit (x*, x)x = (u*, x)y fiirallex € U und ||x*||x+ = ||u*|

U*-

Beweis. Sei zunichst K = R. Wir definieren fiir gegebenes u* € U*

p:X—-oR  p(x) = [luflo-llxllx
Dann ist p sublinear, und es gilt
W, x)u < ||lu’llollxllx = p(x) fiir alle x € U.

Nach dem Satz 8.1 von Hahn-Banach existiert daher eine lineare Fortsetzung x* : X — R
mit (x*, x)x < p(x) fir alle x € X. Es bleibt zu zeigen, dass x* stetig ist und die behauptete
Norm besitzt. Dafiir verwenden wir die Linearitat von x*: Fir alle x € X gilt

—(x", x)x = (7, —x)x < p(=x) = |lullu-ll=xllx = llu”llu-[lx]lx,

*Da die Konvexitat der Norm dquivalent zur Konvexitit der durch sie definierten Kugeln ist, kann man den
Satz von Hahn-Banach auch in lokalkonvexen Riumen verwenden; dies sind topologische Vektorraume,
in denen — grob gesprochen - die durch die Topologie definierten Umgebungen konvex sind. Diese
besitzen viele der in Folge gezeigten Eigenschaften; siehe etwa [Werner 2018, Kapitel VIII].

3In [Luxemburg & Vith 2001] wurde sogar gezeigt, dass der Satz von Hahn-Banach adquivalent ist zur
Aussage, dass fiir jeden Banachraum X # {0} auch X* # {0} ist.
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woraus zusammen mit (x*, x)x < p(x) fiir alle x € X folgt
[ 0x] < llutllosllxllx  firallex € X,
d. h. x* ist stetig und es gilt ||x*||x+ < ||u*||y=. Da x* Fortsetzung ist, folgt sofort

[(w", x)ul _ |7, x)x| [ 0x|

= [lx"llx-

lu*lly= = sup =
ceoroy  Ixllx  xeovioy  IIxllx vex\or  Ixllx

und damit ||x*||x+ = ||u*||y*.

Den Fall K = C fithren wir auf den ersten Fall zuriick. Fiir gegebenes u* € X* nehmen wir
den Realteil uy, := Reu”, definiert durch (ug, x)u := Re (u*, x)y fiir alle x € U. Damit ist
up, ein R-lineares Funktional auf U und wegen

i |Re (u", u)y| (W wul .
luglluy = sup —=—=——< sup ———— = |[[u|
we\{oy  lullx wer\(o}  lullx
stetig. Weiter gilt wegen der C-Linearitat von u* und Im(x) = —Re(ix)
(u*, x)uy = Re (u", x)y + iIm(u", x)u = (Up, X)up — i{Up, iX)Ug fur allex € U.

*

r Wie im ersten Fall konstruiert, und setze

Sei nun xj, die R-lineare Fortsetzung von u
(X, x)x = (X, X)xg — HXps X)X fir alle x € X.

Dann ist x* : X — C eine C-lineare Fortsetzung von u*. Fiir die Stetigkeit wahle zu x € X
ein 0 € C mit |o| =1, so dass [{(x*, x)x| = o(x*, x)x € R gilt. Dann ist

[(x™, )| = o (x, x)x = (x7, 0x)x = (xR, 0X)xe < |lxpllxz lIx[lx
woraus [[x*||lx- = [[xgllx: = llugllu; < llu*[ly+ und damit wegen [[u*[|y+ < [[x*||x+ wie im
ersten Fall ||x*||x+ = ||u”||y- folgt. O

Beachten Sie, dass U weder als dicht noch als abgeschlossen vorausgesetzt war, im Gegensatz
zu Satz 4.7 (welcher dafiir Eindeutigkeit der Fortsetzung garantiert).

Aus dem Satz von Hahn-Banach erhalten wir nun elegant eine Reihe sehr niitzlicher
Aussagen. Die nichste Resultat garantiert, dass der Dualraum X* stets ,fein“ genug ist, um
einzelne Elemente von X zu unterscheiden; dies erlaubt, einen normierten Raum vollstindig
durch seinen Dualraum zu charakterisieren.

Satz 8.3. Sei X ein normierter Raum und x € X \ {0}. Dann existiert ein normierendes
Funktional x* € X* mit ||x*||x = 1 und {(x*, x)x = ||x||x.
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Beweis. SeiU = {Ax : A € K} und u* : U — K definiert durch
W*, Ax)y = Al|x||x fiir alle A € K.

Insbesondere ist fiir A = 1 dann (u*, x)y = ||x||x. Weiterhin ist |(u*, Ax)x| = ||Ax]||x fur alle
A € K und damit ||u*||y+ = 1, und wir erhalten das gewiinschte normierende Funktional,
indem wir u* mit Hilfe des Fortsetzungssatzes 8.2 auf X fortsetzen. ]

Das normierende Funktional kann man auch als Verallgemeinerung des Vorzeichens in
normierten Raumen auffassen.

Diese Charakterisierung illustrieren die folgenden Resultate.
Folgerung 8.4. Sei X ein normierter Raum. Dann gilt

Ix|lx = max [{(x*,x)x|  fiirallex € X.
X*EBX*

Beweis. Dies folgt wegen
|7 0x] < NIxFllxellxllx < llxllx  fiiralle x™ € Bys, x € X,

mit Gleichheit fiir das normierende Funktional aus Satz 8.3. O

Im Gegensatz zur Definition der Operatornorm ||x*|
angenommen.

x+ wird hier das Supremum also stets

Folgerung 8.5. Seien X ein normierter Raum, U C X ein abgeschlossener Unterraum und
xo € X \ U. Dann existiert ein x* € X* mit (x*,x)x = 0 fiir alle x € U und (x*, x¢)x # 0.

Beweis. Da U abgeschlossener Unterraum ist, ist X /U nach Satz 6.1 (ii) ein normierter Raum.
SeiQ : X — X/U, x — [x], die zugehorige Quotientenabbildung. Wegen x, ¢ U gilt
Qx # [0],und Satz 8.3 liefert ein ¢* € (X /U)* mit (g*, Qxo)x/u = ||Oxo||x;u # 0. Dann hat
x*:=q" 0Q € L(X,K) wegen Qx = [0] fiir alle x € U die gewiinschten Eigenschaften. 0O

Die Aussage (x*,x)x = 0 fiir alle x € U kann man nach Definition des Annihilators auch
kurz als x* € U™ schreiben.

Folgerung 8.6. Sei X ein normierter Raum und U C X ein Unterraum. Dann sind dquivalent:
(i) U ist dicht in X;
(ii) U+ = {0}.
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Beweis. (i) = (ii): Sei x* € U*. Nach Voraussetzung ist dann (x*, x)x = 0 fiir alle x € U.
Also ist x* eine Fortsetzung des Nulloperators 0 € L(U, IK) = U* auf X. Nach Satz 4.7 ist fur
U dichtin X diese Fortsetzung eindeutig und normerhaltend; also folgt ||x*||x= = ||x*|
und damit x* = 0.

ur =0

(ii) = (i): Angenommen, clU # X. Dann existiert ein xo € X \ (clU) und daher nach
Folgerung 8.5 ein x* € X* mit x* # 0 und (x*,x)x = 0 furallex € U c clU, d.h.
0 # x* € U*. Durch Kontraposition folgt die Behauptung. m]

Folgerung 8.7. Sei X ein normierter Raum. Ist X* separabel, dann ist auch X separabel.

Beweis. Sei U* := {x; :n €N} c X* dicht in X*. Nach Definition der Operatornorm
existiert dann fiir jedes x}, ein x,, € Bx mit (x}, Xp)x > %llx,*[l x+. Wir zeigen nun mit Hilfe
von Folgerung 8.6, dass der durch die x, aufgespannte Unterraum U C X dicht in X ist. Sei
dafiir x* € U~. Dann folgt fiir alle x;' und x, aus der Definition der Operatornorm, x;, € U,
und der umgekehrten Dreiecksungleichung

* 1
(8.2) X" = x| " = 2, x)x| = 10 x| 2 2 llagllxe

\%

X*

Y

1
Sl = 11" = xy [l -

Da U* dicht in X™ liegt, gilt inf,:cp+ ||x* — x;[|x+ = 0. Gehen wir daher auf beiden Seiten
von (8.2) zum Infimum tber alle n € N {ber, erhalten wir 0 > %||x*| x+ und damit x* = 0.
Also ist U dicht in X. Da die rationalen Linearkombinationen der x, eine abzdhlbare und
dichte Teilmenge von U bilden, ist X separabel. ]

Da nach Satz 3.15 der Raum £'(KK), aber nicht £*°(K), separabel ist, kann daher ¢£!(I<) nicht
isomorph zu £*(IK)* sein; ebenso ist L'(Q) nicht isomorph zu L*(Q)*. Allerdings ist
der Satz 8.1 von Hahn-Banach (wegen der Verwendung des Auswahlaxioms in Form des
Zornschen Lemmas) nicht konstruktiv und erméglicht damit nicht, ein explizites Element
aus £°(IK)* anzugeben, das nicht in £!(KK) reprisentierbar ist.4

Folgerung 8.8. Sei X ein normierter Raum undU C X ein Unterraum. Dann gilt (U*), = clU.

Beweis. Fiir beliebiges x € U gilt (x*, x)x = 0 fiiralle x* € U+, und damit ist nach Definition
x € (U*),. Fiir x € clU \ U betrachte eine Folge {x,}neny € U mitx, — x.DaU C (U™t),
wie eben gezeigt ist und Annihilatoren stets abgeschlossen sind, gilt x € (U+), und damit
clU c (UY),.

Sei nun x ¢ clU. Nach Folgerung 8.5 existiert dann ein x* € U+ mit (x* x)x # 0, d. h.
x ¢ (UL)L O

4Tatséchlich ist dies beweisbar unmoglich, denn ersetzt man das Auswahlaxiom — bzw. die schwichste
Version davon, die fiir den Satz von Hahn-Banach ausreicht — durch schwachere Axiome, kann man
£1(K) = £2°(K)* zeigen, siehe [Schechter 1997, § 29.37-38].
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Dagegen gilt fiir U ¢ X* in der Regel nur clU c (U,)*.

Anfangs wurde bereits angedeutet, dass der Satz von Hahn-Banach auch eine geometrische
Interpretation als Aussage iber konvexe Mengen besitzt; diese betrachten wir nun naher.
Folgerung 8.5 besagt insbesondere, dass fiir alle x, y € X mit x # y ein x™ € X" existiert
mit (x*, x — y)x # 0; man sagt, x* trennt x und y. Anschaulich kénnen wir fir x* € X*
und @ € R (im Fall K = R) die Hyperebene

Hy, ={x e X : {(x",x)x = a}

definieren. Die Aussage ist dann, dass fiir gegebene x und y mit x # y stets eine Hyperebene
existiert, die X in zwei Halbrdume H, und H} zerteilt mit

x€H, ={xeX:(x"x)x <a}, yeH, ={xeX:(x"x)x>a}.

Wir verallgemeinern dies nun auf die Trennung von Mengen. Wie bei der Fortsetzung ist
auch hier die Konvexitit wesentlich.

Satz 8.9 (Trennungssatz von Hahn-Banach). Seien X ein normierter Vektorraum, A C X
nichtleer, offen und konvex, und x, € X \ A. Dann existiert ein x* € X* mit

Re (x*, x)x < Re {x", x9)x fur alle x € A.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall K = R, und fithren die Aussage zuriick auf den
Satz 8.1 von Hahn-Banach. Wir bendtigen also ein geeignetes sublineares Funktional. Fiir
A C X definieren wir dafir das Minkowski-Funktional

ma: X — [0, 0], x> inf{t>0:1x e A}.

Das Funktional gibt an, wie weit man x € X in Richtung 0 ,zuriickziehen® muss, bis
x € Aliegt. (Fir A = By ist ma(x) = ||x||x, womit wir bereits den Zusammenhang zum
Fortsetzungssatz sehen.) Erstmal ist nicht klar, ob tiberhaupt so ein t existiert, d. h. ob das
Infimum endlich ist. Wir nehmen daher zuerst an, dass 0 € A liegt, denn dann ist fiir alle
x € X und ¢ grofl genug 1x € A, da A offen ist (und damit eine Kugel mit Radius £ > 1||x||x
enthalt). Wir zeigen nun die Sublinearitat. Direkt aus der Definition folgt ma (Ax) = Am(x)
fiir alle x € X und A > 0. Seien nun x, y € X und ¢ > 0 beliebig. Aufgrund der Definition
des Infimums existieren dann ¢, s > 0 mit

t <ma(x)+e 1x €A s<ma(y)+e lyeA

Aus der Konvexitat von A folgt dann

1 __ P oy, S
t+s(x+y)_t+s(tx)+ (Sy)EA
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und damit
ma(x+y) <t+s < ma(x) + ma(y) + 2e.

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt ma(x + y) < ma(x) + ma(y).

Wir zeigen nun, dass my selber xo und A trennt; im nichsten Schritt konstruieren wir
daraus ein lineares Funktional auf einem geeigneten Unterraum. Zunichst gilt %xo ¢ A
fiir alle t < 1 (sonst wire xo = t5 + (1 - 1)0 € Afiirein t € (0,1), denn 0 € A und A ist
konvex) und damit

(8.3) ma(xg) = 1.

Umgekehrt folgt aus ma(x) > 1, dass %x € X \ A fur alle ¢t € (0,1) gilt. Wahlen wir nun
eine Folge {t,}nen C (0,1) mit £, — 1, so erhalten wir x = lim,_, éx € X\A,denn X\ A
ist als Komplement einer offenen Menge abgeschlossen. Also gilt

(8.4) ma(x) <1 fur alle x € A.

Wir definieren nun wie im Beweis von Satz 8.3 den Unterraum U := {Ax( : A € R} und auf
U ein lineares Funktional u* : U — R durch

(u*, Axo)y = Ama(xp) fur alle 1 € R.
Dann gilt wegen der Sublinearitiat von my4 sowie my > 0 fir

A>0: (u*, Axo)x = Ama(x0) = ma(Axo),
A<0: (u*, Axo)x = Ama(x) < 0 < ma(Axo).

Also ist u* < my auf U. Wir erhalten daher durch den Satz 8.1 von Hahn-Banach eine

lineare Fortsetzung x* : X — R mit x™ < my4 auf ganz X. Bleibt zu zeigen, dass x™ stetig
ist und ebenfalls trennt.

Da 0 € A und A als offen vorausgesetzt sind, existiert fiir ¢ > 0 klein genug eine abge-
schlossene Kugel B.(0) C A. Also ist e=5— € B.(0) C A fiir alle x € X und damit

[l x
. 1 ;
(x*, x)x < ma(x) < =||xlx fiir alle x € X,
€

sowie analog fiir —x, d.h. x* € X*. Aus (8.3) und (8.4) folgt nun
(x*, x)x < ma(x) <1< ma(xg) = (U, x0)y = {x*, x0)x fir alle x € A,

woraus die Trennungseigenschaft folgt.

Fiir den allgemeinen Fall 0 ¢ A wihlen wir ¥ € A und betrachten A = A — %
{x —x : x € A}. Dann ist A ebenfalls offen und konvex, 0 € A, und xo — x ¢ A. Wie
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oben erhalten wir nun ein x* € X* mit (x", y)x < (x*,xo — X)x fiiralle y € A. Fiir alle
x € A ist dann nach Definition x — x € A und daher

(x", x)x = (x", x = X)x + {x", X)x < (x",x0 — X)x + (x*, X)x = (x*, x0)x,

was zu zeigen war.

Den Fall K = C fiithrt man wie im Beweis vom Fortsetzungssatz 8.2 auf den reellen Fall
zuriick. O

Aus Satz 8.9 kann man nun weitere Trennungssétze ableiten, die von fundamentaler
Bedeutung fiir die konvexe Optimierung sind. Zuerst betrachten wir die Trennung zweier
disjunkter konvexer Mengen.

Satz 8.10. Sei X normierter Vektorraum, A, Ay, C X nichtleer und konvex mit Ay N Ay, = 0.
Ist A; offen, so existiert ein x* € X* und ein « € R mit

Re (x*, x1)x < a < Re (x", x)x fiir alle x; € Ay, x3 € As.

Beweis. Setze A := A; — Ay = {x; — X2 : x1 € Ay, x5 € Ay}. Dann ist A offen, denn fir x € A
folgt x € Ay — x, C A fiir ein x, € Ay, und A; — x; ist offen. Man rechnet auch leicht
nach, dass A als Differenz konvexer Mengen ebenfalls konvex ist. Weiterhin ist 0 ¢ A
wegen A; N A; = (. Aus dem Trennungssatz 8.9 erhalten wir also ein x* € X* \ {0} mit
Re (x*,x)x < Re(x*,0)x =0 furallex € A, d. h.

Re (x*, x1)x — Re (x", x2)x = Re (x",x; — x2)x < 0 fur alle x; € A, x9 € As.

Mit a := sup, 4, Re (x", x1)x folgt nun die Behauptung, zunéchst noch méglicherweise
mit Gleichheit. Um zu zeigen, dass die erste Ungleichung strikt ist, nehmen wir an, dass
ein x; € A existiert mit (x*, x;)x = a. Wegen x* # 0 existiert dann ein xo € X \ {0} mit
Re (x*, xo)x =: ¢ # 0; ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir ¢ > 0 annehmen.
Da A; offen ist, existiert weiter ein ¢ > 0 mit

~ X0
X1:=x1+¢ € Bg(xl) C A;.
llxolx
Damit gilt
. - . £ . ec
Re (x", x1)x = Re (x", x1)x + Re (x", xo)x = a + > a,
llxollx llxollx

im Widerspruch zu Re (x*, X;)x < a fiir x; € A;. O

Eine weitere Variante ist die strikte Trennung eines Punktes von einer abgeschlossenen
Menge.
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Satz 8.11. Seien X ein normierter Vektorraum, A C X nichtleer, abgeschlossen und konvex,
und xo € X \ A. Dann existiert ein x* € X* und ein @ € R mit

Re (x",x)x < a < Re (x", x¢)x fiir alle x € A.

Beweis. Da A abgeschlossen ist, existiert eine offene (konvexe) Kugel U,(xy) € X \ A. Wir
wenden Satz 8.10 an auf A; = U,(x) und A, = A und erhalten ein trennendes Funktional
x* € X* sowie a € R mit Re (x*, x1)x < a < Re (x", x3)x fir alle x; € U.(xp) und x, € A.
Multiplikation mit —1 und Einsetzen von x; = x; ergibt dann die Aussage. ]
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Ahnlich wie ein normierter Vektorraum durch seinen Dualraum charakterisiert wird, wird
auch ein linearer Operator durch einen ,dualen” Operator charakterisiert. Fiir normierte
Riume X, Y und einen stetigen linearen Operator T € L(X,Y) definieren wir den adjun-
gierten Operator

T : YY" - X7, (T*y*, x)x = (y", Tx)y fur allex € X, y* € Y".

Dann ist T* nach Konstruktion linear. Weiterhin ist T* stetig.
Lemmag.1. SeiT € L(X,Y). Dann ist T* € L(Y*, X™) mit ||T*||r v+ x*) = IT|lz(x,y)-

Beweis. Es gilt nach Definition der Operatornorm

IT* lL(vexy = sup IIT"y"[lx- = sup sup (T"y", x)x|
y*€By+* y*€By* x€Bx
= sup sup [(¥",Tx)y|=sup sup [(¥",Tx)y|
y*€By* x€Bx x€Bx y*€By=
= sup || Tx|ly = ITllrx,y),
x€Bx
wobei wir fiir die vorletzte Gleichung Folgerung 8.4 verwendet haben. O

Beispiel 9.2. Ein triviales Beispiel ist die Identitit Idy € L(X, X): Es gilt
(x*,Idx x)x = (x", x)x = {Idx+ x™, x)x fir alle x € X, x* € X7,

d.h. (Idy)* = Idy-.

Fiir ein weniger triviales Beispiel definieren wir fiir X = Y = ¢/ () mit 1 < p < oo den
Rechts-Shift

Sy P (K) — £(KK), (%1, X2, 23, ... ) > (0,1, X3, ....).

Da der adjungierte Operator (S;)* : ¢#(K)* — ¢P(IK)* auf linearen Funktionalen
operiert, kann er in der Regel nicht konkreter als iiber die Definition angegeben werden.
Wegen 7 (K)* = ¢9(K) mit % + % = 1ist es aber moglich, eine explizite Darstellung
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Tp_1(5+)*Tp 1 £4(K) — £9(K) zu finden, wobei T, : £9(IK) — ¢#(IK)* der isometrische
Isomorphismus aus Satz 7.1 ist. Sei dafiir y € £9(K) gegeben und x € ¢?(K) beliebig.
Dann gilt

(S Ty, x)p = (Tpy, Saxyp = D Xk Vi = D Xk Vit = {Tpz, X)p
k=2 k=1

fir z .= (y2,¥3 y4...) € tUK),dh (5,)T,y = T,z € ¢/(K)* und damit gilt
Tp_l(S+)*Tp y = z. Der adjungierte Operator kann daher dargestellt werden als der
Links-Shift

S tI(K) — £4(K), (301, X2, X3, . .. ) > (X2, X3, X4, . . . ).

Weitere Beispiele erhélt man aus den folgenden Rechenregeln, die direkt aus der Definition
folgen.

Lemma 9.3. Seien X, Y, Z normierte Raume, T;, T, € L(X,Y) und S € L(Y, Z). Dann gelten:
() (h+T)* =T + T}
(i) (ATh)* = AT fiir alle A € K;
(iii) (SoT)* = T* o S*.

Eine besonders niitzliche Eigenschaft ist, dass Adjungieren und Invertieren kommutieren.

Satz 9.4. SeiT € L(X,Y) stetig invertierbar. Dann ist auch T* € L(Y*, X*) stetig invertierbar,
und es gilt

(TH T =(THY =T

Beweis. Ist T stetig invertierbar, so gilt T™!T = Idy, TT~! = Idy, und T ist stetig. Adjungie-
ren auf beiden Seiten ergibt dann unter Verwendung von Lemma 9.3 (iii) T*(T™!)* = Idy-
und analog fiir TT~1. Also ist (T™!)* Inverse von T* und nach Lemma 9.1 stetig. m]

Folgerung 9.5. Sind X und Y (isometrisch) isomorph, dann sind auch X* und Y* (isometrisch)
isomorph.

Beweis. Sind X und Y isomorph, so existiert nach Definition eine stetig invertierbare
Abbildung T : X — Y. Dann ist nach Satz 9.4 auch T* : Y* — X* stetig invertierbar und
damit Y* und X* isomorph.
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Ist T zusatzlich isometrisch, dann ist auch T : By — By ein Isomorphismus, und daraus
folgt fur alle y* € Y*

IT"y*llx> = sup KT y", x)x| = sup {y", Tx)y| = ||y*[ly+

X€Bx X€Bx

Also ist auch T* isometrisch. O

Wir untersuchen nun, was wir mit Hilfe des adjungierten Operators iiber die Losbarkeit
der Gleichung Tx = y aussagen konnen. Diese besitzt eine eindeutige Losung, die stetig
von der rechten Seite abhangt genau dann, wenn T injektiv und surjektiv ist. Fiir end-
lichdimensionale Operatoren (d. h. lineare Gleichungssysteme) konnen wir dies tiber den
Rang von T ausdriicken; mit dem Dimensionssatz erhalt man dann, dass T surjektiv ist
genau dann, wenn T* (der in diesem Fall der transponierten Matrix entspricht) injektiv
ist (und umgekehrt). Eine dhnliche Aussage wire auch fiir unendlichdimensionale Rdume
nitzlich. Anstelle des Dimensionssatzes verwenden wir dafiir die fiir Satz 7.3 eingefithrten
Annihilatoren.

Satz 9.6. Seien X,Y normierte Riume und T € L(X,Y). Dann gelten:
(i) (ranT)*: = ker T*;
(ii) (kerT*), = cl(ranT);
(iii) (ranT*), = ker T;
(iv) (kerT)* D cl(ranT™).

Beweis. Fiir (i) betrachte y* € (ranT)*, d. h. fiir alle x € X gilt

0=(y" Tx)x =(T"y", x)x.

Dann gilt aber nach Definition T*y* = 0 € X* und damit y* € ker T*. Umgekehrt folgt aus
y* € ker T* mit der selben Rechnung (y*, Tx)x = 0,d.h. y* € (ranT)*.

Aussage (ii) erhalten wir aus (i) zusammen mit Folgerung 8.8:

(ker T*), = ((ranT)*), = cl(ranT).

Genauso zeigt man (iii) und (iv) (unter Berticksichtigung der Bemerkung nach Folgerung 8.8).
O

Der Operator T ist also genau dann surjektiv, wenn 7™ injektiv und ran T abgeschlossen
ist. Auch letztere Bedingung kann iiber den adjungierten Operator charakterisiert werden;
dies besagt ein weiterer Hauptsatz der Funktionalanalysis, der Satz vom abgeschlossenen
Bild. Fur den Beweis, der wesentlich auf den Hahn-Banach-Satzen beruht, brauchen wir
zwei Lemmata.
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9 ADJUNGIERTE OPERATOREN

Lemma 9.7. Seien X, Y Banachrdume und T € L(X,Y). Dann sind dquivalent:
(i) ranT ist abgeschlossen;
(ii) es existiert ein C > 0, so dass fiir alle y € ranT ein x € X existiert mit Tx = y und

lxllx < Cliylly-

Beweis. (i) = (ii): Wir verwenden, dass ran T nach Satz 6.4 isomorph zu X /ker T ist; der
Operator S : X /kerT — ranT aus Lemma 6.3 mit T = S o Q, wobei Q die Quotientenab-
bildung x — [x] bezeichnet, ist also stetig invertierbar. Fiir alle x € X existiert daher ein
[x] € X/ker T mit S[x] = Tx und damit

” [x] ”X/kerT < ||S_1||L(ranT,X/kerT) ”Tx”Y

Wie im Beweis von Satz 6.2 finden wir nun nach Definition des Infimums zu ¢ := || [x]||x /ker T
ein u, € ker T mit

llx —ullx < inf |lx —ullx +¢e=2||[x]llx/ker -
ueker T

Also erfiillt x := x — u, € X wegen Tx = Tx = S[x] = y die gewiinschte Abschitzung mit
C:= 2||S_1||L(ranT,X/kerT)-

(ii) = (i): Mit Hilfe der Voraussetzung und der obigen Definition von S finden wir fir
y € ranT ein eindeutiges [x] € X/ker T mit S[x] = Tx = y und

Ix]lx/kerr < llxllx < Cllylly-

Also ist S stetig invertierbar, und damit ran T nach Folgerung 1.9 als Urbild des Banachraums
X /ker T unter der stetigen Abbildung S~! abgeschlossen. O

Beachten Sie, dass die Abschétzung in Aussage (ii) nur fiir ein Urbild x gelten muss, nicht
fir alle! Aus dem Beweis folgt aber, dass (ii) Aquivalent ist zu

I[xIlx/kerr < ClITx|y fur alle x € X.

Oft kann man eine scharfere Variante nachweisen, aus der zusétzlich die Injektivitat von T
folgt.

Folgerung 9.8. Seien X, Y Banachrdume und T € L(X,Y). Existiert ein C > 0 mit
lIx|lx < Cl|Tx|ly fur alle x € X,

so ist T injektiv und ran T abgeschlossen.
Beweis. Ist Tx = 0, so folgt aus der Ungleichung sofort x = 0 und damit die Injektivitat

von T. In diesem Fall ist x das einzige Urbild von Tx, und deshalb ist nach Voraussetzung
Lemma 9.7 (ii) erfillt und damit ran T abgeschlossen. O
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9 ADJUNGIERTE OPERATOREN

Fiir die stetige Invertierbarkeit von T fehlt dann lediglich die Surjektivitat, die wir mit Hilfe
des folgenden Lemmas nachweisen konnen.

Lemma 9.9. Seien X,Y Banachrdume und T € L(X,Y). Existiert ein c > 0 mit
clly ly- < IT"Y'llx-  fiiralle y* € Y,

so ist T surjektiv.

Beweis. Wir verwenden den Satz 5.5 von der offenen Abbildung und zeigen §Uy C T(Ux)
fir ein § > 0 fir die offenen Einheitskugeln in X bzw. Y, wobei wie im Beweis dieses
Satzes genuigt, cUy C clT(Uy) =: A zu zeigen. Wir fithren einen indirekten Beweis. Sei
dafiir yy ¢ A. Da A nichtleer, konvex und abgeschlossen ist, existieren nach dem strikten
Trennungssatz (Satz 8.11) ein y* € Y* und ein o € R mit

Re(y", y)y < @ <Re(y",yo)y  fiiralle y € A.
Da A wegen der Linearitat von T mit y auch oy fiir alle 0 € K mit || = 1 enthilt, folgt

(", »)v| =Re(y™, o)y < Re(y", yo)y < [K¥", yo)v] fir alle y € A,

wobei o € K so gewahlt ist, dass o(y*, y)y = [{¥", y)y| und |o| = 1ist.

Nach Voraussetzung und Lemma 4.3 (i) gilt dann

v < 1Ty

x+ = sup (T"y", x)x| = sup [(y", Tx)y]

xeUyx x€Ux

<Ky yorl < 1y*lly-lyolly

clly”*

und damit || yo|ly > ¢, d.h. yo € cUy. Durch Kontraposition folgt cUy ¢ A =clT(Ux). O
Wir kommen nun zum Hauptresultat dieses Kapitels.
Satz 9.10 (vom abgeschlossenen Bild). Seien X, Y Banachrdume und T € L(X,Y). Dann sind
dquivalent:
(i) ranT ist abgeschlossen;
(ii) ranT = (ker T%) ;;
(iii) ran T* ist abgeschlossen;

(iv) ranT* = (ker T)*.
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9 ADJUNGIERTE OPERATOREN

Beweis. (i) & (ii): Ist ran T abgeschlossen, so gilt nach Satz 9.6 (ii)
(kerT*), =cl(ranT) =ranT.
Die andere Richtung folgt sofort aus der Abgeschlossenheit von Annihilatoren.

(i) = (iv): Zunachst gilt stets (T*y*, x)x = (y",Tx)y = 0 fur alle x € ker T und damit
ranT* C (ker T)*. Fiir die umgekehrte Inklusion sei x* € (ker T)*. Wir konstruieren nun
ein y* € Y* mit x* = T*y*. Zuerst definieren wir ein lineares Funktional

Vo :ranT — K, (Yo, TX)rant = (x",x)x firalle x € X.

Dieses Funktional ist wohldefiniert, denn fiir x;, xo € X mit Tx; = Txy ist x; — x5 € ker T
und daher (x*, x; — x3)x = 0. Zum Nachweis der Stetigkeit verwenden wir Lemma 9.7: Da
ran T abgeschlossen ist, existiert ein C > 0 mit ||x||x < C||y||y fur alle y € ran T und ein
x € X mit Tx = y. Daher gilt fiir y € ran T beliebig und x € X entsprechend gewahlt

x|lx < Cllx™|

X x| ylly.

Also ist y; stetig. Da ranT C Y ein Unterraum ist, kénnen wir nun y; mit Hilfe des
Fortsetzungssatzes 8.2 stetig zu einem Funktional y* € Y* fortsetzen. Dann gilt

[{¥g: ¥IranTl = (¥, T )ranT| = [{x7, x0)x| < |Ix7]

<X*’X>X = <y;’ Tx>ranT = (y*, Tx)Y = (T*y*,x)x furallex € X
und damit x* = T*y*,d.h. x* e ranT".
(iv) = (iii) folgt wieder direkt aus der Abgeschlossenheit von Annihilatoren.

(iii) = (i): Wir zeigen ranT = cl(ranT) =: U. Dafur konstruieren wir einen Operator
S € L(X,U) durch Sx := Tx fir alle x € X und zeigen mit Hilfe von $* : U* — X* und
Lemma 9.9, dass S surjektiv (d.h. ranT = ran S = U) ist. Fiir beliebige y* € Y* bezeichnen
wir die Einschrankung auf U C Y mit y*|y € U*; dann gilt

(T'y50x =y Txly = (Y'Mu, Sx)u = ("Y' lv, x)x ~ fiirallex € X,

d.h. T*y* = $*y*|y und damit ist ranT* C ranS*. Sei umgekehrt u* € U* und damit
S*u* € ran S* beliebig. Dann kann u* mit dem Fortsetzungssatz 8.2 stetig zu einem y* € Y*
fortgesetzt werden; analog zu oben gilt dann

(S*u*, x)x = (W, Sx)uy = (y", Tx)y = (T"y", x)x fiir alle x € X,

d.h. S*u* = T*y* und damit ran S* C ran T*. Weiter erhalten wir aus Satz 9.6 (ii) und der
Bemerkung nach Folgerung 8.8

{0} = U* = (cl(ran §))* = ((ker S*),)* > clker $* = ker S*.

Also ist S* : U* — ran S* injektiv und, da ran S* = ran T* nach Voraussetzung abgeschlos-
sen ist, nach Folgerung 5.7 stetig invertierbar. Fiir alle u* € U™ gilt also

v < IS Nl ve)

X
Damit ist die Voraussetzung von Lemma 9.9 mit ¢ := ||S™" ||Z(lx* U erfiillt, also ist S surjektiv.
Wir erhalten dadurch ranS = U = cl(ranT), d. h. ran T = ran S ist abgeschlossen. O

66



9 ADJUNGIERTE OPERATOREN

In der Praxis wird der Satz vom abgeschlossenen Bild oft angewendet, indem man die
Voraussetzung von Folgerung 9.8 sowie Injektivitdt von T* nachweist; aus ersterem erhalt
man die Injektivitat, aus letzterem zusammen mit der Abgeschlossenheit des Bildes die
Surjektivitdt von T. Damit hat die Gleichung Tx = y fiir alle y € Y eine eindeutige
Losung, und es gilt die a priori Abschdtzung ||x||x < C||y||y. Dies liefert ein fundamentales
Werkzeug in der Theorie partieller Differentialgleichungen.
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Wie wir in den letzten Kapiteln gesehen haben, ist der Dualraum X* eines normierten
Vektorraums X von Interesse, da er X in gewisser Weise charakterisiert. In der selben Weise
wird natiirlich X* durch seinen Dualraum (X*)* charakterisiert, und man kann sich nun
fragen, inwiefern dies transitiv ist, d. h. was der Bidualraum X** := (X*)* von X iiber X
aussagt.

Wie schauen die Elemente von X** aus? Zunéachst betrachten wir fiir x € X und x* € X* die
duale Paarung (x*, x)x € [K. Halt man x™ fest, so erhalt man eine stetige lineare Abbildung
von X nach K (ndmlich x*; so war die duale Paarung ja definiert). Man kann aber auch x
festhalten und erhélt so eine lineare Abbildung x** von X* nach K; wegen

(10.1) () = (T x0x < |l e el x fiir alle x* € X*
ist diese auch stetig. Dies definiert die kanonische Einbettung
Jx : X = X, Jx(x),x")x = (x*,x)x furalle x* € X™.

Man vergewissert sich leicht, dass Jx linear und wegen (10.1) auch stetig ist. Es gilt sogar
noch mehr: Aus Folgerung 8.4 erhalten wir

= |lJxx]

llxllx = max [(x",x)x| = max [(Jxx,x")x: X**s
x*EBy* X*€Bxx

und damit ist Jx eine Isometrie (und daher injektiv). Wir halten dies fest als
Satz 10.1. Die kanonische Einbettung Jx : X — X** ist linear, injektiv und isometrisch.

Das Bild ran Jy ist ein Unterraum von X**. Da Jx isometrisch und X** als Dualraum stets
ein Banachraum ist, ist ran Jx vollstdndig genau dann, wenn X vollstandig ist; ersteres ist
nach Lemma 3.5 genau dann der Fall, wenn ran Jx abgeschlossen in X™* ist. Ist X nicht
vollstandig, konnen wir clran Jx ¢ X** als ,Vervollstandigung” von X ansehen.

Im Allgemeinen ist ran Jx ein echter Unterraum, da Jx nicht surjektiv sein muss. Ist Jx
surjektiv, so heiflt X reflexiv. In diesem Fall ist Jx sogar ein isometrischer Isomorphismus;
es gilt also X = X**. Beachten Sie, dass X = X™ alleine noch nicht bedeutet, dass X reflexiv
ist: Fiir die Reflexivitat muss die Isometrie zwingend durch die kanonische Einbettung
vermittelt werden.
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Beispiel 10.2.
(i) Alle endlichdimensionalen Rdume sind reflexiv, denn es gilt stets
dim(X™) = dim(X™) = dim(X),
und daher folgt aus der Injektivitat von Jx bereits die Surjektivitat.

(ii) Die Folgenraume ¢ (KK) sind reflexiv fiir 1 < p < oo. Dafiir verwenden wir die
Isometrien T, : £9(K) — ¢/(K)* und T : £/ (K) — ¢9(IK)* aus Satz 7.1. Aus der
Definition folgt

(Tyx, Y)ea = Z Xk Yk = Ty, X)er fir alle x € £ (K), y € £4(K).
k=1
Fir x** € £P(IK)™ setzen wir nun x := T, 'T)x** € £/(IK) und zeigen Jppx = x**.
Fir x* € ¢/ (K)* beliebig setze y := Tp_lx* € ¢1(K). Dann gilt
Uep %, x Yoy = (X", X)er = (T, X)er = (Tyx, Y)ea
= (T, x™, y)ea = (x5, Tpy) ey = (x™, X) g+
Also ist Jpp = T, T surjektiv.
(iii) Ebenso zeigt man, dass L?(Q) reflexiv ist fiir 1 < p < co.

(iv) Nicht reflexiv sind £}(K), £*(K), co(K), c(K) sowie L'(Q), L®(Q), Cp(X); dies
folgt aus den nachsten drei Satzen.

Analog zum Bidualraum kénnen wir auch fur T € L(X, Y) einen biadjungierten Operator
T = (T*)* € L(X™, Y"") definieren. Dieser ist vertrdglich mit der kanonischen Einbet-
tung.

Lemma 10.3. Seien X, Y normierte Rdume und T € L(X,Y). Dann gilt
T oJx=JyoT.
Beweis. Fiir beliebige x € X und y* € Y* gilt
(T Ixx, y v = Uxx, Ty )xs =(T7y" x)x = (y". Tx)y = (v Tx, y )y O
Wir zeigen nun einige Resultate tiber die ,Vererbung® der Reflexivitit.
Satz 10.4. Seien X ein normierter Vektorraum und Y ein reflexiver Banachraum mit X ~ Y.

Dann ist auch X reflexiv.
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10 REFLEXIVITAT

Beweis. Ist T : X — Y ein Isomorphismus, d. h. stetig invertierbar, so ist nach Satz 9.4 auch
T* und damit dann auch T** stetig invertierbar. Aus Lemma 10.3 folgt nun, dass Jx stetig
invertierbar und damit surjektiv ist genau dann, wenn es Jy ist. O

Satz 10.5. Sei X ein reflexiver Banachraum und U C X ein abgeschlossener Unterraum. Dann
ist auch U reflexiv.

Beweis. Sei u** € U™ beliebig. Da wir jedes stetige lineare Funktional x* € X* durch
Einschrankung auf U auch als Funktional x*|; € U* auffassen diirfen, konnen wir ein
x™ € X** definieren durch

(10.2) (™, x ) = W, x| u)u fir alle x* € X™.

Nun ist X reflexiv und damit existiert ein x := Ji'x™ € X. Wir zeigen nun x € U.
Angenommen, x ¢ U. Dann gibt es nach Folgerung 8.5 ein x* € U+ mit (x*,x)x #
0. Insbesondere ist dann x*|y = 0, und zusammen mit (10.2) erhalten wir daraus den
Widerspruch

0= (u™, x Jy)ur = (7, x")x» = (x", x)x # 0.

Also gilt x € U, und es bleibt Jyx = u** zu zeigen. Sei dafiir u* € U* gegeben. Nach dem
Fortsetzungssatz 8.2 von Hahn-Banach existiert dann ein x* € X* mit x*|y = u*. Daraus
folgt, wieder mit (10.2),

Jux, u )y = W', x)y = (x*, x)x = (Jxx, x")x*
— *ksk * — kk * — *ksk *
=(x7, X )xs = U, X )y = U, U)o,

d.h. Jyx = u**. O
Satz 10.6. Sei X ein Banachraum. Dann ist X reflexiv genau dann, wenn X™ reflexiv ist.

Beweis. Sei X reflexiv. Wir miissen zeigen, dass Jx- : X* — (X™)* surjektiv ist. Sei dafiir
x** € (X*)* beliebig, und definiere x* € X* durch (x*, x)x = (x™*, Jxx)x+ fur alle x € X.
Da X reflexiv ist, existiert fir jedes x™* € X™ ein x := ])Elx** € X. Dann gilt

(™, X xee = (0, Jxx)xee = (X5, xX)x = (x, x5 )xe = (7, x ) = (e, X7 ) xe

und daher x™* = Jy«x".

Sei nun umgekehrt X* reflexiv. Dann ist nach dem eben Gezeigten X™* reflexiv. Weiter
ist ran Jx € X™ ein abgeschlossener Unterraum (denn Jx ist eine Isometrie — bildet also
Cauchy-Folgen auf Cauchy-Folgen ab — und X ist vollstindig) und damit nach Satz 10.5
ebenfalls reflexiv. Wegen X =~ ran Jx (denn Jx : X — ran X ist nach Konstruktion surjektiv
und damit nach Satz 10.1 zusammen mit Satz 5.6 ein Isomorphismus), ist X nach Satz 10.4
auch reflexiv. O
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Aus diesen Resultaten folgt wie schon behauptet, dass £1(K) nicht reflexiv sein kann:
Ansonsten wire £ (K)* = (£(K)*)* = £!(K) nach Satz 3.15 separabel und damit nach
Folgerung 8.7 auch £ (IK), was aber (ebenfalls nach Satz 3.15) nicht der Fall ist. Dann kénnen
aber nach Satz 10.6 auch £*°(K) und cy(IK) nicht reflexiv sein, denn £*°(IK) = ¢!(K)* und
co(IK)* = £1(IK). SchlieBlich ist ¢o(IK) ein nicht-reflexiver abgeschlossener Unterraum von

c(K), welcher damit nach Satz 10.5 auch nicht reflexiv sein kann. Analog argumentiert
man fiir die Funktionenrdume.
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Wir kommen nun zu der versprochenen Verallgemeinerung der komponentenweisen Kon-
vergenz auf unendlichdimensionale Vektorraume, mit deren Hilfe wir ein analoges Resultat
zum Satz 2.5 von Heine-Borel beweisen konnen. Wie wir in Kapitel 7 argumentiert haben,
sind stetige Funktionale das unendlichdimensionale Pendant zur Komponentenauswertung;
entsprechend definieren wir unseren Konvergenzbegriff.

Sei X ein normierter Raum und {x,},en C X eine Folge. Wir sagen, {x,},en konvergiert
schwach in X gegen ein x € X falls gilt

lim (x*, x,)x = {x*, x)x fur alle x* € X*
n—oo

und schreiben x, — x. Analog sagen wir, die Folge {x};},en € X* konvergiert schwach-+ in
X*, falls

lim (x, x)x = (x", x)x fur alle x € X

n—oo

und schreiben x; —* x*. Diese Grenzwerte sind stets eindeutig. Fiir die schwach-* Konver-
genz folgt dies direkt aus der Definition: Gilt x; —* x* und x;, —* y*, so ist

(x*,x)x = lim (x, x)x = (¥, x)x fiir alle x € X
n—0oo
und damit nach Definition x* = y*. Ist x, — x und x, — y, so gilt analog
(x*, x)x = (x*, y)x fir alle x* € X*.

Wire nun aber x # y, so existiert nach Folgerung 8.5 ein x* € X* mit (x*,x — y)x # 0, im
Widerspruch zur obigen Gleichung. Ist X reflexiv, so stimmen schwache Konvergenz (in
X) und schwach-* Konvergenz (in X**) tiberein; in endlichdimensionalen Raumen fallen
alle Konvergenzbegriffe zusammen.

Zur besseren Unterscheidung nennen wir Folgen stark konvergent, wenn sie beziiglich der
durch die Norm induzierten Metrik konvergieren. Jede Folge, die stark in X konvergiert,
konvergiert auch schwach; dies folgt sofort aus

(%, 20 = x)x < [Ix7lxe 1% = x[|lx — 0.

Genauso folgt aus der starken Konvergenz in X* die schwach-* Konvergenz. Die Umkeh-
rung gilt dagegen nicht.
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Beispiel 11.1. Betrachten wir die Folge der Einheitsvektoren {e, },en C €7 (K),1 < p < oo,
so gilt ||e,||, = 1fiir alle n € N; weiter ist {e, }en fiir kein p eine Cauchy-Folge.

Fir1 < p < oo kénnen wir nun die Darstellung des Dualraums 7 (K)* = ¢9(K)
verwenden: Fiir jedes x* € ¢P(K)* existiert ein y € £9(IK) mit

<X*, en)t’l’ = Z Yk [en]k =y, >0,
k=1

denn wenn ||y||; endlich ist, muss {yk }xen eine Nullfolge sein. Also gilt e, — 0 in
P (K) fir 1 < p < oo und damit auch e, —* 0.

Da ¢£!(KK) nicht reflexiv ist, haben wir hier die Wahl: Fassen wir e, € £}(IK) mit Hilfe des
Isomorphismus T aus Satz 7.1 als Element des Dualraums von ¢y () auf, so haben wir

(o)

s Wy, = Z[en]kyk =y, — 0 fiir alle y € ¢o(K)
k=1

und damit e, —* 0 in £!(IK). Dagegen gilt nicht e, — 0, denn fiir die konstante Folge
y = {I}ren € £2(K) = £1(K)* gilt

(o)

(Ty,en)p = Z[en]kyk =y, =1 fir alle n € N.
k=1

Da wegen ¢ (K) c ¢°(K) als Grenzwert nur 0 in Frage kommt, kann {e, },en nicht
schwach konvergieren.'

Schwach konvergente Folgen konvergieren also nicht unbedingt beziiglich der Norm; es gilt
noch nicht einmal ||x,||x — ||x||x. Wir haben aber die folgenden schwacheren Aussagen.

Satz 11.2. Sei X ein normierter Raum und seien {xp}nen C X und {x; }nen C X*.
(i) Ausx, — x folgt ||x||x < liminf, e ||x,]|x.

(ii)) Ausx; —* x* folgt ||x™||x+ < liminf,_ ||x} || x>

Beweis. Wir zeigen zuerst (ii). Sei {x) },en € X™ eine schwach-* konvergente Folge mit

x; —* x* € X*. Dann gilt auch (Satz 3.6 (iii) fir (R, | - |)) |{x}, x)x| — [{x*, x)x| fir alle
x € X und daher

[(x™, x)x| = lim [(xq, x)x| < liminf [|x; [|x- [lx]lx.
n—o00 n—oo

'Tn der Tat ist die schwache Konvergenz in £!(IK) dquivalent zur starken Konvergenz; dies ist eine besondere
Eigenschaft dieses Raums, bekannt als Lemmma von Schur, siehe z. B. [Kaballo 2018, Satz 10.15].
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Nehmen wir das Supremum tiber alle x € By, folgt daraus nach Definition der Operatornorm
die gewiinschte Aussage.

Aussage (i) zeigt man analog mit Hilfe von Folgerung 8.4. ]

Die Eigenschaft in (i) bezeichnet man als schwache Unterhalbstetigkeit, die in (ii) als
schwach-+ Unterhalbstetigkeit.

Weiterhin sind schwach konvergente Folgen beschrankt.

Satz 11.3. Sei X ein normierter Raum. Dann sind schwach konvergente Folgen in X beschrdnkt.
Ist X vollstdndig, so sind auch schwach-= konvergente Folgen in X* beschrdnkt.

Beweis. Wir zeigen wieder zuerst die Aussage fiir X*. Aus x; —* x™ folgt wieder |(x, x)x| —
[(x*, x)x| fiir alle x € X und daher

sup [{x,, x)x| < oo fiir alle x € X.
neN

Da X nach Annahme ein Banachraum ist und die Abbildung x* € X* = L(X, K) linear und
stetig ist, folgt aus dem Satz 5.3 von Banach—Steinhaus

%
sup |||
neN

X+ < 9,

d. h. {x] }nen ist beschrankt.

Die Aussage fiir die schwache Konvergenz fiihren wir mit Hilfe der kanonischen Einbettung
Jx : X — X™ zuriick auf die schwach-* Konvergenz (in X**): Konvergiert {x,},en € X
schwach mit x, — x, so folgt daraus

Uxxn = Jxx, x")x = (Jx (20 — %), x5 )x= = (x", %, = x)x = 0 fiir alle x* € X*,

d. h. {Jxx,}nen konvergiert schwach-* in X**. Da Jx nach Satz 10.1 eine Isometrie ist, folgt
aus der zuerst gezeigten Aussage (denn der Dualraum X™ ist stets vollstindig)

sup ||xn|lx = sup || Jxxn||x+ < o0,
neN neN

d. h. {x,}sen ist beschrankt. O

Aus Satz 11.3 folgt zum Beispiel, dass die duale Paarung von schwach konvergenten Folgen
noch konvergiert, solange wenigstens eine davon stark konvergiert.

Folgerung 11.4. Sei X ein normierter Raum und seien {x,}nen C X und {x;}nen C X*. Gilt
entweder

(i) x, = x und x; — x* oder
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11 SCHWACHE KONVERGENZ

(ii)) x, — x und x,, = x* und X ist vollstindig,

so konvergiert (x,, Xn)x — (x*, x).

Beweis. Gilt (i), so schatzen wir mit der produktiven Null —(x™, x,,)x + (x*, x,)x ab

[(x*, x)x = (o, xn)x | < X7, x = x) x| + [{x,; — X7, x0)x|

< = x)x |+ Ixallxlx, = x"[x-.

Fiir n — oo verschwindet der erste Summand wegen x,, — x; nach Satz 11.3 ist {||xy|x } nen
beschrankt, und wegen x; — x* verschwindet daher auch der zweite Term.

Analog beweist man die Aussage unter Voraussetzung (ii). m|

Dagegen folgt im Allgemeinen aus x, — x und x; — x* nicht (x}, x,)x — (x*, x)x. Als
Beispiel betrachte wieder die Einheitsvektoren in £2(IK) = ¢2(K)*, fiir die nach Beispiel 11.1
e, — Ound e, — 0, aber (Tey, e,),2 = Z;":l[en]]zC =1 gelten.

Das Beispiel zeigt auch, dass die abgeschlossene Menge S,z := {x et?: x|, = 1} nicht
schwach (folgen-)abgeschlossen ist, d. h. fur {x,},en C S;z mit x, — x nicht unbedingt
x € Sp2 gelten muss (vergleiche Satz 11.2). Dies liegt daran, dass diese Menge nicht konvex
ist.

Satz 11.5. Sei X ein normierter Raum undU C X konvex. Dann istU genau dann abgeschlossen,
wenn U schwach folgenabgeschlossen ist.

Beweis. Da eine konvergente Folge stets auch schwach konvergiert, ist jede schwach
abgeschlossene Menge auch abgeschlossen.? Sei daher U C X konvex und abgeschlossen,
und betrachte eine Folge {x;},en € U mit x, — x € X. Angenommen, x € X \ U. Dann
finden wir nach dem strikten Trennungssatz (Satz 8.11) ein x* € X* und ein @ € R mit
insbesondere

Re(x™, x,)x < a < Re(x™,x)x furallen e N.

Wegen x, — x konnen wir in der ersten Ungleichung zum Grenzwert n — oo iibergehen
und erhalten dadurch den Widerspruch

Re(x™, x)x < a < Re{x", x)x. O

Dagegen sind abgeschlossene konvexe Teilmengen von X* in der Regel nicht schwach-x
abgeschlossen. (Eine Ausnahme bildet wegen Satz 11.2 (ii) die Einheitskugel Bx-.)

Wir kommen nun zu den versprochenen schwachen Kompaktheitsresultaten. Wir nen-
nen eine Teilmenge U C X schwach folgenkompakt, wenn jede Folge in U eine schwach
konvergente Teilfolge mit Grenzwert in U enthalt. Analog definieren wir schwach-* fol-
genkompakte Teilmengen von X*.

2Schwache Abgeschlossenheit ist also eine stdrkere Eigenschaft als Abgeschlossenheit.
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11 SCHWACHE KONVERGENZ

Satz 11.6 (Banach-Alaoglu3). Sei X ein normierter Raum. Ist X separabel, so ist die Einheits-
kugel Bx+ in X* schwach-+ folgenkompakt.

Beweis. Die Aussage erinnert an den Satz 2.12 von Arzela—Ascoli: stetige lineare Funk-
tionale sind Elemente in C(X), die Beschrinktheit in der Operatornorm entspricht der
gleichgradigen Stetigkeit, und anstelle der Kompaktheit konnen wir gleich die Separabilitét
von X nutzen. Der Beweis verlauft daher analog.

Sei {x}}nen C Bx- eine Folge und {x,, : m € N} c X eine dichte Teilmenge. Fir alle
m € N gilt |[{x}, xm)x| < ||xm|lx, daher sind die Folgen {(x}, xu)x}nen C K beschrankt
und enthalten wegen der Vollstandigkeit von K jeweils eine konvergente Teilfolge, deren
Grenzwert wir mit (x*, x,,)x bezeichnen (dies impliziert noch nicht die Existenz eines
Grenzwertes x* € X*!) Genau wie im Beweis von Satz 2.12 konstruiert man daraus eine
Diagonalfolge {z}; }nen € {x] }nen C Bx mit (2, xm)x — (X", xp)x fiir alle m € N. Wir
suchen nun den schwach-* Grenzwert x* € X* dieser Diagonalfolge.

Dafiir betrachten wir zuerst den Unterraum Z = span {x,, : m € N} und definieren ein
lineares Funktional

" Z > K, (z",2)x == lim(z,,z)x furallez € Z.
n—oo

Dieses Funktional ist wohldefiniert, da alle z € Z Linearkombinationen der x,,, sind und wir
daher den rechten Grenzwert durch die entsprechende Linearkombination der (x*, x,,)x
ausdriicken konnen. Auflerdem ist [(z}, z)x| < ||z||x und daher auch [(z*, z)x| < ||z||x fiir
alle z € Z, also ist z* stetig mit ||z*|| z+ < 1. Dieses Funktional setzen wir nun mit Hilfe des
Fortsetzungssatzes 8.2 von Hahn-Banach zu einem Funktional x* € By~ fort.

Bleibt zu zeigen, dass z; —* x™ gilt. Seien dafiir x € X und ¢ > 0 beliebig. Da Z dicht in
X liegt, finden wir ein z € Z mit ||z — x||x < e. Aus der Konvergenz (z;,z)x — (z*,z)x
erhalten wir weiterhin ein N € N mit |[(z}, — z*, z)x| < ¢ fiir alle n > N. Daraus folgt nun

(X", 20x = (2 0)x] < Kx™ =z, x = 2)x | + x™ = 7, 2)x

< (Ilx"] |x = zllx + [{z" = z},, 2)x]|
< 2e+¢€=3¢

x- + 1zpllx+)

fiir n > N. Also gilt (z;,, x)x — (x*, x)x fiir alle x € X und damit z;, —=* x*. O

3Diese Namensgebung ist streng genommen nicht korrekt: Das von Alaoglu bewiesene Resultat garantiert
die Uberdeckungskompaktheit der Einheitskugel in der schwach-+ Topologie, und sein Beweis verwen-
det daher auch schwereres Gerit. Die hier zitierte Aussage hat dagegen schon Banach bewiesen. Fiir
metrische Rdume ist die schwach-* Topologie auf der Einheitskugel aber ebenfalls metrisierbar, so dass
beide Aussagen dquivalent sind. In der Literatur wird daher auch dieser Spezialfall zumeist unter dem
allgemeineren Namen zitiert.
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11 SCHWACHE KONVERGENZ

Die Separabilitat von X ist dabei unverzichtbar: Betrachte zum Beispiel die Funktionale
e, € ()" mit (e;, x)p~ = x,. Dann gilt ||e;||(,~)- = 1, aber da Folgen in ¢* () nicht
konvergieren miissen, enthélt {e; },cn keine schwach-* konvergente Teilfolge.

Durch Skalierung erhilt man aus Satz 11.6, dass jede abgeschlossene Kugel in X* schwach-x
folgenkompakt ist. Insbesondere gilt der ,schwach-* Satz von Bolzano-Weierstraf3“.

Folgerung 11.7. Ist X ein separabler normierter Raum, so hat jede beschrinkte Folge in X*
eine schwach-+ konvergente Teilfolge.

Da ein reflexiver Raum isomorph zum Dualraum seines Dualraums ist, erhalten wir daraus
auch die schwache Folgenkompaktheit der entsprechenden Einheitskugel.

Satz 11.8 (Eberlein-Smulian®). Sei X ein normierter Raum. Ist X reflexiv, so ist die Einheitskugel
Bx schwach folgenkompakt.

Beweis. Wir fithren die Aussage zuriick auf Satz 11.6 von Banach-Alaoglu, brauchen dafiir
aber die Separabilitat, weshalb wir nicht direkt fir X™ = X argumentieren konnen. Sei
{xn}nen C Bx und betrachte U := cl (span {x, : n € N}). Dann ist U als abgeschlossener
Unterraum von X nach Satz 10.5 ebenfalls reflexiv und nach Definition separabel. Also ist
U** = U separabel (denn { Jyx, }nen ist dicht in U™ = Jy(U)) und damit nach Folgerung 8.7
auch U*. Die Folge { Jux,}nen € U™ ist nun beschrankt in U™ (denn Jy ist eine Isometrie)
und hat daher nach Folgerung 11.7 eine schwach-* konvergente Teilfolge { Jyxp, } ken mit
Juxp, =" u™ € U™. Da U reflexiv ist, existiert ein x := ]511,1** € U c X. Dann gilt fiir alle
x* € X* wegen x, € U

(", X )x = (X7 |us X0 )u = JuXng, x"|v)us

— (U, x|y = (o, x)u = (x5, x)x

und damit x,, — x. O
Damit erhalten wir auch einen ,,schwachen Satz von Bolzano-Weierstraf}“.

Folgerung 11.9. Ist X ein reflexiver normierter Raum, so hat jede beschrinkte Folge in X eine
schwach konvergente Teilfolge.

4Auch diese Zuordnung ist eigentlich inkorrekt: Der Satz von Eberlein-Smulian besagt, dass in einem
Banachraum die schwache Folgenkompaktheit und die Uberdeckungskompaktheit in der schwachen
Topologie dquivalent sind. (Da die schwache Topologie im Gegensatz zur schwach-* Topologie nicht
metrisierbar ist, ist das eine nichttriviale Aussage.) Zusammen mit einem Satz von Goldstine, dass die
Reflexivitit von X dquivalent zur schwachen Uberdeckungskompaktheit von By ist (siehe z. B. [Werner
2018, Satz VIIL.3.18]), folgt daraus der hier bewiesene Spezialfall (der — fiir separable Riume — ebenfalls
bereits von Banach bewiesen wurde). Auch dieser wird trotzdem 6fter unter dem angegebenen Namen
angewendet.
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11 SCHWACHE KONVERGENZ

Wir haben nun alles zur Hand, um den Satz von Weierstraf (Folgerung 2.10) auf unendlich-
dimensionale Raume zu iibertragen.

Satz 11.10. Sei X ein reflexiver normierter Raum, U C X nichtleer, beschrinkt, konvex und
abgeschlossen, und f : X — R schwach unterhalbstetig. Dann existiert ein x € U mit

f(x) =min f(x).

Beweis. Da die Menge {f(x) : x € U} C R nichtleer ist, existiert M := inf,cy f(x) <
oo (wobei der Fall M = —oo, d.h. f ist nicht nach unten beschrankt, hier noch nicht
ausgeschlossen ist). Aus den Eigenschaften des Infimums folgt dann, dass eine Folge
{¥ntnen € f(U) C R existiert mit y, — M, d. h. es existiert eine Folge {x,},en C U mit

f) =y > M= )icrellf]f(X).

Eine solche Folge wird Minimalfolge genannt. Beachten Sie, dass wir aus der Konvergenz
von {f(x,) }nen noch nicht auf die Konvergenz von {x,},en schliefen konnen!

Aus der Beschréanktheit von U folgt insbesondere, dass die Minimalfolge beschrankt ist und
daher nach Folgerung 11.9 eine schwach konvergente Teilfolge {xp, }xen mit Grenzwert
X € X besitzt. Da U konvex und abgeschlossen ist, folgt nach Satz 11.5 aus {xy, }xen € U
auch x € U. Dieser Grenzwert ist Kandidat fiir einen Minimierer.

Aus der Definition der Minimalfolge folgt nun, dass auch fiir die Teilfolge f(x,, ) — M gilt.
Mit der schwachen Unterhalbstetigkeit von f und der Definition des Infimums erhalten
wir daher

irelLf]f(x) < f(x) < liininff(xnk) =M= iggf(x).

Das Infimum wird also in ¥ angenommen, d. h. —oco < f(x) = min,ey f(x). O

Analog konnen wir fir X* mit Hilfe der schwach-*-Konvergenz argumentieren, wenn X se-
parabel ist. Diese (und &hnliche) Resultate sind fundamental fiir die Variationsrechnung.
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12 SKALARPRODUKTE UND ORTHOGONALITAT

Besonders weitreichende Aussagen iiber lineare Operatoren sind in Hilbertraumen moglich,
in denen zu der algebraischen und topologischen Struktur von normierten Vektorraumen
eine weitere geometrische Struktur hinzukommt: das Skalarprodukt. Wie wir im nachsten
Kapitel sehen werden, erlaubt dies eine Charakterisierung, die komplett ohne Dualrau-
me auskommt, und damit das Ubertragen der Strukturtheorie der linearen Algebra vom
euklidischen Vektorraum auf unendlichdimensionale (Hilbert-)Raume.

SKALARPRODUKTE

Die grundlegende Definition ist nicht anders als in der linearen Algebra.

Definition 12.1. Sei X ein Vektorraum tber K. Ein Skalarprodukt auf X ist eine Abbildung
(+,-)x : X X X — K mit den folgenden Eigenschaften:
(1) (Axy+x2, ¥)x = A (%1, ¥)x + (x2, %) fur alle x;, x5, y € X und 1 € K;
(i) (x,¥)x = W fir alle x, y € K;
(iii) (x,x)yx > 0 fur alle x € X mit (x, x)y = 0 genau dann, wenn x = 0 € X.
In diesem Fall heif3t das Paar (X, (-, -)y) Prd-Hilbertraum. Ist das Skalarprodukt aus dem

Kontext offensichtlich, bezeichnen wir den Pria-Hilbertraum auch kurz mit X.

Aus (i) und (ii) folgt sofort
Ay +y2)x = A(x, Mx +(x,y2) firallex, y;, 2 € Xund A € K.

Das Skalarprodukt ist damit sesquilinear (,anderthalbfach linear®); beachte, dass dies in
der Literatur nicht einheitlich (d. h; manchmal als linear im zweiten Argument) definiert
wird. Insbesondere gilt wegen A + A = 2Re A die binomische Formel

(12.1) (x+y.x+y)y =0 ,x)x+2Re(x,¥)xy + (y,y)x furallex,y e X.
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12 SKALARPRODUKTE UND ORTHOGONALITAT

Aus (ii) folgt auch (x,x)y € R fiir alle x € X sogar im Fall K = C, so dass Eigenschaft
(iii) sinnvoll ist. Trotz der formalen Ahnlichkeit sollte man das (sesquilineare, symmetri-
sche) Skalarprodukt in X nicht mit der (bilinearen, nicht symmetrischen) dualen Paarung
zwischen X und X* verwechseln.

Eine fundamentale Eigenschaft des Skalarprodukts ist die Cauchy—-Schwarz-Ungleichung.

Satz 12.2. Sei (X, (-,-)x) ein Prd-Hilbertraum. Dann gilt

| (Vx| S NVE)N (3.9 firallex,y € X.

Beweis. Fiir alle x, y € X und 4 € K folgt aus den Eigenschaften des Skalarprodukts und
M= eR

0< (x+Ay,x+AY)x = (x,x)x +2Re A (x, ¥)x + 112 (3, ¥)x -

Sei nun y # 0 (sonst ist die Aussage trivialerweise erfiillt). Dann folgt speziell fiir A =
_yx
(yy)x

| GoY)x P 1GapIxl® _ (x)x | (x, »)x I*
(v ¥)x (¥ ¥)x (v ¥)x
und damit die Behauptung. ]

0< (x,x)x—2

Daraus folgt ein wesentliches Resultat: Die neue Struktur ist vertriglich mit den bereits ein-
gefithrten Strukturen, genauso wie die Norm vertréglich ist mit der (durch sie induzierten)
metrischen Struktur.

Satz 12.3. Sei (X, (-, -)x) ein Prd-Hilbertraum. Dann wird durch

llxllx = (% x)x

eine Norm auf X induziert. Ist (X, || - ||x) vollstdndig, so heif$t X Hilbertraum.

Beweis. Die Normeigenschaften folgen direkt aus denen des Skalarprodukts: Aus ||x||x = 0
folgt (x,x)xy = 0 und damit x = 0. Fir A € K und x € X gilt

12115 = (Ax, Ax)x = A4 (%, x)xc = [APIIx ]Ik

und damit die positive Homogenitit. Fiir die Dreiecksungleichung verwenden wir die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung: Fiir alle x, y € X gilt nach Definition der Norm und wegen
Re A < A

Ix + yll% = llxll% +2Re (x, y)x + Iyl%
< [IxlI% + 2llxllxlyllx + 1yl = (lcllx + yllx)*. o
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12 SKALARPRODUKTE UND ORTHOGONALITAT

Zu jedem Pra-Hilbertraum gehort also stets ein kanonischer normierter Vektorraum, zwi-
schen denen wir in Folge nicht unterscheiden; wenn wir also von Normen, Umgebungen
oder konvergenten Folgen in Hilbertrdumen reden, sind stets die zur induzierten Norm ge-
hoérenden gemeint.' Insbesondere folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung in Satz 12.2
sofort, dass das Skalarprodukt in jeder Komponente stetig ist (beztiglich der induzierten
Norm).

Umgekehrt ldsst sich das Skalarprodukt durch die induzierte Norm ausdriicken: Fiir K = R
gilt

1
(12.2) (x, ¥)x = n (Ix + ylI% = llx = ylI%) .
fir K =C,
1 ) ) ) )
(12.3) (x, ¥)x = 2 (IIx + ylI% = llx = ylI% +illx + iylly = illx = iyll%) .

wie man mit Hilfe der binomischen Formel (12.1) recht einfach nachrechnet; die Gleichung
(12.2) bzw. (12.3) wird als Polarisationsformel bezeichnet. Tatsdchlich funktioniert dies nur
fur die induzierte Norm.

Satz 12.4. Ein normierter Raum (X, || - ||x) ist genau dann ein Prd-Hilbertraum, wenn die
Parallelogramm-Identitat

lxc+ yll% + llx =yl = 2 (Ixll% + lyll%)  firallex,y € X
gilt.
Beweis. Ist X ein Pra-Hilbertraum, so folgt die Parallelogramm-Identitét direkt aus (12.1).
Umgekehrt kann man mit Hilfe der Parallelogramm-Identitat nachrechnen, dass durch

(12.2) bzw. (12.3) ein Skalarprodukt definiert wird; die zum Teil recht aufwendige Rechnung
ist z. B. in [Werner 2018, Satz V.1.7] zu finden. O

Mit Hilfe der Parallelogramm-Identitat kann man nun recht einfach Beispiele finden.

Beispiel 12.5. Hilbertraume sind zum Beispiel
(i) K" mit dem Skalarprodukt (x, y)yn = Z}_, XnVn,
(i) €*(K) mit dem Skalarprodukt (x, y),2 := 352, X, Vn,
(iii) L?(Q) mit dem Skalarprodukt (x, y);2 := /Q x(t)m dt,
jeweils mit der kanonischen Norm. Pra-Hilbertraum, aber nicht vollstandig, ist

(iv) cc(K) C £2(K) mit dem Skalarprodukt aus (ii);

'Es gibt aber durchaus Situationen, in denen es sinnvoll ist, nicht die induzierte Norm zu verwenden.
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keine Pra-Hilbertraume sind
(v) €(K) und LP(Q) fur p # 2,
(vi) C(K) fir einen kompakten metrischen Raum K # {0}.

So, wie die Norm den geometrischen Begriff der ,Lange” verallgemeinert, ist das Skalarpro-
dukt eine Verallgemeinerung des ,Winkels“ — von besonderer Bedeutung ist auch hier der
rechte Winkel. Wir sagen, x, y € X sind orthogonal, falls (x, y), = 0 gilt. In diesem Fall
gilt der Satz von Pythagoras

llx + ylI% = x5 + k-
Weiter heifit fiir eine beliebige Menge A C X
At = {xEX: (x,y)X:OfiiralleyEA}

das orthogonale Komplement von A in X. Auch hier sollte man trotz der formalen Ahnlich-
keit nicht das orthogonale Komplement (als Teilmenge von X) mit dem Annihilator (als
Teilmenge von X*) verwechseln. Mit den selben Argumenten wie fiir letzteren zeigt man
jedoch, dass A* stets abgeschlossen ist und cl A € (A*)* gilt.

PROJEKTIONEN

Wir kommen nun zu einem zentralen Satz der Hilbertraumtheorie, der eine eindeutige
Projektion auf konvexe Mengen garantiert. Dabei ist sowohl die Vollstandigkeit als auch
die Parallelogramm-Identitit wesentlich. (Vergleiche auch Satz 11.10.)

Satz 12.6 (Projektionssatz). Sei X ein Hilbertraum und sei C C X nichtleer, konvex und
abgeschlossen. Dann existiert fiir jedes x € X ein eindeutiges z € C mit

llz = x[lx = inf ||y — x]|x.
yeC

Beweis. Wir zeigen zuerst die Existenz mit Hilfe der Vollstandigkeit von X. Setze dafiir
d :=infcc ||y — x||x filr gegebenes x € X; dieses Infimum existiert, da C nichtleer und die
Norm nicht-negativ ist. Aus den Eigenschaften des Infimums folgt dann die Existenz einer
Folge {yn}nen € C mit ||y, — x||x — d. Wir zeigen nun, dass {y, },en eine Cauchy-Folge
ist. Aus der Parallelogramm-Identitét folgt fiir alle n,m € N

2 (HYn - x||§< + | ym — x”?() = | (¥n+ Ym) — Zx”?( +|lyn - Ym”?(

und damit
YntYm
— 4”T

(12.4) 1y = ymllx = 2 (Ilyn = x[I% + lym = x[I%) - xll%-
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Da C konvex ist, ist mit y,, y,, € C auch %yn + %ym € C, und daher folgt nach Definition
von d

0 < 1y = ymll% < 2 (I1yn = xII% + lym — x/1%) — 4d?.

Nach Definition der Folge {y,}nen geht nun die rechte Seite gegen Null fir n,m — oo.
Damit ist { y, }nen eine Cauchy-Folge, die wegen der Vollstandigkeit von X gegen ein z € X
konvergiert. Da C abgeschlossen ist, gilt sogar z € C. Aus der Stetigkeit der Norm folgt
dann

Iz = xllx = lim ||y, = x[lx = d = inf ||y — x]|x.
n—oo yeC

Fir die Eindeutigkeit seien z,z € C mit ||z — x|[x = d = ||z — x||x. Dann ist wegen der
Konvexitit von C auch %z + %2 € C, und daraus folgt wie in (12.4)

5112 2 5 2 7 2 2 7 2
Iz =2l = 2 (llz = xlIx + 112 = xlI%) — 41157 - xlly = 4d° - 4[15* - x[lx <0,

dhz=2z m|

Durch die Zuordnung x +— z wird also eine Abbildung Pc : X — C definiert, die man
als (metrische) Projektion auf C bezeichnet. Diese lasst sich mit Hilfe des Skalarprodukts
charakterisieren.

Lemma 12.7. Sei X ein Hilbertraum und sei C C X nichtleer, konvex und abgeschlossen. Dann
sind fiir x € X und z € C dquivalent:

(i) z = Pc(x);
(ii)) Re (z —x,y —2)x > 0 fiiralley € C.

Beweis. (ii) = (i): Aus der binomischen Formel und (ii) folgt fiir alle y € C

ly =xl% =z =x) + (y =2} = e = xl} +2Re (z —x, y = 2)x + ly - 2ll%

> ||z - xll%
d.h. z = Pc(x) nach dem Projektionssatz 12.6.

(i) = (ii): Sei z = Pc(x) € C und y € C beliebig. Da C konvex ist, ist fiir alle ¢t € (0,1) auch
ye = (1—-t)z+ty € C. Also gilt nach dem Projektionssatz 12.6

Iz = xll% < llye = xllx = 1z = x) +t(y = 2) I,

2 2 2
= |lz—xllx +2tRe (z —x,y —2)x + t°||ly — 2|l

woraus durch Subtraktion von ||z — x| i und Division durch 2t > 0 folgt
¢ 2
0<Re(z-xy—-2)x+ 5||y—z||X.

Grenziibergang t — 0 ergibt nun (ii). m]
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Von besonderer Bedeutung ist dabei der Fall, dass C ein abgeschlossener Unterraum ist.

Folgerung 12.8. Sei X ein Hilbertraum und sei U C X ein abgeschlossener Unterraum. Dann
sind fiirx € X und z € U dquivalent:

(") z = Py(x);
(ii’)) (z—x,u)x =0 firalleu € U.
Beweis. Da jeder Unterraum konvex ist, konnen wir Lemma 12.7 anwenden und miissen

nur noch zeigen, dass im Spezialfall eines Unterraums die Bedingung (ii) 4quivalent zu (ii’)
ist.

(ii’) = (ii): Sei y € U beliebig. Dann ist wegen z € U auch u := y — z € U, so dass mit (ii’)
insbesondere (ii) gilt.

(ii) = (ii’): Sei u € U beliebig. Dann ist auch y := u + z € U, womit aus (ii) folgt
Re(z—x,u)y =Re(z—x,y—-2)x >0 furalleu € U.

Durch Einsetzen von —u € U sieht man, dass sogar Re (z — x,u)y = 0 furalleu € U
gelten muss. Analog folgt durch Einsetzen von —iu € U wegen der Sesquilinearitét des
Skalarprodukts und Re(—ix) = Im(x) auch Im (z — x, u)y = 0 und damit (ii’). O

In diesem Fall hat die Projektion zusatzliche niitzliche Eigenschaften; man spricht dann
auch von einer orthogonalen Projektion.

Satz 12.9. Sei X ein Hilbertraum und sei U C X ein abgeschlossener Unterraum. Dann gelten:
(i) Py € L(X,X);
(i) [Pullexx) =1 fallsU # {0};
(iii) ker Py = U*;
(iv) Pyr =1d—Py.
Beweis. Die Aussagen folgen alle aus der Tatsache, dass nach Folgerung 12.8 genau dann
z =Py(x)ist, wennz € U und z — x € U+ gilt.
Zu (i): Da U* ein Unterraum ist, folgt fiir alle A;,A; € K, x;,x; € X und z; = Py(x)),

zo = Py(x) dass gilt

(Mz1 + Aaza) — (Mg + Aaxz) = Mi(z1 — x1) + Aa(z2 — x2) € U™,
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12 SKALARPRODUKTE UND ORTHOGONALITAT

d.h. 1Py (x1) + A2Py (x2) = Py(Aix; + A2x2) und damit die Linearitit. Aus Py(x) — x € U+
fir alle x € X folgt nun fir z := Py(x)

2 2 2 2 2
(12.5) Ixllx = llx =z +zllx = llx - zllx + 2Re (x — z. 2)x + llzllx = |zl

d.h. ||Py(x)|lx = llz]lx < ||x||x und damit die Stetigkeit von Py .

Zu (ii): Wegen (12.5) gilt zunichst ||Py|[r(xx) < 1. Firx € U \ {0} istnun z := x € U und
z—x =0 € U*, woraus Py(x) = x und damit ||Py/||.(x x) = 1 folgt.

Zu (iii): Es gilt Py(x) = 0 € U genau dann, wenn 0 — x = —x € U~ ist. Da U ein Unterraum
ist, ist letzteres dquivalent zu x € U+.

Zu (iv): Wir miissen zeigen, dass fiir x € X beliebig und w := x — Py(x) gilt w € U+ und
w —x € (U%)*. Ersteres folgt aus der Eigenschaft Py(x) — x € U* der Projektion auf U,

letzteres aus
w-x=(x-Py(x))—x=-Py(x) e U c (U™ O

Aus Satz 12.9 (iv) zusammen mit U N U+ = {0} erhalten wir insbesondere die folgende
orthogonale Zerlegung:

Folgerung 12.10. Sei X ein Hilbertraum undU C X ein nichtleerer abgeschlossener Unterraum.
Dann gilt fiir allex € X

X=u+u, fur u="Py(x) €U, wu, =Pyi(x)eU,

und fiir x # 0 ist diese Zerlegung eindeutig.

Damit konnen wir — ganz ohne Hahn-Banach - eine zu Folgerung 8.8 analoge Aussage
zeigen.

Folgerung 12.11. Sei X ein Hilbertraum und seiU C X ein Unterraum. Dann gilt (U+)* = clU.

Beweis. Wortlich wie im Beweis von Folgerung 8.8 zeigt man zunéchst clU c (U*+)*.
Sei nun x € (U+)*. Wir betrachten nun den abgeschlossenen Unterraum V := clU und
koénnen daher nach Folgerung 12.10 schreiben x = v + v~ mitv € V und 0o+ € V*. Aus
U C clU und der Definition des orthogonalen Komplements folgt sofort V+ c U+ und
damit o+ € U*.” Andererseits ist auch o* = x — v € (U+)* wegenov € V C (U*)* wie
bereits gezeigt und x € (U+)* nach Annahme, und daraus folgt

o2 = (0%, 0%) = (x - 0.0%), = 0.

Also ist vt = 0und daherx =v € V = ¢l U. O

*Ein Grenzwertargument analog zu dem im Beweis von Folgerung 8.8 zeigt, dass sogar V+ = U+ gilt.
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12 SKALARPRODUKTE UND ORTHOGONALITAT

Daraus erhalten wir ein Kriterium fiir die Invertierbarkeit von Operatoren auf Hilbertrau-
men, welches (in einer etwas komplizierteren Form) den ersten Grundstein der modernen
Theorie der partiellen Differentialgleichungen bildet.

Satz 12.12 (Lax-Milgram). Sei X ein Hilbertraum und sei T € L(X, X). Existiert einy > 0 mit
(12.6) | (Tx,x)x | > y||x||§( fur alle x € X,

so ist T invertierbar mit ||T || pxx) < v\

Beweis. Aus (12.6) folgt zusammen mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
(12.7) ITx||x > yllxllx fiir alle x € X,

und damit nach Folgerung 9.8 mit C = y~! sowohl die Injektivitidt von T als auch die
Abgeschlossenheit von ran T. Sei nun x € (ranT)*. Dann ist (Tx, x)y = 0, und aus (12.6)
folgt x = 0, d.h. (ranT)* = {0}. Nach Folgerung 12.11 gilt dann

ranT = ((ranT)*)* = {0}* = X,

und damit ist T surjektiv und daher invertierbar. Fiir beliebige y € X konnen wir daher
x := T"'y in (12.7) einsetzen und erhalten

_ 1o 1
IT  yllx < )—/llTT Ylix = ;Ilyllx- O

ORTHONORMALBASEN

In endlichdimensionalen Vektorraumen lasst sich die orthogonale Projektion auf einen
Unterraum explizit mit Hilfe der Basisvektoren berechnen. Wir iibertragen dies nun auf
Hilbertraume. Eine Teilmenge S C X eines Pra-Hilbertraums nennen wir dafiir Orthonor-
malsystem, wenn fiir alle u,0 € S gilt

(,0) 0 fallsu # o,
U,0)y =
X 1 fallsu =vo.

(Ist nur die erste Bedingung erfillt, d. h. gilt ||u||x # 1 fir ein u € S, so spricht man von
einem Orthogonalsystem.) Die Frage nach der Existenz von Orthonormalsystemen lassen
wir zunichst offen und untersuchen erst einmal ihre Eigenschaften. Als erstes betrachten
wir die Projektion auf einen endlichdimensionalen Unterraum.

Lemma 12.13. Sei X ein Prd-Hilbertraum, S C X ein Orthonormalsystem, unde, ..., e, € S.
Dann gilt fiir U = span{ey, ..., e}

n

Pyx = Z (x, ex) x ek fiir allex € X.
k=1
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12 SKALARPRODUKTE UND ORTHOGONALITAT

Beweis. Zu x € X betrachten wir z := Z:l (x, ex) x ex- Nach Konstruktion ist dann z € U,
und aus der Orthogonalitét der e; folgt firalle1 < j <n

(x—z,ej)X (x, eJ Z(x €r)x ek,e]) (x,ej)x—(x,ej)X:O.
Also ist auch (x — z,u)y = 0 fir alle u € U und damit z = Pyx nach Folgerung 12.8. O
Folgerung 12.14. Sei X ein Prd-Hilbertraum und {ey, . .., e,} C X ein endliches Orthonormal-

system. Dann gilt die Besselsche Ungleichung
n
Z | (x, ex)x |° < |1x|I5 fur allex € X.
k=1

Beweis. Betrachte U = span{e, ..., e,}. Dann gilt fiir alle x € X

n n

(12.8) 1Puxlly = [ D] (e xew > (x.€5) €
k=1 =1 ¥
= Z Z (x, ek)X X, e] ek’ e] Z | (x, ex) x |2
k=1 j=1
Die Besselsche Ungleichung folgt nun aus ||Pyx||x < ||x||x, siehe Satz 12.9 (ii). |

Die Frage ist nun, wann das auch fiir (abzahlbar) unendlichdimensionale Unterrdume funk-
tioniert, d. h. wir in den obigen Summen den Grenziibergang n — oo machen kénnen.

Satz 12.15. Sei X ein Hilbertraum und S = {e, : n € N} ein Orthonormalsystem. Dann sind
dquivalent:

(i) spans ist dicht in X;
(ii) fir alle x € X gilt
= > (x, e x ek
k=1

(iii) fiir alle x € X gilt die Parseval-Identitat

[o¢]
Ixll% = D5 1 (x e)x I
k=1

Ist eine dieser Eigenschaften erfiillt, so nennen wir S eine Orthonormalbasis.
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12 SKALARPRODUKTE UND ORTHOGONALITAT

Beweis. (i) = (ii): Sei Uy, := span{ey, ..., ey} und Py, := Py . Sei weiterhin x € X beliebig
und {x, }nen C span S mit x, — x. Da Linearkombinationen nach Definition stets endlich
sind, finden wir fiir jedes x,, € span S ein m, € N mit x,, € Uy, , wobei wir ohne Beschran-
kung der Allgemeinheit annehmen diirfen, dass {m,},en monoton wachsend ist. Dann
folgt nach Definition der Projektion

0 < ||x — P, x|lx = ir[}f lx —ullx < |lx —xpllx > 0 fiirn — oo.
ue

mn

Da die U, geschachtelt sind, ist weiterhin {||x — P,x||x } men monoton fallend; also muss
die gesamte Folge gegen Null konvergieren. Aus Lemma 12.13 folgt dann

0 < [lx = 2L, (v e)x exllx = llx = Pnx|lx = 0 fiirm — co.

(it) = (iii): Sei x € X beliebig. Fiir die Partialsummen s, := 27 _ (x, ex)x ek gilt nach (12.8)

n
lsnllk = (smsn)x = 201 (x ey I
k=1

Nach (ii) konvergiert nun s, — x und damit ||s,||x — ||x||x, sodass durch Grenziibergang
n — oo auf beiden Seiten (iii) folgt.

(iii) = (ii): Analog rechnet man nach, dass fiir alle x € X und die Partialsummen s, gilt
n
(5 sm)x = D1 (% e)x |2 = llsall-
k=1

Daraus folgt
I = sall% = lIxlI% = 2Re (x,s0)x + lIsall = x5 = llsallx — 0
und damit (ii).

(ii) = (i): Ist span S nicht dicht in X, so existiert ein x € X und ¢ > 0 mit |[x — x,|[x > ¢
fiir alle Folgen {xy, }n,en C span S. Dann gilt dies insbesondere fiir die Partialsummenfolge
{sn}nen, und damit kann (ii) nicht gelten. O

Beachten Sie, dass (i) bereits impliziert, dass X separabel ist.
Zum Beispiel bildet in £?(IK) die Folge der Einheitsvektoren {e, },en eine Orthonormalbasis.

Etwas komplizierter nachzuweisen ist, dass in L?((—, rr)) fiir K = C die Funktionen

1.
e(t) = —e*, kez

Var

eine Orthonormalbasis bilden. Damit lisst sich jede Funktion f € L?((—x, 7)) schreiben
als

f@) = Z crer(t), ce = (f.ex)2 = \/% '[:f(t)e_ikt dt.

keZ
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Diese Reihe wird Fourier-Reihe genannt. (Analog nennt man die Reihe in Satz 12.15 (ii)
manchmal auch (verallgemeinerte) Fourier-Reihe sowie (x, ex)x (verallgemeinerten) Fourier-
Koeffizient.)

Allgemeiner haben wir das folgende Resultat.

Satz 12.16. Sei X ein unendlichdimensionaler Hilbertraum. Dann sind dquivalent:
(i) X ist separabel;

(ii) X besitzt eine abzdhlbare Orthonormalbasis.

Beweis. (i) = (ii): Sei {x, : n € N} dicht in X. Wir definieren nun rekursiv

n—1
€n = Xp — Z (xn, €x) x €ks
k=1
€n ~
o - ITalx falls e, # 0,
"

0 falls e, = 0.

Dann ist ||e,||x = 1 fur alle n € N sowie (e,, ex)x =0 furallek <n e N, d. h. {e, : n € N}
ist ein Orthonormalsystem. Weiter ist span {e, : n € N} = span {x,, : n € N} dicht in X
und damit {e, : n € N} sogar eine Orthonormalbasis.

(ii) = (i):Ist {e, : n € N} eine abzahlbare Orthonormalbasis, so ist die Menge aller endlichen,
rationalen Linearkombinationen abzahlbar sowie dicht in span{e, : n € N} und damit
auch in X. O

Die Konstruktion im ersten Schritt entspricht natiirlich genau der Gram—Schmidt-Ortho-
normalisierung aus der linearen Algebra.3

Aus Satz 12.16 erhalten wir das folgende erstaunliche Resultat.

Folgerung 12.17 (Satz von Fischer—Riesz). Jeder unendlichdimensionale separable [K-Hilbert-
raum ist isometrisch isomorph zu £*(IK).

3Ist X nicht separabel, kann man die Existenz einer (dann tiberabzahlbaren) Orthonormalbasis stattdessen
mit Hilfe des Zornschen Lemmas zeigen. Dabei muss man verwenden, dass eine Orthonormalbasis ein
maximales Orthonormalsystem ist, d. h. in keinem groéfleren Orthonormalsystem enthalten ist; siehe
[Kaballo 2018, Satz 6.6, 6.8]. Auch Satz 12.15 kann man auf diese Situation tbertragen, da auch fiir
ein iiberabziahlbares Orthonormalsystem hochstens abziahlbar viele Skalarprodukte (x, e)y von Null
verschieden sind; siehe [Werner 2018, Lemma V.4.5].
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12 SKALARPRODUKTE UND ORTHOGONALITAT

Beweis. Sei X ein unendlichdimensionaler separabler Hilbertraum und {e, : n € N} eine
Orthonormalbasis. Wir konstruieren nun einen isometrischen Isomorphismus T : X —
t%(K), indem wir jedem x € X eine Folge Tx := {yx}ren durch yi := (x, ex)x zuordnen.
Aus der Parseval-Identitit folgt dann Tx = y € () sowie ||Tx||;z = ||x||x, also ist T
insbesondere stetig. Weiterhin ist T linear und injektiv. Fiir die Surjektivitit sei y € £2(IK)
gegeben. Da y quadratsummierbar ist, muss {27 _ | Vk|?}nen eine Cauchy-Folge (in R) sein.
Damit ist auch {X}_, ykex}nen eine Cauchy-Folge (in X), denn fiir alle m < n € N gilt

n n n
”ZZ:mHYkek”?( = ( Z Vk€k> Z yjej) = Z |yk|2.
X

k=m+1 Jj=m+l k=m+1

Da X vollstindig ist, konvergiert also die Reihe 37 yrex = x € X. Aus der Stetigkeit des
Skalarprodukts folgt schlief3lich

[Tx]k = (x,ex)x = lim (Z yjejs ek) = Yk fir alle k e N

und damit Tx = y. O

Alle unendlichdimensionalen separablen Hilbertraume sind also isometrisch isomorph!
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Wir betrachten nun, wie sich die in Teil IIT beschriebene Dualititstheorie in Hilbertriumen
verhilt. Jeder Hilbertraum X wird ja durch die induzierte Norm zu einem normierten Raum,
dem ein Dualraum X zugeordnet ist. Formal dhnelt die duale Paarung (., -)x zwischen X
und X* dem Skalarprodukt (-, )y auf X (vergleiche etwa Annihilator und orthogonales
Komplement). Tatsachlich besteht zwischen beiden eine enge Beziehung.

Satz 13.1 (Darstellungssatz von Fréchet—Riesz). Sei X ein Hilbertraum. Dann existiert zu
jedem x* € X* genau ein Riesz-Reprasentant x € X mit

(x*,2)x = (z,x)x furallez € X.

Weiterhin gilt ||x||x = ||x™||x=-
Beweis. Zuerst stellen wir fest, dass fiir festes x € X die Abbildung T, : z — (z,x)y ein
stetiges lineares Funktional auf X ist. Wir zeigen nun, dass die Abbildung

Rx : X — X7, x = T,

bijektiv und isometrisch ist, d. h. dass wir jedes x* € X* in der Form T fiir genau ein x € X
darstellen konnen. Direkt aus der Definition folgt zunachst

[(Rx (%), 2)x| = [ (z 0)x | < llzllxllx[lx  firallez e X,

mit Gleichheit fiir z = x. Division durch ||z||x und Supremum tiber alle z € X \ {0} ergibt
||Rx (x)|lx+ = ||x||x fur alle x € X. Also ist Rx isometrisch und damit injektiv.

Fiir die Surjektivitit sei x* € X* beliebig. Fir x* = 0 wahlen wir x = 0. Istx™ # 0, so ist ker x™
wegen Satz 8.3 ein echter, abgeschlossener Unterraum von X. Damit ist das orthogonale
Komplement (ker x*)* # {0} (denn sonst wiirden wir mit Hilfe von Folgerung 12.11 erhalten,
dass ker x* = X ist). Also existiert ein x € (ker x*)* \ {0}. Insbesondere gilt (x*, x)x # 0,
denn sonst wire x € (ker x*)* N ker x* und damit nach Satz 12.9 (iv)

X = Prerx(x) = x = P(kerx*)L(x) =x—-x=0,
im Widerspruch zu x # 0. Sei nun z € X beliebig. Dann gilt fir alle A € K

(x*,z — Ax)x = (x", z2)x — A{x", x)x.

92



13 DER SATZ VON RIESZ

Setzen wir A, := é;:;i); , so ist daher z — A,x € kerx*. Wegen x € (ker x*)* folgt daraus

(z — A;x, x)x = 0. Zusammen erhalten wir

(x*, 2)x _ (z,x)x
<X*a X>X ‘ (x’ x)X ‘

Auflésen ergibt dann

(x*,z)x - (Z, <x ,x2>X x) ,
"

d.h. x* =Ry (<x*’x>x x). Damit ist das gesuchte Urbild gefunden. m

llxll%

Die Abbildung Ry : X — X" nennt man Riesz-Isomorphismus, obwohl sie nur im Fall
K = R linear und damit wirklich ein isometrischer Isomorphismus ist. Im Fall K = C ist
sie zumindest konjugiert linear: Direkt aus der Sesquilinearitdt des Skalarprodukts folgt fiir
alle x, y € X und a € K und fiir beliebiges z € X
(Rx(ax +y),z)x = (z,ax + y)x = a (2, X)x + (2, y)x
= (aRx(x) + Rx(¥), z)x.

Mit Hilfe des Riesz-Isomorphismus kann man nun Eigenschaften zwischen einem Hilbert-
raum und seinem Dualraum tibertragen.
Folgerung 13.2. Sei X ein Hilbertraum. Dann gelten:

(i) X* ist ein Hilbertraum;

(ii) X ist reflexiv.
Beweis. Fiir (i) vergewissert man sich leicht, dass wegen der konjugierten Linearitat und
der Bijektivitat von Ry auf X* durch

(x*, y )y = (R;(ly*,R;x*)X fir alle x*, y* € X*

ein Skalarprodukt definiert wird. Also ist X* ein Pra-Hilbertraum. Aus der Isometrie von
Rx folgt auch

[l
d. h. die Operatornorm wird durch dieses Skalarprodukt induziert. Da Dualraume beziiglich
dieser Norm vollstdndig sind, ist X* ein Hilbertraum.

f(* = ||R)_<1x*||§( = (R;(lx*,R)_(lx*)X = (x",x )y,

Fiir (ii) miissen wir nachweisen, dass die kanonische Einbettung Jx : X — X** surjektiv ist.
Dafiir zeigen wir, dass Jx = Rx+ o Rx gilt. Seien dazu x € X und x* € X* beliebig. Dann gilt
nach Definition der Riesz-Isomorphismen, des Skalarprodukts in X* und der kanonischen
Einbettung

(Rx+Rxx, x")x» = (x*, Rxx)x+ = (3, Ry'x") = (x", x)x = (Jxx, x")x-.

Also ist Jx als Komposition zweier bijektiver Abbildungen bijektiv und damit surjektiv. O
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Der Riesz-Isomorphismus erlaubt es auch, die schwache Konvergenz mit Hilfe des Skalar-
produkts auszudriicken. Aus der Bijektivitdt von Ry folgt sofort, dass gilt

X, — X genau dann, wenn (xn,2)x = (x,2)x furallez € X.

Da wir bei der Definition der schwachen Konvergenz also ohne Dualraum auskommen, ist
der Unterschied zur starken Konvergenz nicht mehr so grof3.

Folgerung 13.3. Sei X ein Hilbertraum und {x, }nen C X. Dann sind dquivalent:
(l) Xp — X5
(ii) x, — x und ||x,||x — ||x]|x.
Beweis. Wir wissen bereits, dass in normierten Raumen jede stark konvergente Folge auch

schwach konvergiert und dass die Norm stetig ist. Umgekehrt folgt im Hilbertraum aus
der schwachen Konvergenz und der Konvergenz der Norm sofort

120 = xlI% = Ixnll% = 2Re (xn, %)x + x5 — IIx1% = 2 (x,0)x + [Ix]% = 0. o

Der Konvergenzbegriff in (ii) kann auch in Banachraumen als unabhéngiger Begriff niitzlich
sein und wird dann als strikte Konvergenz bezeichnet.

Ebenso kénnen wir iiber den Riesz-Isomorphismus den adjungierten Operator ,zuriick nach
X ziehen®: Sind X und Y Hilbertraume, so definieren wir fiir T € L(X,Y) den Hilbertraum-
adjungierten Operator

T*:Y — X, T*y = Ry'T*Ryy,

wobei T* : Y* — X* der iibliche (Banachraum-)adjungierte Operator ist. (Gefahr der
Verwechslung wird in Folge kaum bestehen.) Dann folgt aus der Definition von Riesz-
Isomorphismus und adjungiertem Operator

(13.1) (Tx, ¥)y = (Ryy, Tx)y = (T*Ryy, x)x = (x, R{'T*Ry)
= (x, T*y)X firallex e X,y €Y.

Unmittelbar aus der Definition erhalten wir auch die folgenden Rechenregeln.

Lemma 13.4. Seien X, Y, Z Hilbertraume und S,T € L(X,Y), R € L(Y, Z). Dann gelten:
(i) (S+T)* =S*"+T%;
(i) (AT)* = AT* fiir alle ) € K;
(iii) (Ro T)* = T* o R*,
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Wortlich wie im Banachraum-Fall zeigt man auch zu Satz 9.6 analoge Aussagen fiir die
orthogonalen Komplemente von Kern und Bild (unter Verwendung von Folgerung 12.11
anstelle von Folgerung 8.8). Die folgenden Eigenschaften sind oft niitzlich, wobei wir hier
und in Folge kurz T*T := T* o T schreiben.
Lemma 13.5. Seien X, Y Hilbertrdume und T € L(X,Y). Dann gilt:
(i) T** =T;
(i) IT*lLevx) = T lLxy)s
(i) 1T Tllzocn) = ITIZ o .

Beweis. Zu (i): Aus (13.1) folgt sofort

(y’ T**X)Y = (T*y,x)X =T y)x = (Tx, y)y = (. Tx)y

fiir alle x € X und y € Y. Insbesondere gilt daher fir y = T**x — Tx
||T**x — Tx||§/ = (y, T**X—Tx) =0
Y

und damit T**x = Tx fur alle x € X wie behauptet.

Zu (ii): Zunachst gilt fir alle y € Y

IT*yllx = IR¢ T*Ry yllx = IT*Ry yllx* < IT*NlLcv-xo IRy Ylly = I Tllceen 1y llys

da sowohl der Riesz-Isomorphismus als auch (nach Lemma 9.1) die Abbildung T +— T*
isometrisch ist. Supremum iber alle y € By ergibt [|T*||l (v x) < ITllL(x,y)- Aus (i) folgt
dann auch | TlLxy) = IT**lecxy) < IT*||z(v.x) und damit (ii).

Zu (iii): Aus Folgerung 4.6 und (ii) folgt
IT*TllLxx) < 1T Lo IT ey = ||T||i(x’y)-
Die umgekehrte Ungleichung erhalten wir aus
ITxlly = (Tx, Tx)y = (x, T*Tx)c < IT*T oo lIxllk

und Supremum iber alle x € By. O

Der Riesz-Isomorphismus erlaubt also, die komplette Dualitdtstheorie alleine auf Elemen-
ten in X aufzubauen. Man unterscheidet daher oft nicht zwischen Elementen x* € X*
und ihren Reprasentanten R;(lx* € X, d.h. man behandelt Ry wie die Identitit — man
sagt, X* wird mit X identifiziert. Insbesondere wird nicht zwischen Banachraum- und
Hilbertraum-Adjungierten unterschieden. Dies ist aber nicht in jedem Fall sinnvoll! Ei-
ne haufig auftauchende Situation ist, wenn man es mit zwei Hilbertrdumen X und Y zu
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tun hat, wobei X stetig und dicht in Y eingebettet ist, aber beide mit unterschiedlichen
Skalarprodukten versehen sind. In diesem Fall ist Y* stetig in X* eingebettet; identifiziert
man Y* mit Y (d. h. betrachtet man Ry als Identitit), so erhalt man das Gelfand-Tripel
X — Y =2 Y* — X*. Wiirde man nun auch X* mit X identifizieren, verloren die Einbettun-
gen jede Aussagekraft; man muss sich also entscheiden. (Natiirlich hat man trotzdem den
Riesz-Isomorphismus Ry, man kann ihn nur nicht wie die Identitit behandeln.) Besonders
relevant ist diese Situation in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen (wo R}'
oft genau dem Losen einer Differentialgleichung entspricht).
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