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UBERBLICK

Funktionalanalysis ist die
Fortfiihrung der linearen Algebra
mit anderen Mitteln.

Die Funktionalanalysis wurde Anfang des 20. Jahrhunderts entwickelt, um allgemeine Aussa-
gen iiber die Losung von Differentialgleichungen treffen zu konnen. Statt konkrete Differen-
zialgleichungen wie f” + f = g fiir gegebenes g hindisch zu l6sen, war man an der Frage
interessiert, welche Eigenschaften die Differenzialgleichung bzw. die rechte Seite g haben
muss, damit eine Losung existiert. Der wesentliche Schritt war dabei, Funktionen als Punkte
in einem Vektorraum aufzufassen, auf dem die Abbildung D : f +— f” + f einen linearen Dif-
ferenzialoperator definiert. Zum Vergleich: Ein dhnlicher Ubergang von konkreten linearen
Gleichungssystemen zu der abstrakten linearen Gleichung Ax = b fiir eine Matrix A und
einen Vektor b bildet den Grundstein der linearen Algebra. Man war nun auf der Suche nach
Eigenschaften von D, die analog zur Injektivitit und Surjektivitdt von A oder der Tatsache,
dass 0 kein Eigenwert von A ist, die Losbarkeit von Df = g garantieren. Die wesentliche
Schwierigkeit dabei ist, dass viele Kernaussagen der linearen Algebra darauf beruhen, dass
die betrachteten Vektorraume endlichdimensional sind (etwa indem der Dimensionssatz
verwendet wird). Dies ist aber fiir Rdume von Funktionen in der Regel nicht mehr der Fall,
und es wird notwendig, zusammen mit den algebraischen Begriffen auch topologische Be-
griffe wie Grenzwerte und Kompaktheit zu beriicksichtigen. Ein Leitfaden dieser Vorlesung
ist es herauszuarbeiten, welche algebraischen, metrischen, topologischen und geometrischen
Eigenschaften als Ersatz fiir die fehlende Endlichdimensionalitit dienen kénnen und wie
diese in die einzelnen Resultate eingehen. Dass diese Kombination zu dusserst reichhaltigen
Strukturen fiithrt, macht den Reiz der Funktionalanalysis aus und fiithrte dazu, dass sie eine
wesentliche Grundlage der modernen angewandten Mathematik bildet, von der Theorie und
Numerik von Differentialgleichungen tiber Optimierung und Wahrscheinlichkeitstheorie bis
zu medizinischer Bildgebung und mathematischer Bildverarbeitung.
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Teil I

TOPOLOGISCHE GRUNDLAGEN



METRISCHE RAUME

Wir fassen zunichst die grundlegenden topologischen Strukturen zusammen, die in der
Funktionalanalysis wichtig sind. Die Kernbegrifte sollten aus der Analysis bekannt sein; eine
ausfiihrlichere Darstellung sowie Beweise findet man in den Standard-Lehrbiichern wie
[Forster 2013, Kapitel 1.1] oder [Rudin 2005, Kapitel 2.1].

Definition 1.1. Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung d : X x X — R, die
tir alle x, y, z € X die Eigenschaften

(i) d(x,y) = 0 genau dann, wenn x =y (Nichtdegeneriertheit),
(ii) d(x,y) = d(y,x) (Symmetrie),
(iii) d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) (Dreiecksungleichung),

erfiillt. In diesem Fall heif3t das Paar (X, d) metrischer Raum. Ist aus dem Kontext offensichtlich,
welche Metrik verwendet wird, bezeichnen wir den metrischen Raum auch kurz mit X.

Eine Metrik ist die mathematische Formalisierung des intuitiven Begriffs des Abstands.
Beachte, dass wir noch keine algebraische Struktur gefordert haben! Aus den Eigenschaften
folgt direkt, dass eine Metrik stets nicht-negativ ist: Fiir alle x,y € X gilt

Zd(x,y) = d(x,y) + d(X)y) = d(x,y) + d(y,x) > d(X,X) =0.

Beispiel 1.2. Kanonische Beispiele fiir metrische Rdume sind

(i) die euklidische Metrik: X = R™ oder X = C™ und

n 3
d(X>1J) = (Z |Xi - Ui|2> )
i=1

(ii) die Relativmetrik: ist (X, d) ein metrischer Raum und A C X, dann ist auch (A, d|axa)
ein metrischer Raum, wobei d|a x o die Einschrankung von d auf A x A bezeichnet,
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(iii) die Produktmetrik: sind (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume, dann ist auch (X x
Y, dxxy) ein metrischer Raum fir

dxxv((x1,Y1)y (x2,Y2)) = dx(x1,%x2) + dy(y1,Y2),

und ebenso fur

dxsxv((x1,Y1), (x2,Y2)) == max{dx(x1,x2), dv(y1,Y2)},

(iv) die diskrete Metrik: X ist eine beliebige Menge und

dlxy) = 0 fallsx =vy,
A 1 fallsx #vy.

Im folgenden sei (X, d) stets ein metrischer Raum. Wir definieren nun firx € Xundr > 0
(i) die abgeschlossene Kugel B.(x):={y e X:d(x,y) <1},
(ii) die offene Kugel U, (x):={y € X:d(x,y) <1}

um x mit Radius r. Mit ihrer Hilfe definieren wir nun die folgenden topologischen Grundbe-
griffe.

Definition 1.3. Eine Menge U C X heifdt

(i) offen, falls fiir alle x € U ein ¢ > 0 mit U, (x) C U existiert;

(ii) Umgebung von x € U, falls eine offene Menge O mit x € O C U existiert;
(iii) Umgebung von A C U, falls U Umgebung aller x € A ist.
Eine Menge C C X heif3t abgeschlossen, falls das Komplement X \ C offen ist.

Aus der Definition folgt, dass offene und abgeschlossene Kugeln tatsdchlich offen respektive
abgeschlossen sind. Weiterhin sind der Schnitt endlich vieler offener Mengen sowie die
Vereinigung beliebiger (auch unendlich vieler) Mengen offen. Wir nennen zwei metrische
Raume (X, dy) und (X, d,) dquivalent, wenn sie die selben offenen Mengen besitzen (etwa
die beiden Definitionen in Beispiel 1.2 (iii)). Die Menge aller offenen Teilmengen bezeichnet
man als Topologie auf X.

Offensichtlich sind sowohl X als auch die leere Menge () sowohl offen als auch abgeschlossen;
andere Mengen kénnen weder offen noch abgeschlossen sein. In diesem Fall konnen wir aus
ihr offene und abgeschlossene Mengen erzeugen.

Definition 1.4. Fir A C X definieren wir

(1) das Innere intA = U{UCA:L[ offen} U
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(ii) den Abschluss clA =) (COAC abgeschlossen} C.

Man verwendet auch oft die Bezeichnungen A° := int A und A := cl A.

Gilt cl A = X, so heifSt A dicht in X. Ist A abzéhlbar und dicht in X, so heif3t X separabel.

Aus der Definition folgt, dass das Innere von A stets offen und der Abschluss von A stets ab-
geschlossen ist. Insbesondere ist A offen genau dann, wenn A = int A gilt, und abgeschlossen
genau dann, wenn A = cl A gilt.

Schliesslich nennen wir eine Menge A C X beschrdinkt, falls fiir den Durchmesser

diam(A) := sup d(x,y) < o
X,2YEA

gilt.

Eine Metrik erlaubt es, Konvergenz von Folgen zu definieren.

Definition 1.5. Eine Folge {x,,}nen C X konvergiert in X gegen den Grenzwert x € X, falls
eine der folgenden dquivalenten Eigenschaften gilt:

(i) Furalle ¢ > 0 existiert ein N € N mit d(x,,,x) < ¢ firallen > N;
(ii) Fiir jede Umgebung U von x existiert ein N € N mit x,, € U fiir allen > N.

In diesem Fall schreiben wir x,, —(x,q) X bzw. kurz x,, — x, falls offensichtlich ist, welcher
metrische Raum gemeint ist.

Die Aquivalenz folgt dabei direkt aus der Definition von Umgebungen. Aus der Definition
folgt auch die Eindeutigkeit des Grenzwertes. Weiterhin gilt fir A C X, dass

(1.1) cl A ={x € X: es existiert {x,, }neny mit x,, — x}

ist. Insbesondere ist A abgeschlossen genau dann, wenn der Grenzwert jeder konvergenten
Folge {xnJnen C X in A liegt. Weiterhin sind zwei metrische Rdume (X, d;) und (X, d,)
aquivalent genau dann, wenn sie die selben konvergenten Folgen (mit iibereinstimmendem
Grenzwert) besitzen.

Definition 1.6. Sei {x,}nen C X eine Folge.

(i) Ist{ny}xen C N eine streng monoton wachsende Folge, dann ist {x,,, }xen eine Folge,
genannt Teilfolge von {xy Inen.

(ii) Hat {x, Jnen eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert x € X, so heif$t x Haufungspunkt
von {xn}neN .

(iii) Existiertfiirallee > Oein N € Nmit d(x ., x,) < ¢ furallem,n > N, so heif$t{x,, }nen
Cauchyfolge.
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Genau wie fiir reelle Folgen zeigt man, dass jede Cauchy-Folge maximal einen Haufungspunkt
besitzt. Jede konvergente Folge ist also eine Cauchy-Folge; die Umkehrung gilt im Allgemei-
nen nicht. Metrische Rdume, in denen jede Cauchy-Folge konvergiert, heiflen vollstindig; wie
wir in Teil I sehen werden, ist dies eine fundamentale Eigenschaft mit weitreichenden Fol-
gen. Beispielsweise sind R™ oder C™ sowohl versehen mit der euklidischen als auch mit den
Produktmetriken aus Beispiel 1.2 (iii) vollstdndig. Ausserdem bilden abgeschlossene Mengen
in vollstindigen metrischen Rdumen (versehen mit der Relativmetrik) wieder vollstindige
metrische Rdume. Beachte, dass dquivalente metrische Rdume zwar die selben konvergen-
ten Folgen, nicht aber die selben Cauchy-Folgen besitzen miissen - Aquivalenz erhilt also
nicht die Vollstandigkeit! (Vollstandigkeit ist deshalb eine metrische und keine topologische
Eigenschaft.)

Analog zur Konvergenz von Folgen ldsst sich auch die Stetigkeit von Abbildungen auf metri-
sche Rdume iibertragen.

Definition 1.7. Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y heif3t
stetig in x € X, falls eine der folgenden dquivalenten Eigenschaften gilt:

(i) Fir alle ¢ > 0 existiert ein & > 0 mit f(Bs(x)) C B.(f(x)) (dquivalent: f(Us(x)) C
U, (f(x))).

(ii) Fiir jede Umgebung V von f(x) existiert eine Umgebung U von x mit f(U) C V.
(iii) Fiir jede Folge {xn}neny C X mit x, — x in X gilt f(x,) — f(x) in Y.
Wir nennen f stetig auf X, wenn f stetig in x fiir alle x € X ist, und beschrinkt, wenn

sup, yex dv(f(x), fly)) < oo ist.

Diese Definition formalisiert die intuitive Vorstellung, dass eine stetige Funktion f Punkte
in der Nihe von x auf Punkte in der Nihe von f(x) abbildet. Die Aquivalenz folgt dabei
wieder aus den Definitionen von Umgebung und Konvergenz in metrischen Rdumen. Eine
alternative Charakterisierung, die spater niitzlich sein wird, ist die folgende.

Satz 1.8. Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume. Eine Abbildung f : X — Y ist stetig
genau dann, wenn fiir alle offenen Mengen V C Y die Urbilder

(V) ={xeX:f(x) eV}

offen sind.

Die Bilder offener Mengen miissen dagegen nicht offen sein! Durch Komplementbildung
erhdlt man daraus

Folgerung 1.9. f: X — Y ist stetig genau dann, wenn fiir alle abgeschlossenen Mengen V C Y
die Urbilder £~ (V) abgeschlossen sind.
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Ist X ein metrischer Raum, so ist der Raum aller stetigen, beschrankten, reellwertigen (oder
komplexwertigen) Funktionen

Cp(X) :={f : X = R : f stetig und beschrinkt}

zusammen mit

(1.2) d(f, g) == sup [f(x) — g(x)|

xeX

ein vollstandiger metrischer Raum. Definition 1.7 entspricht dann genau der gleichmafligen
Konvergenz von Funktionenfolgen.

Metrische Rdume stellen nicht den allgemeinsten Rahmen fiir die oben eingefiihrten Begriffe
dar. Anstatt offene Mengen mit Hilfe offener Kugeln (d. h. iiber Metriken) zu definieren, kann
man diese direkt axiomatisch einfithren: Man definiert die Topologie T auf X als ein System
von Teilmengen von X, das X und () enthélt und abgeschlossen beziiglich Vereinigung und
endlichen Schnitten ist; das Paar (X, T) heif$t dann topologischer Raum. In topologischen
Raumen definiert man Konvergenz von Folgen und Stetigkeit direkt tiber die Eigenschaft (ii) in
Definition 1.5 beziehungsweise 1.7; allerdings sind dann 1.7 (ii) und (iii) nicht mehr unbedingt
aquivalent (man bezeichnet Letztere dann als Folgenstetigkeit); Details findet man z. B. in
[Werner 2009, Kapitel 1] oder [Conway 2014]. Topologische Raume tauchen zum Beispiel
auf, wenn man die punktweise (nicht gleichmiaflige) Konvergenz von Funktionenfolgen
untersuchen mochte, welche im Allgemeinen nicht durch eine Metrik ausgedriickt werden
kann.



KOMPAKTE MENGEN

Eine fundamentale metrische Eigenschaft ist die Kompaktheit; salopp gesprochen werden wir
sehen, dass stetige Funktionen auf kompakten Mengen dhnlich gute Eigenschaften besitzen
wie Funktionen auf endlichen Mengen.

Sei im folgenden wieder (X, d) ein metrischer Raum. Wir definieren zunédchst mehrere
verwandte Kompaktheitsbegriffe.

Definition 2.1. Eine Menge K C X heift

(i) kompakt, falls jede offene Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung besitzt,
d. h. falls fiir jede Familie {U; };c; von Mengen mit U; C X offen und K C (J;; U; eine
endliche Teilmenge ] C I existiert mit K C [J;¢; Ujs

(ii) folgenkompakt, falls jede Folge {x, Jnen C K eine konvergente Teilfolge {xn, }ken mit
Grenzwert x € K besitzt;

(iii) prikompakt (oder totalbeschrinkt), falls fiir alle € > 0 eine endliche Uberdeckung mit
offenen Kugeln mit Radius ¢ existiert, d.h. N € N und x4, ...,xn € K existieren, so
dass K ¢ UN_, U, (x;) gilt.

Definition (i) ist technisch, deutet aber bereits an, weshalb Kompaktheit ein guter Ersatz fiir
Endlichkeit ist: es geniigt, eine Eigenschaft durch Betrachtung endlich vieler offener Umgebun-
gen zu verifizieren. Definition (ii) ist die in der Praxis niitzlichste Eigenschaft, da sie erlaubt,
aus jeder Folge einen Haufungspunkt zu extrahieren.' Beachte, dass Definition (iii) impliziert,
dass Teilmengen prakompakter Mengen wieder prakompakt sind (was fiir kompakte Mengen
nach (i) nicht gilt)! Ausserdem ist eine prakompakte Menge stetst beschrankt.

In metrischen Rdumen sind alle drei Eigenschaften dquivalent. (Dies ist nicht mehr unbedingt
der Fall in topologischen Raumen; siehe zum Beispiel [Werner 2009, Seite 29].)

Satz 2.2. Fiir K C X sind dquivalent:

'Eine schone Darstellung der historischen Entwicklung des Kompaktheitsbegriffs findet sich in [Raman-
Sundstrom 2014].
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(i) K ist kompakt,
(ii) K ist folgenkompakt,
(iii) K ist vollstandig (beziiglich der Relativmetrik) und prikompakt.

Beweis. (i) = (ii): Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es existiert eine
Folge {xn}nen C K ohne Haufungspunkt. Fiir alle x € K existiert also ein r, > 0, so dass
U, (x) nur endlich viele Folgenglieder x,, enthilt (sonst kénnten wir eine Teilfolge bilden, die
nach Definition 1.5 (ii) konvergiert, im Widerspruch zur Annahme). Die Familie {U,_(x)}xex
bildet aber eine offene Uberdeckung von K, und aus der Kompaktheit von K folgt die Existenz
einer endlichen Teiliiberdeckung {Urii (Xi)}i=1,...,~ von K. Dajede dieser Mengen nur endlich
viele Folgenglieder enthilt, gilt das auch fiir ihre (endliche) Vereinigung. Also kann K selber
nur endlich viele Folgenglieder enthalten, im Widerspruch zu {x,, }nen C K.

(ii) = (iii): Da jede Cauchyfolge mit Haufungspunkt konvergiert und nach Annahme jede
Folge einen Haufungspunkt besitzt, ist (K, d) nach Definition vollstindig. Angenommen, K
ist nicht prakompakt. Dann existiert ein ¢ > 0, so dass K nicht mit endlich vielen ¢-Kugeln
tiberdeckt werden kann. Wir kénnen also rekursiv eine Folge konstruieren, in dem wir x; € K
beliebig und

Xn+1 GK\ Uus(xi)) TIGN,

i=1

auswdhlen. (Diese Konstruktion ist moglich, da die Menge auf der rechten Seite nach An-
nahme nie leer wird.) Aber {x,, }»,en hat keinen Haufungspunkt, denn jede ¢-Kugel enthalt
hochstens ein Folgeglied, im Widerspruch zur Folgenkompaktheit.

(iii) = (i): Dies ist die schwierigste Richtung. Wir fithren wieder einen Widerspruchsbeweis.
Es sei {U;}ic1 eine offene Uberdeckung von K. Wir definieren nun das Mengensystem B aller
Mengen, die nur mit unendlich vielen U; tiberdeckt werden kénnen, und zeigen, dass die
Annahme K € B zu einem Widerspruch fiihrt. Dafiir konstruieren wir per Induktion offene
Kugeln B,, := Uy (xy,) mit B, N B,,_1 # @ und B,, € B. Fir n = 1 verwenden wir die
Prakompaktheit von K, um endlich viele offene Kugeln mit Radius ¢ = § zu wéhlen, deren
Vereinigung K tiberdeckt. Nach Annahme muss es darunter mindestens eine Kugel in B
geben (denn sonst wire K ¢ B); wir bezeichnen diese mit B; = U% (x1).SeinunB,_; € B
entsprechend gewidhlt. Dann existieren wiederum endlich viele offene Kugeln mit Radius
27", deren Vereinigung K tiberdecken und mit B,,_; nichtleeren Durchschnitt haben. Wegen
B._1 € Bistnun mindestens eine dieser Kugeln in B, die wir mit B,, = U, (x,,) bezeichnen.
Dadurch wird eine Cauchy-Folge {x,, Jnen C K definiert, denn fiir alle n € N gilt

d(xn)xn+1) <2 _|_27(T1+1) < 27n+1
und damit

d(Xn, Xm) < 27 ™ fiir alle n, m mit m > n.

10
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Da (K, d) vollstindig ist, konvergiert x,, — x € K. Aus der Uberdeckungseigenschaft folgt,
dass x € U; fiir ein j € List. Da U; offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit x € U,(x) C Uy; firn
grof genug gilt dann

Bn - uZ—" (Xn) C UE(X) C ui>

im Widerspruch zu B,, € B. ]

Die Richtung (iii)=(i) zeigt insbesondere, dass jede prakompakte Menge eine Cauchy-Folge
enthilt.

Eigenschaft (iii) kann man als starkere Version der Abgeschlossenheit und Beschranktheit
interpretieren. Tatsachlich folgen beide Eigenschaften aus der Kompaktheit.

Folgerung 2.3. Ist K C X kompakt, dann ist K beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis. Die Menge K ist nach Satz 2.2 (iii) prakompakt und damit beschrankt (denn diam(K) <
Ne). Nach Satz 2.2 (ii) hat weiterhin jede Folge einen Haufungspunkt in K; also liegt jeder
Grenzwert einer konvergenten Folge (der ja der einzige Haufungspunkt ist) in K, und damit
ist K abgeschlossen. O

Fir X = R™ gilt auch die Umkehrung. Wir verwenden dafiir das folgende Lemma.

Lemma 2.4. Ist K C X kompakt und C C K abgeschlossen, dann ist auch C kompakt.

Beweis. Sei{U;}ic eine offene Uberdeckung von C. Da C abgeschlossen ist, ist X \ C offen,
und damit ist {U;}ic; U (X \ C) eine offene Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, existiert
eine endliche Teiliiberdeckung {U,}n—1,... .~ U (X\ C) von K und damit auch von C C K.
Wegen C N (X \ C) = 0 tiberdeckt X \ C sicher nicht C, also ist insbesondere {U }n—1,... N
eine endliche Teiliitberdeckung von C. Damit ist C kompakt. ]

Um das gewiinschte Resultat zu zeigen, miissen wir R™ mit einer Standardmetrik, etwa
Beispiel 1.2 (i), versehen.

Satz 2.5 (Heine-Borel). Eine Teilmenge von R™ ist beziiglich der euklidischen Metrik kompakt
genau dann, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist.

Beweis. Wegen Folgerung 2.3 ist nur zu zeigen, dass beschrankte und abgeschlossene Teilmen-
gen des R™ kompakt sind. Sei daher C C R™ beschriankt und abgeschlossen. Wir verwenden,
dass eine Menge beziiglich der euklidischen Metrik genau dann beschrinkt ist, wenn ihre
Elemente komponentenweise beschrankt sind. Es existiert also ein M > 0, so dass

Cc ﬁ[—M,M] =K

i=1

11
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gilt. Aus der Analysis ist bekannt, dass das abgeschlossene Intervall [-M, M] kompakt ist.
Wir zeigen nun, dass daraus die (Folgen-)Kompaktheit des n-dimensionalen Quaders K folgt,
indem wir ein Diagonalfolgenargument anwenden. Dies erfordert eine spezielle Notation.
Sei {x)}xen C K eine Folge, wobei wir fiir x,, € R™ schreiben x, = (x},...,x). Dann
gilt {x] }xen C [—M, M, es existiert also eine konvergente Teilfolge, die wir mit {x] }xen,
tiir eine unendliche Teilmenge Ny C N bezeichnen, deren Grenzwert x' € [-M, M] liegt.
Wir betrachten nun die Folge {xZ}xcn, C [—M, M], die wiederum eine Teilfolge {xZ }xen,
fiir N, C N; mit Grenzwert x? € [—M, M] besitzt. Schlussendlich erhalten wir daraus ein
N, C --- € Ny C N so dass {x]} }xen, konvergiert gegen x™ € [—M, M]. Da jede Teilfolge
einer konvergenten Folge gegen den selben Grenzwert konvergiert, folgt daraus insbesondere
die Existenz einer Teilfolge {xy }xen, mit Grenzwert x := (x',...,x") € []i_;[-M,M],
zunichst beziiglich der komponentenweisen Konvergenz. Da Folgen im R™ beziiglich der
euklidischen Metrik genau dann konvergieren, wenn sie komponentenweise konvergieren,
folgt damit die Kompaktheit von K. Die Kompaktheit von C folgt nun mit Lemma 2.4. [

Der Satz von Heine-Borel beruht also wesentlich auf der Aquivalenz von metrischer und
komponentenweiser Konvergenz (bzw. Beschrianktheit), und ist daher in unendlichdimen-
sionalen metrischen Rdumen im Allgemeinen falsch (wir werden spéter ein Gegenbeispiel
sehen). Darin dussert sich eine der wesentlichen Komplikationen in der Funktionalanalysis
gegeniiber der linearen Algebra.?

Oft wird Satz 2.5 direkt fiir Folgenkompaktheit formuliert.

Folgerung 2.6 (Satz von Bolzano-Weierstraf3). Jede beschrinkte Folge in R™ besitzt eine
konvergente Teilfolge.

Man kann auf die totale Beschranktheit zwar im Allgemeinen nicht verzichten; ist der metri-
sche Raum X selber vollstindig, reicht aber die Abgeschlossenheit aus.

Satz 2.7. Sei (X, d) vollstindig und A C X. Dann sind dquivalent:

(i) A ist prakompakt;

(ii) A ist relativkompakt, d. h. cl A ist kompakt;
(iii) jede Folge in A hat eine konvergente Teilfolge (deren Grenzwert nicht in A liegen muss).
Beweis. (iii)=>(ii): Sei{xnnen eine Folge in cl A. Nach (1.1) existiert fiir jedes x,, eine Folge
{xn ken C A mit X — xp fiir k — oo, d. h. fiir alle ¢ > 0 existiert ein N, € N und

Xn i= Xn,N mit d(xn,Xn) < €/2. Betrachte nun die Folge {X, }nen C A, die nach Annahme
eine konvergente Teilfolge {%n, Jxen C A mit Grenzwert x € cl A besitzt (da der Grenzwert

*>Auch im R™ lassen sich Metriken konstruieren, fiir die eine dieser Aquivalenzen und damit auch die Aussage
nicht gilt.

12



2 KOMPAKTE MENGEN

jeder konvergenten Folge in A stets in cl A liegt). Fiir ¢ > 0 existiert dann ein N € N mit
d(x,Xn,) < e/2 fiir alle k > N, woraus folgt

d(x,Xn, ) < d(x,Xn, ) + d(Kn,Xn, ) < € furallek > N,

d. h. die Teilfolge {xn, }xen konvergiert gegen x € cl A und damit ist cl A kompakt.

(ii)=(i): Ist cl A kompakt, so ist cl A insbesondere prakompakt. Damit ist auch die Teilmenge
A C cl A prikompakt.

(i)=(iii): Sei{xnnen C A eine Folge. Ist A prakompakt, so auch die Teilmenge aller Folgen-
glieder. Aus dem Beweis von Satz 2.2 folgt nun, dass {x,, }nen als pradkompakte Menge eine
Cauchy-Teilfolge enthalt. Da X vollstindig ist, muss diese konvergieren. O]

Wir betrachten nun stetige Funktionen auf kompakten Mengen.

Satz 2.8. Seien X,Y metrische Rdume und f : X — Y stetig. Ist K C X kompakt, so ist auch
f(K) C Y kompakt.

Beweis. Sei {U;}ic1 eine offene Uberdeckung von f(K). Da f stetig ist, sind die Urbilder
{f~T(U;)}ie1 wieder offen und miissen eine Uberdeckung von K bilden. Aus der Kompaktheit
von K folgt nun die Existenz einer endlichen Teiliitberdeckung {f~" (U;)}icy. Also ist {U;}ie;
die gesuchte endliche Teiliiberdeckung von f(K). O

Als Folgerung erhilt man die in der Optimierung niitzliche Tatsache, dass stetige reellwertige
Funktionen auf kompakten Mengen ihr Maximum und Minimum annehmen.

Folgerung 2.9 (Satz von Weierstraf3). Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum und f : X —
R stetig. Dann existieren a,b € X mit f(a) < f(x) < f(b) fiir allex € X.

Beweis. Nach Satz 2.8 ist f(X) C R kompakt und daher beschriankt und abgeschlossen.
Wegen der Beschrinktheit sind « := inf f(X) und f := sup f(X) endlich, und wegen der
Abgeschlossenheit gilt &, 3 € f(X), woraus die Behauptung folgt. ]

Insbesondere sind stetige Funktionen auf kompakten Mengen stets beschrinkt; in kompakten
metrischen Raumen (K, d) gilt daher

Cp(K) = C(K) :={f : K — R : f stetig} .
Bisher ist noch nicht klar, dass iiberhaupt kompakte Teilmengen in unendlichdimensionalen

Réumen existieren. Dies werden wir jetzt fiir C(K) zeigen. Wir benétigen dafiir das folgende
Lemma.

Lemma 2.10. Ein kompakter metrischer Raum ist separabel.

13



2 KOMPAKTE MENGEN

Beweis. Sei (K, d) kompakt. Wir miissen zeigen, dass eine abzdhlbare dichte Teilmenge
existiert. Dafiir verwenden wir, dass K prakompakt ist, fiir alle ¢ > 0 also eine endliche Uber-
deckung mit offenen e-Kugeln existiert. Bezeichne fiir n € N die Menge aller Mittelpunkte
dieser Kugeln fiir ¢ = % mit P,,. Da alle P,, endlich sind, ist P := |J,,cy Pn abzdhlbar. Sei
nun x € K beliebig. Fiir alle ¢ > 0 konnen wir dann n € N wéhlen mit 1 < e. Aus der
Uberdeckungseigenschaft folgt dann die Existenz von x,, € P,, C P mit d(x,x) < &. Nach
Definition gilt dann x,, — x, d.h. x € cI P und damit K = ¢I P. OJ

Wir geben nun eine Charakterisierung der Totalbeschranktheit in C(K) an.

Satz 2.11 (Arzela-Ascoli). Sei (K, d) ein kompakter metrischer Raum und A C C(K). Ist A
(i) punktweise beschrinkt, d. h. fiir alle f € A ist die Menge {f(x) : x € K} C R beschrdinkt,

(ii) gleichgradig stetig, d. h. fiir alle ¢ > 0 existiert ein & > 0 so dass fiir alle f € A und
x,y € Kgilt [f(x) — f(y)l < e falls d(x,y) <&,

so ist A prakompakt.

Beweis. Wir verwenden Satz 2.7 (iii) und konstruieren fiir eine gegebene Folge {f,, }neny C A
eine konvergente Teilfolge {iber ein Diagonalfolgenargument. Nach Lemma 2.10 existiert eine
abzahlbare dichte Teilmenge {x1,x2, ...} =1 X C K. Wir setzen f° := f,, und betrachten die
Folge {f% (x1)}nen C R. Diese ist nach Annahme (i) beschrinkt und hat daher nach dem
Satz von Bolzano-Weierstraf} eine konvergente Teilfolge, die wir mit {f] (x1)}n ey bezeichnen.
So fortfahrend finden wir also fiir jedes j € N eine Teilfolge {f} }nen, so dass {f], (xi )} nen
tiir alle k < j konvergiert. Aus dieser Folge von Teilfolgen bilden wir nun die Diagonalfolge
durch i := fI. Diese ist eine Teilfolge von {f,, },cn und fiir alle n > j auch von {f },,c. Also
konvergiert {f} (x;)nen fir alle j € N, d. h. punktweise auf einer dichten Teilmenge.

Nun verwenden wir die gleichgradige Stetigkeit, um zu zeigen, dass daraus bereits die gleich-
maflige Konvergenz folgt. Da C(K) vollstdndig ist, geniigt es zu zeigen, dass {f% },cy eine
Cauchyfolge ist. Sei dafiir ¢ > 0 beliebig und wihle 6 > 0 nach der Definition der gleichgra-
digen Stetigkeit. Da K prakompakt ist, existiert eine Uberdeckung von K mit endlich vielen
offenen Kugeln Uy, ..., U, mit Radius 3. Da X dicht in K liegt, muss jede dieser Kugeln
mindestens einen Punkt aus X enthalten; um die Notation tibersichtlich zu halten, gehen wir
davon aus, dass x; € U; fiirallei =1,...,p gilt. Aus der Konvergenz der {f (x;)}nen folgt
die Existenz eines N € N mit

It (xi) — i (xi)] < € firallem,n > Nundi=1,...,p.

Sei nun x € K beliebig. Dann existiert ein j € {1,...,p} mitx € U;, d. h. d(x,%;) < d und
aus der gleichgradigen Stetigkeit von {f },en C A folgt

17 (%) — fr(x)| < e fir allen € N.

14



2 KOMPAKTE MENGEN

Zusammen gilt fiir alle myn > N
17 () — Fr ()] < [F () — 1 (35| 4+ [ (%) — Fr (x5 4+ [ (%) — £ (x)] < 3e.

Bilden wir das Supremum {iber alle x € K, folgt daraus d(f%,f} ) < 3e firallen,m > N
d. h. die Teilfolge {f% (xi)}nen ist eine Cauchy-Folge und damit konvergent. O

b

Tatsachlich gilt auch die Umkehrung; siehe z. B. [Kaballo 2011, Satz 2.2].
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Teil 11

LINEARE OPERATOREN IN NORMIERTEN
RAUMEN



NORMIERTE VEKTORRAUME

Wir kombinieren nun die oben betrachteten topologischen Eigenschaften mit der algebrai-
schen Struktur eines Vektorraums. Wie wir in den nachsten Kapiteln sehen werden, hat
insbesondere die Vollstindigkeit weitreichende Folgen.

Zur Erinnerung: Ein Vektorraum X iiber einem Korper K ist eine nichtleere Menge, die abge-
schlossen ist beziiglich der Addition von Elementen aus X (den Vektoren) und Multiplikation
mit Elementen aus K (den Skalaren) sowie Assoziativ- und Distributivgesetze erfiillt. Wir
werden uns hier auf die Fille K = R oder K = C beschréanken.

Definition 3.1. Sei X ein Vektorraum iiber K. Eine Norm auf X ist eine Abbildung || - ||x :
X — Rt := [0, 00), die fiir alle x,y € X und A € K die Eigenschaften

(i) ||x||x = 0 genau dann, wenn x = 0 € X (Nichtdegeneriertheit),
(ii) || Ax||x = IAl||x||x (Homogenitdit),
(iii) [|x +yllx < |Ixllx + |lyllx (Dreiecksungleichung),

erfillt. In diesem Fall heifSt das Paar (X, || - ||x) normierter Vektorraum. Ist die Norm aus
dem Kontext offensichtlich, bezeichnen wir den normierten Vektorraum auch kurz mit X. Ist
umgekehrt der Vektorraum offensichtlich, schreiben wir fiir die Norm kurz || - ||.

Zwei Normen || - ||y und || - ||2 auf X heifSen dquivalent, falls Konstanten c, C > 0 existieren
mit
(3.1) cllx|lh < |Ix]l2 < C|Ix]| fir alle x € X.

Bevor wir Beispiele betrachten, sammeln wir zunichst einige fundamentale Eigenschaften.
Jede Norm auf X induziert vermoge

d(x,y) = |Ix —yll, fiir alle x,y € X

eine Metrik; zu jedem normierten Vektorraum (X, || - ||) gehort also stets ein metrischer
Raum (X, d), zwischen denen wir in Folge nicht unterscheiden werden. Wir kénnen also von
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3 NORMIERTE VEKTORRAUME

offenen Mengen, konvergenten Folgen und stetigen Funktionen in normierten Vektorraumen
sprechen.

Die durch die Norm induzierte Topologie ist besonders gut mit der algebraischen Struktur
des Vektorraums vertréglich. Wir erinnern uns: Zwei Metriken sind genau dann dquivalent,
wenn sie die selben konvergenten Folgen besitzen; ist die Metrik durch eine Norm induziert,
gilt x,, — x genau dann, wenn ||x, —x|| — 0.

Satz 3.2. Seien || - ||; und || - |2 Normen auf dem Vektorraum X und d; bzw. d, die dadurch
induzierten Metriken. Dann sind || - || und || - ||2 dquivalent genau dann, wenn d, und d,
dquivalent sind.

Beweis. Die erste Richtung folgt direkt aus der Definition der Aquivalenz von Normen und
der Konvergenz von Folgen in normierten Vektorrdumen.

Sei nun angenommen, dass || - ||; und || - || nicht dquivalent sind. Mindestens eine der
Ungleichungen in (3.1) kann also nicht gelten; nehmen wir an, es existiert kein C > 0 mit
IIx]|2 < C||x||; fiiralle x € X. Fiir jedes n € N existiert dann ein x,, € X mit ||xn]|2 = n||xn||1-

Setzen wir Y := (n[[xn|[1) " "xn, soist [[yn |l = L — 0, aber fiir allen € N gilt [[yn[/> > 1.
Also konvergiert die Folge {yn Jnen beziiglich d;, aber nicht beziiglich d,, gegen 0, und somit
konnen d; und d, auch nicht dquivalent sein. O

Aquivalente Normen besitzen also die selben konvergenten Folgen. Aus der Definition folgt
aber auch, dass sie die selben Cauchy-Folgen besitzen. Im Gegensatz zu metrischen Riumen
veerbt sich daher die Vollstindigkeit zwischen dquivalenten normierten Vektorraumen. Die
Vollstandigkeit ist also hier eine stirkere Eigenschaft und verdient daher einen eigenen
Namen.

Definition 3.3. Ein vollstindiger normierter Vektorraum heift Banachraum.

Folgerung 3.4. Sind || - || und || - ||2 dquivalente Normen auf X, dann ist (X, || - ||1) ein
Banachraum genau dann, wenn (X, || - ||2) ein Banachraum ist.

Eine weitere Moglichkeit zu zeigen, dass ein normierter Vektorraum vollstindig ist, liefert
das folgende niitzliche Lemma. Zur Erinnerung: Ein Unterraum ist eine Teilmenge, die
abgeschlossen beziiglich der Vektorraumoperationen ist.

Lemma 3.5. Sei (X, || - ||x) ein Banachraum und U C X ein Unterraum. Dann ist (U, || - ||x)
ein Banachraum genau dann, wenn U abgeschlossen ist.

Beweis. Man vergewissert sich zunéchst leicht, dass (U, || - ||x) ein normierter Vektorraum
ist. Sei nun U abgeschlossen und {x,}ney C U eine Cauchy-Folge. Da X vollstindig ist,
konvergiert x,, — x € X, und aus der Abgeschlossenheit von U folgt x € L.

18
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Sei andererseits U vollstandig und {x, Jney C U mit x,, — x € X. Dann ist {x,, }nen insbeson-
dere eine Cauchy-Folge (in X und damit ebenso in U) und besitzt wegen der Vollstandigkeit
von U einen Grenzwert X € L. Da Grenzwerte eindeutig sind, muss x = X € U und gelten.
Also ist U abgeschlossen. [

Weiterhin sind die Vektorraumoperationen sowie die Norm stetig.

Satz 3.6. Sei X ein normierter Vektorraum und {x, nen, {Yntnen C X und A heny € K
konvergente Folgen mit x,, — X, yn — Yy und A, — A. Dann gilt

(i) Xn+Yn 2> X+,
(i) Anxn — AX,

(iii) [xnll = (X[

Beweis. Die Eigenschaften (i) und (ii) erhélt man wie in R™ direkt aus der Dreiecksunglei-
chung. Fiir (iii) verwenden wir die umgekehrte Dreiecksungleichung in der Form

[1Pen I = 1llF= Tl = 4 x[| = [Ix[|l < [[xn = x[| = 0. 0

In normierten Vektorrdumen gilt weiterhin B, (x) = {y € X: ||x —y|| < r} und damit
B.(x) =x+B.(0) ={y e X:y=x+zmitz € B,(0)}
sowie
B.(0) =7B;(0):={y € X:y =rzmitz € B;(0)},

und analog fiir U, (x). Es geniigt also in einem normierten Vektorraum, die Einheitskugel
Bx := B1(0) zu kennen.

Wir betrachten nun die kanonischen Beispiele fiir normierte Vektorrdume.

ENDLICHDIMENSIONALE RAUME Zur Erinnerung: Eine Teilmenge V eines Vektorraums
X heif3t Basis, wenn sich jedes x € X eindeutig als Linearkombinationx =} | .\, «,vmit«, €
K fiir alle v € V (den Koeffizienten) darstellen lasst. Ist V = {v1, ..., v, } endlich, so heifst die
Zahl n die Dimension von X. Existiert keine endliche Basis, so ist X unendlichdimensional.

Aus der Analysis ist bekannt, dass (K, | - |) vollstaindig und damit ein Banachraum ist. Ebenso
ist K™ ein Banachraum, versehen mit einer der Normen

n n 7
Il =) il Ilxll2 = <Z|xi|2> Xl = max i,
i=T1,....,n
i=1 i=1

)
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dies folgt direkt aus der Vollstandigkeit von (K, | - |) und der Endlichkeit der Summen bzw.
Maximumsbildung. In jedem Fall sind Folgen genau dann konvergent, wenn sie komponen-
tenweise konvergieren; die Normen sind also dquivalent. Tatsdchlich gilt dies fiir alle Normen
auf endlichdimensionalen Rdumen.

Satz 3.7. Ist X ein endlichdimensionaler Vektorraum, so sind alle Normen auf X dquivalent.

Beweis. Ist X endlichdimensional, so existiert eine Basis {v1,...,v,}. Wir werden zeigen,
dass jede Norm || - || 4quivalent ist zur euklidischen Norm

1

n 2
X2 = X7 i, = (Z |cxi|2) .

i=1

Eine Folge konvergiert genau dann in (X, || - ||2), wenn die zugehorigen Koeflizientenfolgen
konvergieren. Insbesondere ist (X, || - ||2) vollstindig, da (K™, || - ||2) vollstindig ist.

Setze nun M := max{||vi||,...,||[vall} > 0. Dann folgt aus der Dreiecks- und Cauchy-
Schwarz-Ungleichung

1
2

1
n 2 n 2
ol [lvi| < <Z|“i|z> <Z Hvi!||2> < Mvn|ix|l2
1 i=1

i=1

[x]| = HZ?:] o vi|| <

n

1

und damit die zweite Ungleichung in (3.1) mit C := My/n > 0.

Fiir die erste Ungleichung betrachten wir S := {x € X: ||x||2 = 1}. Offensichtlich ist S beziig-
lich ||-||2 beschrdnkt. Ausserdem ist S abgeschlossen, denn S ist das Urbild der abgeschlossenen
Menge {1} unter der stetigen Funktion || - ||, (siehe Satz 3.6 (iii)). Da wir X durch || - ||, mit der
euklidischen Metrik versehen haben, konnen wir den Satz von Heine-Borel anwenden; also
ist S kompakt. Nach dem Satz von Weierstraf nimmt die beziiglich || - ||, stetige Funktion
|| - || (dies folgt aus der zuerst bewiesenen Ungleichung) auf S ihr Minimum an. Es existiert
also ein X € S mit

c:= x| < |Ix]| fiir alle x € S.

Da || - ||; eine Norm ist und 0 ¢ S gilt, muss z # 0 sein. Sei nun x € X\ {0} beliebig. Dann ist
== € S und damit

lIxIl2
X —1
cL ||l——1| =X X
<] = iz,
woraus die erste Ungleichung folgt. ]

Da Vollstindigkeit beim Ubergang zu équivalenten Normen erhalten bleibt und (X, || - ||2)
vollstandig ist, erhalten wir
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Folgerung 3.8. Alle endlichdimensionalen normierten Vektorrdume sind vollstindig.

Auch beziiglich Kompaktheit nehmen endlichdimensionale Réume eine Sonderstellung ein.
Wir benotigen das folgende Lemma.

Lemma 3.9 (Riesz). Sei U ein abgeschlossener Unterraum des normierten Vektorraums X mit
U # X, und sei 6 € (0,1). Dann existiert ein x5 € X mit ||xs| = 1 und

Ixs —ul| >0 fiir alleu € U.

Beweis. Seix € X\ U beliebig. Da U abgeschlossen ist, gilt d := inf {||[x —u|| : uw € U} > 0,
denn andernfalls gébe es eine Folge {unJneny € Umitu,, — x und x € clU = U. Wegen
d < d/? existiert also nach Definition des Infimums ein us € U mit

d < ||x —us|| < d/s.

Setze x5 1= =2, so dass [|xs || = 1.

Sei nun u € U beliebig. Da U ein Unterraum ist, ist auch us + (||x — us||)u € U, und daraus
folgt durch Einsetzen

s —ull =[x — s |7 [l —ws — (I —us[Dufl > x —usl|~'d > 5. H

Satz 3.10. In einem normierten Raum X ist die Einheitskugel Bx genau dann kompakt, wenn
X endlichdimensional ist.

Beweis. Ist X endlichdimensional, so folgt wie im Beweis von Satz 3.7, dass Bx kompakt ist,
denn samtliche topologischen Eigenschaften wie Abgeschlossenheit, Beschrianktheit und
Kompaktheit bleiben nach Satz 3.2 beim Ubergang zu dquivalenten Normen erhalten.

Sei umgekehrt By kompakt. Dann existieren endlich viele offene Kugeln mit Radius 3 mit
Bx c Ui, U 1 (xi) mit x; € Bx. Wir zeigen nun, dass {x1, ..., X, } eine Basis von X darstellt
und damit X endlichdimensional ist. Angenommen, dies wére nicht der Fall. Dann spannen
X1,...,Xn einen echten abgeschlossenen Unterraum von X auf, und nach dem Rieszschen
Lemma 3.9 existiert ein x; € Bx mit Hx% —xi|| > 1 firallei=1,...,n, im Widerspruch
zur Wahl der x;. O

Abgeschlossene beschrankte Mengen sind in unendlichdimensionalen normierten Rdumen
also nicht kompakt; das Fehlen dieser niitzlichen Eigenschaft hat die Entwicklung eigenstan-
diger funktionalanalytischer Werkzeuge entscheidend gepragt.

21



3 NORMIERTE VEKTORRAUME

FOLGENRAUME Wir betrachten nun die einfachsten Beispiele fiir unendlichdimensionale
normierte Raume. Wir bezeichnen die Menge aller Folgen in K mit

KY := {{xyJxen : Xk € K fiir alle k € N}.
und definieren die folgenden Teilmengen

(°(K) := {x € K" : x = {xi}Jxen ist beschrankt}
¢(K) := {x € K" : x = {xy}xen ist konvergent} ,

co(K) := {x € KN : x = {xx}xen ist Nullfolge}

ce(K) := {x € K" : x = {xi}Jxen ist endliche Folge}

d. h. {xi}xen € ce(K) genau dann, wenn ein N € N existiert mit xc = O fiir alle k > N. Man
vergewissert sich leicht, dass diese Mengen beziiglich der komponentenweisen Addition und
Skalarmultiplikation abgeschlossen sind und Vektorrdume bilden. Wir versehen diese Raume
nun mit der Supremumsnorm

[[x[[0 := sup x| fur x = {xhken-
keN
Satz 3.11. Der Raum ({*(K), || - || ) ist ein Banachraum.

Beweis. Wir vergewissern uns zuerst, dass dadurch tatsichlich ein normierter Raum definiert
ist. Beachte zuerst, dass x € K nach Definition genau dann beschrinkt ist, wenn || x|, endlich
ist. Nichtdegeneriertheit und Homogenitit sind offensichtlich. Seien nun x,y € (*(K) und
n € N beliebig. Dann gilt

X+ Yl < Ixil + Tykl < sup x|+ sup lyil = [[X]|co + [[Yl]oos
keN keN

und Ubergang zum Supremum iiber alle k € N ergibt die Dreiecksungleichung.

Fiir die Vollstandigkeit miissen wir Folgen von Folgen betrachten; wir andern dafiir die Notati-
on und schreiben x = {x(k)}en € K. Sei nun {x,, }nen eine Cauchy-Folge in ({>°(K), || - ||00)-
Dann ist wegen |x,, (k)| < [|Xn]|o fiir alle k € N auch {x,, (k)}nen eine Cauchy-Folge, die
wegen der Vollstindigkeit von R einen Grenzwert x(k) € R besitzt. Dadurch wird eine Folge
x := {x(k)}xen definiert, fiir die wir nun nachweisen miissen, dass einerseits x € {*°(K)
und andererseits ||X,, — X||ooc — 0 gilt. Da {x }nen eine Cauchy-Folge ist, existiert fiir ¢ > 0
beliebig ein N € N mit

X (K) = Xm (k)] < [[Xn — Xm|leo < € firallen,m > N, k € N.
Sei nun k € N beliebig. Wegen x,, (k) — x(k) existiert weiterhin ein M (k) mit

Ixm(k) —x (k)| < e,
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wobei wir ohne Einschrankung M(k) > N annehmen diirfen. Es gilt also fiir allen > N
Ixn (k) = x(K)| < Ixn (k) = Xm0 ()] 4 Ixm e (k) = x(K)| < 2e.
Daraus folgt zum einen
Ix(K) < Ixn (k)] + [x (k) = xn (K)] < flxn oo + 26 < 00
und damit x € £*°(K), zum anderen durch Supremum iiber alle k € N
Xn — X|loo < 2€ firallen > N

und damit x,, — x in der Supremumsnorm. ]

Fiir die anderen Vektorrdaume verwenden wir Lemma 3.5.

Satz 3.12. Versehen mit der Supremumsnorm sind c(K) und co(K), aber nicht c.(K), Ba-
nachrdume.

Beweis. Man sieht leicht, dass alle drei Raume Untervektorraume von {*(KK) und deshalb
zusammen mit der Supremumsnorm normierte Vektorrdume sind. Es bleibt also nur zu
zeigen, dass ¢(K) und ¢, (K), aber nicht c. (K) abgeschlossen sind.

Sei zundchst {x, Jnen C ¢(K) eine in {*(K) konvergente Folge mit Grenzwert x € {*(K).
Wir zeigen, dass x = {x(k)}xen selber Cauchy-Folge (in K) ist. Sei ¢ > 0 gegeben. Dann
existiert wegen der Konvergenz der Folge {x,}nen ein N € N mit || xny — X[|oo < €. Da die
Folge xn = {xn (k) }ken € ¢(K) konvergent und damit Cauchy-Folge ist, existiert weiterhin
ein M € N mit [xn (k) —xn(1)] < e fiir alle k, 1 > M. Damit gilt fiir alle k, 1 > M
x(k) = x(D)] < (k) —xn (k)| + e (k) = xn (D] + e (1) = x(1)]
< 2[[x — xn |00 + € < 3,

d. h. x ist Cauchy-Folge und damit x € ¢(K).

Sei nun {X, Jnen C ¢o(K) eine in £>°(K) konvergente Folge mit Grenzwert x € {>°(K). Wir
wissen bereits x € ¢(K) und miissen lediglich noch lim_,, x(k) = 0 zeigen. Gehen wir wie
eben vor, erhalten wir fiir e > 0 ein N € N und ein M € N mit

X(M)] < [x(M) —xn (M) + [xn (M) < [[x — XN loo + XN (M) < € + ¢,
da xn € co(K). Also ist auch x eine Nullfolge.

Fiir c. (K) betrachte fir n,k € N

I fallsk<n 1
Xn k) = k = x(k) := —.
() {0 sonst, (i) k
Dann ist x, € c.(K) firallen € Nund [[xn — || = 7 — 0, aber x & c.(K). O
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3 NORMIERTE VEKTORRAUME

Wie im letzten Schritt kann man zeigen, dass c.(K) dicht in ¢, (K) liegt (betrachte fiir x €
co(K) die Folge {xn}nen C ce(K) mit x,, (k) = x(k) fiir k < nund x,, (k) = 0 sonst).

Eine weitere Klasse von Banachrdumen erhilt man durch die p-Normen. Wir definieren fiir
x = {XicJken € KV

1

Ix[lp = <Z |Xk|p> : 1<p<oo.

keN

und setzen
P (K) == {x e K": ||x||p < c0}.

Satz 3.13. Fiir 1 < p < oo ist {?(K) ein Banachraum.

Beweis. Wieder tiberpriift man leicht die Nichtdegeneriertheit und Homogenitét der Abbil-
dung || - ||,. Fiir die Dreiecksungleichung verwenden wir die Minkowski-Ungleichung ftr
endliche Summen

N b N b N b
(Z X +Uk|p> < (Z |Xk|p) + <Z kalp) .
k=1 k=1

k=1

Wir erhalten
N
D byl <(lIxllp + lyllp)?  firalleN €N,
k=1

woraus durch Grenziibergang N — oo und Ziehen der p-ten Wurzel folgt

I+ yllp < [xllp + lTyllp-

Also ist x +y € P (K) und £P(K) ein normierter Raum.

Sei nun {x, lhen C €P(K) eine Cauchy-Folge. Dann gilt

e (k) = Xm(K)P < Y xn§) = xm(G)P = [lxn —xm |} fiirallek,n,m € N.
j=1

Also ist {x,, (k) nen Cauchy-Folge fiir alle k € N und konvergiert daher gegen ein x(k) € K.
Fir ¢ > 0 finden wir daher ein M € N mit

[Xn —Xml[p <€ fir alle m,n > M,
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3 NORMIERTE VEKTORRAUME

und fiir jedes N € N ein m = m(N) > N, so dass gilt

N b
(Z [ (K) —x(kw) <e

k=1

(dies ist moglich, da x, (k) — x(k) fiir alle k < N). Fiir allen > M gilt dann (wieder mit
Minkowski)

o) (e (o)

N P
< Hxn _Xme + (Z Ixm (k p)
<e+te.

Grenziibergang N — oo liefert ||x,, — x|, < 2¢ fiir allen > M und damit x,, — x sowie
Xn — X € (P(K), woraus x = (x — x,) + x,, € (P(K) folgt. l

Ahnlich wie im Beweis von Satz 3.12 zeigt man, dass c.(K) dicht in ¢ (K) fir 1 < p < oo
liegt.

Satz 3.14. Die Riume co(K) und P (K) fiir 1 < p < oo sind separabel. Der Raum (> (K) ist
nicht separabel.

Beweis. Fir co(K) und € (K) betrachte fiir K = R den Raum c.(Q) der rationalen endlichen
Folgen bzw. c.(Q + iQ) fiir K = C. Da die rationalen Zahlen dicht in R liegen, zeigt ein
Diagonalfolgenargument, dass diese Mengen dicht in co(K) und €7 (K) liegen. Weiterhin
sind sie abzédhlbar, woraus die Separabilitit folgt.

Fiir {*(K) betrachte eine beliebige Teilmenge M C N und definiere xy, € {*(K) durch

1 fallsk € M,
XM(k) = {

0 sonst.

Fir M;N C N mit M # N gilt dann ||[xp — Xn]jeo = 1. Ist nun A C £*°(K) eine beliebige
abzdhlbare Teilmenge, so kann fiir jedes x € A die offene Kugel U (x) hochstens ein solches
xm enthalten. Da aber die Menge aller Teilmengen von N und damit die Anzahl solcher xpq
tiberabzdhlbar ist, kann A nicht dicht liegen. ]
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3 NORMIERTE VEKTORRAUME

FUNKTIONENRAUME Auch K-wertige Funktionen bilden einen K-Vektorraum, wenn
man Addition und Skalarmultiplikation punktweise definiert. Ist (X, d) ein metrischer Raum,
so definieren wir den Raum der beschrankten Funktionen auf X,

B(X) :={f: X — K: f beschrankt}
sowie die Supremumsnorm

||If]|oo := sup [f(x)].
xeX
Man zeigt wortlich wie im Beweis von Satz 3.11 (man ersetze lediglich tiberall k € N durch
x € X), dass (B(X),|| - ||o) ein Banachraum ist. Analog beweist man, dass Cy,(X) ein ab-
geschlossener Unterraum von B(X) und damit (Cy, (X), || - ||oo) ebenfalls ein Banachraum
ist; dies folgt auch daraus, dass || - || genau die Metrik in (1.2) und damit die Topologie
der gleichmiafligen Konvergenz induziert, und dass gleichmiaflig konvergente Folgen stetiger
Funktionen einen stetigen Grenzwert haben. Der ¢, (K) entsprechende Funktionenraum ist
der Raum der Funktionen mit kompaktem Tréger,

Co(X):={f € C(X) : Furalle e > Oist {x € X:[f(x)| > ¢} kompakt},

der wiederum ein abgeschlossener Unterraum in Cy, (X) und damit zusammen mit der Supre-
mumsnorm ein Banachraum ist.

Nach dem Weierstraflschen Approximationssatz' ldsst sich jede stetige Funktion beliebig gut
durch Polynome anndhern. Ein Diagonalfolgenargument wie in Satz 3.14 zeigt dann, dass fiir
X C R™ die Polynome mit rationalen Koeffizienten dicht in Cy (X) liegen und damit Cy, (X)
separabel ist.

Man kann auch Funktionenraume analog zu (P (K), T < p < oo definieren. Die Konstruktion
ist aufwendig und erfordert einige mafStheoretische Vorarbeit; daher behandeln wir diese
Rédume nur kursorisch (insbesondere, da die rein funktionalanalytischen Argumente im
wesentlichen die selben sind wie fiir £P (K)) und verweisen fiir Details auf [Dobrowolski 2010,
Kapitel 4] bzw. Analysis 3.

Sei QO C R™ eine Lebesgue-messbare Teilmenge (z. B. offen oder abgeschlossen) und definiere
tiir eine Lebesgue-messbare Funktion f : Q — R

1
P
Il = ([ orac)’, 1sp<o,
Q
[[flloo := esssup [f(x)],
xeQ

wobei das essentielle Supremum definiert ist durch M = esssup, ., [f(x)| genau dann, wenn
{x € Q :|f(x)| > M} Lebesgue-Maf3 0 hat. Im folgenden fassen wir Funktionen, die sich nur

Isiehe z. B. [Werner 2011, Satz 1.2.10]
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3 NORMIERTE VEKTORRAUME

auf einer Lebesgue-Nullmenge unterscheiden, zu einer Aquivalenzklasse zusammen, die
wir der Ubersichtlichkeit halber wieder mit f bezeichnen. Dann ist fiir alle 1 < p < oo der
Raum

LP(Q):={f: Q= R:|f], < oo}

zusammen mit der entsprechenden Norm ein Banachraum.” Man kann zeigen, dass Cy, (Q)
dichtin LP(Q) fir 1 < p < oo liegt, woraus die Separabilitit dieser Raume folgt. Dagegen ist
L*(Q) nicht separabel, was man mit dhnlichen Argumenten wie fiir £>°(Q) zeigen kann.

*Diese Konstruktion ist auch fiir allgemeine Mafirdume moglich, was wichtig fiir die Wahrscheinlichkeitstheo-
rie ist; siehe z. B. [Alt 2012, § 1.14-1.19].
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LINEARE OPERATOREN

Wir betrachten nun Abbildungen zwischen normierten Rdumen, und nutzen auch hier das
Zusammenspiel algebraischer und topologischer Eigenschaften aus. Fiir normierte Raume
(X, || - Ix) und (Y, || - ||v) interessieren wir uns daher fiir Abbildungen T : X — Y, die

(i) linear,d.h T(Ax; +x2) = AT(x7) + T(x2) fir xq,x2 € X, A € K, und
(ii) stetig im Sinne von Definition 1.7 sind, z. B. fiir die x,, — x impliziert Tx,, — Tx.

Eine solche Abbildung nennt man auch stetigen (linearen) Operator; um die Linearitdt zu
verdeutlichen, schreibt man auch oft Tx := T(x). Fiir T : X — Y definieren wir analog zur
linearen Algebra

(i) denKernkerT:=T "({0) ={x e X: Tx =0} C X;
(ii) dasBildranT :=T(X) ={Tx:x e X} CY;
(iii) den Graph graphT :={(x,Tx) :x € X} C X x Y.

Aus der Linearitdt von T folgt sofort, dass dies Unterrdume sind. Ist T stetig, ist ker T als Urbild
der abgeschlossenen Menge {0} sogar abgeschlossen. Dies gilt fiir ran T (und graph T) dagegen
nicht unbedingt, was eine wesentliche Schwierigkeit im Umgang mit unendlichdimensionalen
Vektorraumen darstellt.

Die zusitzliche lineare Struktur erlaubt eine einfachere Charakterisierung der Stetigkeit.

Lemma 4.1. Fiir eine lineare Abbildung T : X — Y zwischen normierten Riumen (X, || - ||x)
und (Y, || - |lv) sind dquivalent

(i) T ist stetig auf X;
(ii) T ist stetigin 0 € X;

(iii) T ist beschrankt, d. h. es gibt eine Konstante C > 0 mit

ITxlly < Cllxllx  fiirallex € X.
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4 LINEARE OPERATOREN

Beweis. (i) = (ii) ist klar.
(ii) = (iii): Nach Definition 1.7 (ii) existiert fiir ¢ = 1 ein 6 > 0 mit T(B;(0)) C B;(T(0)) =
B1(0). Aus der Definition der abgeschlossenen Kugeln folgt damit

(4.1) ITx|ly <1 fiir alle x € X mit ||x||x < &

Fiir beliebiges x € X\ {0} ist nun SW € B;s(0), und daher kann (4.1) mit Hilfe der Linearitat
von T und der Homogenitit der Norm umgeformt werden zu

1

ITxlly < 5 lxlix,

woraus die Behauptung mit C := 5! folgt.

(iii) = (i): Sei x € X und ¢ > 0 gegeben. Wir zeigen, dass 6 > 0 mit T(Bs(x)) C B.(Tx)
existiert. Konkret wihlen wir & := &; dann gilt fiir alle z € Bs(x)

Tz = Tx[ly = IT(z = x)[ly < Cllz—x[]x < Cd =,

was zu zeigen war. [l

Die Menge aller stetigen Operatoren von X nach Y wird mit L(X, Y) bezeichnet; dieser Raum
wird durch die Abbildung

I TllLix,vy := sup [ Tx[ly

xEBx

zu einem normierten Raum, wenn wir Operatoren punktweise addieren und skalieren. Der
Nachweis der Eigenschaften vereinfacht sich mit folgendem Lemma, das man durch einfache
Abschitzung bzw. geeignete Wahl von x € X zeigt.

Lemma 4.2. Fiir T € L(X,Y) gilt

. T
(D) T exy) = SUPyexe et ITXIY = SUPL x et TNy = sup, o) LY,

(ii) || T||(x,v) = inf{C > 0: || Tx||y < C||x||x fiir allex € X},
(i) | Tx[ly < || Tl lxl|x  fiirallex € X.
Satz 4.3. Das Paar (L(X,Y), || - |[L(x,v)) ist ein normierter Raum. Ist Y vollstindig, dann ist

L(X,Y) ein Banachraum.

Beweis. Aus Lemma 4.2 (ii) folgt, dass fiir einen stetigen Operator gilt || T||; (x,y) < co. Die
Homogenitit und Nichtdegeneriertheit folgt aus den entsprechenden Eigenschaften der
Norm in Y; letzteres unter Verwendung der Tatsache, dass T = 0 genau dann gilt, wenn
Tx = 0 fiir alle x € X gilt. Fiir die Dreiecksungleichung sei x € Bx beliebig. Dann gilt nach
Lemma 4.2 (iii) fur alle S, T € L(X,Y)

1(S + T)x[ly = [ISx + Tx|lvy < [ISx[ly + [[Tx[ly < [ISllcex,vy + [ TlLex, vy,
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4 LINEARE OPERATOREN

und Supremum iiber alle x € Bx liefert die Aussage.

Fiir die Vollstandigkeit sei {T,, }nen eine Cauchy-Folge in L(X,Y). Fiir alle x € X ist dann
{ThXx}nen eine Cauchy-Folge in Y, die nach Annahme gegen ein Element y, € Y konvergiert.
Dies definiert eine Abbildung T : X — Y, Tx := yx. Dass T linear ist, folgt aus

T(Ax7 +x2) = lim T, (Ax7 +x2) = lim AT, x; + lim T.xo = AT(x7) + T(x2),

— 00

wobei wir neben der Linearitdt von T, die Stetigkeit der Addition und Skalarmultiplikation
(Satz 3.6 (i,ii)) verwendet haben.

Wir zeigen jetzt || T||;(x,y) < oo (und damit T € L(X,Y)) und ||T,, — Tl (x,yy) = 0. Da
{Ti Inen eine Cauchy-Folge ist, finden wir fiir ¢ > 0 ein N € N mit

ITh — TmllLix,y) < € firrallen, m > N.
Sei nun x € Bx beliebig. Wegen T,,x — Tx finden wir ein M = M(¢g,x) > N mit
Myvx = Tx|ly <ce.
Dann gilt
ITox = Tx[ly < [|Tax = Tnax|ly + [[Tmx = Tx[ly < [T = Tr[lLix,v) + € < 26

Supremum iiber alle x € Bx ergibt nun || T, — T|| (x,v) < 2¢. Daraus folgt einerseits mit
Hilfe der Dreiecksungleichung ||T||i (x,v) < [[TnllL(x,v) + 2¢ < o0, andererseits wegen der
Beliebigkeit von ¢ die Konvergenz || T, — T||r(x,v) — O. O]

Bevor wir zu Beispielen kommen, zeigen wir noch zwei niitzliche Eigenschaften. Aus Lem-
ma 4.2 (iii) folgt sofort

Folgerung 4.4. Seien X,Y,Z normierte Riume, T € L(X,Y) und S € L(Y,Z). Dann ist
SoTeL(X,Z) mit|SoTlx,z) < ISlcev,alTlixv)-
Der folgende Satz ist hilfreich bei der Konstruktion von stetigen Operatoren mit gewiinschten

Eigenschaften.

Satz 4.5. Ist U C X ein dichter Unterraum, Y ein Banachraum und T € L(U, X) so existiert
genau eine stetige Fortsetzung S € L(X,Y) mit S|y =T und ||S|| x,v) = || Tl (u,v)-

Beweis. Sei x € X. Dann existiert nach Annahme eine Folge {x;,}neny C U mit x, — x.
Insbesondere ist {x,, }nen eine Cauchy-Folge. Wegen

(4.2) T = Txmlly < Ty n =xmlx - nymeN

ist auch {Tx, Jnen Cauchy-Folge und konvergiert im Banachraum Y gegen ein y, € Y. Wie
oben zeigt man nun, dass S : X — Y, x — yy, einen linearen Operator definiert. Dass
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dieser eindeutig ist (also nicht von der Wahl der Cauchy-Folge abhangt), sieht man wie folgt:
Konvergieren zwei Cauchy-Folgen {x,, }nen und {X, }nen gegen denselben Grenzwert x, so
ist die Differenzenfolge {x,, X Jnen eine Nullfolge, und aus der Abschitzung (4.2) folgt, dass
auch Tx,, — T%,, — 0 konvergiert.

Aus Lemma 4.2 (iii) fir T und x,, € U wie oben erhalten wir durch Grenziibergang und der
Stetigkeit von S und der Norm (Satz 3.6 (iii))

1Sx[ly = Lim [Sxafly = lim [|Txn]ly
n—oo n—oo
< IMllecu,y <lim HXon> = [ITheawlixlx  farallex € X,
n—oo

woraus nach Supremum iiber alle x € Bx die Abschétzung ||S||r(x,v) < ||T|lL(u,v) folgt. Die
umgekehrte Abschitzung erhalten wir aus

ITlleeuy) = sup [[Txlly = sup [[Sx[ly < sup [[Sx[ly = [[SllLix,v),
XGBu XEBu XGBX
da wegen By C Bx das Supremum iiber eine gréfiere Menge gebildet wird. ]

Der Beweis ist ein klassisches Beispiel fiir ein in der Funktionalanalysis haufig angewendetes
Dichtheitsargument: Um eine Eigenschaft fiir Elemente aus X nachzuweisen, zeigt man, dass
sie in einer dichten Teilmenge gilt und durch Grenziibergang erhalten bleibt.

Wir kommen nun zu Beispielen fiir stetige Operatoren. Offensichtlich ist fiir jeden normierten
Raum X die Identitit Idx : X — X, x +— x, ein stetiger Operator mit Operatornorm 1.
Weiterhin sind Operatoren auf endlichdimensionalen Raumen automatisch stetig.

Lemma 4.6. Sind X und Y normierte Raume mit X endlichdimensional und T : X = Y linear,
so ist T stetig.

Beweis. Da X endlichdimensional ist, existiert eine Basis {vy,...,v,} von X. Fur
n
x:ZxkvkEX, xx € Kfirallek=1,...,n,
k=1

ist dann

n mn
Txlly < D) bl Tvielly < L max [ Tvicfly D xad = Mlx];
k=1 e k=1

fir M := maxy_1,.._n || Tvk||v < co. Da nach Satz 3.7 alle Normen auf dem endlichdimensio-
nalen Raum X dquivalent sind, existiert ein C > 0 mit ||x||; < C||x||x fiir alle x € X, woraus
die Stetigkeit folgt. O]

Weitere konkrete Beispiele sind:
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(i) SeiX =c(K)und T : X — K, x = {Xi}ken — limy_ o Xx. Aus den Rechenregeln fiir
Grenzwerte folgt sofort die Linearitdt von T. Fiir die Stetigkeit betrachten wir

ITx| = | lim x| = lim [xy| < sup [xk| = ||X]]oo-

Da fiir die konstante Folge x = {1}ien gilt [Tx] = 1 = [|x]|oo, ist || T||(x,x) = 1.

(Wegen ¢, (K) = ker T liefert die Stetigkeit zusammen mit Folgerung 1.9 iibrigens einen
wesentlich eleganteren Beweis fiir die Abgeschlossenheit von ¢, (K) in ¢(K).)

(ii) Analog zeigt man, dass fiir X = C([0, 1]) die Punktauswertung T : X — R, Tx = x(0)
linear und stetig ist mit Operatornorm ||T||(c r) = 1.

(iii) Sei X = C([a,b])und T: X — R, x fz x(t) dt. Dann ist T wieder linear und stetig
wegen

ITx| =

Jox(t)at| < (b—a)llxl

mit Gleichheit fiir konstante Funktionen. Also ist || T||i(c,g) = b — a.

(iv) Sei X = C'([0,1]) := {f: [0,1] — R : f stetig differenzierbar} und Y = C([0, 1]), und
betrachte den Ableitungsoperator D : X — Y, x — x’, der bekanntermaflen linear ist.
Versehen wir C([0,1]) und C'([0, 1]) mit der Supremumsnorm, so ist D nicht stetig,
denn fiir x,, (t) := t™ gilt [|xn |l = 1, aber [ Dxpljoo = [Nt oo = 1.

Versehen wir C' ([0, 1]) dagegen mit der Norm [|x||c1 := ||X]|oo + [|X/]|c0» S0 ist D wegen
IIDX]|00 = [|X/||oo < ||X]|c1 stetig mit Norm 1.

Uber stetige Operatoren zwischen zwei normierten Rdumen lassen sich viele Eigenschaften
von einem Raum auf den anderen iibertragen.

Wir erinnern: Ein Operator T : X — Y heif3t injektiv, falls ker T = {0}, und surjektiv, falls
ran T = Y. Ein injektiver und surjektiver Operator heifSt bijektiv; in diesem Fall konnen
wir einen linearen Operator T : Y — X vermittels der eindeutigen Zuordnung y +
x € T-'({y}) definieren, der T-'T = Idx und TT~' = Idy erfiillt. Wir nennen T~ Inverse
und T invertierbar. Ist T-" € L(Y, X) (was nicht automatisch der Fall ist!), so heif3t T stetig
invertierbar. Ein stetig invertierbarer Operator heif$t auch Isomorphismus. Gilt || Tx|ly = ||x||x
tiir alle x € X, so heifst T Isometrie.

Wir nennen nun X und Y isomorph und schreiben X ~ Y, wenn es einen Isomorphismus
T : X — Y gibt. Analog nennen wir X und Y isometrisch isomorph und schreiben X = Y,
wenn ein T € L(X,Y) existiert, der sowohl Isomorphismus als auch Isometrie ist. Isomorphe
Réume sind in gewisser Weise nur unterschiedliche Darstellungen des selben Raumes; fiir
isometrisch isomorphe Rdume sind die Darstellungen ,,uniform® Analog zu Folgerung 3.4
gilt, dass falls X Banachraum und X ~ Y ist, auch Y ein Banachraum ist.
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Sind zwei Normen || - ||; und || - || auf X dquivalent, so ist die Identitdt Idx : (X, || - ||1) —
(X, || - |l2) ein Isomorphismus. Die Isomorphie von verschiedenen Rdumen stellt also eine
Verallgemeinerung der Aquivalenz verscheidener Normen auf dem selben Raum dar. Analog
zu Satz 3.7 gilt, dass endlichdimensionale Rdume stets isomorph sind.

Satz 4.7. Sind X, Y endlichdimensional mit dim(X) = dim(Y), so gilt X >~ Y.

Beweis. Wir zeigen, dass jeder n-dimensionale normierte Vektorraum (X, || - || isomorph zu
(K™, || - |l2) ist. Sei{v1,..., vy} eine Basis von X. Dann ist

n
T: X+— K", x:Zxkka(xh...,xn)
k=1

linear und nach Lemma 4.6 stetig, und ebenso die Umkehrabbildung

n

T K" X, (x1,...,xn)r—>Zkak::x.
k=1

Da Kompositionen stetiger Abbildungen wieder stetig sind, folgt aus X ~ (K™, || - ||) ~ Y die
gewiinschte Aussage X ~ Y. O]

Ein weniger offensichtliches Beispiel ist ¢(K) ~ co(K), vermoge der Abbildung

T:c(K) = co(K), (X1,X2,X3y...) > (lim X, X1 — lim,x; — lim xk,...> .
k—o0 k—o00 k—00

Eine unterschiedliche Verallgemeinerung der Norméaquivalenz ist moglich fiir normierte
Raume X, Y mit X C Y. In diesem Fall heif3t X stetig eingebettet in Y, geschrieben X — Y, falls
die Identitat Id : X — Y stetig ist, d. h. ein C > 0 existiert mit

Ix]lvy < Cljx||x fiir alle x € X.

Zum Beispiel gilt {? — (9 und [P (Q) — L9(Q) fir 1 <p < q < 0.

33



DAS PRINZIP DER GLEICHMASSIGEN
BESCHRANKTHEIT

Wir kommen nun zu einem Herzstiick der Funktionalanalysis: aus der Vollstandigkeit von
Banachraumen folgt, dass punktweise Eigenschaften von linearen Operatoren gleichmdfSig
gelten. Als Konsequenz erhalten wir in diesem Kapitel einige der Hauptsitze iiber lineare
Operatoren; weitere wichtige Folgerungen werden in Teil III auftauchen.

Da die Vollstindigkeit eine metrische Eigenschaft ist, beruhen alle diese Satze auf einer
abstrakten Eigenschaft vollstindiger metrischer Rdume, die als Satz von Baire bekannt ist."
Es gibt mehrere dquivalente Varianten; wir bendtigen hier die folgende.

Satz 5.1 (Baire). Sei X ein vollstindiger metrischer Raum und {A, }n.cn eine Folge von abge-
schlossenen Teilmengen A, C X. Enthdlt A =, oy An einen inneren Punkt, so existiert ein
j € N, so dass A; einen inneren Punkt enthiilt.

Beweis. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, A enthilt einen inneren
Punkt, aber keines der A.,,. Ersteres bedeutet, dass A eine offene Kugel U, := U, (xo) enthilt;
aus letzterem folgt (X \ A,,) N U, (x) # 0 furallen € N, ¢ > 0 und x € X (sonst wiirde ein
A, eine offene Kugel und damit innere Punkte enthalten).

Wir definieren nun rekursiv eine Folge {B., (xn)}nen von geschachtelten abgeschlossenen
Kugeln mit ¢,, < % wie folgt. Fiir n = 1 wiahlen wir ¢; < min{1, 0/2} und x; := xo. Haben
Wir x,, und ¢,, gefunden, so wahlen wir ¢, ;1 < % und x,, € X so, dass

B£n+1 (Xn+1 ) - (X \ An—H ) N usn (Xn)-

Dies ist moglich, da die Menge auf der rechten Seite nach Voraussetzung offen und nichtleer
ist. Nach Konstruktion ist dann U, ., (xn4+1) C Be, ,, (xn+1) C U, (Xn) C Be, (xn).

Die Folge {xn Jnen erfiillt also x,, € U, (x,) fir alle m > n und ist daher wegen ¢, — 0
eine Cauchy-Folge, die aufgrund der Vollstandigkeit von X einen Grenzwert x € X besitzt.

'Er wird in der Literatur auch als Bairescher Kategoriensatz bezeichnet; dieser Name basiert auf einer veralteten
Terminologie, die hier nicht relevant ist.
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Wegen x,, € B, (xi) fiir alle k < n gilt auch x € B, (x\) fiir alle k € N (gerade dafiir haben
wir abgeschlossene Kugeln fiir die Konstruktion gewahlt). Damit gilt einerseits

x € (] Bexi) € [ (XN A) =X\ (U Ak> = X\A

keN keN keN

und damit x ¢ A, andererseits x € B¢, (x;1) C Uy C A, womit wir den gewiinschten
Widerspruch erhalten. O

Der Satz von Baire garantiert nun eine besondere Vertraglichkeit von algebraischer und
topologischer Struktur in normierten Rdumen. Dazu definieren wir fiir eine Teilmenge A
eines Vektorraums X das algebraische Innere

core A :={x € A : fiir alle h € X existiert 5 > 0 mit x + th € A fiiralle t € [0, 8]}.

Fiir alle x € core A kann man also in alle Richtungen zumindest eine kleine Strecke gehen,
ohne A zu verlassen. Wir nennen weiterhin A konvex, falls fir alle x,y € A und t € [0, 1]
auch tx + (1 — t)y € A gilt. Eine konvexe Menge enthilt also samtliche Strecken zwischen
zwei Punkten.

Lemma s5.2. Sei X ein Banachraum und A C X abgeschlossen und konvex. Dann gilt core A =
intA.

Beweis. Die Inklusion int A C core A folgt sofort aus der Definition von inneren Punkten in
normierten Rdumen: Ist x € A innerer Punkt, so existiert ein Us(x) C A, und fir alle h € X
und t < §|h||x' ist dann x + th € Us(x) C A.

Sei umgekehrt x € core A gegeben; wir nehmen der Einfachheit halber x = 0 an. (Den
allgemeinen Fall erhdlt man daraus durch Translation.) Nach Voraussetzung existiert dann
fiir jedes h € X ein t > 0 klein genug mit th € A, d.h.esgilth € t A fiir t > 0 klein genug.
Also konnen wir X darstellen als X = [, . (nA). Offensichtlich ist core X = X, und nach
dem Satz von Baire ist daher int(nA) # () fiir ein n € N, was nur moglich ist, falls int A # ().

Bleibt zu zeigen, dass 0 € int A liegt. Sei dazu x € A ein innerer Punkt, d.h. U.(x) C A

fiir ein ¢ > 0. Wegen 0 € core A existiert fiir h = —x ein 6 > 0 mit —dx € A. Dann ist
U.(0) c Afirr= 133;5 , denn aus der Konvexitdt von A folgt, dass mity € U, (x) C A und
—bx € A fiirt = 15 < 1auch

z:=t(—=0x)+ (1—t)y = %(y —x)

in A liegt. Wegen ||y — x|| < ¢ folgt daraus z € U,(0), und alle Elemente in U, (0) lassen
sich auf diese Weise erzeugen. Damit enthélt A eine offene Kugel um 0, woraus 0 € intA
folgt. [
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Dieses Lemma ist unscheinbar, ist aber von zentraler Bedeutung, denn es stellt eine Verkniip-
fung zwischen algebraischen und topologischen Eigenschaften her. Es besagt im wesentlichen,
dass eine Eigenschaft, die fiir alle x € X gilt und bei Grenzwertbildung (und Konvexkombina-
tion) erhalten bleibt, gleichmadissig fiir alle x € X gelten muss; daher (Natiirlich gibt es nichts
geschenkt — die Abgeschlossenheit von A ist in der Praxis eine nichttriviale Forderung, die
oft genug nicht gilt.)

In der Funktionalanalysis wird dieses Prinzips der gleichmdssigen Beschrinktheit haufig in der
folgenden Form angewendet: konvergiert eine Familie stetiger linearer Operatoren punktwei-
se, so konvergiert sie auch gleichmissig.

Satz 5.3 (Banach-Steinhaus). Sei X ein Banachraum und Y ein normierter Vektorraum. Gilt
fiir eine Teilmenge T C L(X,Y)

sup [|[Tx[[y < oo fiirallex € X,
TeT

so gilt

sup [ TllLix,v) < oo.
TeT

Beweis. Wir wenden Lemma 5.2 an auf die Menge

A= {xeX:supHTXHy < 1}.
TeT
Wegen A = 1oy T '(By) und der Stetigkeit von T € L(X,Y) ist A abgeschlossen. Aus der
Linearitit von T~' und den Normaxiomen folgt, dass T~' (By) konvex ist; damit ist auch A
als Schnitt konvexer Mengen konvex. Schliesslich ist nach Voraussetzung || Tx||y < oo fiir
allex € Xund T € T; somit existiert fiir alle h € X ein & > 0 mit ||[T(0h)||y < 1 fir alle
T € T, woraus 0h € A und damit 0 € core A folgt. Nach Lemma 5.2 ist daher 0 € int A, d. h.
es existiert ein ¢ > 0 mit U, (0) C A. Dies bedeutet aber, dass aus ||x||x < € stets || Tx||y <1
folgt. Nach Definition der Operatornorm gilt daher

1
sup ||T||]_(X’y) < - < oo O]
TeT €

Daraus folgt ein sehr niitzliches Resultat: Bereits der punktweise Grenzwert einer Folge stetiger
Operatoren ist stetig.

Folgerung 5.4. Seien X ein Banachraum, Y ein normierter Raum, und {Ty Jnen C L(X,Y).
Existiert fiir alle x € X der Grenzwert Tx := lim, o, Tax € Y, s01ist T € L(X,Y).
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Beweis. Die Linearitit von T zeigt man wie im Beweis von Satz 4.3; bleibt die Stetigkeit. Aus
der Konvergenz T,,x — Tx € Y folgt direkt, dass die Folge {T,,x}nen in Y beschréankt ist, d. h.
sup, cn [ TnX|ly < oo. Der Satz von Banach-Steinhaus liefert dann sup,, o || Tn [|L(x,v) < o0,
und aus der Stetigkeit der Norm (Satz 3.6 (iii)) folgt

ITx|ly = lim || Tx||y < sup || Tax|ly < sup || Tulluix,v) [|X]/x fur alle x € X.
neN neN nenN
Also ist T beschrankt und daher stetig. H

Aus dem Prinzip der gleichmassigen Beschranktheit folgen auch drei Hauptsitze iiber stetige
Operatoren: Die Satze von der offenen Abbildung, der stetigen Inversen und dem abgeschlos-
senen Graphen. Dabei sind diese Sétze dquivalent: man kann aus jedem jeweils die anderen
direkt herleiten. Welchen man also aus dem Prinzip der gleichmif3igen Beschranktheit ableitet,
ist Geschmackssache; tiblicherweise beginnt man mit dem Satz von der offenen Abbildung.

Dafiir nennen wir eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei metrischen Rdumen X und Y
offen, wenn fiir alle offene Mengen U C X auch f(U) C Y offen ist. Der Satz von der offenen
Abbildung sagt nun, dass ein stetiger linearer Operator zwischen Banachraumen genau dann
offen ist, wenn er surjektiv ist. Wir bezeichnen hier mit Ux und Uy die offenen Einheitskugeln
in X bzw. Y.

Satz 5.5 (von der offenen Abbildung). Seien X,Y Banachrdume und T € L(X,Y). Dann sind
dquivalent:

(i) T ist offen;
(ii) Es gibt ein & > 0 mit dUy C T(Ux);

(iii) T ist surjektiv.

Beweis. Wir zeigen, dass sowohl (i) und (ii) als auch (ii) und (iii) dquivalent sind.

(i) = (ii) folgt direkt aus der Definition von offenen Mengen und Abbildungen: Da T und Ux

offen sind, ist auch T(Ux) offen; also existiert insbesondere eine offene Kugel um 0 = TO €
T(Ux).

(ii)) = (i): Sei U C X offen und y € T(U) beliebig. Wir zeigen, dass y ein innerer Punkt
ist. Wahle dazu x € U mit Tx = y sowie ¢ > 0 mit U, (x) C U. Mit & > 0 aus (ii) und der
Linearitit von T folgt dann

Use(y) = Use (Tx) = Tx + edUy C Tx + eT(Ux) = T(Ue(x)) C T(U),

d.h.y €intT(U).

(ii) = (iii) folgt wiederum aus der Linearitit von T: Fiir y € Y beliebig ist § := 5|jy|ly'y €
SUy. Nach (ii) existiert also ein % € Ux mit Tx = ¥, d. h. fir x := Z||y[|y% gilt Tx = y.
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(iii) = (ii): Fur diese Richtung benétigen wir das Prinzip der gleichmissigen Beschranktheit.
Wir setzen dafiir A := cl T(Ux) C Y. Dann ist A abgeschlossen und konvex (denn mit Uy ist
wegen der Linearitit auch T(Ux) konvex, und der Abschluss einer konvexen Menge ist auch
konvex). Weiterhin existiert fiiralle h € Y einx € X mit Tx = h, d. h. fiir 6 := I ||x||5' > Oist
dx € Ux und damit dh = T(dx) € A. Da Y vollstindig ist, konnen wir Lemma 5.2 anwenden
und erhalten 0 € core A = int A. Die Menge A enthilt also eine offene Kugel um 0 mit
Radius 8 fiir ein & > 0.

Wir nutzen nun die Vollstandigkeit von X, um dUy C T(Ux) zu zeigen (gegebenenfalls
tiir ein kleineres 6). Da wir gerade Uy C A = cl T(Ux) gezeigt haben, existiert fiir jedes
y € Ymit ||y|ly < & eine Folge {xn}nen € Ux mit Tx,, — y. Allerdings konnen wir daraus
noch nicht schliessen, dass {x, lnen selber konvergiert. Um das gesuchte Urbild zu erhalten,
konstruieren wir daher eine neue Folge {Xn Jnen € Ux mit X,, — x € Ux und Tx = y. Dafiir
gehen wir wieder rekursiv vor. Sei zunichst y € dUy gegeben und setze yo := y € dSUy.
Sei nun y, € dUy C clT(Ux) gegeben. Wir finden dann fiir € := % > 0 ein x,, € Ux mit
llyn — Txnlly < €, so dass

Ynt1 = 2(yn — Txn) € dUy C A.
Es folgt
27y =2y, = T(2 ™), nEN
und daher (Teleskopsumme)

m
T =T (Z 2_“xn) :yO—Z_(mH)ymH — Yo=Y fir m — oo,

n=0

denn {ynneny C OUy ist beschrinkt. Nun gilt wegen [|x,||x < 1
[Xm ||x < ZZ’“HXRHX <2 fiir alle m € N.
n=0

Aufgrund der Vollstandigkeit von X und der Abgeschlossenheit der Einheitskugel konvergiert
daher X,, — x € 2Bx mit Tx = y € dUy. Durch Skalierung & — &/4 folgt daraus die
Existenz von x € %BX C Ux mit Tx =y fir beliebigey € Uy , d.h. dUy C T(Ux). ]

Beachte, dass nur im letzten Schritt Stetigkeit von T und Vollstandigkeit von X und Y benétigt
wurde; jede offene lineare Abbildung zwischen normierten Raumen ist also surjektiv. Der
letzte Schritt liefert dagegen eine sehr starke Aussage: Existiert fiir y € Y (klein genug) ein
Urbild, so hat y sogar ein beschrinktes Urbild! (Da T nicht als injektiv angenommen wurde,
miissen das nicht die selben Urbilder sein.) Fiir lineare Operatoren ist ,,klein genug® natiirlich
keine Einschrankung.

Satz 5.6 (von der stetigen Inversen). Seien X,Y Banachrdume und T € L(X,Y) bijektiv. Dann
ist T-1 € L(Y,X).
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Beweis. Ist T bijektiv, dann ist T insbesondere surjektiv und damit nach dem Satz von der
offenen Abbildung offen. Also gilt fiir jede offene Menge U C X, dass T(U) = (T~1)~T(U)
offen ist, d. h. die Urbilder von offenen Mengen unter T~ sind offen. Damit ist nach Satz 1.8
T stetig. O

Ist T nicht surjektiv, so mochte man zumindest die stetige Invertierbarkeit auf dem Bild
erhalten. Das folgende niitzliche Resultat zeigt, wann dies moglich ist.

Folgerung 5.7. Seien X, Y Banachrdume und T € L(X,Y) injektiv. Dann ist T-' :ran T — X
stetig genau dann, wenn ran T abgeschlossen ist.

Beweis. Ist ran T abgeschlossen, so ist ran T ein Banachraum und damit hat nach Satz 5.6
die Einschrinkung T : X — ran X eine stetige Inverse. Ist umgekehrt T~! stetig, so ist T ein
Isomorphismus von X nach ran T. Da X vollstdndig ist, muss daher auch ran T vollstindig
und damit nach Lemma 3.5 abgeschlossen sein. O

Wieder ist die Forderung der Abgeschlossenheit nichttrivial; tatsachlich stellt die Tatsache,
dass ran T nicht abgeschlossen sein muss, eine der wesentlichen Schwierigkeiten der Analysis
in unendlichdimensionalen Rdumen dar. Zum Beispiel istin diesem Fall auch fiiry € ran T die
Gleichung Tx = y nicht stabil l6sbar; man spricht dann von einem schlecht gestellten Problem.
Solche Probleme treten in der medizinischen Bildgebung (z. B. in der Computertomographie)
und Parameteridentifizierung auf; man spricht auch von inversen Problemen. Fiir ihre Losung
werden spezielle Regularisierungsverfahren benoétigt.

Wir zeigen zuletzt ein zu Lemma 3.5 analoges Resultat fiir Operatoren. Dafiir betrachten
wir fiir T : X — Y den Graphen graph T = {(x,Tx) : x € X} C X x Y, versehen mit der
Produktnorm ||(x,y)||xxv := [|x]|x + [[y]|y-

Satz 5.8 (vom abgeschlossenen Graphen). Seien X,Y Banachriume und T : X — Y linear.
Dann ist T genau dann stetig, wenn graph T abgeschlossen ist.

Beweis. Ist{(xn,Yn)en C graph T mit (x,,yn) — (x,y) in X x Y, so gilt insbesondere
Xn — xundyy, — y,und aus der Stetigkeit von T folgt Tx,, — Tx. Ebenso gilt Tx, = yn — v,
und die Eindeutigkeit des Grenzwertes impliziert dann Tx =y, d. h. (x,y) € graphT.

Man verifiziert leicht, dass fiir einen linearen Operator graph T ein Unterraum von X x Y ist. Ist
graph T abgeschlossen, dann ist graph T nach Lemma 3.5 ein Banachraum. Die Projektionen

Px:XxY =X, (xy)x Py : XxY =Y, (xy)—uy,

sind daher linear und stetig (durch die Wahl der Produktnorm). Weiterhin ist die Einschran-
kung von Px auf graph(T) bijektiv, hat also nach dem Satz von der stetigen Inversen eine
stetige Inverse Q := (legmphT)*1 : X — graph T mit Qx = (x, Tx). Nun gilt fiir alle x € X

Tx = Py(x, Tx) = Py Qx.

Also ist T = Py o Q nach Folgerung 4.4 stetig. [
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Um zu zeigen, dass eine lineare Abbildung zwischen Banachrdumen stetig ist, reicht es also zu
zeigen, dass aus x, — x und Tx,, — y bereits Tx = y folgt. Man darf also bereits verwenden,
dass Tx,, konvergiert, was beim Nachweis der Definition der Stetigkeit mit zu zeigen ist. Fiir
allgemeine (nichtlineare) Abbildungen ist dies eine schwichere Eigenschaft, die aber in vielen
Fallen einen ausreichenden Ersatz fiir die Stetigkeit darstellt. Solche Abbildungen nennt man
abgeschlossen.
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QUOTIENTENRAUME

Wir betrachten zum Abschluss eine allgemeine Klasse von Banachrdumen, die spéter benétigt
wird.! Dafiir definieren wir eine Halbnorm auf einem Vektorraum X als eine Abbildung
|-]: X — R*, die die Eigenschaften (ii) und (iii) in Definition 3.1 erfiillt (d. h. |x| = 0 firx # 0
ist erlaubt). Man rechnet nach, dass durch x ~ y falls [x — y| = 0 eine Aquivalenzrelation
definiert wird. Die zugehérigen Aquivalenzklassen

xl:=={y e X:x~y}
bilden den Quotientenraum
X/~={lx]:x € X},
der mit den Operationen
X] + [yl == [x +yl, Alx] := [Ax], x,y X, AeK

zum Vektorraum wird. Diesen Vektorraum versehen wir nun mit der Quotientennorm

I~ =y, ] € X/~
Satz 6.1. Durch die Quotientennorm wird (X/~,|| - ||.) zu einem normierten Raum. Wird
durch d(x,y) = |x — y| ein vollstiandiger metrischer Raum (X, d) definiert, so ist (X/~, || - ||~)

ein Banachraum.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die Quotientennorm als Abbildung wohldefiniert ist. Dafiir
betrachte x,y € X mit [x] = [y], d. h. [x —y| = 0; aus der Dreiecksungleichung fiir die
Halbnorm folgt dann

Xl <Ix—yl+yl =Nl <y —x|+ x| =Ix,

d. b ||~ = x| =yl = [Iy]]]-~.

Sie kommt auch in der Konstruktion der LP-Riaume zum Einsatz.
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Homogenitit und Dreiecksungleichung fiir ||-|| . folgen aus den entsprechenden Eigenschaften
fir die Halbnorm. Fiir die Nichtdegeneriert sei ||[x]||. = 0; dann ist nach Definition [x — 0] =
Ix| = 0 und damit [x] = [0]. Also ist (X/~, || - ||~)) ein normierter Vektorraum.

Wir zeigen nun die Vollstdndigkeit. Sei {[x]}neny C X/~ eine Cauchy-Folge, und wihle
Xn € X mit [x,] = [x],, fiir alle n € N. Nach Definition der Quotientennorm und den
Rechenregeln fiir Aquivalenzklassen ist dann auch {x }nen C X eine Cauchy-Folge in (X, d)
und konvergiert nach Voraussetzung gegen ein x € X in (X, d). Also folgt

[l = K[~ = [[[xn = X[~ = Ixn —x[ =0,

und damit [x],, — [x] in X/~. ]

Man kann diese Konstruktion auch anders formulieren. Aus den Halbnormeigenschaften folgt
direkt, dass U := {x € X : x| = 0} ein Unterraum von X ist; nach Definition gilt damit x ~ y
genau dann, wenn x —y € U ist. Der Quotientenraum entsteht also durch ,,Faktorisieren®
von X durch U. Wir verallgemeinern dies nun auf beliebige Unterraume. Sei X ein normierter
Raum, U C X ein Unterraum, und definiere fiir x € X den Abstand von x zu U,

du(x) = Inf fx —ull.

Es gilt dy (x) = 0 genau dann, wenn x € cl U liegt. Wir betrachten nun den zu |x| := dy (x)
gehorigen Quotientenraum

X/U:={[x]:x € X}, x] ={yeX:x—y e Uy,
versehen mit ||[x]||y := du(x).

Satz 6.2. Unter den oben genannten Voraussetzungen ist (X/U, || - |[u) ein normierter Vek-
torraum. Ist X ein Banachraum und U C X ein abgeschlossener Unterraum, dann ist auch
(X/U, || - |lu) ein Banachraum.

Beweis. Zunachst ist || - ||y wohldefiniert, denn aus [x] = [y] folgt x —y € U und damit
y=x—vfireinv € U. Also ist

duly) = du(x—v) = inf [lx— v+ )] = inf [x— ) = du(x),

da mit u auch 1t := v 4+ u den ganzen Unterraum durchléuft.

Mit dem selben Argument fiir 1t := Au folgt auch die Homogenitit. Fiir die Dreiecksunglei-
chung verwenden wir, dass nach Definition des Infimums fiir festes x € X und jedes ¢ > 0
ein u, € U existiert mit

IIx —ue|| < inf ||[x —u|| + & = du(x) +e.
uelu
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Seien nun x,y € X und ¢ > 0 beliebig, und wihle fiir x und y entsprechend u, respektive v,.
Dann gilt wegen u, +v. € U

du(x+y) :&IellfiH(X+U)—uH <[x+y) = (we +ve)ll < llx —uel| + ly — vell
< dulx) +duly) + 2e.

Da e > 0 beliebig war, folgt dy (x +y) < du(x) + du(y), und damit ist dy eine Halbnorm
auf X.

Wir zeigen nun, dass fiir X Banachraum der metrische Raum (X, dy,) vollstandig ist. Sei dafiir
{Xnnen eine Cauchy-Folge. Dann gilt insbesondere dy (xn+1 — Xn) — O flir n — co. Wie
zuvor finden wir dann zu x,, 1 — X, und ¢ := :—1 einu,, € Umit

1 ..
IXne1 —Xn — Un|| < du(Xns1 —xn) + - —0 firn — oo.

Betrachte nun die Folge {z, }neny mit z, = un 7 —u, € U. Dann ist {x,, — zn Jnen eine
Cauchy-Folge in X, denn

IXni1 —zne1 —Xn — zn|| = |[Xn+1 — X0 — Un|| — 0.
Da X vollstandig ist, konvergiert x,, — z,, — x € X. Also gilt auch
du(xn —x) = inf ||xp —x —u|| < ||xn —x — 24| = 0,
uel

d. h. {xn }Jnen konvergiert beziiglich dy, und damit ist (X, dy, ) vollstandig. Da U abgeschlossen
ist, gilt schliesslich U = clU = {x € X : dy(x) = 0}, und die Behauptung folgt aus Satz 6.1. [

Ein Spezialfall, den wir im Laufe der Vorlesung 6fters bendtigen werden, ist U = ker T fiir
ein T € L(X,Y). Anschaulich wird uns das erlauben, einen Operator ,injektiv zu machen®

Lemma 6.3. Seien X, Y normierte Riume, T € L(X,Y), undU C ker T C X ein abgeschlossener
Unterraum. Dann existiert genau ein S € L(X/U,Y) mit

(i) Six] = Tx fiir allex € X,

(i) [[Slcocuyy = [Tleov-
Fiir U = ker T ist S injektiv.

Beweis. Wir definieren

S:X/U—=Y, [x] — Tx.
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Der Operator S ist wohldefiniert, da fiiry € [x] gilty —x € U C ker T, d.h. Ty — Tx =
T(y — x) = 0. Direkt aus der Definition folgt, dass S linear ist und Tx = S[x] fiir alle x € X
gilt. Weiter ist fiir allex € X und y € [x]

ISy = [[Tx[ly = [Tylly < [Tl yllx

also folgt mity =x—velU
ISBlly < inf [[Tloonlylix = [Tlcogvy nf [x =vix = [Tlcoon [l
yelx] velu

und damit ||S||t x, u,v) < ||T||L(x,v)- Insbesondere ist S € L(X/U,Y). Umgekehrt ist fiir alle
x e X
ITxlly = ISBlleoxyy < ISTeocuw i lxu = [1Slleecu,y) mf fx —ull
< ISHeoumlixlly
d.-ho [[Tlxy < [[Sllex/u,y-

Ist U = ker T (welcher stets abgeschlossen ist), so folgt aus 0 = S([x]) = Tx sofortx € ker T =
U und damit nach Definition der Aquivalenzklassen [x] = [0]. Also ist ker S = {[0]} und
damit S injektiv. ]

Aus dem Beweis folgt auch, dass die Quotientenabbildung

Q: X — X/U, X > [x]
linear und stetig ist mit Operatornorm || Q|| (x,x;u) = 1. Es giltdann T = S0 Q.
Daraus erhalten wir eine niitzliche Charakterisierung von X/ ker T.

Satz 6.4. Seien X,Y Banachrdume und T € L(X,Y) mit ran T abgeschlossen. Dann ist die
durch S o Q = T definierte Abbildung S : X/ ker T — ran T ein Isomorphismus, d. h.

X/kerT ~ranT.

Beweis. Nach Lemma 6.3ist S : X/kerT — ranT = ranS§ linear, stetig und (wegen der
Einschrankung des Bildraums) bijektiv. Da Y ein Banachraum und ran T nach Voraussetzung
abgeschlossener Unterraum ist, ist ran T wegen Lemma 3.5 ebenfalls ein Banachraum. Aus
dem Satz von der stetigen Inversen folgt dann, dass S~' ebenfalls stetig und damit S ein
Isomorphismus ist. O

Folgerung 6.5. Seien X,Y Banachrdume und T € L(X,Y) surjektiv. Dann ist X/ ker T ~ Y.

44



Teil 111

DUALRAUME UND SCHWACHE KONVERGENZ



LINEARE FUNKTIONALE UND DUALRAUME

Wir haben bereits gesehen, dass eine Schwierigkeit in unendlichdimensionalen Rdumen darin
besteht, dass die Konvergenz in der Norm nicht dquivalent zu einer komponentenweisen
Konvergenz ist; aus diesem Grund gelten zum Beispiel die niitzlichen Folgerungen des Satzes
von Heine-Borel (insbesondere der Satz von Bolzano—Weierstraf$) nicht mehr. Da man diese
aber nicht kampflos aufgeben will, suchen wir in diesem Teil einen Konvergenzbegrift, der
die komponentenweise Konvergenz auf unendlichdimensionale Raume verallgemeinert.

Die Grundidee ist die folgende: Fiir einen Vektor x = (x1,...,%,) € K" ist die Komponen-
tenabbildung x — x, € K fiir ein 1 < k < n linear (offensichtlich) und stetig (offensichtlich
beziiglich || - [|; und damit beziiglich jeder Norm nach Satz 3.7). Fiir unendlichdimensionale
normierte K-Vektorraume X betrachten wir daher stetige (das ist hier eine zusétzliche Forde-
rung!) lineare Abbildungen von X nach K. Den Raum X* := L(X, K) nennt man Dualraum
von X; die Elemente x* € X* heifSen stetige Funktionale. Da K vollstandig ist, folgt aus Satz 4.3
sofort, dass X*, versehen mit der Operatornorm

x|

x- = sup [x"(x]]
xEBx

ein Banachraum ist. Statt x*(x) schreibt man auch oft
(X", x)x = x"(x)
um zu betonen, dass die duale Paarung (-,-)x : X* x X — K bilinear ist, d. h.
(oox] +x2, Bx1 +x2)x = &P (X7, X1)x + x(x7,x2)x + B (X3, x1) + (x3,%X2)x

fiir alle x7,x5 € X, x1,%x2 € Xund «, € K gilt (selbst im Fall K = C!) Wir erinnern, dass
nach Lemma 4.2 (iii) gilt

(75 x)x] < [x7]

x| x| x fiir alle x™ € X*, x € X.

Offensichtlich ist ein Vektor x € K™ eindeutig durch seine Komponenten bestimmt; die
linearen Funktionale charakterisieren also in gewisser Weise den Raum K™ vollstindig.
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7 LINEARE FUNKTIONALE UND DUALRAUME

Die Frage ist nun, ob unendlichdimensionale normierte Rdume durch ihren Dualraum
auf ahnliche Weise charakterisiert werden (insbesondere, ob der — noch zu definierende -
Konvergenzbegriff aussagekriftig ist)? Die Antwort ist nicht offensichtlich, und benétigt einen
weiteren Hauptsatz der Funktionalanalysis, den wir im néchsten Kapitel beweisen werden.

Lineare Funktionale sind durch ihre Wirkung auf Elemente von X festgelegt und konnen
in der Regel nicht explizit (d. h. ohne Bezug auf ein x € X) angegeben werden. Fiir einige
typische Rdume ist aber eine explizite Darstellung mdoglich. Dafiir zeigt man tiblicherweise,
dass der Dualraum (isometrisch) isomorph zu einem bereits bekannten Banachraum ist.
Zum Beispiel ist aus der linearen Algebra bekannt, dass der algebraische Dualraum (d. h.
der Vektorraum aller linearen Funktionale) von K™ wieder die Dimension n hat. Da nach
Satz 4.7 alle endlichdimensionalen Raume gleicher Dimension isomorph sind, ist (K™ )* ~ K™
(unabhingig von der gewéhlten Norm); einen isometrischen Isomorphismus werden wir
gleich sehen.

Als ndchstes betrachten wir die Folgenrdume (P (K) und ¢, (K).

Satz 7.1. Sei1 < p < oo und q mzt ! + - =1 (wobez = 0). Dann ist die Abbildung

(7.1) T:0(K) = K, (Txoy)e =) Xy,

ein isometrischer Isomorphismus.

Die selbe Abbildungsvorschrift vermittelt einen isometrischen Isomorphismus {' (K) = ¢, (K)*.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass T einen linearen stetigen Operator definiert. Sei dafiir
x € {9(K) und y € € (K). Fiir 1 < p < oo folgt aus der Holderschen Ungleichung

N
D hadhyd < (Z ka|q> (Z kalp> < |xllqlyll,  firalleN € N,
k=1

Firp = 1 und q = oo folgt diese Ungleichung direkt aus der Definition der Supremumsnorm.
Also ist die Reihe } |7 ; xiyx absolut konvergent und

(o]

(Tx,y)erl Z iyl < [Ix[lql[yllp-
k=1

Fur festes x € €9(KK) ist also Tx € L({P(K), K) = P (K)* mit

(7.2) 1T er )+ < [l

definiert. Insbesondere ist || Tx||{? (K)* endlich und damit T als Operator von £9(K) nach
7 (K)* wohldefiniert. Aus der Abbildungsvorschrift (7.1) folgt, dass T linear ist, und aus (7.2),
dass T stetig ist.
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Nun zur Bijektivitat. Dafiir verwenden wir die Einheitsvektoren e € P (K) (fir 1 <p < oo
beliebig)

1 fallsk =j,
[ekh=:
0 sonst.

Man sieht leicht, dass ||ex||, = 1 fiiralle 1 < p < oo, was den Namen erklart. Gilt nun
Tx =0 € (P(K)*, soauch 0 = (Tx, ey ) = xi fiir allen € N und damit x = 0. Also ist T
injektiv.

Fiir die Surjektivitit sei y* € €7 (K)* gegeben, und finde ein x € £9 mit Tx = y*. Dafiir gehen
wir schrittweise vor, indem wir die Wirkung von Tx und y* auf gegebene Vektoren vergleichen.
Zunichst gilt fiir die Einheitsvektoren (Tx, ey)p = Xi, weshalb auch x. = (y*, ex)r flr
alle k € N gelten muss. Damit ist die Kandidaten-Folge x = {xy }xen eindeutig festgelegt; es
bleibt zu zeigen, dass x; € £9(K) gilt. Dafiir betrachte eine endliche Folge y € c.(K), d. h.
y = Z}:; ykex furein N € Nund yx € K, 1 < k < N. Dann gilt wegen der Linearitét
von y*

N N
(73) WS We = U5 0 ykede = 3 Yy e = Y Y.

k=1 k=1

Fiir p = 1 und q = oo folgt aus x, = (y*, ex) 1 sofort

(7.4) [X[|oo = sup [xi| = sup [(y*, ex) | < sup [y, y)erl = [yl x)-
keN keN YEB,

wegen ||ex ||y = 1, und damit x € {*(K). Fiir 1 < p < oo wihlen wir konkret eine Folge
y € c.(K) durch

|Xk|q_]0'k furk < N,
k =
Y 0 sonst,

mit oxxyx = [xx| und |oy| = 1, so dass fiir alle T < k < N gilt
XYk = P = Pl =y P

Daraus folgt

N v
Yllp =y llev - (Z |Xk|q> )
k=1

und durch Division durch den zweiten Term auf der rechten Seite und Verwenden von
1

—

P q

N N
D hadi=) xye =y We <y llew:
k=1 k=1

N v
(Z |Xk|q> < Y ller -
k=1
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Grenziibergang N — oo liefert nun

(7.5) IXllq < [[Yy*[ler x)-

und damit x € (9. Also ist T surjektiv und damit bijektiv. Da (P (K) fiir 1 < p < oo ein
Banachraum ist, ist T nach Satz 5.6 sogar stetig invertierbar.

Bleibt zu zeigen, dass (Tx,y)e = (y*,y)ee fiir alley € (P(K) gilt. Vergleich von (7.3) mit
(7.1) ergibt (Tx,y)er = (y*,y)e fiiralley € c.(K). Da c.(K) ein dichter Unterraum von
P fiir 1 < p < oo ist (siehe Satz 3.14), folgt mit Satz 4.5 auch Tx = y* (sonst wéiren T und
y* zwei unterschiedliche Fortsetzungen von y*|.,, im Widerspruch zur Eindeutigkeit der
Fortsetzung). Aus (7.2) und (7.4) bzw. (7.5) folgt dann

ITx[[er )> < MXllq < MY e ) = [TX[er (x0)--
Also ist T ein isometrischer Isomorphismus.
Analog zeigt man (mit Hilfe der Wahl yy, = 0y), dass ¢' (K) = ¢o(K)* ist. O
Der obige Beweis zeigt auch (ohne Grenziibergang) die Isometrie (RN, || - ||,,) = (R™N, || -]/4)%
dain diesem Fall stets x € R™ unabhingig von der gewéhlten Norm gilt. Dagegen funktionert

der Beweis nicht fiir £ (K) mit p = co (denn hier ist c. (K) nicht dicht!) Tatsachlich werden
wir sehen, dass ¢>°(K)* strikt grofler als €' (K) ist.

Mit einer dhnlichen Konstruktion sowie dem Finsatz von Resultaten aus der Mafitheorie
zeigt man die folgenden Darstellungssitze; fiir die (technischen) Beweise sei auf die Literatur
verwiesen.

Satz 7.2 ([Dobrowolski 2010, Kapitel 4.5]). Sei 1 < p < oo und q mit :—) + % = 1 (wobei
L :=0). Dann ist die Abbildung

TiLQ) S Q) (Thghe = | fltlglo)de
(0}

ein isometrischer Isomorphismus.

Wieder gilt, dass L=(Q)* strikt grofler als L' (Q) ist.

Satz 7.3 (Radon-Riesz, [Alt 2012, Satz 4.23]). Sei QO C K™ offen. Dann ist Co(Q) isometrisch
isomorph zum Raum M(Q) der K-wertigen reguldren BorelmafSe, versehen mit der Totalvaria-
tion als Norm, vermittels des isometrischen Isomorphismus

T MQ) = Co(Q), (T fe, = L (t) dp.

Fiir QO kompakt vermittelt die selbe Abbildungsvorschrift einen isometrischen Isomorphismus
C(Q)* = M(Q).
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Zum Abschluss betrachten wir noch den Dualraum von Quotientenrdumen. Dafiir benétigen
wir etwas Notation. Fiir einen normierten Vektorraum X und Teilmengen A C X sowie
B C X* definieren wir die Annihilatoren

At ={x" € X*: (x*,x)x =0 fiirallex € A},
B, :={x e X: (x",x)x =0 firallex” € B}.

Dies sind stets abgeschlossene Unterrdume von X* bzw. X, denn fiir jede Folge {x} }neny C A+
mit x}, — x* € X gilt fiir beliebiges x € A

(X", x) x| = [(x* — x5, %) x| < |Ix5, — x"[|x||x|[x — O

und damit x* € A+ (und analog fiir B, ). Weiterhin ist X* = {0} und {0}*- = X*.

Wir zeigen nun, dass (X/U)* = U+ ist.

Satz 7.4. Sei U C X ein abgeschlossener Unterraum. Dann ist die Abbildung
T:(X/U)* = ut, (Tu*,x)x = (u*, Xl)x,u fiir allex € X

ein isometrischer Isomorphismus.
Beweis. Wir zeigen zuerst, dass T wohldefiniert ist. Sei u* € (X/U)* und x € U beliebig,
dann gilt
(Tu'y x)x = (U’ IxXl)x/u = (W [0)xu =0
und damit Tu* € U*. Analog folgt die Injektivitit von T.

Sei nun x* € U+ gegeben, und definiere u* € (X/UW)* durch (w*, [x])x,u = (x*, x)x fiir alle
x € X. Wegen x* € U ist diese Definition unabhingig von der Wahl des Reprisentanten
x € [x], und offensichtlich ist u* ein lineares Funktional. Bleibt fiir die Surjektivitdt zu zeigen,
dass u* stetig ist. Sei dafiir [x] € X/U beliebig. Dann gilt

[(w* XD xul = 175 yhxd < JIxMllx=[lyllx ~ furalley € [x],

und daher

[{u®s I ul < JxFllxe inf lyllx =[x x- inf fix —=ufix = ][ lx -

yelx] ueu
Also ist u* € (X/U)*, und es gilt [|[u*||(x,u)x < [|x*||x = ||Tu*||x. Damit ist T eine bijekti-
ve Abbildung zwischen Banachraumen (da U+ C X* abgeschlossen ist) und damit stetig

invertierbar, d. h. ein Isomorphismus.

Auf der anderen Seite gilt fiir alle x € X

I(Tw", x) x| = [(wy XD xul < W[ e B xu <IRe ] o= [ x,

da die Quotientenabbildung Norm 1 hat. Zusammen folgt ||u*|| (x u)- = || Tu*||x, d. h. T ist
eine Isometrie. ]

50
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Wir kommen nun zu einem zweiten Fundamentalprinzip der Funktionalanalysis, das alge-
braische und topologische Begriffe verkniipft: Linearitdt und Stetigkeit sind vertréglich in
dem Sinn, dass man ein auf einem Unterraum definiertes Funktional derart auf den gesam-
ten Raum fortsetzen kann, dass gleichzeitig Linearitit und Beschranktheit erhalten bleiben.
Ahnlich wie das Prinzip der gleichmissigen Stetigkeit beruht auch dieses Prinzip auf einem
abstrakten Resultat, diesmal tiber reellwertige lineare Funktionen (oder dquivalent dazu, wie
wir spater sehen werden, iiber konvexe Mengen).

Satz 8.1 (Hahn-Banach). Sei X ein Vektorraum iiber R und p : X — R sublinear, d. h.
(i) fiirallex € Xund A > 0 € R gilt p(Ax) = Ap(x),
(ii) fiirallex,y € Xgiltp(x+y) < p(x) + ply).

Sei weiterhin U C X ein Unterraum und fo : U — R linear mit fo(x) < p(x) fiir allex € U.
Dann existiert eine lineare Fortsetzung f : X — R mit

(i) f(x) = fo(x) fiir allex € U,

(ii) f(x) < p(x) fiir allex € X.
Beweis. Der Beweis verlduft in zwei Schritten. Zunichst zeigen wir induktiv, dass f, auf
einen Unterraum mit um eins grofSerer Dimension wie gewiinscht erweitert werden kann.

Im zweiten Schritt zeigen wir, dass dieser Prozess auch fiir unendlichdimensionale Rdume
zum Abschluss kommt.

Seien dafiir U und f, wie vorausgesetzt gegeben. Wir wihlen x; € X\ U und erweitern f,
von U auf

U; :={x+Ax:x € UA R}

durch f;(x + Ax;) = fo(x) + Ao fiir ein geeignetes o € R. Mit dieser Definition ist f; auf
jeden Fall linear; bleibt noch « so zu wihlen, dass 1 < p gilt. Aus der Linearitét von f, und
der Sublinearitit von p folgt zunachst fiir alle x,y € U

fo(x) +foly) =folx +y) <px +y) <plx —x1) +p(x1 +y).
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8 DER SATZ VON HAHN-BANACH

Umsortieren ergibt
fo(x) =plx —x1) < plx1 +y) —foly)  firallex,y € U.

Diese Ungleichung bleibt erhalten, wenn wir das Supremum tiber alle x € U und das Infimum
tiber alle y € U bilden. Wir finden daher ein « € R so, dass

(8.1) sup fo(x) —p(x —x1) < o« < inf p(x1 +y) —fo(y)
xeu yeu

gilt; dieses verwenden wir fiir die oben gegebene Konstruktion von f;. Sei nun x + Ax; € U,
gegeben. Gilt A > 0, so folgt aus der zweiten Ungleichung in (8.1) und Abschitzung des
Infimums nach oben durch x € U beliebig

fo(x) + o < p(x1 + %) fur alle x € U.
Wegen A > 0 folgt daraus
f(x +Ax1) = fo(x) + A=A (fo () + ) <Ap (x1+ %) =plx+Ax).

Fiir A < 0 erhalten wir analog aus der ersten Ungleichung in (8.1) durch Abschdtzung des
Supremums nach unten

fo(x) —a < p(x —x1) fur alle x € U,
und damit wegen —A > 0
4 (X—f—?\X]) =—A (fo (%)\) — O() < (—7\)]3 (%)\ —X1) :p(x—i—?\x]).

Fiir A = O ist f1 (x) = fo(x) und daher nichts zu zeigen. Also gilt f(x) < p(x) fir alle x € U;.

Ist X endlichdimensional, so kénnen wir mit dieser Prozedur fortfahren, bis U,, = X gilt; fiir
separable Rdume verwendet man zusétzlich vollstaindige Induktion. Im allgemeinen Fall brau-
chen wir aber schweres Gerat: Das Zornsche Lemma, welches dquivalent zum Auswahlaxiom
ist, und garantiert, dass eine nichtleere halbgeordnete Menge, fiir die jede vollstindig geordne-
te Teilmenge nach oben beschrankt ist, ein maximales Element enthalt." Um es anzuwenden,
definieren wir die Menge aller Fortsetzungen (im Sinne der Aussage des Satzes)

A={W,f): WD U f:W—=>R mit fly="f, f<p}
und versehen A mit der Halbordnung

(Wq, f1) < (Wa,12) genau dann, wenn W, C Wa,  falw, = fi.

'Eine etwas unhandlich zu formulierende Aussage, was die Grundlage fiir den oft zitierten - Jerry L. Bona
zugeschriebenen - Spruch liefert: ,,Das Auswahlaxiom ist offensichtlich wahr, das Wohlordnungsprinzip ist
offensichtlich falsch, und wer versteht schon das Zornsche Lemma?“
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8 DER SATZ VON HAHN-BANACH

Offensichtlich ist (U, fo) € A und damit A # (). Sei nun B C A eine vollstindig geordnete
Teilmenge, d. h. fiir alle a, b € B gilt entweder a < b oder b < a. Wir setzen

W, = U w
(W,f)eB

sowie
fo: W, = R, f.(x) =f(x) farallexe W, (W,f)e B.

Da B totalgeordnet beziiglich der Fortsetzung, ist diese Vorschrift nicht widerspriichlich
(was nicht offensichtlich ist). Weiter ist W, ein Unterraum und f, linear. Nach Konstruktion
ist dann (W, f,) > (W, f) fiir alle (W, f) € B und damit eine obere Schranke. Das Zornsche
Lemma garantiert daher die Existenz eines maximalen Elements (UL, f). Dann muss U, = X
gelten, denn sonst kdnnten wir wie im ersten Schritt eine weitere Fortsetzung von f auf
U; D U, konstruieren, im Widerspruch zur Maximalitét von (UL, f). O

Die im Beweis garantierte Fortsetzung ist im Allgemeinen nicht eindeutig; fiir verschiedene
Wahlen von « bekommen wir unterschiedliche Fortsetzungen.

Der Nutzen dieses Resultats fiir die Funktionalanalysis besteht darin, dass Normen konvex
und damit insbesondere sublinear sind.” Wir konnen also ein stetiges lineares Funktional
durch Festlegung der Werte auf einem Unterraum definieren und stetig auf X fortsetzen. Dies
garantiert dann, dass der Dualraum fiir unsere Zwecke geniigend Elemente enthilt.’

Satz 8.2 (Fortsetzungssatz von Hahn-Banach). Sei X ein normierter Raum tiber K, sei U C X
ein Unterraum und u* : U — K linear und stetig, d. h. u* € U*. Dann gibt es ein x* € X* mit
(x*,x)x = (uW*,x)y fiir allex € U und ||x*|

xs = [[ulu-

Beweis. Sei zunichst K = R. Wir definieren fiir gegebenes u* € U*

p:X=RY pi) = [uus X
Dann ist p sublinear, und es gilt
(Wyxu < [uflu-lxllx =p(x)  firallex € U.

Nach dem Satz von Hahn-Banach existiert daher eine lineare Fortsetzung x* : X — R mit
(x*,x)x < p(x) fur alle x € X. Es bleibt zu zeigen, dass x* stetig ist und die behauptete Norm
besitzt. Dafiir verwenden wir die Linearitdt von x*: Fiir alle x € X gilt

=< 0x = (0, =% < pl=x) = [[ulue | = x[lx = [lwflu-lIx[lx

*Da die Konvexitit der Norm dquivalent zur Konvexitit der durch sie definierten Kugeln ist, kann man den
Satz von Hahn-Banach auch in lokalkonvexen Riumen verwenden; dies sind topologische Vektorraume, in
denen - grob gesprochen - die durch die Topologie definierten Umgebungen konvex sind. Diese besitzen
viele der in Folge gezeigten Eigenschaften; siche etwa [Werner 2011, Kapitel VIII].

*In [Luxemburg und Vith 2001] wurde sogar gezeigt, dass der Satz von Hahn-Banach dquivalent ist zur
Aussage, dass fiir jeden Banachraum X # {0} auch X* # {0} ist.
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woraus zusammen mit (x*,x)x < p(x) fiir alle x € X folgt

X+ fiir alle x € X,

[ x)x] < flutflue 1]

d. h. x* ist stetig und es gilt ||x*|

x+ < |[u*|lu-. Da x* Fortsetzung ist, folgt sofort

. [{u*, x)y| [{x*, x) x| [{x*, x)x| .

[ = sup WSl O gy X
x€U\{0} [Ix[x x€U\{0} [31P% x€X\{0} [ x

und damit ||x*||x« = ||uw*||u=-

Den Fall K = C fiuhren wir auf den ersten Fall zurtick. Jeder C-Vektorraum kann auch als R-
Vektorraum aufgefasst werden (indem man nur Skalare aus R zuldsst); fiir X und U bezeichnen
wir diese mit Xg und Ug (versehen mit der gleichen Norm). Fiir gegebenes u* € X* nehmen
wir dann den Realteil uj := 9Ru*, d. h. (ug, x)y, = R{u*, x)y. Damit ist uj € (Ug)* und
lugll(ug)s < |Ju*||u sowie (wegen der C-Linearitdt und J(x) = —9(ix))

(uyx)u = R, x)u + 13U, x)u = (Up, X)up — Hug, X)ug fir alle x € U.
Sei nun xj die (R-lineare) Fortsetzung von uj; wie im ersten Fall konstruiert, und setze
(X", X)x = (Xgy X)xa — WXy 1X) Xns fir alle x € X.

Dann ist x* : X — C eine C-lineare Fortsetzung von u*. Fiir die Stetigkeit wihle zu x € X
ein 0 € C mit [o] = 1, so dass [(x*,x) x| = o(x*,x)x € R gilt. Dann ist

(X", %) x| = o(x", x)x = (X", 0x)x = (Xg, OX)xz < [[Xg |l (xg)* (1% x5

woraus [[x*[|x- =[xl xq) = Iullouz)- < [wflu- und damit wegen [[u*fu- < [)x*|[x- wie
im ersten Fall ||x*||x+ = ||u*||u- folgt. O

Beachte, dass U weder als dicht noch als abgeschlossen vorausgesetzt war, im Gegensatz zu
Satz 4.5 (welcher dafiir Eindeutigkeit der Fortsetzung garantiert).

Aus dem Satz von Hahn-Banach erhalten wir nun elegant eine Reihe sehr niitzlicher Aussagen.
Das nichste Resultat zeigt, dass der Dualraum X* stets ,,fein“ genug ist, um einzelne Elemente
von X zu unterscheiden; dies garantiert, dass ein normierter Raum vollstandig durch seinen
Dualraum charakterisiert wird.

Satz 8.3. Sei X ein normierter Raum undx € X\{0}. Dann gibt es ein normierendes Funktional
x* € X* mit |[x*||x- = 1 und (x*,x)x = [|x]|x.

Beweis. Sei U = {Ax: A € K} und u* : U — K definiert durch

(U, A )u = Allx]|x fir alle A € K.

Insbesondere ist fiir A = 1 dann (u*,x)y = ||x||x. Weiterhin ist [(u*, Ax)x| = ||Ax||x und
damit ||u*||y- = 1, und wir erhalten das gewiinschte normierende Funktional, indem wir u*
mit Hilfe von Satz 8.2 auf X fortsetzen. ]
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Das normierende Funktional kann man auch als Verallgemeinerung des Vorzeichens in
normierten Raumen auffassen.

Diese Charakterisierung illustrieren die folgenden Resultate.

Folgerung 8.4. Sei X ein normierter Raum. Dann gilt

[x[]x = max [(x*,x)x|  fiirallex € X.
x*€Bxx

Beweis. Dies folgt wegen

[0y x)x] < x|

x Xl x < [lx[lx fir alle x* € Bx-, x € X,

mit Gleichheit fiir das normierende Funktional aus Satz 8.3. ]

Im Gegensatz zur Definition der Operatornorm ||x*|
angenommen.

x+ wird hier das Supremum also stets

Folgerung 8.5. Seien X ein normierter Raum, U C X ein abgeschlossener Unterraum und
xo € X\ W. Dann existiert ein x* € X* mit (x*,x)x = 0 fiir allex € U und (x*,x0)x # 0.

Beweis. Da U abgeschlossener Unterraum ist, ist X/U nach Satz 6.1 ein Banachraum und
damit insbesondere ein normierter Raum. Sei Q : X — X/U, x — [x], die zugehdrige
Quotientenabbildung. Wegen x, ¢ U gilt Qx # [0], und Satz 8.3 liefert ein q* € (X/U)* mit
(g%, Qxo)x,u = [|Qxol/x,u # 0. Dann hat x* := q* o Q € L(X, K) wegen Qx = [0] fiir alle
x € U die gewiinschten Eigenschaften. ]

Die Aussage (x*,x)x = 0 fiir alle x € U kann man auch kurz als x* € U+ schreiben.
Folgerung 8.6. Sei X ein normierter Raum und U C X ein Unterraum. Dann sind dquivalent:
(i) U ist dichtin X;
(i) Ut ={0}.
Beweis. (i) = (ii): Sei x* € U*. Nach Voraussetzung ist dann (x*,x)x = 0 fiir alle x € U.

Also ist x* eine Fortsetzung des Nulloperators 0 € L(U, K) = U* auf X, und aus Satz 4.5 folgt
[ flxe = 17

w =0,

(ii) = (i): Angenommen, cl U # X. Dann gibt es ein xo € X\ (cl U) und daher nach Folgerung
8.5 ein x* € X* mit x* # 0 und (x*,x) = 0 furallex € U C clU, d.h. 0 # x* € Ut. Durch
Kontraposition folgt die Behauptung. [

Folgerung 8.7. Sei X ein normierter Raum. Ist X* separabel, dann ist auch X separabel.
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Beweis. Sei U* := {x} :n € N} C X*dichtin X*. Nach Definition der Operatornorm existiert
dann fiir jedes x}, ein x,, € Bx mit (x},,xn)x > J[|X%||x-. Wir zeigen nun mit Hilfe von
Folgerung 8.6, dass der durch die x,, aufgespannte Unterraum U C X dicht in X ist. Sei dafiir
x* € U+, Dann folgt fiir alle x}, und x,, aus der Definition der Operatornorm, x,, € U, und
der umgekehrten Dreiecksungleichung

1
(8.2) " =3 X5 =, x) x| = 6, xn)xl 2 5 x|

—~

x+ = |

X*
] * * *
> §|HX [[x= = X" = x3[[x-1-
Da U* dicht in X* liegt, gilt inf,. cu- [|[x* — X} ||x+ = 0. Gehen wir daher auf beiden Seiten

von (8.2) zum Infimum iiber alle n € N iiber, erhalten wir 0 > J||x*||x- und damit x* = 0.
Also ist U dicht in X. Da die rationalen Linearkombinationen der x,, eine abzahlbare und
dichte Teilmenge von U bilden, ist X separabel. [

Da nach Satz 3.14 der Raum {' (K), aber nicht {*(K), separabel ist, kann daher ¢' (K) nicht
isomorph zu £*(K)* sein; ebenso ist L' (Q) nicht isomorph zu L*(Q)*. Allerdings ist der
Satz von Hahn-Banach (wegen der Verwendung des Auswahlaxioms in Form des Zornschen
Lemmas) nicht konstruktiv und ermoglicht damit nicht, ein explizites Element aus (> (K)*
anzugeben, das nicht in £'(K) reprisentierbar ist.*

Folgerung 8.8. Sei X ein normierter Raum und U C X ein Unterraum. Dann gilt (U1) | =
clU.

Beweis. Fiir beliebiges x € U gilt (x*, x)x = O fiiralle x* € U+, und damit ist nach Definition
x € (U1),. Firx € clU\ U betrachte eine Folge {x;, }ney € Umitx, — x. Dal C (U+)
wie eben gezeigt ist und Annihilatoren stets abgeschlossen sind, gilt x € (U+); und damit
duc (UJ—)J_.

Sei nun x ¢ clU. Nach Folgerung 8.5 existiert dann ein x* € U+ mit (x*,x)x # 0, d.h.
x ¢ (UL)L [

Dagegen gilt fir U C X* in der Regel nur clU C (U, )*.

Anfangs wurde bereits angedeutet, dass der Satz von Hahn-Banach auch eine geometrische
Interpretation als Aussage iiber konvexe Mengen besitzt; diese betrachten wir nun néher.

“Tatsdchlich ist dies beweisbar unmdglich, denn ersetzt man das Auswahlaxiom - bzw. die schwéchste Version
davon, die fiir den Satz von Hahn-Banach ausreicht — durch schwichere Axiome, kann man £' (K) = ¢*°(K)*
zeigen. Fiir Fans: Der Satz von Hahn-Banach (und damit die Existenz nichtreprésentierbarer Funktionale)
ist zwar deutlich schwicher als das Auswahlaxiom, aber stark genug, um das Banach-Tarski-Paradoxon
zu implizieren: Die Existenz einer disjunkten Zerlegung der Einheitskugel im R3, deren Teile man so
rearrangieren kann, dass sie sich zu zwei Einheitskugeln zusammenfiigen; siehe z. B. [Wagon 1985]. Der
Satz von Hahn-Banach ist daher fundamental genug, guten Gewissens von dem Hahn-Banach-Axiom zu
sprechen.
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Folgerung 8.5 besagt insbesondere, dass fiir alle x,y € X mit x # y ein x* € X* existiert mit
(x*,x —y)x # 0; man sagt, X* trennt die Punkte von X. Anschaulich kénnen wir fir x* € X*
und o € R (im Fall K = R) die Hyperebene

Hy:={x € X: {x",x)x = o}

definieren. Die Aussage ist dann, dass fiir gegebene x und y stets eine Hyperebene existiert,
die X in zwei Halbrdume H,, H{ zerteilt mit

x € Hy :={x € X: (x",x)x < o}, y e H :={x e X: (x",x)x > o.

Wir verallgemeinern dies nun auf die Trennung von Mengen. Wie bei der Fortsetzung ist
auch hier die Konvexitit wesentlich.

Satz 8.9 (Trennungssatz von Hahn-Banach). Seien X ein normierter Vektorraum, A C X
nichtleer, offen und konvex, und xo € X\ A. Dann existiert ein x* € X* mit

R(x", x)x < R(x",xo)x  fiirallex € A.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall K = R, und fithren die Aussage zuriick auf den Satz
von Hahn-Banach. Wir benétigen also ein geeignetes sublineares Funktional. Fiir A C X
definieren wir dafiir das Minkowski-Funktional

ma : X = [0, o0], x> inf{t>0:1xe€A}.

Das Funktional gibt an, wie weit man x € Xin Richtung 0 ,,zuriickziehen® muss, bis x € A liegt.
(Fiir A = Bx ist ma (x) = ||x||x, womit wir bereits den Zusammenhang zum Fortsetzungsatz
sehen.) Erstmal ist nicht klar, ob tiberhaupt so ein t existiert, d. h. ob das Infimum endlich ist.
Wir nehmen daher zuerst an, dass 0 € A liegt, denn dann ist fiir alle x € X und t grof§ genug
1x € A, da A offen ist (und damit eine Kugel mit Radius € > 1 ||x||x enthlt). Wir zeigen nun
die Sublinearitdt. Direkt aus der Definition folgt ma (Ax) = Ama (x) fiir allex € Xund A > 0.
Seien nun x,y € X und ¢ > 0 beliebig. Aufgrund der Definition des Infimums existieren
dann t,s > 0 mit

t<ma(x)+e 1XxEA, s<maly) +e %UGA-

Aus der Konvexitit von A folgt dann

1
t+s

(1) + 5 (fy) €A

(x+y) = t+s

t+s
und damit

ma(x+y) <t+s<ma(x) +maly) + 2e.

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt ma (x +y) < ma(x) + ma(y).
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Wir zeigen nun, dass ma selber xo und A trennt; im néchsten Schritt konstruieren wir daraus
ein lineares Funktional auf einem geeigneten Unterraum. Zunéchst gilt {xo ¢ A fiiralle t < 1
(sonst ware xo = t7¢ + (1 —t)0 € Aflireint € (0,1), denn 0 € A und A ist konvex) und
damit

(8.3) ma(xo) > 1.

Umgekehrt folgt aus ma (x) > 1, dass %x € X\ Afirallet € (0, 1) gilt. Wahlen wir nun eine
Folge {t, Jnen C (0,1) mit t, — T, so erhalten wir x = lim,, _,, %x € X\ A, denn X\ A ist
als Komplement einer offenen Menge abgeschlossen. Also gilt

(8.4) ma(x) <1 fur allex € A.

Wir definieren nun wie im Beweis von Satz 8.3 den Unterraum U := {Ax, : A € R} und auf U
ein lineares Funktional u* : U — R durch

(W Ax0)u = Ama (xo), fur alle A € R.
Dann ist wegen der Sublinearitit von ma sowie ma > 0 und ma (0) = O fiir
A>0: <‘LL*,)\X0>X :}\TTLA(X()) :mAO\Xo),
A<LO0: (W Ax0)x = Ama (x0) < 0 < ma(Axo).

Also gilt u* < ma auf U. Wir erhalten daher durch den Satz von Hahn-Banach eine lineare
Fortsetzung x* : X — R mit x* < ma auf ganz X. Bleibt zu zeigen, dass x* stetig ist und
ebenfalls trennt.

Da 0 € A und A offen vorausgesetzt ist, existiert fiir ¢ > 0 klein genug eine abgeschlossene
Kugel B (0) C A. Alsoist e>: € B.(0) C A fiir alle x € X und damit

k3]

(x",x)x < Ma(x) < %HXHX fir alle x € X,

sowie analog fiir —x, d. h. x* € X*. Aus (8.3) und (8.4) folgt nun
(x*,x)x < Ma(x) <1< malxo) = (U %x0)u = (X", %0)x furallex € A,

woraus die Trennungseigenschaft folgt.

Fiir den allgemeinen Fall 0 ¢ A wihlen wir X € A und betrachten A = A — % =
{x —% :x € A}. Dann ist A ebenfalls offen, 0 € A, und xo — % ¢ A. Wie oben erhalten
wir nun ein x* € X* mit (x*,y)x < (x*,xo — X)x fiiralley € A. Fiir alle x € A ist dann nach
Definition x — % € A und daher

(x"yx)x = (X", x —%)x + (X", X)x < (X", %0 —X)x + (x*, %) x = (X", %0)x,
was zu zeigen war.

Den Fall K = C fithrt man wie im Beweis von Satz 8.2 auf den reellen Fall zuriick. O
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Aus Satz 8.9 kann man nun weitere Trennungssitze ableiten, die von fundamentaler Bedeu-
tung fiir die konvexe Optimierung sind. Zuerst betrachten wir die Trennung zweier disjunkter
konvexer Mengen.

Satz 8.10. Sei X normierter reeller Vektorraum, A, A, C X nichtleer und konvex mit A;NA, =
(. Ist Ay offen, so existiert ein x* € X* und ein x € R mit

R, x1)x < o < R(XT, Xx2)x fiir allex, € Ay, x2 € Aj.

Beweis. Setze A .= A1 — Ay = {x1 —x2:x1 € Aj,x2 € A,}. Dann ist A offen, denn fir
x € Afolgtx € Ay —x, C Afiireinx, € Ay, und Ay — x; ist offen. Weiterhin ist 0 ¢ A
wegen A1 NA; = (). Aus Satz 8.9 erhalten wir also ein x* € X* mit R(x*,x)x < R(x*,0)x =0
furallex € A, d. h.

R, x1)x — R, x2)x = R{xF ;% —x2) <0 fur allex; € Ay, x2 € As.

Mit o := sup, ., R(x*,x1)x folgt nun die Behauptung, da nach dem Satz von der offenen
Abbildung das Bild der offenen Menge A; unter der surjektiven Abbildung x* € L(X,R) \ {0}
offen ist und daher das Supremum nicht angenommen wird. O

Eine weitere Variante ist die strikte Trennung eines Punktes von einer abgeschlossenen Men-
ge.

Satz 8.11. Seien X ein normierter reeller Vektorraum, A C X nichtleer, abgeschlossen und
konvex, und xo € X\ A. Dann existiert ein x* € X* und ein x € R mit

R(x",x)x < o0 < R(X™, X0)x fiir allex € A.

Beweis. Da A abgeschlossen ist, existiert eine offene (konvexe) Kugel U, (xo) C X\ A. Wir
wenden Satz 8.10 an auf A; = U, (xo) und A, = A und erhalten ein trennendes Funktional
x* € X* mit R{x*, x1)x < R(x*,x2)x furalle x; € U.(xo) und x, € A. Nun kénnen wir
jedes xq € U, (xo) schreiben als x; = x¢ + ey fiir ein y € Bx, und durch Einsetzen erhalten
wir

R(X™, x0)x + eERX",Y)x = R, x1)x < R, x)x firalley € Bx,x € A.

Daraus folgt durch Supremum {iber alle y € By wegen x* # 0 und ||Rx* || (x,) = ||x*|
(siehe Beweis von Satz 8.9)

X*

R(x*, x0)x < R{X™,x0)x + €]]x|

x+ < R(X*, X)x fir alle x € A.

Wir erhalten nun die Aussage durch Ubergang zu —x* mit —a := R{x*,xo)x + ¢||x*[|x. [
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Ahnlich wie ein normierter Vektorraum durch seinen Dualraum charakterisiert wird, wird
auch ein linearer Operator durch einen ,,dualen Operator charakterisiert. Fiir normierte
Réaume X, Y und einen stetigen linearen Operator T € L(X, Y) definieren wir den adjungierten
Operator

T Y = X5 (T'y*", x)x = (y", Tx)y firallex € X, y* € Y™.
Dann ist T* nach Konstruktion linear. Ausserdem ist T* stetig.

Lemmag.1. Sei T € L(X,Y). Dann ist T* € L(Y*, X*) mit || T*|| v+ x+) = || TllL(x,v)-

Beweis. Es gilt nach Definition der Operatornorm

[T lLve x5y = sup [[T"y*|[x- = sup sup (T y*, x)x|

y*EBY* y*EBy* XxEBx
= sup sup [(y*,Tx)y| = sup sup [{(y*,Tx)yl|
y*eByx x€Bx XxEBx y*€By*
= sup [[Tx[ly = [ Tllcx,v)
xEBx
wobei wir fiir die vorletzte Gleichung Folgerung 8.4 verwendet haben. ]

Ein triviales Beispiel ist die Identitat Idx € L(X, X): Es gilt
(x", Idx x)x = (x™, x)x = (Idx= X", %) x fir alle x € X, x* € X*,

d.h. (Idx)* = Idx-.

Fiir ein weniger triviales Beispiel betrachten wir fiir X = Y = {?(K) mit 1 < p < co den
Rechts-Shift

S: P (K) — P (K), (X1,X2,X3y...) — (0,X1,%X2,...).
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Da der adjungierte Operator S* : (P (K)* — {P(K)* auf linearen Funktionalen operiert, kann

* ~

er in der Regel nicht konkreter als iiber die Definition angegeben werden. Wegen (P (K)* =
09(K) mit L + L = 1ist es aber moglich, eine explizite Darstellung T, 1$*T, : 09(K) — ¢9(K)
zu finden, wobei T, : £9(K) — {P(K)* der isometrische Isomorphismus aus Satz 7.1 ist. Sei
dafiiry € (9(K) gegeben und x € {P(K) beliebig. Dann gilt

<S*pr>x> py)sx Zxk 1Yk = ZxkykJﬂ = T Z)X>P

fir z = (y2,y3,...) € L9(K), d.h. $*T,y = T,z € (°(K)* und damit T 'S*T,y = z. Der
adjungierte Operator kann daher dargestellt werden als der Links-Shift in £9(K).

Weitere Beispiele erhilt man aus den folgenden Rechenregeln, die direkt aus der Definition
folgen.

Lemma 9.2. Seien X, Y, Z normierte Riume, T;, T, € L(X,Y) und S € L(Y, Z). Dann gelten
(i) (+T) =T +T;,
(ii) (ATy)* = AT{ fiir alle A € K,

(iii)) (SoT)* =T*oS*.

Eine besonders niitzliche Eigenschaft ist, dass Adjungieren und Invertieren kommutieren.

Satz 9.3. Sei T € L(X,Y) stetig invertierbar. Dann ist auch T* € L(Y*, X*) stetig invertierbar,
und es gilt

(T ' = (T )y =T

Beweis. Ist T stetig invertierbar, so gilt T~ 'T = Idx, TT~! = Idy, und T~ ist stetig. Adjun-
gieren auf beiden Seiten ergibt dann T*(T~")* = Idx- und analog fiir TT~'. Also ist (T~')*
Inverse von T* und nach Lemma 9.1 stetig ist. ]

Folgerung 9.4. Sind X und Y (isometrisch) isomorph, dann sind auch X* und Y* (isometrisch)
isomorph.

Beweis. Sind X und Y isomorph, so existiert nach Definition eine stetig invertierbare Abbil-
dung T : X — Y. Dann ist nach Satz 9.3 auch T* : Y* — X* stetig invertierbar und damit Y*
und X* isomorph. Ist T isometrisch, so folgt || T*||( v+ x+) = [| T|lL(x,v) = 1 und damit sofort

IT y"| firalley™ € Y*.

xe < T Leve xo)
Umgekehrt gilt fiir alle y* € Y*
=TT YR < IT 7o, ve)

Ty Ix = IIT lLevpo I Ty Ix

= [Ty

X*y

denn mit T ist auch T~ ein isometrischer Isomorphismus (wie man unter Verwendung von
y = Tx & x = T~ 'y leicht nachrechnet). Also ist | T*y*||x- = ||y*||y- und damit auch T*
eine Isometrie. [l
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Wir untersuchen nun, was wir mit Hilfe des adjungierten Operators {iber die Losbarkeit
der Gleichung Tx = y aussagen konnen. Diese besitzt eine eindeutige Losung, die stetig
von der rechten Seite abhdngt genau dann, wenn T injektiv und surjektiv ist. Fiir endlichdi-
mensionale Operatoren (d. h. lineare Gleichungssysteme) konnen wir dies {iber den Rang
von T ausdriicken; mit dem Dimensionssatz erhélt man dann, dass T surjektiv ist genau
dann, wenn T* (der ja der transponierten Matrix entspricht) injektiv ist (und umgekehrt).
Eine dhnliche Aussage wire auch fiir unendlichdimensionale Rdume niitzlich. Anstelle des
Dimensionssatzes verwenden wir dafiir die fiir Satz 7.4 eingefithrten Annihilatoren.

Satz 9.5. Seien X,Y normierte Riume und T € L(X,Y). Dann gilt
(i) (ranT)* = ker T*,

(ii) (kerT*), =cl(ranT),

(iii) (ranT*), =kerT,

(iv) (kerT)* =cl(ranT*).

Beweis. Fiir (i) betrachte y* € (ranT)*, d. h. fiir alle x € X gilt
0= <y*,TX>X = <T*y*,X>X.

Dann gilt aber nach Definition T*y* = 0 € X* und damit y* € ker T*. Umgekehrt folgt aus
y* € ker T* mit der selben Rechnung (y*, Tx)x =0, d.h.y* € (ranT)*.

Aussage (ii) erhalten wir aus (i) zusammen mit Folgerung 8.8:

(ker T*), = ((ranT)*), =cl(ranT).
Genauso zeigt man (iii) und (iv). O

Der Operator T ist also genau dann surjektiv, wenn T* injektiv und ran T abgeschlossen
ist. Auch letztere Bedingung kann iiber den adjungierten Operator charakterisiert werden;
dies besagt ein weiterer Hauptsatz der Funktionalanalysis, der Satz vom abgeschlossenen Bild.
Fiir den Beweis, der wesentlich auf den Hahn-Banach-Satzen beruht, brauchen wir zwei
Lemmata.

Lemma 9.6. Seien X,Y Banachrdume und T € L(X,Y). Dann sind dquivalent:
(i) ranT ist abgeschlossen;

(ii) es existiert ein C > 0 so dass fiir alley € ranT ein x € X existiert mit Tx = y und
Ixllx < Cllylly.
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Beweis. (i) = (ii): Wir verwenden, dass ran T nach Satz 6.4 isomorph zu X/ ker T ist; der
Operator S : X/ ker T — ran T aus Lemma 6.3 mit T = S o Q, wobei Q die Quotientenabbil-
dung x — [x] ist, ist also stetig invertierbar. Fiir alle x € X existiert daher ein [x] € X/ker T
mit S[x] = Tx und damit

||[X]HX/kerT < H871 ||L(ranT,X/kerT)HTXHY-

Wie im Beweis von Satz 6.2 finden wir nun nach Definition des Infimums zu € := ||[x]||x/ ker T
ein u, € ker T mit

x —uellx < inf [lx —uflx + € = 2[|[x][|x/ker 7-
ueker T

Also erfillt X := x —u, € X wegen Tk = Tx = S[x] =y die gewiinschte Abschidtzung mit
C:= ZHSil ||L(ranT,X/kerT)-

(ii)) = (i): Mit Hilfe der Voraussetzung und der obigen Definition von S finden wir fiir
y € ran T ein eindeutiges [x] € X/ker T mit S[x] = Tx =y und

1D Ix/ert < lxllx < Cllyllv-

Also ist S stetig invertierbar, und damit ran T als Urbild des Banachraums X/ ker T unter der
stetigen Abbildung S—' abgeschlossen. ]

Beachte, dass die Abschétzung in Aussage (ii) nur fiir ein Urbild x gelten muss, nicht fiir alle!
Aus dem Beweis folgt aber, dass (ii) dquivalent ist zu

(9.1) IXIx/ker T < ClITX]||y fiir alle x € X.

Oft kann man eine schérfere Variante nachweisen, aus der zusitzlich die Injektivitdt von T
folgt.

Folgerung 9.7. Seien X,Y Banachrdume und T € L(X,Y). Existiert ein C > 0 mit
Ix]|x < C||Tx]|y fiir alle x € X,

so ist T injektiv und ran T abgeschlossen.

Fiir die stetige Invertierbarkeit von T fehlt dann lediglich die Surjektivitit, die wir mit Hilfe
des folgenden Lemmas nachweisen kénnen.

Lemma 9.8. Seien X,Y Banachrdume und T € L(X,Y). Existiert ein ¢ > 0 mit

ve < Ty

clly* X+ fiir alley™ € Y™,

so ist T surjektiv.
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Beweis. Wir verwenden den Satz von der offenen Abbildung und zeigen dUy C T(Ux) fiir
ein & > 0, wobei wie im Beweis dieses Satzes geniigt, cUly C cl T(Ux) =: A zu zeigen. Wir
tithren einen indirekten Beweis. Sei dafiir yo ¢ A. Da A nichtleer, konvex und abgeschlossen
ist, existieren nach dem strikten Trennungssatz 8.11 ein y* € Y* und ein o € R mit

R Yy < a < RY*,yo)y furalley € A.
Da A wegen der Linearitat von T mit y auch oy fiir alle 0 € K mit o] = 1 enthilt, folgt

(Y™ y)vl = R{Y", 6Y)y < RYYo)y <Y yo)vl  fiiralley € A,

wobei o € K so gewihlt ist, dass o(y*,y)y = [(y*,y)v| und |o] = 1 ist.

Nach Voraussetzung und Lemma 4.2 (i) gilt dann

cllyllv- < [T Y [|x- = sup (T y", x)x| = sup [{y*, Tx)v|
xeUx x€elx
< Y5 yo)vl < [y lly=llvolly

und damit ||yo|ly > ¢, d.h.yo ¢ cUy. Durch Kontraposition folgtcUy C A =clT(Ux). [

Wir kommen nun zum Hauptresultat dieses Kapitels.

Satz 9.9 (vom abgeschlossenen Bild). Seien X,Y Banachrdume und T € L(X,Y). Dann sind
dquivalent:

(i) ranT ist abgeschlossen;
(ii) ranT = (ker T*) ;;
(iii) ran T* ist abgeschlossen;

(iv) ranT* = (ker T)*.
Beweis. (i) < (ii): Ist ran T abgeschlossen, so gilt nach Satz 9.5 (ii)

(ker T*) | =cl(ranT) =ranT.

Die andere Richtung folgt sofort aus der Abgeschlossenheit von Annihilatoren.

(i) = (iv): Zunachst gilt stets (T*y*,x)x = (y*, Tx)y = O fiir alle x € ker T und damit
ranT* C (ker T)*. Fiir die umgekehrte Inklusion sei x* € (ker T)+. Wir konstruieren nun
ein y* € Y* mit x* = T*y*. Zuerst definieren wir ein lineares Funktional

yo:ranT — K| (Y, TxX)ran1 := (X", x)x furallex € X.

Dieses Funktional ist wohldefiniert, denn fiir x;,x, € X mit Tx; = Tx, ist x; —x, € ker T
und daher (x*,x; —x2)x = 0. Zum Nachweis der Stetigkeit verwenden wir Lemma 9.6: Da
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9 ADJUNGIERTE OPERATOREN

ran T abgeschlossen ist, existiert ein C > 0 mit ||x|[x < Clly||y fir alley € ranT und ein
x € X mit Tx = y. Daher gilt fiir y € ran T beliebig und x € X entsprechend gewahlt

yllv.

x|[x < Clx7|

|<y3)y>ranT| = |<US)TX>ranT| = |<X*)X>X| < HX*‘ X* X*

Also ist y§ stetig. Daran T C Y ein Unterraum ist, kénnen wir nun yg§ mit Hilfe des Fortset-
zungssatzes 8.2 stetig zu einem Funktional y* € Y* fortsetzen. Dann gilt

(x*,%)x =Ygy T%)rant = (Y, Tx)y = (T"Yy"x)x fiir alle x € X

und damit x* = T*y*, d.h. x* € ran T*.
(iv) = (iii) folgt wieder direkt aus der Abgeschlossenheit von Annihilatoren.

(iii) = (i): Wir zeigen ranT = cl(ranT) =: U. Dafiir konstruieren wir einen Operator
S € L(X,U) durch Sx := Tx fir alle x € X, so dass S dichtes Bild ranS = ran T C U hat, und
zeigen, dass S surjektiv (d. h. ran T = ran S = U) ist. Fiir beliebige y* € Y* bezeichnen wir
die Einschrankung auf U C Y mit y*[y € U*; dann gilt

(9.2) (Ty*,x)x = (y*", Tx)y = (Y lu, Sx)u = (S"y*|u, x)x fiir alle x € X,

d.h. T*y* = S*y*|y und damit ist ran T* C ran S*. Sei umgekehrt u* € U* und damit
S*u* € ran S* beliebig. Dann kann u* mit dem Fortsetzungssatz 8.2 stetig zu einem y* € Y*
fortgesetzt werden; liest man (9.2) von rechts nach links mit u* an Stelle von y*|y, so folgt
S*u* = T*y* und damit ranS* C ranT*. Da ran S nach Konstruktion dicht in U liegt,
erhalten wir aus Folgerung 8.6, Satz 9.5 (ii) und Folgerung 8.8 daher

{0} = (ranS)* = ((ker S*) ;)= = clker S* = ker S*.

Also ist S* injektiv und, da ranS* = ranT* nach Voraussetzung abgeschlossen ist, nach
Folgerung 5.7 stetig invertierbar. Fiir alle u* € U* gilt also

W flus = ST us < IS™ L un 18705 [ x-
Damit ist die Voraussetzung von Lemma 9.8 mit ¢ := ||S™*|| f(1x* -y erfillt, also ist S surjektiv.
Wir erhalten dadurchranS = U =cl(ranT), d. h. ran T = ran S ist abgeschlossen. l

In der Praxis wird der Satz vom abgeschlossenen Bild oft angewendet, indem man die Voraus-
setzung von Folgerung 9.7 sowie Injektivitdt von T* nachweist; aus ersterem erhélt man die
Injektivitét, aus letzterem zusammen mit der Abgeschlossenheit des Bildes die Surjektivitat
von T. Damit hat die Gleichung Tx = y fiir alley € Y eine eindeutige Lésung, und es gilt die
a priori Abschitzung ||x||x < Cl|y||v. Dies liefert ein fundamentales Werkzeug in der Theorie
partieller Differentialgleichungen.
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Wie wir in den letzten Kapiteln gesehen haben, ist der Dualraum X* eines normierten Vek-
torraums X von Interesse, da er X in gewisser Weise charakterisiert. In der selben Weise wird
natiirlich X* durch seinen Dualraum (X*)* charakterisiert, und man kann sich nun fragen,
inwiefern dies transitiv ist, d. h. was der Bidualraum X** := (X*)* von X {iber X aussagt.

Wie schauen nun die Elemente von X** aus? Zunichst betrachten wir fiir x € X und x* € X*
die duale Paarung (x*, x)x € K. Halt man x* fest, so erhélt man eine stetige lineare Abbildung
von X nach K (ndmlich x*; so war die duale Paarung ja definiert). Man kann aber auch x
festhalten und erhdlt so eine lineare Abbildung x** von X* nach K; wegen

(10.1) X(xT) = (T %) x < || xe | x| x fiir alle x* € X*

ist diese auch stetig. Es existiert also eine kanonische Einbettung
Jx : X — X* (Jx(x),x")x = (x",x)x fiirallex™ € X*.

Man vergewissert sich leicht, dass Jx linear und wegen (10.1) auch stetig ist. Es gilt sogar noch
mehr: Aus Folgerung 8.4 erhalten wir

J— * _ * _
Ixllx = max 1{x%x)x| = max [(Jxx,x")x:| = [[Jxx][x-+,

und damit ist Jx eine Isometrie (und daher injektiv). Wir halten fest:

Satz 10.1. Die kanonische Einbettung Jx : X — X** ist linear, injektiv und isometrisch.

Das Bild ran Jy ist ein Unterraum von X**. Da Jx isometrisch und X** als Dualraum stets ein
Banachraum ist, ist ran Jx vollstandig genau dann, wenn X vollstidndig ist; ersteres ist nach
Lemma 3.5 genau dann der Fall, wenn ran Jx abgeschlossen in X** ist. Ist X nicht vollstindig,
kénnen wir clran Jx C X** als ,,Vervollstindigung® von X ansehen.

Im Allgemeinen ist ran Jx ein echter Unterraum, da Jx nicht surjektiv sein muss. Ist Jx
surjektiv, so heifSt X reflexiv. In diesem Fall ist Jx sogar ein isometrischer Isomorphismus;
es gilt also X = X**. Beachte, dass X = X** alleine noch nicht bedeutet, dass X reflexiv ist:
Fiir die Reflexivitdt muss die Isometrie zwingend durch die kanonische Einbettung vermittelt
werden.
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10 REFLEXIVITAT

Beispiel 10.2. (i) Alle endlichdimensionalen Rdume sind reflexiv, denn es gilt stets
dim(X**) = dim(X*) = dim(X),

und daher folgt aus der Injektivitdt von Jx bereits die Surjektivitat.

(ii) Die Folgenraume (P (K) sind reflexiv fiir 1 < p < co. Dafiir verwenden wir die Isome-
trien T, : {9(K) — P (K)* und T, : {P(K) — £9(K)* aus Satz 7.1. Aus der Definition
folgt

(TgxyY)ea = Zxkyk = (Toy, X) e fir alle x € €P(K), y € ¢9(K).
k=1
Fir x** € (P(K)** setzen wir nun x := T(;]T;x** und zeigen Jpx = x**. Fir x* €

{7 (K)* beliebig setze y := T, 'x* € £9. Dann gilt

Jorxy X*) (e0)- = (X )00 = (Toy, X)er = (TgX, Y)ea
= (TxX™, Yoo = (X Tpy) er)e = (X

*

y X) (00 )
Also ist Jep = T, * T, surjektiv.
(iii) Ebenso zeigt man, dass LP(Q) reflexivist fiir 1 < p < oo.

(iv) Nicht reflexiv sind €' (K), £*(K), co(K), c(K) sowie L'(Q), L*(Q), Cy(X); dies folgt
aus den gleich gezeigten Resultaten.

Analog zum Bidualraum kénnen wir auch fir T € L(X,Y) einen biadjungierten Operator
T** € L(X**, Y**) definieren. Dieser ist vertraglich mit der kanonischen Einbettung.

Lemma 10.3. Seien X,Y normierte Raume und T € L(X,Y). Dann gilt
T*oJx=JyoT.
Beweis. Fiir beliebige x € X und y* € Y* gilt
(Txx%,y )y = (Jxx, Ty )xe = Ty x)x = (Y™ Tx)y = (JyTx, y7)ve. H

Wir zeigen nun einige Resultate iiber die ,,Vererbung® der Reflexivitit.

Satz 10.4. Seien X ein normierter Vektorraum und Y ein reflexiver Banachraum mit X >~ Y.
Dann ist auch X reflexiv.

Beweis. Ist T : X — Y ein Isomorphismus, d. h. stetig invertierbar, so ist nach Satz 9.3 auch
T* und damit T** stetig invertierbar. Aus Lemma 10.3 folgt nun, dass Jx stetig invertierbar
und damit surjektiv ist genau dann, wenn es Jy ist. ]
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10 REFLEXIVITAT

Satz 10.5. Sei X ein reflexiver Banachraum und U C X ein abgeschlossener Unterraum. Dann
ist auch U reflexiv.

Beweis. Seiu*™* € U** beliebig. Da wir jedes lineare Funktional x* € X* durch Einschrankung
auf U auch als Funktional x*|{; € U* auffassen diirfen, konnen wir ein x** € X** definieren
durch

(10.2) (X" x ) x = (W X u)us fiir alle x™ € X*.

Nun ist X reflexiv und damit existiert ein x := Jy,'x** € X. Wir zeigen nun x € U. Angenom-
men, x ¢ U. Dann gibt es nach Folgerung 8.5 ein x* € U+ mit (x*,x) # 0, d.h. x*|y = 0.
Zusammen mit (10.2) erhalten wir daraus den Widerspruch

0= (W™, X wur = (X, x%)x- = (X, x)x # 0.

Also gilt x € U, und es bleibt Jx = u*™* zu zeigen. Sei dafiir u* € U* gegeben. Nach dem
Fortsetzungssatz von Hahn-Banach existiert dann ein x* € X* mit x*|i; = u*. Damit gilt

<]uX,LL*>u* = <u*>X>X = <X*>X>X = <IXX>X*>X*

*

— <X**)X*>x* — <u**)x*|u>u* — <u *)u*>u*)

d.h. Jux = u*. [

Satz 10.6. Sei X ein Banachraum. Dann ist X reflexiv genau dann, wenn X* reflexiv ist.

Beweis. Sei X reflexiv. Wir miissen zeigen, dass Jx- : X* — X*** surjektiv ist. Sei dafiir
x*** € X*** beliebig, und setze x* := J3x*** € X*. Da X reflexiv ist, existiert fiir jedes
x** € X** ein x := J3'x** € X. Dann gilt

* koK * kK

X ) xee = (X Jxx) xe = (3K x)x = (X, x)x
= <]XX>X*>X* = <X**>X*>X* = JX*X*»X**>X**

kK

und daher x*** = Jx.x*.

Sein nun umgekehrt X* reflexiv. Dann ist nach dem eben Gezeigten X** reflexiv. Damit ist der
abgeschlossene (da X vollstindig) Unterraum ran Jx C X** nach Satz 10.5 ebenfalls reflexiv.
Da X und ran Jx isometrisch isomorph sind (denn durch das eingeschrankte Bild ist Jx stets
surjektiv und damit nach Satz 10.1 ein Isomorphismus), ist X nach Satz 10.4 auch reflexiv. [

Aus diesen Resultaten folgt wie schon behauptet, dass ¢' (K) nicht reflexiv sein kann: Ansons-
ten wire £ (K)* = (¢'(K)*)* = ¢! (K) nach Satz 3.14 separabel und damit nach Folgerung 8.7
auch (> (KK), was aber (ebenfalls nach Satz 3.14) nicht der Fall ist. Dann kénnen aber nach Satz
10.6 auch ¢*°(K) und c, (K) nicht reflexiv sein, denn {*(K) = {' (K)* und co(K)* ~ 1'(K).
Schliesslich ist ¢ (K) ein nicht-reflexiver abgeschlossener Unterraum von c(K), welcher damit
nach Satz 10.5 auch nicht reflexiv sein kann. Analog argumentiert man fiir die Funktionen-
raume.
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Wir kommen nun zu der versprochenen Verallgemeinerung der komponentenweisen Konver-
genz auf unendlichdimensionale Vektorraume, mit deren Hilfe wir ein analoges Resultat zum
Satz von Heine-Borel beweisen konnen. Wie wir in Kapitel 7 gesehen haben, sind stetige Funk-
tionale das unendlichdimensionale Pendant zur Komponentenauswertung; entsprechend
definieren wir unseren Konvergenzbegriff.

Sei X ein normierter Raum und {x,}hen C X eine Folge. Wir sagen, {x }nen konvergiert
schwach in X gegen ein x € X falls gilt

lim (X", xn)x = (x*,X)x far alle x* € X*,
n—o0

und schreiben x,, — x. Analog sagen wir, die Folge {x}, }nen C X* konvergiert schwach-* in
X*, falls

lim (x},x)x = (x*,%)x fiir alle x € X,
n—oo

und schreiben x}, —* x*. Diese Grenzwerte sind stets eindeutig. Fiir die schwach-* Konver-
genz folgt dies direkt aus der Definition: Gilt x}, —* x* und x}, — y*, so ist

(x*,x)x = lim (x},%)x = (Y*, x)x fiir alle x € X

im
n—oo
und damit nach Definition x* = y*. Ist x,, — x und x,, — y, so gilt analog

(x*;x)x = (x",Y)x tiir alle x* € X*.

Wire nun aber x # y, so existiert nach Folgerung 8.5 ein x* € X* mit (x*,x —y)x # 0, im
Widerspruch zur obigen Gleichung. Ist X reflexiv, so stimmen schwache Konvergenz (in X)
und schwach-x Konvergenz (in X**) tiberein; in endlichdimensionalen Raumen fallen alle
Konvergenzbegriffe zusammen.

Zur besseren Unterscheidung nennen wir Folgen stark konvergent, wenn sie beziiglich der
durch die Norm induzierten Metrik konvergieren. Jede Folge, die stark in X konvergiert,
konvergiert auch schwach; dies folgt sofort aus

("5 xn = x)x < [x7|
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11 SCHWACHE KONVERGENZ

Genauso folgt aus der starken Konvergenz in X* die schwach-+ Konvergenz. Die Umkehrung
gilt dagegen nicht: Betrachten wir die Folge der Einheitsvektoren {e, }neny C (P (K), T < p <
00, 50 gilt ||en|l¢r = 1 fiir alle n € N; weiter ist {ey, Jnen fiir kein p eine Cauchy-Folge. Fiir
1 < p < oo konnen wir nun die Darstellung des Dualraums (P (K)* = £9(K) verwenden: Fiir
jedes x* € (P (K)* existiert ein y € {9(K) mit

(X, en)er = ) Yxlen)k =yn — 0,
k=1

denn wenn ||y||q endlich ist, muss {yy}xen eine Nullfolge sein. Also gilt e, — 0 in (P fiir
1 < p < oo und damit auch e,, —* 0. Da ¢' (K) nicht reflexiv ist, haben wir hier die Wahl:
Fassen wir e,, € {'(K) mit Hilfe des Isomorphismus T aus Satz 7.1 als Element des Dualraums
von ¢o(K) auf, so haben wir

o0

(Ten,Y)e, = Z(en)kyk =yn — 0 fir alle y € co(K)
k=1

und damit e, —* 0 in {' (K). Dagegen gilt nicht e, — 0, denn fiir die konstante Folge
Y = {Then € *(K) = ' (K)* gilt

(Ty,en)p Z en)kYk = Yn =1 fur allen € N.
k=1
Da wegen ¢ (K) C {*(K) als Grenzwert nur 0 in Frage kommt, kann {e, }n ey nicht schwach

konvergieren.'

Schwach konvergente Folgen konvergieren also nicht unbedingt beziiglich der Norm; es gilt
noch nicht einmal ||x,, ||x — ||x||x. Wir haben aber die folgenden schwicheren Aussagen.

Satz 11.1. Sei X ein normierter Raum und seien {xnJnen C X und {x }nen C X*.
(i) Ausxn, — x folgt ||x||x < liminfy, . [|Xn|x-

(ii) Ausx} —* x* folgt ||[x*||x~ < liminf

Beweis. Wir zeigen zuerst (ii). Sei {x} }Jnen C X* eine schwach-* konvergente Folge mit
x5, —* x* € X*. Dann gilt auch (umgekehrte Dreiecksungleichung) |(x},x)x| — [(x*,x)x|
fur alle x € X und daher

(¢ x| = lim [0, x| < ligleglf!\xi\ x- 1%

Nehmen wir das Supremum iiber alle x € Bx, folgt daraus nach Definition der Operatornorm
die gewiinschte Aussage.

Aussage (i) zeigt man analog mit Hilfe von Folgerung 8.4. O]

'In der Tat ist die schwache Konvergenz in ¢! (K) dquivalent zur starken Konvergenz; dies ist eine besondere
Eigenschaft dieses Raums, bekannt als Lemma von Schur, siehe [Kaballo 2011, Satz 10.11].
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Die Eigenschaft in (i) bezeichnet man naheliegenderweise als schwache Unterhalbstetigkeit,
die in (ii) als schwach-+ Unterhalbstetigkeit.

Weiterhin sind schwach konvergente Folgen beschrankt.

Satz 11.2. Sei X ein normierter Raum. Dann sind schwach konvergente Folgen in X beschrdinkt.
Ist X vollstindig, so sind auch schwach-+ konvergente Folgen in X* beschrdinkt.

Beweis. Wir zeigen wieder zuerst die Aussage fiir X*. Aus x}; —* x* folgt wieder [(x};, x)x| —
|(x*, x)x| fur alle x € X und daher

sup |[(x5,, X)x| < co fir alle x € X.
neN

Da X nach Annahme und X* als Dualraum Banachrdaume sind und die Abbildung x* — (x*, x)
fiir alle x € X linear und stetig ist, folgt aus dem Satz von Banach-Steinhaus

sup ||, |
neN

xx < 00,

d. h. {x} }nen ist beschrankt.

Die Aussage fiir die schwache Konvergenz fithren wir mit Hilfe der kanonischen Einbettung
der kanonischen Einbettung Jx : X — X** zuriick auf die schwach-* Konvergenz (in X**):
Konvergiert {x,, }Jnen C X schwach mit x,, — x, so folgt daraus

(Txxn — JxX%, X ) xs = (Jx(xn — %), X )xs = (X" yxn —X)x — 0 fir alle x* € X*,

d. h. {Jxxn Jnen konvergiert schwach-* in X**. Da Jx nach Satz 10.1 eine Isometrie ist, folgt
aus dem ersten Teil

sup [|xn[[x = sup [[Jxxn|
neN neN

X < 00,

d. h. {x, }nen ist beschrinkt. O

Aus Satz 11.2 folgt zum Beispiel, dass die duale Paarung von schwach konvergenten Folgen
noch konvergiert, solange wenigstens eine davon stark konvergiert.

Folgerung 11.3. Sei X ein normierter Raum und seien {x, jneny C X und {x} tneny C X*. Gilt
entweder
(i) xn — x und xj, — x* oder

(i) xn — x und x;, —* x*,

so konvergiert (x},Xxn)x — (X*,%).
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11 SCHWACHE KONVERGENZ

Beweis. Gilt (i), so schitzen wir mit der produktiven Null —(x*, x,,)x + (x*,xn)x ab

|<X*)X>X - <X1*1)XTL>X| <X*)X - Xn>X| + |<X1*1 - X*)Xn>X|

<|
<O x = xn)xl =+ [Ixnllx [ = x|

X*e

Firn — oo verschwindet der erste Summand wegen x,, — x; nach Satz 11.2 ist ||x,||x
beschrankt, und wegen x}, — x* verschwindet daher auch der zweite Term.

Analog beweist man die Aussage unter Voraussetzung (ii). ]

Dagegen folgt im allgemeinen aus x,, — x und x}, — x* nicht (x,xn)x — (x*,%)x. Als
Beispiel betrachte wieder die Einheitsvektoren in ¢?(K) = ¢?(K)*, fiir die nach dem obigen
Beispiel e, — Ound e, —* 0, aber (Ten,en)2 =Y 5 ;(en)s = 1 gelten.

Dieses Beispiel zeigt auch, dass die abgeschlossene Menge Sy: := {x € ¢% : ||x|| = 1} nicht
schwach (folgen-)abgeschlossen ist, d. h. fir {xn}nen C Sg2 mit x,, — x nicht unbedingt
x € Sg2 gelten muss. Dies liegt daran, dass die Menge nicht konvex ist (vergleiche Satz 11.1).

Satz 11.4. Sei X ein normierter Raum und U C X konvex. Dann ist U genau dann abgeschlossen,
wenn U schwach abgeschlossen ist.

Beweis. Da eine konvergente Folge stets auch schwach konvergiert, ist jede schwach abge-
schlossene Menge auch abgeschlossen. Sei daher U C X konvex und abgeschlossen, und
betrachte eine Folge {x, Jney € U mit x,, — x € X. Angenommen, x € X\ U. Dann finden
wir nach dem strikten Trennungssatz 8.1 ein x* € X* und ein « € R mit insbesondere

R(X", Xn)x < o < R(x",x)x flrallen € N.

Wegen x,, — x konnen wir in der ersten Ungleichung zum Grenzwert n — oo iibergehen
und erhalten dadurch den Widerspruch

R x)x < a0 < R, X)x. ]

Wir kommen nun zu den versprochenen schwachen Kompaktheitsresultaten. Wir nennen
eine Teilmenge U C X schwach folgenkompakt, wenn jede Folge in U eine schwach konver-
gente Teilfolge mit Grenzwert in U enthalt. Analog definieren wir schwach-x folgenkompakte
Teilmengen von X*.

Satz 11.5 (Banach-Alaoglu). Sei X ein normierter Raum. Ist X separabel, so ist die Einheitskugel
Bx+ in X* schwach-x folgenkompakt.
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Beweis. Die Aussage erinnert an den Satz von Arzela—Ascoli: stetige lineare Funktionale
sind Elemente in C(X), die Beschrinktheit in der Operatornorm entspricht der gleichgraden
Stetigkeit, und anstelle der Kompaktheit konnen wir gleich die Separabilitat von X nutzen.
Der Beweis verlduft daher analog.

Sei {x} }Jnen C Bx- eine Folge und {x,, : m € N} C X eine dichte Teilmenge. Fiir alle m €
N gilt [(x}, Xm)x| < [|Xm]| x> daher sind die Folgen {(x},Xm)xmen C K beschrinkt und
enthalten wegen der Vollstandigkeit von K jeweils eine konvergente Teilfolge, deren Grenzwert
wir mit (x*, X, ) x bezeichnen (dies impliziert noch nicht die Existenz eines x* € X*!) Genau
wie im Beweis des Satzes von Arzela—Ascoli konstruiert man daraus eine Diagonalfolge
{zf tnen C Bxs mit (2, xm)x — (x*,xm)x flr alle m € N. Wir suchen nun den schwach-x
Grenzwert x* € X* dieser Diagonalfolge.

Dafiir betrachten wir zuerst den Unterraum Z = span{x,, : m € N} und definieren ein
lineares Funktional

2" Z - K, (z",z2)x == lim (z},z)x furallez € Z.
n—oo
Dieses Funktional ist wohldefiniert, da alle z € Z Linearkombinationen der x,, sind und wir
daher den rechten Grenzwert durch die entsprechende Linearkombination der (x*; x;;)x
ausdriicken konnen. Ausserdem ist [(z¥, z) x| < ||z||x und daher auch [(z*, z)x| < ||z||x fiir
alle z € Z, also ist z* stetig mit ||z*||z« < 1. Dieses Funktional setzen wir nun mit Hilfe des
Fortsetzungssatzes 8.2 zu einem Funktional x* € Bx- fort.

Bleibt zu zeigen, dass x}, —* x* gilt. Seien dafiir x € X und ¢ > 0 beliebig. Da Z dicht in
X liegt, finden wir ein z € Z mit ||z — x||x < ¢. Aus der Konvergenz (z%,z)x — (z*,z)x
erhalten wir weiterhin ein N € N mit [(z} — z*,z)x| < ¢ fiir allen > N. Daraus folgt nun

¢y x)x = (zny X)x| ST =z, x = 2)x| + 1" = 23, 2)x]
< (XM + llzallx)lx = zlix 4+ K2" = 25, 2)x]
<2e+e=3¢
firn > 0. Also gilt (z,x)x — (x*,x)x fur alle x € X und damit z, —* x*. ]

Die Separabilitdt von X ist dabei unverzichtbar; betrachte zum Beispiel die Funktionale
el € (*°(K)* mit (e}, X)¢> = Xn. Dann gilt ||}, ||¢~)« = T, aber da Folgen in {*(K) nicht
konvergieren miissen, enthalt {e} },cy keine schwach-x konvergente Teilfolge.

Durch Skalierung erhélt man dann, dass jede abgeschlossene Kugel in X* schwach-x folgen-
kompakt ist. Insbesondere gilt der ,,schwach-x Satz von Bolzano-Weierstraf3*

Folgerung 11.6. Ist X ein separabler normierter Raum, so hat jede beschrinkte Folge in X* eine
schwach-* konvergente Teilfolge.
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Da ein reflexiver Raum isomorph zum Dualraum seines Dualraums ist, erhalten wir daraus
auch die schwache Folgenkompaktheit der entsprechenden Einheitskugel.?

Satz 11.7. Sei X ein normierter Raum. Ist X reflexiv, so ist die Einheitskugel Bx schwach folgen-
kompakt.

Beweis. Wir fithren die Aussage zuriick auf Satz 11.5, brauchen dafiir aber die Separabilitit,
weshalb wir nicht direkt fiir X** = X argumentieren konnen. Sei {x, }nen C Bx und betrachte
U := cl (span{x,, : n € N}). Dann ist U als abgeschlossener Unterraum von X nach Satz 10.5
ebenfalls reflexiv und nach Definition separabel. Also ist U** = U separabel (denn {Jyxn nen
ist dicht in U** = Jy(U)) und damit nach Satz 8.7 auch U*. Die Folge {JuXxnneny C U**
ist nun beschrankt in U** (denn Jy, ist eine Isometrie) und hat daher nach Folgerung 11.6
eine schwach-x konvergente Teilfolge {Juxn, Jxeny mit Jux,, —=* u™* € U**. Da U reflexiv
ist, existiert ein x := J;;'u** € U C X. Dann gilt fiir alle x* € X* wegen u,, € U

(x*yXn ) x = (XU Xnu = JuXne X Tu)us = WX u)us = X lu, X)u = (X7, X)x

und damit x,,, — x. ]

Damit erhalten wir auch einen ,,schwachen Satz von Bolzano—Weierstraf

Folgerung 11.8. Ist X ein reflexiver normierter Raum, so hat jede beschrinkte Folge in X eine
schwach konvergente Teilfolge.

Wir haben nun alles zur Hand, um den Satz von Weierstraf! auf unendlichdimensionale
Réume zu iibertragen.

Satz 11.9. Sei X ein reflexiver normierter Raum, U C X beschrdinkt, konvex und abgeschlossen,
und f : X — R schwach unterhalbstetig. Dann existiert ein x € U mit

f(x) = min f(x).

xeu

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass f auf U nach unten beschrinkt ist. Angenommen, dies ist
nicht der Fall. Dann existiert eine Folge {xy, jneny C U mit f(x,,) — —oo. Da U beschrankt
ist, existiert nach Folgerung 11.8 eine schwach konvergente Teilfolge {xn, }xen, fiir deren
Grenzwert X € X wegen der schwachen Unterhalbstetigkeit gilt

f(x) < li{n inf f(x,, ) = —oo0.

Dies ist aber ein Widerspruch zu f : X — R.

*Tatsichlich gilt auch die Umkehrung: Die Einheitskugel Bx ist schwach folgenkompakt genau dann, wenn X
reflexiv ist; dies besagt der Satz von Eberlein-Smulian; siehe [Werner 2011, Satz VII1.3.18].
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11 SCHWACHE KONVERGENZ

Da f also nach unten beschriankt ist, muss ein M := inf,cy f(x) € R existieren. Aus der
Definition des Infimums folgt dann, dass eine Folge {yntney C f(U) C R existiert mit
Yn — M, d. h. es existiert eine Folge {x, Jney C U mit

f(xn) =yn — M = inf f(x).
xeu
Eine solche Folge wird Minimalfolge genannt. Beachte, dass wir aus der Konvergenz von
{f(xn)}nen noch nicht auf die Konvergenz von {x,, }nen schliessen konnen!

Aus der Beschrinktheit von U folgt wieder, dass die Minimalfolge beschrinkt ist und daher
nach Folgerung 11.8 eine schwach konvergente Teilfolge {x,,, }xeny mit Grenzwert x € X besitzt.
Da U konvex und abgeschlossen ist, folgt nach Satz 11.4 aus {x,,, }xeny C Wauch x € U. Dieser
Grenzwert ist Kandidat fiir einen Minimierer.

Aus der Definition der Minimalfolge folgt nun, dass auch fiir die Teilfolge f(x,,, ) — M gilt.
Mit der schwachen Unterhalbstetigkeit von f und der Definition des Infimums erhalten wir
daher

inf f(x) < f(x) < liminf f(x,,,) = M = inf f(x).

xelu k—o00 xelu

Das Infimum wird also in X angenommen, d. h. f(X) = min,cy f(x). l

Analog konnen wir fiir X* mit Hilfe der schwach--Konvergenz argumentieren, wenn X
separabel ist. Diese (und dhnliche) Resultate sind fundamental fiir die Variationsrechnung.
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KOMPAKTE OPERATOREN IN BANACHRAUMEN



KOMPAKTE OPERATOREN

Wie wir gesehen haben, besitzt nur in endlichdimensionalen Raumen jede beschrankte Folge
eine konvergente Teilfolge; in unendlichdimensionalen Rdumen kdnnen wir in der Regel
nur eine schwach konvergente Teilfolge finden. Dies liegt daran, dass in diesen Rdumen
Beschranktheit nicht ausreichend fiir Prakompaktheit ist. Diese Liicke ldsst sich zu einem
gewissem Ausmaf3 schliefen, indem wir kompakte Operatoren zu Hilfe nehmen. Diese erben
wesentliche Eigenschaften endlicher Operatoren.

Seien in X, Y Banachrdaume. Eine lineare Abbildung T : X — Y heif$t kompakt, wenn T
beschrankte Mengen auf relativkompakte Mengen abbildet. Da nach Satz 2.7 relativkompakte
Mengen prakompakt und damit beschrankt sind, folgt nach Definition 1.7 (i), dass kompakte
Operatoren automatisch stetig sind.

Aus der Linearitat von T folgt analog zu Lemma 4.1, dass es in der Definition geniigt, die
Einheitskugel zu betrachten. Ausserdem konnen wir in metrischen Raumen die Aquivalenz
von Kompaktheit und Folgenkompaktheit ausnutzen. Wir erhalten dadurch die folgenden
dquivalenten Charakterisierungen.

Lemma 12.1. Seien X,Y Banachrdume und T : X — Y linear. Dann sind dquivalent:
(i) T ist kompakt;
(ii)) T(Bx) ist prakompakt;
(iii) fiir jede beschrinkte Folge {xn Inen C X enthilt {Txy Jnen C Y eine konvergente Teilfolge.

Beweis. (iii) = (ii): Nach Satz 2.7 geniigt es zu zeigen, dass jede Folge in T(Bx) eine konver-
gente Teilfolge enthalt. Sei {ynneny C T(Bx). Dann existiert eine Folge {x,}neny C Bx mit
Yn = Ixn. Nun hat {Tx,, }nen nach Voraussetzung eine konvergente Teilfolge {Tx,, Jxen mit
Txn, — y €Y. Also konvergiert auch y,,, = Tx,,, = y.

(ii) = (i): Wegen der Linearitit von T folgt sofort durch Skalierung, dass T(Bg (0)) prakompakt
ist fiir jedes R > 0. Ist nun A C X beschrankt, so existiert nach Definition ein R > 0 mit
A C Bg(0). Ist nun T(Bg(0)) praikompakt, so auch T(A) C T(Bg(0)), und Satz 2.7 ergibt die
Aussage.
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12 KOMPAKTE OPERATOREN

(i) = (iii): Ist T kompakt und {xn}neny C X beschrankt, so ist T({xn}nen) = {Txnlnen
relativkompakt und enthélt daher nach Satz 2.7 eine konvergente Teilfolge. O

Manchmal ist eine alternative Formulierung der Aussage (iii) niitzlich.

Lemma 12.2. Seien X,Y Banachrdume und T : X — Y linear. Ist X reflexiv, so sind dquivalent:
(i) T ist kompakt;
(ii) T ist vollstetig, d. h. aus x,, — x folgt Tx, — Tx.

Ist X nicht reflexiv, so gilt noch die Implikation (i) = (ii).

Beweis. (i) = (ii): Sei {xn fney mit x,, — x € X. Dann ist {x, }n ey nach Satz 11.2 beschrénkt,

also existiert nach Lemma 12.1 (iii) eine konvergente Teilfolge {Txy, }xeny mit Tx,, =y € Y.
Nun folgt aus der schwachen Konvergenz x,, — x auch

Y Txn)y = (TY" xn)x = (T'Yy* , x)x = (y*, Tx)y flralley” € Y*

und damit Tx,, — Tx. Aus der Eindeutigkeit von Grenzwerten folgty = Tx. Da wir die
gesamte Argumentation auf jede Teilfolge anstelle von {x,, },cn anwenden kénnen, kann die
ganze Folge {Tx,, }nen nur einen Haufungspunkt haben. Also konvergiert Tx,, — Tx.

(ii) = (i): Ist X reflexiv, so besitzt nach Folgerung 11.8 jede beschrankte Folge {x, }nen eine
schwach konvergente Teilfolge {xn, }xeny mit x,, — x € X. Ist nun T vollstetig, so folgt
Txn, — Tx und damit nach Lemma 12.1 (iii) die Kompaktheit von T. O

Analog zu Folgerung 4.4 ist die Komposition von kompakten Operatoren kompakt. Dabei
geniigt es sogar, dass nur einer der Operatoren kompakt ist.

Lemma 12.3. Seien X, Y, Z Banachrdume, T € L(X,Y) und S € L(Y,Z). Ist T oder S kompakt,
so ist auch S o T kompakt.

Beweis. Sei{xnlnen € X eine beschrankte Folge. Ist T kompakt, so hat {Txy, }n ey eine kon-
vergente Teilfolge {Txn, Jken, und damit ist wegen der Stetigkeit von S auch {S(Txn, ) Jxen
konvergent. Ist umgekehrt S kompakt, so ist wegen der Stetigkeit von T die Folge {Txn Jnen
beschrankt und somit hat {S(Tx,, ) }nen eine konvergente Teilfolge {S(Txn, ) xen- O

In Analogie zu L(X, Y) definieren wir nun die Menge
K(X,Y):={T:X — Y : T linear und kompakt}.

Da jeder kompakte Operator auch stetig ist, gilt K(X,Y) C L(X,Y). Tatsichlich handelt es
sich sogar um einen abgeschlossenen Unterraum.
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12 KOMPAKTE OPERATOREN

Satz 12.4. Seien X,Y Banachrdume. Dann ist K(X,Y) ein abgeschlossener Unterraum von
L(X,Y).

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass K(X,Y) ein Unterraum ist. Seien S, T € K(X,Y) und « €
K, und sei {xn}neny C X eine beschriankte Folge. Da S und T kompakt sind, existiert eine
konvergente Teilfolge {Sxn lnen, mit Ny C N abzédhlbar. Nun ist auch die Teilfolge {xn }nen,
beschrinkt, so dass eine konvergente Teilfolge {Txy, Jnen, mit N, C N; abzéhlbar existiert.
Da auch {Sxy Jnen, konvergiert, folgt die Konvergenz von {aSx, + Txp Jnen, . Also hat {(«S +
T)xnnen eine konvergente Teilfolge, d. h. «S + T ist kompakt.

Sei nun {T, Jnen C K(X,Y) eine konvergente Folge mit T, — T € L(X,Y). Wir miissen

zeigen, dass T kompakt ist. Sei dafiir {x,, };men eine beschrankte Folge, d. h. {x;n }men € Br(0)

fir ein R > 0. Mit Hilfe eines Diagonalfolgenarguments wie im Beweis des Satzes von Banach-
Alaoglu konstruieren wir nun eine Teilfolge {X ., }xen 0, dass {Tr X, Jxen konvergiert fiir
alle n € N. Wir zeigen nun, dass {Tx, Jxen eine Cauchy-Folge ist. Sei ¢ > 0 gegeben. Dann
existiert wegen T, — T ein N € N mit [|Ty — T|jL(x,v) < €. Ausserdem ist {TnXm, Jxen

konvergent und damit eine Cauchy-Folge, daher existiert ein K > 0 mit

[TnXm; — Tnxm, Iy < € tir alle j, k > K.
Damit gilt fiir alle j, k > K
HTXTﬂj - TkaHY < HTXTﬂj - TNij HY + HTNij - TNkaHY + ||TNka - TxmkHY
< TN = Tleogw xm x4+ [ITxm; — Tnexm [y

+ [T = Tl X 1x
< eR+¢e+4+eR=(2R+ 1),

also ist {Txm, }xen Cauchy-Folge und wegen der Vollstandigkeit von Y konvergent. O
Wir betrachten nun Beispiele (nicht-)kompakter Operatoren. Schon das triviale Beispiel der
Identitdt ist interessant.

Lemma 12.5. Sei X ein Banachraum. Dann ist Id : X — X kompakt genau dann, wenn X

endlichdimensional ist.

Beweis. Nach Lemma 12.1 (ii) ist T kompakt genau dann, wenn Id(Bx) = Bx prakompakt,
d.h. wegen Bx = cl Bx kompakt, ist. Nach Satz 3.10 ist aber Bx kompakt genau dann, wenn
X endlichdimensional ist. O

Folgerung 12.6. Seien X,Y Banachriume. Ist T € K(X,Y) invertierbar, so sind X und Y

endlichdimensional.

Beweis. Wegen K(X,Y) C L(X,Y) ist T nach Satz 5.6 sogar stetig invertierbar. Damit sind
nach Lemma 12.3 sowohl T o T-! = Idy als auch T~! o T = Idx kompakt. Dies ist aber nach
Lemma 12.5 nur moglich, wenn X und Y endlichdimensional sind. O]
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12 KOMPAKTE OPERATOREN

Kompakte Operatoren auf unendlichdimensionalen Rdumen kénnen also niemals invertier-
bar sein!

Das Argument im Beweis von Lemma 12.5 ldsst sich noch verallgemeinern.
Lemma 12.7. Seien X,Y normierte Rdume und T € L(X,Y). Ist ran T endlichdimensional, so

ist T kompakt.

Beweis. Ist A C X beschrinkt, so ist wegen der Linearitit und Stetigkeit von T auch T(A) C
ran T beschrankt. Alsoist cl T(A) beschrankt und abgeschlossen und damit nach dem Satz von
Heine-Borel kompakt. Also ist T(A) insbesondere relativkompakt und daher T kompakt. [

Da K(X,Y) abgeschlossen ist, erhalten wir sofort eine niitzliche Methode, um kompakte
Operatoren zu charakterisieren.

Folgerung 12.8. Seien X,Y Banachrdume und {T,,}nen C L(X,Y) eine Folge stetiger Operato-
ren mit endlichdimensionalem Bild mit T,, — T € L(X,Y). Dann ist T kompakt."

Nun zu konkreteren Beispielen. Seien X = Y = {' (K) und

T:X =Y, Xk Jken = {%Xk}keN'

Betrachte dazu die Folge von Operatoren

Ik k<n
Th: X =Y, {xktken = {Urtken, Yri=4 K « ’
0 k>n.

Man sieht leicht, dass alle T,, beschriankt sind und endlichdimensionales Bild haben (ndmlich
dimranT,, =n). Also ist T,, kompakt fiir alle n € N. Sei nun x € £'(K) beliebig. Aus

[e¢] o0
1 1
— 1 -
[Tx — Tax|lo = k_E e al < e _E x| < S [xX]ler
=n+1 k=n+1

folgt || T — TnllL(x,v) < 735 — 0, und damit ist nach Folgerung 12.8 auch T kompakt.
Als weiteres Beispiel betrachten wir fiir X =Y = C([0, 1]) den Integraloperator

T:C([0,1]) — C([0,1]), x»—>J x(s) ds.
0

Um die Kompaktheit zu zeigen, weisen wir nach, dass T(Bx) C C([0,1]) prakompakt ist.
Dazu verwenden wir den Satz von Arzela-Ascoli. Wegen

< sup [tl]|x]|oo = [1X[|oo
te(0,1]

[Tx[[oc = sup
te(0,1]

Jt x(s) ds

0

'Die Umkehrung gilt nur unter Zusatzannahmen an X: Es gibt kompakte Operatoren, die sich nicht als
Grenzwert von stetigen Operatoren mit endlichdimensionalem Bild darstellen lassen, siehe [Enflo 1973].
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12 KOMPAKTE OPERATOREN

ist T(Bx) punktweise beschrankt, d. h. fiir alle x € By ist SUPc(0.1 ITx(t)| < 1. Weiterhin ist
firallee > 0,x € Bxund t1,t; € [0, 1] mit |t; —t;] < ¢

Jtz x(s) ds

t

[(Tx) (1) — (Tx) (t2)] = <t — Xl < &,

und damit ist T(Bx) auch gleichgradig stetig. Also ist T kompakt (und damit auch stetig).

Anhand dieser Beispiele sieht man, dass kompakte Operatoren glittende Operatoren sind:
Tx und Ty sind sich stets deutlich dhnlicher als x und y. Es ist daher nachvollziehbar, dass
solche Operatoren nicht (stetig und daher in Banachraumen gar nicht) invertierbar sind,
denn sonst miisste die Inverse kleine Unterschiede entsprechend verstirken. Dabei hangt
die Ahnlichkeit natiirlich von der verwendeten Norm ab. Betrachten wir zum Beispiel den
Integraloperator als Abbildung

T:C([0,1]) = C§([0,1]) == {f € C'([0,1]) : f(0) =0},

so ist T invertierbar, falls wir C} ([0, 1]) mit der Norm ||x||c1 = ||x/||co + ||X||s Versehen, denn
dann erfiillt offensichtlich der Ableitungsoperator D = T, von dem wir bereits gezeigt
haben, dass er stetig ist. Also kann T wegen Folgerung 12.6 nicht kompakt sein, da C([0, 1])
unendlichdimensional ist. Sowohl Invertierbarkeit als auch Kompaktheit hingen also von
den verwendeten Normen ab, wobei beides nie gleichzeitig moglich ist. (Insofern ist die
Stetigkeit von T und T~ der beste Kompromiss, den man erreichen kann.)

Zum Abschluss betrachten wir noch die Adjungierte von kompakten Operatoren.

Satz 12.9 (Schauder). Seien X,Y Banachrdume und T € L(X,Y). Dann ist T kompakt genau
dann, wenn T* kompakt ist.

Beweis. Sei T kompakt und {y} }nen C Y* eine beschrankte Folge, d. h. {y% ey C Br(0)
fir ein R > 0. Um zu zeigen, dass {T*yj Jnen C X* eine konvergente Teilfolge besitzt,
konstruieren wir zuerst eine konvergente Teilfolge der Urbilder y3,, die der stetige Operator
T* dann auf die gesuchte konvergente Teilfolge abbildet. Dazu wenden wir den Satz von
Arzela—Ascoli an, fiir den wir stetige Funktionen auf kompakten Mengen benétigen.

Dafiir verwenden wir die Annahme: T(Bx) ist relativkompakt, d. h. K := cl T(Bx) C Y ist
kompakt. Wir zeigen nun, dass die Folge {y} [k Jneny C K* eine konvergente Teilfolge besitzt.
Da jedes stetige lineare Funktional in K* insbesondere eine stetige Funktion in C(K) ist,
konnen wir den Satz von Arzela-Ascoli verwenden. Zuerst gilt

ylly < Rsup lylly < oo,
ye

lyrlkllc) = sup [(yn, y)vl SuP lyrllv-
yekK

da K kompakt und damit beschrinkt ist. Also ist {y7; [x }Jnen € C(K) insbesondere punktweise
beschriankt. Weiter gilt

Yms Y1)y — (Uns y2) vl < lynliv-llyr —y2lly < Rllyr —y2|| fiir alle y1,y2 € K,

Y
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also ist {y% |k Jnen gleichgradig stetig. Damit ist {y, |k Jnen prakompakt und enthilt daher
eine beziiglich der Supremumsnorm konvergente Teilfolge {y . Ik Jxen. Wir zeigen nun, dass
die entsprechende Teilfolge {T*y;, Jxen C X* eine Cauchy-Folge ist. Fiir beliebige k,1 € N
gilt

1T Y%, — Tyn,llx- = sup [{yn, —ynp, T vl = sup [{yy, —Yn,Y)vl

xE€Bx yek

Yk = yn ke,

da T(Bx) nach Definition dicht in K liegt. Weil {y7,, [«}xen eine Cauchy-Folge ist, muss
daher auch {T*y;, Jxen C X* eine Cauchy-Folge sein und wegen der Vollstindigkeit von Y
konvergieren. Damit ist gezeigt, dass T* kompakt ist.

Sei umgekehrt T* kompakt. Dann ist nach dem eben Bewiesenen auch T** kompakt. Nach
Lemma 10.3 ist nun Jy o T = T** o Jx. Die kanonische Einbettung Jy : Y — Y** ist stets
injektiv und stetig; da Y Banachraum ist, ist ausserdem ran Jy abgeschlossen. Also ist Jy auf
ran(T** o Jx) C ran Jy stetig invertierbar, und damit ist T = J' o T** o Jx nach Lemma 12.3
kompakt. O
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Wie wir gesehen haben, sind kompakte Operatoren in unendlichdimensionalen Raumen
nie invertierbar, da der Bildbereich in gewisser Weise ,,zu klein“ ist. Die Sache dndert sich,
sobald man die Identitdt addiert — man erhilt dann eine kompakte Storung der Identitit, und
da die Identitdt invertierbar ist, stehen die Chancen nicht schlecht, dass die Summe immer
noch invertierbar ist. Solche Operatoren sind interessant, denn man triftt an verschieden
Stellen auf Gleichungen der Form Ax = Tx fiir ein (gegebenes) A € K \ {0}; vergleiche etwa
die Eigenvektorgleichung in der linearen Algebra, oder Fixpunktgleichungen (fiir A='T). Da
mit T auch A~ T kompakt ist, kénnen wir uns im Folgenden auf den Fall A = 1 beschrinken.
Sei fiir den Rest dieses Kapitels X ein Banachraum, Id : X — X die Identitat, T € K(X, X), und
S :=Id —T unsere kompakte Storung der Identitdt. Wir zeigen gleich die beiden wesentlichen
Eigenschaften.

Lemma 13.1. Fiir T € K(X, X) ist ker(Id —T) endlichdimensional.
Beweis. Fiir alle x € ker(Id —T) = ker S gilt nach Definition Id x = Tx, d. h. Id |kers = Tlkers-

Da T kompakt ist, ist daher auch Id : ker S — ker S kompakt, und damit muss ker S nach
Lemma 12.5 endlichdimensional sein. ]

Lemma 13.2. Fiir T € K(X, X) ist ran(Id —T) abgeschlossen.
Beweis. Wir verwenden Lemma 9.6. Angenommen, ranS = ran(Id —T) ist nicht abge-
schlossen. Dann gilt auch (9.1) nicht, d. h. wir finden eine Folge {[x,]}neny € X/ ker S mit

Ixnlllx/kers = 1 und [|Sxn||x — 0. Wie im Beweis von Lemma 9.6 kénnen wir dabei x,,
stets so wahlen, dass ||x,[|x < 2 gilt.

Da {xn Jnen beschrankt und T kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge von {Txy fnen
mit Tx,, — z € X. Wegen Sx,, — 0 gilt dann

xn, = (Id—=T)xn, + Txn, = Sxn, + Txpn, = 0+2z =12
Nun sind Quotientenabbildung und Norm stetig, daher gilt

H[Z]HX/kerS = lim H[Xnk]HX/kerS =1
k—o0
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Dies ist aber ein Widerspruch zu Sz = limy_,, Sx,,, = 0,d.h. z € kerS und damit
IIlz]]|x/kers = O. O

Nach dem Satz von Schauder ist mit T auch T* kompakt, weshalb auch ker(Id —T*) = ker S*
endlichdimensional sein muss. Nach Satz 7.4 und Satz 9.5 (ii) ist dann auch

X/ranS = (ranS)* = ker $*

endlichdimensional; insbesondere gilt dim(X/ran S) = dim(ker $*). (Man spricht auch von
der Kodimension codim(ran S) := dim(X/ran S) von ran S.) Ein Operator S € L(X,Y), fur
den ker S und X/ran S endlichdimensional sind, heif3t Fredholmoperator; kompakte Stérungen
der Identitat sind die wichtigsten, aber nicht die einzigen Beispiele. Die Zahl

ind (S) := dim(ker S) — dim(X/ranS)

heif$t Index von S. Ist ind (S) = 0, so ist dim(kerS) = dim(X/ranS), und wir haben ein
Analogon der Dimensionsformel aus der Linearen Algebra gewonnen. Insbesondere ist S
injektiv genau dann, wenn S surjektiv ist. Ansonsten sagt der Index aus, wieviele Dimensionen
dazu fehlen - ist der Index negativ, kann S nicht surjektiv sein; ist er dagegen positiv, nicht
injektiv. Wir untersuchen diese ,,quantitative” Fredholmtheorie nicht weiter, sondern zeigen
lediglich, dass fiir S = Id —T Injektivitit und Surjektivitit dquivalent sind (was eine etwas
schwichere Aussage als ind (S) = 0 ist).

Satz13.3. Sei T € K(X,X) und S =1d —T. Dann ist S genau dann injektiv, wenn S surjektiv
ist.

Beweis. Angenommen, S wire injektiv, aber nicht surjektiv, d. h. es existiert ein x € X\
ran S. Wir zeigen nun, dass T nicht kompakt sein kann, indem wir eine Folge {xy, }nen ohne
konvergente Teilfolge {Txy, Jxen konstruieren. Dazu betrachten wir die Unterrdume U,, :=
ran S™ fiir S™ := S o --- o S. Aus der binomischen Formel folgt

no__ n __ - n . T
ST = (Id—-T)" = Id+]; (k> (—T)* = 1d+T.

Da K(X, X) ein Unterraum ist, ist T kompakt und damit U,, nach Lemma 13.2 abgeschlossen.
Weiterhin ist nach Definition des Bildes U,,, C U, fiir alle m > n. Wir zeigen nun, dass die
Inklusion strikt ist: Fiirx ¢ ran S gilt nach Definition S™x € U,,. Wire zusdtzlich S™x € U, 1,
dann gibe es einy € X mit S* "'y = S™x, d. h.

0=S"""y —S™x = S™(Sy —x).

Da S injektiv ist, folgt daraus Sy = x im Widerspruch zu x ¢ ran$S. Also ist U, ein
echter Unterraum von U,,, und nach dem Rieszschen Lemma 3.9 existiert ein x,, € U,, mit
[xnllx = Tund [Ju—x,|x > ] firalleu € Uy, ;. Damit ist

1

HT(Xn _Xm)HX = ||S(Xn _Xm) +Xm _anX 2 z fir alle m >n,
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da fiir m > n wegen der Schachtelung der U, gilt S(x, — Xm) + Xm € Uy, 41. Also kann
{Txnnen keine Cauchy-Folge enthalten, obwohl {x,, }, ey beschrankt ist, im Widerspruch
zur Kompaktheit von T.

Sei nun S surjektiv. Nach Satz 9.5 (i) ist dann S* injektiv, und somit folgt aus dem eben
Gezeigten die Surjektivitit von $* = Idx- +T*. Satz 9.5 (iii) liefert dann die Injektivitat
von S. L]

Fiir die eingangs erwdhnte Gleichung Ax = Tx erhilt man sofort die folgende Losbarkeitsaus-
sage.

Folgerung 13.4 (Fredholm-Alternative). Sei T € K(X,X) und A € K\ {0}. Dann gilt genau
eine der folgenden Aussagen:

(i) Die homogene Gleichung
A —Tx=0
hat nur die triviale Losung x = 0, und fiir jedesy € X hat die inhomogene Gleichung
Ax—Tx =y

genau eine Losung.

(ii)) Die homogene Gleichung hat eine nichttriviale Losung x # 0, und die inhomogene Glei-
chung hat eine Losung genau dann, wenny € (ker(A1d —T%)) | ist.

Beweis. Dies folgt aus Satz 13.3 zusammen mit Satz 9.5; da nach Lemma 13.1 das Bild ran S
abgeschlossen ist, gilt ran S = clran S = (ker S*) . ]
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Ein wesentliches Werkzeug in der linearen Algebra sind Eigenwerte und Eigenvektoren eines
linearen Operators. Zur Erinnerung: Ein A € K heif8t Eigenwert des linearen Operators
T:X — X, wenn ein x € X\ {0} existiert mit Tx = Ax, d. h. wenn A Id —T nicht injektiv ist. In
endlichdimensionalen Raumen ist dies 4quivalent dazu, dass A Id —T nicht surjektiv ist, und
diese Tatsache wird in der Theorie auch weidlich ausgenutzt. In unendlichdimensionalen

Rédumen muss man aber Fehlen von Injektivitit und von Surjektivitat unterscheiden.
Wir definieren daher fir T € L(X) := L(X, X) mit X Banachraum
(i) das Punktspektrum

o, (T) :={A € K: AId —T nicht injektiv},

(ii) das kontinuierliche Spektrum

0.(T) :={A € K: AId —T injektiv, nicht surjektiv, mit dichtem Bild},

(iii) das Restspektrum

o.(T) :={A € K: AId —T injektiv, nicht surjektiv, ohne dichtes Bild},

sowie das Spektrum

o(T) =0p(T)U o (T)Uor(T) ={A € K: AId —T nicht bijektiv},

wobei die Vereinigung offensichtlich disjunkt ist. Ublicherweise ist o, (T) eine Vereinigung
von Punkten, o.(T) eine Vereinigung von Intervallen, und o, (T) leer. Beachte: nur im Fall
A € o0,(T) ist A Eigenwert von T! Ein x # 0 mit Tx = Ax heifdt dann Eigenvektor; der
abgeschlossene Unterraum ker(A Id —T) heif3t Eigenraum. Es ist eine wesentliche Eigenschaft
von Eigenrdumen, dass sie invariant unter T sind: Fiir x € ker(AId —T) gilt auch Tx = Ax €

ker(AId —T). (Man nennt Eigenrdume daher auch invariante Unterrdume.)
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Zum Beispiel ist fiir den Rechts-Shift
T: P (K) — 7 (K), (X1yX2y,X3y .0 ) = (0yX1,X2,...)
der Operator
(AId—T)x = (Ax7,AX2 — X1, AX3 — X2,...)

stets injektiv, und daher o, (T) = (). Man kann aber zeigen, dass der Operator fiir [A| < 1 nicht
surjektiv ist, weshalb o(T) = Bk gilt. Daran T = {x € {?(K) : x; = 0} ein abgeschlossener
Unterraum ist, muss zum Beispiel 0 € o, (T) gelten.

Um die Struktur des Spektrums zu untersuchen, ist es bequemer, statt o(T) das Komplement
p(T) =K\ o(T) ={A € K: AId —T bijektiv}
zu betrachten. Man nennt p(T) die Resolventenmenge von T; fiir A € p(T) nennt man
Ty:=AId=T)"" € L(X)

eine Resolvente von T. Die Stetigkeit von T, folgt dabei aus dem Satz von der stetigen Inversen.
Weitere Informationen erhalten wir unter Verwendung des folgenden Hilfssatzes.

Lemma 14.1 (Neumannsche Reihe). Seien X ein Banachraum und T € L(X) mit ||T||r(x) < 1.
Dann ist 1d —T bijektiv, und es gilt

(Id—T)~

Beweis. Fir || T||(x) < 1gilt

[e¢] o0
D Moo < ) Tl < o0
k=0 k=0

weshalb die Reihe auf der rechten Seite (absolut) konvergiert gegen ein S € L(X). Betrachte
nun die Partialsummenfolge {Sy }ney mit S, = > 1_, T*. Dann gilt

(d-T)Sp =) TF—) T =T0 T =1d—T""".
Wegen [|T||L(x) < 1 gilt nun [|[T™[Lx) < [|T[|fx) = 0 fiirn — oco. Aus der Stetigkeit von

(Id—T) folgt nun
(Id—T)S = lim (Id-T)S,, =1d.

n—o0

Analog zeigt man S(Id —T) = Id und damit S = (Id —T) ', woraus insbesondere die Inver-
tierbarkeit von Id —T folgt. O]
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Wir verwenden die Neumannsche Reihe nun, um T, lokal in eine Potenzreihe zu entwi-
ckeln.

Lemma 14.2. Sei X ein Banachraum, sei T € L(X) und sei Ao € p(T) beliebig. Dann gilt

Th=D Mo =AFTRT fiiralle N — ol < [[Tag -

k=0

Insbesondere ist p(T) offen.

Beweis. Wegen Ay € p(T) ist Ag Id 4T invertierbar. Wir kénnen also schreiben

ATd—T = Ao Id—T) — (Ao —A)Id = Ao Id—T)(Id —(Ao — AN) (Ao Id —T)~ ")

(14.1) = (Ao Id—=T)(Id—T).

Ist also HTH Lix) = A=Al TagllLx) < 1,s0istId —T nach Lemma 14.1 invertierbar und damit
wegen der Invertierbarkeit von Ao Id +T auch A Id —T. wir kdnnen die rechte und damit auch
die linke Seite von (14.1) invertieren.

Durch Invertieren von (14.1) erhalten wir ausserdem

Th=Ad-T)" = (Id—(Ao —A) (Ao Id —T)*‘)*1 Ao Id—T) !

= (Z (Ao — A)T;\O)k> Tho = ) _(Ao = NFTE O

k=0 k=0

Durch Komplementbildung kdnnen wir nun niitzliche Eigenschaften des Spektrums zeigen.

Satz 14.3. Sei X ein Banachraum und sei T € L(X). Dann ist o(T) kompakt, und fiir alle
A€ oT) gilt I\ < ||T||L(x)- Ist K = C und X # {0}, so ist o(T) nicht leer.

Beweis. Wir nehmen an, dass T # 0 ist (sonst wére o(T) = {0} und damit die Aussage
offensichtlich erfiillt). Ist nun A € K mit [A| > ||T||(x), so ware nach Lemma 14.1 der Operator
Id —A~'T invertierbar und damit auch

(14.2) A(Id—A"'T) =AId-T,

woraus A € p(T) folgt. Also ist das Komplement o(T) beschrankt und nach Lemma 14.2
abgeschlossen. Also ist o(T) C K nach dem Satz von Heine-Borel kompakt.

Sei nun K = C und X # {0}. Da wir eine Aussage speziell iber komplexe Zahlen beweisen
miissen, wenden wir Methoden der Funktionentheorie an. Dazu betrachten wir fiir ein
beliebiges Funktional & € L(X)* die Funktion

f:p(T) — C, A= (& T Lx)-
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Seinun Ay € p(T) beliebig. Aus der Stetigkeit von & zusammen mit Lemma 14.2 folgt dann

Das bedeutet, dass f in jedem Punkt innerhalb einer offenen Kreisscheibe in eine Potenzreihe
entwickelt werden kann. Also ist f holomorph (d. h. komplex differenzierbar) und deshalb
insbesondere stetig.’

Wir nehmen nun an, dass o(T) = () und damit p(T) = C ist. Wir zeigen nun, dass f auf C
beschrinkt und daher nach dem Satz von Liouville® konstant ist. Auf der kompakten Menge
{A Al < 2||T||i(x) } ist f als stetige Funktion nach dem Satz von Weierstraf3 beschrénkt. Fiir
Al > 2||T||L(x) folgt aus Lemma 14.1 und (14.2)

(14.3) Th=Ad-T)"=A"> (A~
k=0
und damit
(14.4) FA)] = [{& Ta)Lix) |MIIEIIL ) I T < |NIIEHL
k=0
< TIE & NEl e

Also ist f auf ganz C beschrankt und daher konstant; wegen der ersten Zeile in (14.4) fiir
Al = co kommt nur f = 0 in Frage.

Es gilt also (&, Tx)1 (x) = f(A) =0 fiiralle A € C. Da & € L(X)* beliebig war, erhalten wir aus
Folgerung 8.4, dass Ty = 0 ist, im Widerspruch zu Ty = (AId—T)~" und X # {0}. l

Wir kénnen die Abschitzung [A| < ||T||r(x) sogar noch verschirfen. Dafiir definieren wir
den Spektralradius

r(T) == sup |Al.
Aco(T)
Aus Satz 14.3 folgt sofort r(T) < ||T|| (x). Da das Spektrum stets kompakt ist, wird das

Supremum sogar angenommen falls G(T) nicht leer ist. Wir leiten nun analog zur linearen
Algebra eine Darstellung des Spektralradius {iber die Norm von Potenzen von T her. Dafiir
benoétigen wir das folgende Lemma.

Lemma 14.4. Seien X ein Banachraum und T € L(X). Dann gilt

lim ||Tn||‘/“ — f||Tn||‘/“ < 0.

'siehe z. B. [Bornemann 2013, Satz 5.2], [Rudin 2005, Satz 10.6]
%siehe z. B. [Bornemann 2013, Korollar 14.2], [Rudin 2005, Satz 10.23]
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. . . . . 1 /N g
Beweis. Wir setzen a, := ||T"|| (x, und zeigen zunichst limsup,__,_ ay/'™ < ay" fiir

alle N € N. Nach Deﬁnition des Limes superior existiert eine Teilfolge {anknk}keN mit

. 1
limsup,, .. al/™ = = limy_,o ank "% 'Wir wihlen nun my € Ny so, dass ng = myN + 1} fiir

ein 0 < 1 < my gilt. Dann folgt
= [Ty = [T™MN g < TN TS NI ) = an*aq

und damit

1/my my /My Tk/nk
ay, S ay a,

Wegen ;= < .= — Ound 7t = Imne/me 1 fiir k — oo folgt daraus

N
limsup a/™ = lim a}/™ < a™.
n—00 k—ro00
Da N beliebig war, erhalten wir
lim sup a‘/“ < inf aN < liminf a‘/“
n—00 NeN n—00
und damit die Behauptung. O]

Satz 14.5. Seien X ein Banachraum, T € L(X) und K = C. Dann gilt

ITlog = v(T) = lim T ).

Beweis. Die erste Aussage ||T||((x) = r(T) folgt direkt aus Satz 14.3. Fiir die zweite Aussage
kniipfen wir an dessen Beweis an: Dort wurde gezeigt, dass fiir beliebiges & € L(X)* die
Funktion f: p(T) — C,A — (&, Tx)1(x), eine holomorphe Funktion ist und fiir [A| > || T (x)
die Darstellung

(14.5) f(A) = Z AHE T ) L
k=0

besitzt; siehe (14.4). Auf dem unbeschrankten Kreisring K, := {A : [A| > r(T)} C p(T) besitzt
nun die holomorphe Funktion f eine eindeutige Entwicklung in eine Laurentreihe’® der Form
> o @Ak Da (14.5) bereits eine solche Reihe fiir A € Kt := {7\ Sl > ||THL(X)} C K,
liefert, muss (14.5) sogar fiir alle A € K, gelten. Insbesondere muss {(&, A" 1T*) | x) hken
eine Nullfolge sein. Da & € L(X)* beliebig war, folgt daraus A=*"'T* — 0, und damit ist
A% 1 T*}en C L(X) nach Satz 11.2 beschrinkt. Es existiert also eine Konstante C > 0 mit

||T‘<||‘/k < ATV = A(CADYR fidralle A > (T).

3siehe z. B. [Bornemann 2013, Satz 23.1]
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Nach Lemma 14.4 existiert fiir k — oo der Grenzwert auf der linken Seite, wihrend die rechte
Seite gegen |A| konvergiert. Wir erhalten also

Tim TR <N faralle B > (T).

Grenziibergang [A| — 7(T) ergibt dann lim,, HT“HM;] <r(T).

Fiir die umgekehrte Ungleichung betrachten wir A € o(T) beliebig; solch ein A existiert,
da o(T) nach Satz 14.3 nicht leer ist. Dann ist die Reihe }_ ;> ;A= 'T* nicht konvergent,
denn sonst wiirde der Grenzwert nach (14.3) gleich (AId—T)~" sein, im Widerspruch zu
AId —T nicht invertierbar wegen A € o(T). Also kann auch die Reihe } ) ; ayx mit ay :=
[A"%=1T%||L (x) nicht konvergieren. Aus dem Wurzelkriterium folgt dann

1 < limsup a,/™ = A7 limsup A7V4 T<) 7%, = A7 lim [ T4]1 7%,
k—o0 k—o0 k—o0

Da A € o(T) beliebig war, konnen wir das Supremum bilden und erhalten

r(T)= sup A< Lim || T2, O
Aea(T) n—roo L

Ein linearer Operator hat zwar (ausser im trivialen Fall) stets ein nichtleeres Spektrum, muss
aber keinen Eigenwert besitzen. Fiir kompakte Operatoren ist die Situation giinstiger.

Satz 14.6 (Kleiner Spektralsatz). Fiir T € K(X, X) gilt:
(i) o(T) C op(T) U{0};
(ii) fiir alle A € o, (T) \ {0} ist ker(AId —T) endlichdimensional;
(iii) o, (T) ist endlich oder abzihlbar und besitzt hochstens 0 als Hiufungspunkt.

Beweis. Zu (i): Fir A ¢ o, (T) U{0}ist AId —T nach Definition injektiv, also auch Id —A~'T.
Da mit T auch A~'T fiir A # 0 kompakt ist, ist Id —A~'T nach Satz 13.3 surjektiv, also auch
AId —T. Nach Definition ist dann A € p(T) = K\ o(T).

Aus der Kompaktheitund A # 0 folgt mit Lemma 13.1 auch, dass ker(AId —T) = ker(Id —A~'T)
endlichdimensional ist.

Fiir (iii) sei o (T) unendlich und {A,}nen C 0, (T) eine Folge von Eigenwerten, von der
wir durch Ubergang zu einer Teilfolge annehmen diirfen, dass die Folgeglieder paarweise
verschieden sind. Zu jedem A,, existiert dann ein Eigenvektor x,, € X mit |[xn|x = 1.
Wortlich wie in der linearen Algebra zeigt man, dass die Eigenvektoren zu verschiedenen
Eigenwerten linear unabhéngig ist (da Linearkombinationen nach Definition nur endlich viele
Summanden enthalten). Fiir den Unterraum X,, := span{xy, ..., x,} gilt also dim X;, = n.
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Wir wihlen nun mit Hilfe des Rieszschen Lemmas fiir X,,_7 und x,, € Xn_7 einv, € X,
mit |[vn|[x = 1 und

1
v — x||x = 3 firallex € X, 1.

(Fir n = 1 setzen wir X, := 0, d. h. wir kbnnen v; = x; wihlen.) Wegen der Schachtelung
der X,, konnen wir v,, = otyxn + V1 flr ein «,, € Kund ein v,,_1 € X,,_; schreiben.
Da ausserdem X,,_; als Spann von Eigenvektoren ein invarianter Unterraum ist, ist fiir alle
m < n der Vektor v,,, € X,,_7 und damit auch TV,,, € X,,_1. Damit ist aber auch

(}\n Id —T)Vn =0+ (}\Tl Id —T)f)n_1 € Xn_1.

Somit gilt fiir allen > m € N

(i) -7 (i) = =" [t = = ] > 5

2

nach Wahl von v,,, da der Vektor in eckigen Klammern in X,,_; liegt. Also kann AT TV nen
keine konvergente Teilfolge enthalten. Da T kompakt ist, ist dies nur moglich, wenn jede
Teilfolge von {A,; v, }nen unbeschrinkt ist. Also gilt fiir die gesamte Folge

[Vnllx -
Bl = Pl I el e
n n

d.h. {Aq}nen ist eine Nullfolge. Da {A}neny C 0, (T) beliebig war, kann o, (T) als Hau-
fungspunkt nur 0 besitzen. Insbesondere enthilt fiir jedes ¢ > 0 die Menge o.(T) =
{A € 0, (T) : [A| > ¢} nur endlich viele Elemente, und damit ist 0, (T) C Uneno1 (T) U {0}
hochstens abzihlbar. h O
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SKALARPRODUKTE UND ORTHOGONALITAT

Besonders weitreichende Aussagen iiber lineare Operatoren sind in Hilbertrdumen maglich,
in denen zu der algebraischen und topologischen Struktur von normierten Vektorraumen
eine weitere geometrische Struktur hinzukommt: das Skalarprodukt. Wie wir im néchsten
Kapitel sehen werden, erlaubt dies eine Charakterisierung, die komplett ohne Dualrdume aus-
kommt, und damit das Ubertragen der Strukturtheorie der linearen Algebra vom euklidischen
Vektorraum auf unendlichdimensionale (Hilbert-)Raume.

Definition 15.1. Sei X ein Vektorraum iiber K. Ein Skalarprodukt auf X ist eine Abbildung
(+y-)x : X x X = K, die die Eigenschaften

(1) (A1 +x2,Y)x =A(x1,Y)x + (x2,%) fiir alle x1,x2,y € Xund A € K,

(i) (x,y)x = Mﬁir allex,y e K
(iii) (x,x)yx = O fiir alle x € X mit (x,x)y = 0 genau dann, wenn x =0 € X,
erfiillt. In diesem Fall heif3t das Paar (X, (-, -)y) Prd-Hilbertraum. Ist das Skalarprodukt aus
dem Kontext offensichtlich, bezeichnen wir den Pra-Hilbertraum auch kurz mit X.

Aus (i) und (ii) folgt sofort
(%, A1 +U2)x =A% y1)x + (x,¥2)x

tiir alle x,y7,y2, € X und A € K; man sagt, dass Skalarprodukt ist sesquilinear (,,andert-
halbfach linear®); beachte, dass dies in der Literatur manchmal andersherum (d. h. linear
im zweiten Argument) definiert wird. Insbesondere gilt wegen A + A = 293\ die binomische
Formel

(15.1) (x+y,x +y)x = (%, x)x + 2R (%, y)x + (y,y)x firallex,y € X.

Aus (ii) folgt auch (x,x)y € R fiir alle x € X sogar fiir K = C, so dass (iii) Sinn ergibt.
Trotz der formalen Ahnlichkeit sollte man das (sesquilineare, symmetrische) Skalarprodukt
in X nicht mit der (bilinearen, nicht symmetrischen) dualen Paarung zwischen X und X*
verwechseln.

Eine fundamentale Eigenschaft des Skalarprodukts ist die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
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Satz 15.2. Sei (X, (-, -)y) ein Pri-Hilbertraum. Dann gilt

| (% y)x | < \/(X,X)X\/(y,y)x fiir alle x,y € X.

Beweis. Fiir alle x,y € X und A € K folgt aus den Eigenschaften des Skalarprodukts und
M=AP?ecR

0 < (x+Ay,x +Ay)y = (x,%) + 2R\ (X, y)x + IA]2 (Y, y)x -

Seinuny # 0 (sonst ist die Aussage trivialerweise erfiillt). Dann folgt speziell fiir A = — Elej ))i
[ y)x P T y)x | (5 y)x 2
0 < () — 2 VT TOUT_(y ) [0V
(Y, y)x (Y, y)x (Y, y)x
und damit die Behauptung. ]

Daraus folgt ein wesentliches Resultat: Die neue Struktur ist vertrdglich mit den bereits
eingefiithrten Strukturen, genauso wie die Norm vertraglich ist mit der (durch sie induzierten)
metrischen Struktur.

Satz 15.3. Sei (X, (-, -)y) ein Pri-Hilbertraum. Dann wird durch

X[l == 4/ (%, X)x

eine Norm auf X induziert. Ist (X, || - ||x) vollstindig, so heifst X Hilbertraum.

Beweis. Die Normeigenschaften folgen direkt aus denen des Skalarprodukts: Aus ||x||x =0
folgt (x,x)y = 0 und damit x = 0. Fiir A € Kund x € X gilt

IAx[[% = (A, Ax)x = AA (%, X)x = AP [x]I%

und damit die positive Homogenitit. Fiir die Dreiecksungleichung verwenden wir die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung: Fiir alle x,y € X gilt nach Definition der Norm und wegen 3\ < [A|

e+ yll% = [IxlI% + 29 (%, y)x + lyll
< Ixl% + 20xlIxlyllx + yll% = (xllx + hyllx)?. O

Zu jedem Pra-Hilbertraum gehort also stets ein kanonischer normierter Vektorraum, zwi-
schen denen wir in Folge nicht unterscheiden; wenn wir also von Normen, Umgebungen
oder konvergenten Folgen in Hilbertrdumen reden, sind stets die zur induzierten Norm
gehorenden gemeint. (Es gibt aber durchaus Situationen, in denen es sinnvoll ist, nicht die
induzierte Norm zu verwenden.)
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Umgekehrt ldsst sich das Skalarprodukt durch die induzierte Norm ausdriicken: Fiir K = R
gilt

1

(15.2) ylx =7 (Ix+ylx —IIx—yllx)
furK=C
1 . ) . .
(15.3) oylx =4 (Ix+yllx = Ix —yll% + illx + iyl%x — tix—1yl%),

wie man mit Hilfe (15.1) recht einfach nachrechnet; die Gleichung (15.2) bzw. (15.3) wird als
Polarisationsformel bezeichnet. Tatsdchlich funktioniert dies nur fiir die induzierte Norm.

Satz 15.4. Ein normierter Raum (X, || - ||x) ist genau dann ein Prd-Hilbertraum, wenn die
Parallelogramm-Identitt

e +yll + I —ylk =2 (IxlI% + lyllx)  firallex,y € X

gilt.

Beweis. Ist X ein Pra-Hilbertraum, so folgt die Parallelogramm-Identitit direkt aus (15.1).
Umgekehrt kann man mit Hilfe der Parallelogramm-Identitat nachrechnen, dass durch (15.2)
bzw. (15.3) ein Skalarprodukt definiert wird; die zum Teil recht aufwendige Rechnung ist z. B.
in [Werner 2011, Satz V.1.7] zu finden. [

Mit Hilfe der Parallelogramm-Identitdt kann man nun recht einfach Beispiele finden. Hilbert-
rdume sind zum Beispiel

(i) K™ mit dem Skalarprodukt (x,Y)gn := Y 1_; XnUn>
(i) ¢*(K) mit dem Skalarprodukt (x,y),: :== Y v 1 XnYn,
(ili) L?(Q) mit dem Skalarprodukt (x,y); 2 := [, x(t)y(t) dt,
jeweils mit der kanonischen Norm; Pra-Hilbertraum aber nicht vollstandig ist
(iv) c.(K) C €?(K) mit dem Skalarprodukt aus (ii);
keine Pra-Hilbertraume sind
(v) £P(K)und LP(Q) fiirp # 2,
(vi) C(K) fiir K kompakt und nicht trivial.
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So, wie die Norm den geometrischen Begriff der ,,Ldnge” verallgemeinert, ist das Skalarpro-
dukt eine Verallgemeinerung des ,Winkels“ — von besonderer Bedeutung ist auch hier der
rechte Winkel. Wir sagen, x,y € X sind orthogonal, falls (x,y)y = 0 gilt. In diesem Fall gilt
der Satz von Pythagoras

Ix+yll% = Ixl% + lyll-
Weiter heifSt fiir eine Menge A C X
At :={x € X:(x,y)x =O0fiiralley € A}

das orthogonale Komplement von A in X. Auch hier sollte man trotz der formalen Ahnlichkeit
nicht das orthogonale Komplement (als Teilmenge von X) mit dem Annihilator (als Teilmenge
von X*) verwechseln. Mit den selben Argumenten wie fiir letzteren zeigt man jedoch, dass
A" stets abgeschlossen ist und A C (A1)* gilt.

Wir kommen nun zu einem zentralen Satz der Hilbertraumtheorie, der eine eindeutige Pro-
jektion auf konvexe Mengen garantiert. Dabei ist sowohl die Vollstandigkeit als auch die
Parallelogramm-Identitét wesentlich.

Satz 15.5 (Projektionssatz). Sei X ein Hilbertraum und sei K C X nichtleer, konvex und
abgeschlossen. Dann existiert fiir jedes x € X ein eindeutiges z € K mit

—x||x = inf ||y —x|x-
Iz = xllx = inf fJy —x|ix
Beweis. Wir zeigen zuerst die Existenz mit Hilfe der Vollstindigkeit von X. Setze dafiir
d := inf,ek |ly — x||x fiir gegebenes x € X; dieses Infimum existiert, da K nichtleer ist
und die Norm nicht-negativ ist. Nach Definition existiert dann eine Folge {yn nen C K mit

llyn—x||x — d. Wir zeigen nun, dass {yn }nen eine Cauchy-Folge ist. Aus der Parallelogramm-
Identitat folgt

2 ([lyn =[x + lym =xl%) = 1Y +ym) = 2x[Ix + [lyn — ym|%
fiir alle n, m € N und damit
(15.4) [yn —yml% =2 (Ilyn = x[I% + [lym —x[1%) — 4] %72 —x|Ix.

Da K konvex ist, ist mit yn, ym € Kauch 3y, + Jym € K, und daher folgt nach Definition
von d

0 < [yn —Yml% <2 (lyn — X% + [lym — x[|%) —4d2.

Nach Definition der Folge {ynnen geht nun die rechte Seite gegen Null fir n,m — oo.
Damit ist {yn Inen eine Cauchy-Folge, die wegen der Vollstindigkeit von X gegen ein z € X
konvergiert. Da K abgeschlossen ist, gilt sogar z € K. Aus der Stetigkeit der Norm folgt dann

lz=x[lx = lim [lyn —x[|x = d = inf [y —x]|x.
n—o00 yek
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Fiir die Eindeutigkeit seien z,Z € K mit ||z — x||x = d = ||Z — x||x. Dann ist wegen der
Konvexitit von K auch %z + %Z € K, und daraus folgt wie in (15.4)

lz—2ll% = 2 (2 = xlI% + 12— x[[%) — 41252 —x|% = 4d* —4]|=52 — x| <0,

dhz=2 OJ

Durch die Zuordnung x — z wird also eine Abbildung Px : X — K definiert, die man
als (metrische) Projektion auf K bezeichnet. Diese ldsst sich mit Hilfe des Skalarprodukts
charakterisieren.

Lemma 15.6. Sei X ein Hilbertraum und sei K C X nichtleer, konvex und abgeschlossen. Dann
sind fiir x € X und z € K dquivalent:

(Z) Z:PK(X))
(ii) R(z—x,y—z)x = 0 fiiralley € K.

Beweis. (ii) = (i): Aus der binomischen Formel und (ii) folgt fiir alley € K

ly =% =llz—=x)+ Y= 2% = lz—x[% + 2R (z— %y —2)x + [y — z[%

> |z —x|%

d. h. z = Px(x) nach Satz 15.5.

(i) = (ii): Seiz = Px(x) € Kundy € K beliebig. Da K konvex ist, ist fiir alle t € [0, 1] auch
Yyt == (1 —t)z + ty € K. Also gilt nach Satz 15.5

Iz = x[l% < lye —x[I% = Iz —x) + tly — 2)IIx
= llz—x[% + 2tR (z =%,y — 2)x + |y — z[I%,

woraus durch Subtraktion von |z — x||% und Division durch 2t folgt
t 2
0<Rz—xy 2+ 5l 2l
Durch Grenziibergang t — 0 erhdlt man daraus (ii). ]

Von besonderer Bedeutung ist dabei der Fall, dass K ein abgeschlossener Unterraum ist.

Folgerung 15.7. Sei X ein Hilbertraum und sei U C X ein abgeschlossener Unterraum. Dann
sind fiir x € X und z € U dquivalent:

(") z="Pulx),

(ii’) (z—x,u)y =0 fiir alleu € U.
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Beweis. Da jeder Unterraum konvex ist, konnen wir Lemma 15.6 anwenden und miissen nur
noch zeigen, dass im Spezialfall eines Unterraums die Bedingung (ii) dquivalent zu (if’) ist.

(ii’) = (ii): Seiy € U beliebig. Dann ist wegen z € U auch u:=y —z € U, so dass mit (ii’)
insbesondere (ii) gilt.

(ii)) = (ii’): Sei u € U beliebig. Dann ist auch y := u + z € U, womit aus (ii) folgt
Riz—xu)y =R(z—x,y—2z)y =0 fur alleuw € U.

Durch Einsetzen von —u € U sieht man, dass sogar R (z —x,u), = O fiiralleu € U
gelten muss. Analog folgt durch Einsetzen von —iu € U wegen der Sesquilinearitét des
Skalarprodukts und R(—ix) = J(x) auch J (z — x,u)y = 0 und damit (ii). l

In diesem Fall hat die Projektion zusitzliche niitzliche Eigenschaften; man spricht in diesem
Fall auch von einer orthogonalen Projektion.

Satz 15.8. Sei X ein Hilbertraum und sei U C X ein abgeschlossener Unterraum. Dann gilt:
(i) Pu € L(X,X),
(ii) Pulleixx) = 1o falls U {0},
(iii) ker Py = U+,
(iv) Py = Id—Py.
Beweis. Die Aussagen folgen alle aus der Tatsache, dass nach Folgerung 15.7 genau dann
z =Py(x)ist, wennz € Uund z — x € U+ gilt.
Zu (i): Da Ut ein Unterraum ist, folgt fiir alle A1,A; € K, x7,x2 € X und z; = Py(x1),
z; = Pu(x2),

(AMz1 +2A2z2) — (A1x1 +Axx2) = A1 (x1 —z1) + Az (x2 — z7) € U™,

d.h. APy (x1) +A2Pu(x2) = Pu(A1x7 +A2x2 ) und damit die Linearitit. Aus Py (x) —x € U+
fir alle x € X folgt nun

(15.5) IxlI% = lIx —z+z[% = [Ix — zll% + 2% (x — 2, 2)x + ||zII%
> |lzll%;
d.h. |[Pu(x)|lx = l|z]|x < ||x||x und damit die Stetigkeit von Py,.

Zu (ii): Wegen (15.5) gilt zunéchst |Py || (x,x) < 1. Firx € U\ {0} ist nun z := x € U und
z—x =0 € U+, woraus Py (x) = x und damit ||Py||r (x,x) = 1 folgt.

Zu (iii): Es gilt Py(x) = 0 € U genau dann, wenn 0 — x = —x € U+ x € U™ ist. Dies ist aber
dquivalent zu x € U™,

99



15 SKALARPRODUKTE UND ORTHOGONALITAT

Zu (iv): Wir miissen zeigen, dass fiir x € X beliebig z := x — Py(x) gilt z € U+ und
z—x € (Ut)*. Ersteres folgt aus der Eigenschaft Py (x) — x € U+ der Projektion auf U,
letzteres aus

z—x = (x—Pyu(x)) —x =—Py(x) e U (UH)"L. [
Damit kénnen wir — ganz ohne Hahn-Banach - eine zu Folgerung 8.8 analoge Aussage
zeigen.
Folgerung 15.9. Sei X ein Hilbertraum und sei U C X ein abgeschlossener Unterraum. Dann

gilt U = (UL)L,

Beweis. Es gilt stets U C (U+)+. Sei nun x € (U*)+. Dann kénnen wir nach Satz 15.8 (iv)
schreiben x = Py (x) + Py (x) = z+ 2z mitz € Uund zt € UL, Weiter gilt

HZLHi = (ZL’ZL)X = (X_Z’ ZJ—)X =0

wegenzt =z —x € (Ut)+,daz € U C (Ut)+ und x € (U+)+ nach Annahme. Also ist
z+ = 0und daher x =z € U. ]

Daraus erhalten wir ein Kriterium fiir die Invertierbarkeit von Operatoren auf Hilbertrdumen,
welches (in einer etwas komplizierteren Form) den ersten Grundstein der modernen Theorie
der partiellen Differentialgleichungen bildet.

Satz 15.10 (Lax-Milgram). Sei X ein Hilbertraum und sei T € L(X, X). Existiert einy > 0 mit

(15.6) [(Tx,x)x | =YXk fiirallex € X,

so ist T invertierbar und ||T~ " ||Lxx) < v~

Beweis. Aus (15.6) folgt zusammen mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung || Tx||x > v||x| x
und damit nach Folgerung 9.7 mit C = ' sowohl die Injektivitit von T als auch die
Abgeschlossenheit von ran T. Sei nun x € (ranT)*. Dann ist (Tx,x), = 0, und aus (15.6)
folgt x = 0, d. h. (ran T)+ = {0}. Nach Folgerung 15.9 gilt dann

ranT = ((ranT)H) L = {0} =X,

und damit ist T surjektiv und daher invertierbar. Fiir beliebige y € X konnen wir daher
x := T~y in die eingangs hergeleitete Ungleichung einsetzen und erhalten

1 1
T yllx < < ITT ylx = = llylIx- O
ITyllx < ZITTylix = Zlyllx
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In endlichdimensionalen Vektorraumen lésst sich die orthogonale Projektion auf einen Un-
terraum explizit mit Hilfe der Basisvektoren berechnen. Wir iibertragen dies nun auf Hilbert-
rdaume. Eine Teilmenge S C X eines Pra-Hilbertraums nennen wir dafiir Orthonormalsystem,
wenn fiir alle u,v € S gilt

(V) = {O u#v,

T u=wv.

(Ist nur die erste Bedingung erfillt, d. h. gilt ||u|[x # 1 fiir ein u € S, so spricht man von
einem Orthogonalsystem.) Die Frage nach der Existenz von Orthonormalsystemen lassen wir
zundchst offen und untersuchen erst einmal ihre Eigenschaften. Als erstes betrachten wir die
Projektion auf einen endlichdimensionalen Unterraum.

Lemma 15.11. Sei X ein Pri-Hilbertraum, S C X ein Orthonormalsystem und eq,...,e, € S.
Dann gilt fiir U = span{ey, ..., en}

n

Pux = Z (X, ex)y ex fiir alle x € X.
k=1

Beweis. Zu x € X betrachten wir z := ) |'_; (x, ex)y ex. Nach Konstruktion ist dann z € U,
und aus der Orthogonalitét der e; folgt fiiralle T <j <n

(x —z,6j)y = (x,€)y Z X, ex)x (e, &)y = (x,65)y — (x,€;) = 0.
k=1
Also ist auch (x — z,u)y = 0 fiir alle u € U und damit z = Py x nach Folgerung 15.7. O
Folgerung 15.12. Sei X ein Prd-Hilbertraum und {e, ..., e} C X ein endliches Orthonormal-

system. Dann gilt die Besselsche Ungleichung

n

> Ixedx P <Xk firallex € X.

k=1

Beweis. Betrachte U = span{ey, ..., e,}. Dann gilt fiir alle x € X

(15.7) IPux||% = <Z X, ex) ek)Z (x,€j)x ei)
k=1

= j=1

n mn
:Zerk (%, €j)y (ex,ej)x ZIxek
k=1

k=1j=1

Die Besselsche Ungleichung folgt nun aus ||Pux||x < ||x||x, siehe Satz 15.8 (ii). O

Die Frage ist nun, wann das auch fiir (abzéhlbar) unendlichdimensionale Unterrdume funk-
tioniert, d. h. wir in den obigen Summen den Grenziibergang n — co machen konnen.
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Satz 15.13. Sei X ein Hilbertraum und S = {e,, : n € N} ein Orthonormalsystem. Dann sind
dquivalent:

(i) span ist dicht in X;
(ii) fiir alle x € X gilt

o0
(x, ek €x;s
k=1

(iii) fiir alle x € X gilt die Parseval-Identitdt
IZ =3 10 ey
k=1

Ist eine dieser Eigenschaften erfiillt, so nennen wir S eine Orthonormalbasis.

Beweis. (i) = (ii): Sei U,, := span{ey,...,en} und P, := Py, . Sei weiterhin x € X be-
liebig und {xn }heny C span$ mit x,, — x. Da Linearkombinationen nach Definition stets
endlich sind, finden wir fiir jedes x,, € span S ein m,, € N mit x,, € U, , wobei wir ohne
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen diirfen, dass {m,, }n ey streng monoton wachsend
ist. Dann folgt nach Definition der Projektion

0< |Ix—=Pm,X|lx = irLllf IIx —ul|x < [[x —xnllx =0 firn — oo.
ue

mn

Da die U,,, geschachtelt sind, ist weiterhin {||x — Py, X||x }men monoton fallend; also muss die
gesamte Folge gegen Null konvergieren. Aus Lemma 15.11 folgt dann

0 < ||X— ZEL:] (X, ek)x ek||x = ||X— PmXHX —0 furm — oo.

(ii) = (iii): Sei x € X beliebig. Fiir die Partialsummen s, := Y | _; (x, ex)y ex gilt nach (15.7)
||Sn||§( = (Snasn Z| X, ex) X |2
k=1
Nach (ii) konvergiert nun s,, — x und damit ||s,, ||x — ||x||x, sodass durch Grenziibergang

n — oo auf beiden Seiten (iii) folgt.

(iii) = (ii): Analog rechnet man nach, dass fiir alle x € X und die Partialsummen s,, gilt

n
(% sn)x =D (%, ex)x 1> = lIsnl%-
k=1
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Daraus folgt
I = snll% = Ix[I% = 2R (%, sn)x + llsnllx = [Ix]I% = lIsnll% =0
und damit (ii).
(ii) = (i): Ist span S nicht dicht in X, so existiert ein x € X und € > 0 mit ||x — x,||x > ¢

tiir alle Folgen {x, }neny C span S. Dann gilt dies insbesondere fiir die Partialsummenfolge
{sntnen, und damit kann (ii) nicht gelten. O

Beachte, dass (i) bereits impliziert, dass X separabel ist.

Zum Beispiel bildet in €%(K) die Folge der Einheitsvektoren {e, },cn eine Orthonormalbasis.
Etwas komplizierter nachzuweisen ist, dass in L?((—, 7t)) fiir K = C die Funktionen
1 .
ek(t) = _elkt> k € Z,

V2n

eine Orthonormalbasis bilden. Damit lasst sich jede Funktion f € L?((—m, 7)) schreiben
als

1 (" .
f(t) = crex(t), cr = (fyex);. = — f(t)e t*t dt.
gz k€K Kk KL \/Z_[J'_ﬂ

Diese Reihe wird Fourier-Reihe genannt. (Analog nennt man die Reihe in Satz 15.13 (ii)
manchmal auch (verallgemeinerte) Fourier-Reihe sowie (x, ey )y (verallgemeinerten) Fourier-

koeffizient.)

Allgemein haben wir das folgende Resultat.

Satz 15.14. Sei X ein unendlichdimensionaler Hilbertraum. Dann sind dquivalent
(i) X ist separabel;

(ii) X besitzt eine abzihlbare Orthonormalbasis.

Beweis. (i) = (ii): Sei {x,, : n € N} dicht in X. Wir definieren nun rekursiv

n—1
8= Xn — Z (X, €x) x €K,
k=1
Hf;'—“” falls &, # 0,
en = ¢ enlix
0 falls &, = 0.

Dann ist ||e,||x = 1 fir alle n € N sowie (en,ex) =0firallek <n e N,d.h.{e, :n € N}
ist ein Orthonormalsystem. Weiter ist span{e, : n € N} = span{x,, : n € N} dicht in X und
damit {e,, : n € N} sogar eine Orthonormalbasis.

(ii) = (i): Ist {e,, : n € N} eine abzdhlbare Orthonormalbasis, so ist die Menge aller endlichen,
rationalen Linearkombinationen abzdhlbar sowie dicht in span{e,, : n € N} und damit auch
in X. L]

103



15 SKALARPRODUKTE UND ORTHOGONALITAT

Die Konstruktion im ersten Schritt entspricht natiirlich genau der Gram-Schmidt-Ortho-
normalisierung aus der linearen Algebra.’

Aus Satz 15.14 erhalten wir das folgende erstaunliche Resultat.

Folgerung 15.15 (Satz von Fischer-Riesz). Jeder unendlichdimensionale separable K-Hilbertraum
ist isometrisch isomorph zu €*(K).

Beweis. Sei X ein unendlichdimensionaler separabler Hilbertraum und {e,, : n € N} eine
Orthonormalbasis. Wir konstruieren nun einen isometrischen Isomorphismus T : X — ¢2(KK),
indem wir jedem x € X eine Folge Tx := {yi }xen durch yy := (x, ex)y zuordnen. Aus der
Parseval-Identitit folgt dann Tx =y € ¢?(K) sowie || Tx||;z = ||x||x, also ist T insbesondere
stetig. Weiterhin ist T linear und injektiv. Fiir die Surjektivitit seiy € £?(K) gegeben. Day
quadratsummierbar ist, muss {}_;_; lyx|*}nen eine Cauchy-Folge (in R) sein. Damit ist auch
{3 1_1 Ykexnen eine Cauchy-Folge (in X), denn fiir alle m < n € N gilt

mn n n
uzz_mﬂykekui:( 3w 3 y]-ej) Sy b
k=m+1 j=m+1 X k=m+1

Da X vollstidndig ist, konvergiert also die Reihe Y > ; yxex = x € X. Aus der Stetigkeit des
Skalarprodukts folgt schliefllich

Txlx = (x,ex)y = T{ljr;o <Z1 y]-ej,ek> =Yk firallek e N
)= X

und damit Tx = y. O

Alle unendlichdimensionalen separablen Hilbertraume sind also isometrisch isomorph!

Damit sind wir auch am Ursprung angekommen, denn mit der Untersuchung von €*(K)
durch David Hilbert nahm die Funktionalanalysis im Jahr 1906 ihren Anfang.

'Ist X nicht separabel, kann man die Existenz einer (dann iiberabzihlbaren) Orthonormalbasis stattdessen
mit Hilfe des Zornschen Lemmas zeigen. Dabei muss man verwenden, dass eine Orthonormalbasis ein
maximales Orthonormalsystem ist, d. h. in keinem grosseren Orthonormalsystem enthalten ist; siche
[Kaballo 2011, Satz 6.4, 6.6]. Auch Satz 15.13 kann man auf diese Situation iibertragen, da auch fiir ein
tiberabzahlbares Orthonormalsystem hochstens abzahlbar viele Skalarprodukte (x, ) von Null verschieden
sind; siehe [Werner 2011, Lemma V.4.5].
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Wir betrachten nun, wie sich die in Teil III beschriebene Dualitdtstheorie im Hilbertraum
verhalt. Jeder Hilbertraum X wird ja durch die induzierte Norm zu einen normierten Raum,
dem ein Dualraum X* zugeordnet ist. Formal dhnelt die duale Paarung (-, -)x zwischen
X und X* dem Skalarprodukt (-, -), auf X (vergleiche etwa Annihilator und orthogonales
Komplement). Tatsdchlich besteht zwischen beiden eine enge Beziehung.

Satz 16.1 (Darstellungssatz von Riesz-Fischer). Sei X ein Hilbertraum. Dann existiert zu
jedem x* € X* genau ein Riesz-Représentant x € X mit

(x"yz)x = (z,X)x fiir alle z € X.

Weiterhin gilt ||x||x = ||x*|

X*.

Beweis. Zuerst stellen wir fest, dass fiir festes x € X die Abbildung Tx : z — (z,x)y ein
beschrinktes lineares Funktional auf X ist Wir zeigen nun, dass die Abbildung

Rx : X — X7, x = Ty

bijektiv, isometrisch und semi-linear ist. Letzteres folgt direkt aus der Sesquilinearitét des
Skalarprodukts: Fiir alle x,y € X und «, 3 € K gilt fiir beliebiges z € X

(Rx(ox + By), 2)x = (2, 0¢ + BY)x = X (2,x)x + B (z,y)x = (&Rx(x) + BRx(Y), 2)x-
Direkt aus der Definition folgt auch
[(Rx(x), z)x| =1 (zy%) 5 | < ||z]|x]|x]|x fir alle z € X,

mit Gleichheit fiir z = x. Division durch ||z||x und Supremum tiber alle z € X \ {0} ergibt
IIRx(x)]|x+ = ||x||x fiir alle x € X. Also ist Rx isometrisch und damit injektiv.

Fiir die Surjektivitit sei x* € X* beliebig. Fiir x* = 0 wihlen wir x = 0. Ist x* # 0, so ist
ker x* wegen Satz 8.3 ein echter, abgeschlossener Unterraum von X. Damit ist das orthogonale
Komplement (ker x*)* # {0} (denn sonst wiirden wir mit Hilfe von Folgerung 15.9 erhalten,
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dass ker x* = Xist). Also existiert ein x € (kerx*)* \ {0}. Insbesondere gilt (x*,x)x # 0,
denn sonst wire x € (ker x*)* N ker x* und damit nach Satz 15.8 (iv)

X = PrerxX =X — Plperxs )l X =X — X = 0,
im Widerspruch zu x # 0. Sei nun z € X beliebig. Dann gilt fiir alle A € K
(x*yz—Ax)x = (X", z)x — A(X", %) x.

Setzen wir A, := g ii’; , so ist daher z — A\, x € kerx*. Wegen x € (kerx*)* folgt daraus

(z —Azx, %)y = 0. Zusammen erhalten wir

<X*> Z>X
<X*> X>X

Aufldsen ergibt dann

* — <X*‘X>X
<X )Z>X - (Z) ||x||§< X)X’

d.h.x* = Rx (EX) O

lIxll%
Die Abbildung Rx nennt man Riesz-Isomorphismus (obwohl sie nur im Fall K = R linear
und damit wirklich ein isometrischer Isomorphismus ist).

Mit Hilfe des Riesz-Isomorphismus kann man nun Eigenschaften zwischen einem Hilbert-
raum und seinem Dualraum tibertragen.

Folgerung 16.2. Sei X ein Hilbertraum. Dann gilt
(i) X* ist ein Hilbertraum;

(ii) X ist reflexiv.

Beweis. Fiir (i) vergewissert man sich leicht, dass auf X* durch
(x*, ¥ )x = (R'y* R 'x") fir alle x*, y* € X*

ein Skalarprodukt definiert wird. Also ist X* ein Hilbertraum. Aus der Isometrie von Rx folgt
auch

Ix*[[% = IR %1% = (RY'x*, R %), = (x*, % )

d. h. die duale Norm wird durch dieses Skalarprodukt induziert.

Fiir (ii) miissen wir nachweisen, dass die kanonische Einbettung Jx : X — X** surjektiv ist.
Dafiir zeigen wir, dass Jx = Rx- o Rx gilt. Seien dazu x € X und x* € X* beliebig. Dann gilt
nach Definition der Riesz-Isomorphismen, des Skalarprodukts in X* und der kanonischen
Einbettung

(Rx-Rxx, X*)x+ = (x*, Rxx) . = (%, R'X"), = (X", x)x = (Jx%, X*)x=

Also ist Jx als Komposition zweier bijektiver Abbildungen bijektiv und damit surjektiv. [J
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Der Riesz-Isomorphismus erlaubt es auch, die schwache Konvergenz mit Hilfe des Skalarpro-
dukts auszudriicken. Aus der Bijektivitdt von Rx folgt sofort, dass gilt

Xn — X genau dann, wenn (xn,2)x — (x,2)y furallez € X.

Da wir bei der Definition der schwachen Konvergenz also ohne Dualraum auskommen, ist
der Unterschied zur starken Konvergenz nicht mehr so grof.

Folgerung 16.3. Sei X ein Hilbertraum und {x, }nen C X. Dann sind dquivalent:
(i) Xn =%,
(ii) xn — x und ||xn||x = ||x]|x.
Beweis. Wir wissen bereits, dass in normierten Rdumen jede stark konvergente Folge auch

schwach konvergiert und dass die Norm stetig ist. Umgekehrt folgt im Hilbertraum aus der
schwachen Konvergenz und der Konvergenz der Norm sofort

xn — %1% = [xnll& — 298 (xn, X)x + IXI1% = IX[I% =2 (x, %) + [X]% = 0. 0

Der Konvergenzbegrift in (ii) kann auch in Banachrdumen als unabhangiger Begriff niitzlich
sein und wird dann als strikte Konvergenz bezeichnet.

Ebenso konnen wir iiber den Riesz-Isomorphismus den adjungierten Operator ,,zuriick nach
X ziehen®: Sind X und Y Hilbertraume, so definieren wir fir T € L(X,Y) den Hilbertraum-
adjungierten Operator

T* :=R'T*Ry : Y — X,

wobei T* : Y* — X* der iibliche (Banachraum-)adjungierte Operator ist. (Gefahr der
Verwechslung wird in Folge kaum bestehen.) Dann folgt aus der Definition von Riesz-
Isomorphismus und adjungiertem Operator

(16.1) (T, y)y = (Ryy, Tx)y = (T*Ryy, x)x = (%, Rx'T*Ry)
= (x, T"y)x firallex € X,y €Y.

Unmittelbar aus der Definition erhalten wir auch die folgenden Rechenregeln.
Lemma 16.4. Seien X,Y, Z Hilbertrdume und S, T € L(X,Y), R € L(Y, Z). Dann gilt
(i) (S+T)*=S"+T%
(ii) (AT)* = AT* fiir alle A € K;
(iii) (RoT)* = T* o R*.
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16 DER SATZ VON RIESZ

Wortlich wie im Banachraum-Fall zeigt man auch zu Satz 9.5 analoge Aussagen fiir die
orthogonalen Komplemente von Kern und Bild (unter Verwendung von Folgerung 15.9
anstelle von Folgerung 8.8). Wir werden spiter die folgenden niitzlichen Eigenschaften
benoétigen, wobei wir hier und in Folge kurz T*T := T* o T schreiben.

Lemma 16.5. Seien X,Y Hilbertrdume und T € L(X,Y). Dann gilt
() T =T;
(i) [T llcevix) = ITleex,vos

(iii) || T*T||Lx,x) = ||T||12_(X,Y)'

Beweis. Zu (i): Aus (16.1) folgt sofort

(U>T**X)Y - (T*Uax)x = (X> T*y)x = (TX,U)Y = (U)TX)Y
firallex € Xundy €Y.
Zu (ii): Zundchst gilt fur alley € Y
IT*ylIx = [Rx' T Rvyllx = [ T*Ryy| Ryy

da sowohl der Riesz-Isomorphismus als auch (nach Lemma 9.1) die Abbildung T — T*
isometrisch ist. Supremum iiber alley € By ergibt || T*||r(v,x) < || T||L(x,v)- Aus (i) folgt dann
auch [|Tllex,v) = T lLx,v) < IT*][Lv,x) und damit (ii).

x+ < T L evs,x) v- = [ TllLeon [yllv,

Zu (iii): Aus Folgerung 4.4 und (ii) folgt
ITTleexx < T e ITleogy = ITIE x,v)-
Die umgekehrte Ungleichung erhalten wir aus
ITx[I¥ = (Tx, Tx)y = 06 T Tx)x < [xlIx T Tl XN

und Supremum iiber alle x € Bx. ]

Der Riesz-Isomorphismus erlaubt also, die komplette Dualitatstheorie alleine auf Elementen
in X aufzubauen. Man unterscheidet daher oft nicht zwischen Elementen x* € X* und ihren
Reprisentanten R;(‘ x* € X,d. h. man behandelt Rx wie die Identitdt - man sagt, X wird mit X*
identifiziert. Insbesondere wird nicht zwischen Banachraum- und Hilbertraum-Adjungierten
unterschieden. Dies ist aber nicht in jedem Fall sinnvoll! Eine hiufig auftauchende Situation
ist, wenn man es mit zwei Hilbertrdumen X und Y zu tun hat, wobei X stetig und dicht in Y
eingebettet ist, aber beide mit unterschiedlichen Skalarprodukten versehen sind. In diesem
Fall ist Y* stetig in X* eingebettet; identifiziert man Y mit Y* (d. h. betrachtet man Ry als
Identitdt), so erhdlt man das Gelfand-Tripel X — Y = Y* — X*. Wiirde man nun auch
X mit X* identifizieren, verloren die Einbettungen jede Aussagekraft; man muss sich also
entscheiden. (Natiirlich hat man trotzdem den Riesz-Isomorphismus Rx, man kann ihn nur
nicht wie die Identitat behandeln.) Besonders relevant ist diese Situation in der Theorie der
partiellen Differentialgleichungen (wo Ry' genau dem Losen einer Differentialgleichung
entspricht); ein elementareres Beispiel findet man in [Brezis 2011, Chapter 5.2, Remark 3].
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SPEKTRALZERLEGUNG IM HILBERTRAUM

Eines der zentralen Resultate in der linearen Algebra ist die Spektralzerlegung: Jede normale
Matrix ist diagonalisierbar, d. h. kann beziiglich einer Orthonormalbasis aus Eigenvektoren
als Diagonalmatrix dargestellt werden. Fiir kompakte Operatoren im Hilbertraum kann man
ein analoges Result zeigen und so (fiir diese Operatoren) die Liicke zwischen linearer Algebra
und Funktionalanalysis schliessen.

Sei X im folgenden stets ein Hilbertraum. Wir nennen T € L(X) := L(X, X)
o normal, falls T*T = TT* gilt;
o selbstadjungiert, falls T = T* gilt.

Offensichtlich ist jeder selbstadjungierte Operator normal, und fiir T € L(X) sind T*T und
TT* stets selbstadjungiert.

Wir untersuchen nun die Eigenwerte von normalen und selbstadjungierten Operatoren.
Satz 17.1. Sei T € L(X) normal. Dann gilt:

(i) || Tx||x = || T*x]||x fiir allex € X;

(ii) ker T = ker T*;

(iii) Tx = Ax genau dann, wenn T*x = Ax.
Beweis. Zu (i): Da T normal ist, folgt fiir alle x € X

HTxHi = (Tx, Tx)y = (%, T"Tx)y = (%, TT*x)y = (T*%, T*x)y = ||T*XH§<,
wobei wir im vorletzten Schritt T = T** verwendet haben.

Aus (i) folgt auch sofort, dass Tx = 0 ist genau dann, wenn T*x = 0 ist, und damit (ii).

Zu (iii): Man rechnet leicht nach, dass mit T auch A Id —T normal ist fiir alle A € K. Damit
folgt aus (ii) und Lemma 16.4 (ii)

ker(AId —T) = ker(AId —T)* = ker(AId —T*). O
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17 SPEKTRALZERLEGUNG IM HILBERTRAUM

Aussage (iii) besagt, dass A Eigenwert von T ist genau dann, wenn A Eigenwert von T* ist.

Folgerung 17.2. Sei T € L(X) normal. Dann sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
orthogonal.

Beweis. Seien A1, A, € Kund x7,x, € X mit Tx; = Ayxy und Tx,; = Ayx; sowie Aj # A,.
Dann erhalten wir aus Satz 17.1 (iii) und der Sesquilinearitét des Skalarprodukts

A (X, %) x = (Mixay x2)x = (Txa, xa)x = (31, T%)x = (%1, A0%2) 5 = A2 (x1,%2)x,

was nur moglich ist fiir (x7,%,)y = 0. l

Fiir normale Operatoren erhalten wir auch eine Verschérfung der Abschétzung in Satz 14.5.

Satz17.3. Sei K = Cund T € L(X) normal. Dann gilt v(T) = || T||(x)-

Beweis. Wir zeigen zundchst per Induktion, dass || T™[[1x) = [|T||T'(x, fur allen € N gilt. Fiir
n = 1 ist die Aussage trivial; fiir n = 2 erhalten wir aus Lemma 16.4 (iii)

2
(170 T2 = 1T T2 oo = 1T (T T oo = 1T T = (ITE00)

wobei wir im zweiten Schritt die Normalitit von T verwendet haben. Den Induktionsschritt
n — n+ 1 fiir n > 2 erhalten wir durch die Abschétzung

IR = TR e0) = 1T 0 = 1T leeo < 1T oo ITIRG)

wobei wir im zweiten Schritt die Induktionsvoraussetzung und im dritten Schritt (17.1) auf
den (wie man sich leicht vergewissert) normalen Operator T™ angewendet haben. Division
durch HTHTL‘&]) # 0 (sonst ist die Aussage trivial) ergibt dann zusammen mit Folgerung 4.4

ITIES) < 1T e < ITITE)

und damit | T|[F5 = [T e ).

Mit Satz 14.5 folgt daraus nun

. 1/n
o(T) = lim [T = [ Tloo. s

Da nach Satz 14.3 das Spektrum kompakt und fiir kompakte Operatoren nach Satz 14.6 nur
aus Eigenwerten besteht, erhalten wir die folgende niitzliche Aussage.

Folgerung 17.4. Sei X # {0} ein Hilbertraum iiber K = C und K € L(X) kompakt und normal.
Dann existiert ein Eigenwert A € o, (K) mit |A| = ||K||(x).
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17 SPEKTRALZERLEGUNG IM HILBERTRAUM

Im Fall K = R erhalten wir das selbe Resultat, wenn wir selbstadjungierte Operatoren
betrachten. Anstelle von Satz 14.5 verwenden wir dafiir die folgende Charakterisierung der
Operatornorm.

Satz 17.5. Sei T € L(X) selbstadjungiert. Dann gilt || T| (x) = sup, g, | (Tx,x)x |

Beweis. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt sofort

M := sup | (Tx,x)y | < sup || Tx||x = ||T||Lix)-

xEBx x€Bx

Fiir die umgekehrte Ungleichung schreiben wir || Tx||% = (Tx, Tx)y = («Tx, « ' Tx), fiir
o > 0 beliebig. Wir verwenden nun mehrfach die produktive Null sowie die Selbstadjungiert-
heit von T und schétzen ab:

4 Tx[% = (Tlox + o' Tx), ox + o ' Tx), — (Tlox — o' Tx), ox — o ' Tx)

_ oox + o TTx ox + o ' Tx
N lox + a1 Tx||x /) |Jox + o 1 Tx||x

R R
—<T< oox — o ' Tx > oax — o T Tx ) lloox — o= Tx|12
X

) ||oex + oc”Tfo<
X

lox — o 1 Tx||x ) [lox — o 1 Tx||x
<M (Jlox + o ' Tx||% + floox — o ' Tx]1X)
=2M (o |[x||% + o[ Tx[|%)

wobei wir im letzten Schritt die Parallelogramm-Identitdt verwendet haben. Ist Tx # O (sonst

ist wieder die Aussage trivial), so folgt aus der Wahl o? := % > 0 nach Division durch

[Tx[[x
| Tx||x < MJx||x fir alle x € X,
und damit auch

ITloo = sup [[Txflx < M. 0

xEBx

Fiir kompakte Operatoren kénnen wir nun zeigen, dass (bis auf das Vorzeichen) die Norm
als Eigenwert angenommen wird.

Folgerung 17.6. Sei X # {0} ein Hilbertraum iiber K = R und K € K(X, X) selbstadjungiert.
Dann existiert ein Eigenwert A € o, (K) mit [\ = ||K||(x).

Beweis. Nach Satz 17.5 existiert eine Folge {Xn Jnen C Bx mit| (Kxn, Xn)x | = [|K||L(x). Durch
eventuellen Ubergang zu einer Teilfolge (die wir wieder mit {x,, },en bezeichnen) kénnen wir
sogar (Kxn,xn)yx — A mit [A| = ||K||.(x) annehmen. Daraus folgt
(17.2) [Kxn — Mn 1% = (Kxn — A, Kxpy — AXn )y

= [[Kxnll% — 2A (Kxny Xn)x + A% [[xall%

< IK[IF %) = 2A (Kxn, Xn)x + A* = 0.
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17 SPEKTRALZERLEGUNG IM HILBERTRAUM

Da Bx beschrankt und K kompakt ist, existiert nun eine konvergente Teilfolge (ebenfalls mit
{Xnnen bezeichnet) mit

Kxn — vy, (KXnyXn)y — A
Zusammen mit (17.2) folgt daraus auch

y = lim Kx, = lim Ax, sowie Ky =A(lim Kx,,) = Ay,
n—oo n—oo n—oo
da K stetig ist. Ist y # 0, so ist A der gesuchte Eigenwert von K. Anderenfalls wire {Kx,, }nen
eine Nullfolge, und aus Satz 17.5 folgt ||K||(x) = limn— 00 | (KXn, Xn )y | = 0 und damit K = 0.
In diesem Fall ist die Aussage aber trivial. ]

Wir kénnen nun als Kronung zeigen, dass jeder kompakte normale (oder selbstadjungierte)
Operator im Hilbertraum eine Spektralzerlegung besitzt.

Satz 17.7 (Grofler Spektralsatz). Sei K € L(X) kompakt und normal (falls K = C) bzw.
selbstadjungiert (falls K = R). Dann existiert ein (maoglicherweise endliches) Orthonormalsys-
tem {en fnen(n) C X aus Eigenvektoren von K und eine (moglicherweise endliche) Nullfolge
{Annenny C K aus zugehorigen Eigenwerten mit

oo(N)

(17.3) Kx = Z An (X, en)y en fiir alle x € X.

n=1

Weiterhin bilden die {e, }nen(n) eine Orthonormalbasis von (ker K)+.

Beweis. Wir gehen induktiv vor. Setze X; := X und K; := K. Ist Xy = {0} oder K; = 0,
so folgt die Aussage mit N = 0. (In diesem Fall setzen wir A; = 0.) Ansonsten existiert
nach Folgerung 17.4 bzw. Folgerung 17.6 ein Eigenwert Ay € o, (K;) mit [A;] = ||K; || (x).
Damit existiert auch ein zugehoriger Eigenvektor e; € X; mit |eq]|x = 1. Wir setzen nun
X3 := (span{e;})*. Fiir alle x € X; gilt dann mit Satz 17.1 (iii)

(K1X)el)x = (X) K7e1)x = (X,ﬂ€1)x =M\ (X)e1)x =0

und damit Kyx € X;. Also ist K, := K;[x, € L(X;) als Restriktion eines kompakten und
normalen (bzw. selbstadjungierten) Operators ebenfalls kompakt und normal (bzw. selbstad-
jungiert). Ausserdem gilt

IKz2llLixz) = sup [[Kax|lx = sup [[Kix||x < sup [[Kix|[x = |[Kq|lLix;)-
x€Bx, x€Bx, xE€Bx,

Wir erhalten dadurch ein nach Konstruktion orthonormales System {e,, },en(n) sowie eine Fol-

ge (Atnen(n) mit Ke,, = Ay e, sowie Ay | = ||Kn||L(x,)> wobei X;, = (span{eq,...,en_1})".
Insbesondere ist {|A,,[}nen(n) monoton fallend. Ist X;, = {0} oder K;, = 0 fiirein m € N,
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17 SPEKTRALZERLEGUNG IM HILBERTRAUM

so brechen diese Folgen ab mit N = m — 1 und An;1 = 0. Andernfalls hat {Kep, }en ei-
ne konvergente Teilfolge, da {e, }nen C Bx beschrankt und K kompakt ist. Da {e }nen ein
Orthonormalsystem ist, folgt

|}\nk|2 + |}\T11|2 = H}\leenk _}‘nlemni = HKenk - Kean%( — O

Da {|A,,[lneny monoton fallend ist, gilt sogar [A,| — 0.

Fiir x € X sei nun x, := Px, X = X — Pgpanfer,....en 11X = X — ZE;] (x, ex) ey die orthogonale
Projektion auf X,,. Dann gilt

IKx — Y 271 A (%, en) enllx = [1Kx — X027 (x, ex) Keelx
= |[Kxn|x = [[KnXn|lx

< [Kaffeogolnllx < Aalllx|] =0

da An| = ||Ky||1(x,,) nach Konstruktion und ||Py, x||x < ||x||x fiir alle x € X. Daraus folgt
die Darstellung (17.3).

Bleibt zu zeigen, dass S := span{e, }nen(n) dicht liegt in (ker K)+. Betrachte dafiir zunéchst
x € S*+. Dann ist nach Konstruktion x € X,, fiir allen € N (bzw. n < N), und damit gilt

IKxlx = [Knx[lx < [Knlleocn xlx = Anllx]ix =0

fiir n — oo (bzw. fiir n = N 4 1). Also gilt Kx = 0 und damit x € ker K. Umgekehrt folgt
aus x € kerK

0=(Kx,en)x = (x,K*en)x =An (X, €n)x fir allen € N (bzw. n < N).

und damit x € S*. Schliesslich gilt wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts (clU)t =
U+ fiir beliebige U C X. Zusammen erhalten wir (cIS)* = St = ker K und damit nach
Folgerung 15.9 auch cI S = (cl1S+)*+ = (ker K)*+, was zu zeigen war. O
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