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ÜBERBLICK

Funktionalanalysis ist die
Fortführung der linearen Algebra
mit anderen Mitteln.

Die Funktionalanalysis wurde Anfang des 20. Jahrhunderts entwickelt, um allgemeine Aussa-
gen über die Lösung von Diòerentialgleichungen treòen zu können. Statt konkrete Diòeren-
zialgleichungen wie f ′′ + f = g für gegebenes g händisch zu lösen, war man an der Frage
interessiert, welche Eigenscha�en die Diòerenzialgleichung bzw. die rechte Seite g haben
muss, damit eine Lösung existiert. Der wesentliche Schritt war dabei, Funktionen als Punkte
in einem Vektorraum aufzufassen, auf dem die AbbildungD : f 7→ f ′′ + f einen linearen Dif-
ferenzialoperator deûniert. Zum Vergleich: Ein ähnlicher Übergang von konkreten linearen
Gleichungssystemen zu der abstrakten linearen Gleichung Ax = b für eine Matrix A und
einen Vektor b bildet den Grundstein der linearen Algebra. Man war nun auf der Suche nach
Eigenscha�en vonD, die analog zur Injektivität und Surjektivität von A oder der Tatsache,
dass 0 kein Eigenwert von A ist, die Lösbarkeit von Df = g garantieren. Die wesentliche
Schwierigkeit dabei ist, dass viele Kernaussagen der linearen Algebra darauf beruhen, dass
die betrachteten Vektorräume endlichdimensional sind (etwa indem der Dimensionssatz
verwendet wird). Dies ist aber für Räume von Funktionen in der Regel nicht mehr der Fall,
und es wird notwendig, zusammen mit den algebraischen Begriòen auch topologische Be-
griòe wie Grenzwerte und Kompaktheit zu berücksichtigen. Ein Leitfaden dieser Vorlesung
ist es herauszuarbeiten, welche algebraischen, metrischen, topologischen und geometrischen
Eigenscha�en als Ersatz für die fehlende Endlichdimensionalität dienen können und wie
diese in die einzelnen Resultate eingehen. Dass diese Kombination zu äusserst reichhaltigen
Strukturen führt, macht den Reiz der Funktionalanalysis aus und führte dazu, dass sie eine
wesentliche Grundlage der modernen angewandten Mathematik bildet, von der aeorie und
Numerik von Diòerentialgleichungen über Optimierung und Wahrscheinlichkeitstheorie bis
zu medizinischer Bildgebung und mathematischer Bildverarbeitung.

1



inhaltsverzeichnis

Dieses Skriptum basiert vor allem auf den folgenden Werken:

[1] H.W. Alt (2012). Lineare Funktionalanalysis. Eine anwendungsorientierte Einführung.
6. Au�. Springer-Verlag, Berlin. doi: 10.1007/978-3-642-22261-0

[2] M. Brokate (2013). „Funktionalanalysis“. Vorlesungsskript, Zentrum Mathematik, TU
München. url: http://www-m6.ma.tum.de/~brokate/fun_ws13.pdf

[3] W. Kaballo (2011). Grundkurs Funktionalanalysis. Spektrum Akademischer Verlag, Hei-
delberg. doi: 10.1007/978-3-8274-2721-2

[4] G. Wachsmuth (2013). „Funktionalanalysis“. Vorlesungsskript, Fakultät für Mathematik,
TU Chemnitz

[5] D. Werner (2011). Funktionalanalysis. 7. Au�. Springer-Verlag, Berlin. doi: 10.1007/978-
3-642-21017-4

2

http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-22261-0
http://www-m6.ma.tum.de/~brokate/fun_ws13.pdf
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-8274-2721-2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-21017-4
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-21017-4


Teil I

TOPOLOGISCHE GRUNDLAGEN



METRISCHE RÄUME

1
Wir fassen zunächst die grundlegenden topologischen Strukturen zusammen, die in der
Funktionalanalysis wichtig sind. Die Kernbegriòe sollten aus der Analysis bekannt sein; eine
ausführlichere Darstellung sowie Beweise ûndet man in den Standard-Lehrbüchern wie
[Forster 2013, Kapitel 1.1] oder [Rudin 2005, Kapitel 2.1].

Deûnition 1.1. Sei X eine Menge. EineMetrik auf X ist eine Abbildung d : X× X→ R, die
für alle x, y, z ∈ X die Eigenscha�en

(i) d(x, y) = 0 genau dann, wenn x = y (Nichtdegeneriertheit),

(ii) d(x, y) = d(y, x) (Symmetrie),

(iii) d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung),

erfüllt. In diesemFall heißt das Paar (X, d)metrischerRaum. Ist aus demKontext oòensichtlich,
welche Metrik verwendet wird, bezeichnen wir den metrischen Raum auch kurz mit X.

Eine Metrik ist die mathematische Formalisierung des intuitiven Begriòs des Abstands.
Beachte, dass wir noch keine algebraische Struktur gefordert haben! Aus den Eigenscha�en
folgt direkt, dass eine Metrik stets nicht-negativ ist: Für alle x, y ∈ X gilt

2d(x, y) = d(x, y) + d(x, y) = d(x, y) + d(y, x) > d(x, x) = 0.

Beispiel 1.2. Kanonische Beispiele für metrische Räume sind

(i) die euklidische Metrik: X = Rn oder X = Cn und

d(x, y) :=

(
n∑
i=1

|xi − yi|
2

) 1
2

,

(ii) die Relativmetrik: ist (X, d) ein metrischer Raum und A ⊂ X, dann ist auch (A,d|A×A)

ein metrischer Raum, wobei d|A×A die Einschränkung von d auf A×A bezeichnet,
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1 metrische räume

(iii) die Produktmetrik: sind (X, dX) und (Y, dY) metrische Räume, dann ist auch (X ×
Y, dX×Y) ein metrischer Raum für

dX×Y((x1, y1), (x2, y2)) := dX(x1, x2) + dY(y1, y2),

und ebenso für

dX×Y((x1, y1), (x2, y2)) := max{dX(x1, x2), dY(y1, y2)},

(iv) die diskrete Metrik: X ist eine beliebige Menge und

d(x, y) :=

{
0 falls x = y,
1 falls x 6= y.

Im folgenden sei (X, d) stets ein metrischer Raum.Wir deûnieren nun für x ∈ X und r > 0

(i) die abgeschlossene Kugel Br(x) := {y ∈ X : d(x, y) 6 r},

(ii) die oòene Kugel Ur(x) := {y ∈ X : d(x, y) < r}

um xmit Radius r. Mit ihrer Hilfe deûnieren wir nun die folgenden topologischen Grundbe-
griòe.

Deûnition 1.3. Eine Menge U ⊂ X heißt

(i) oòen, falls für alle x ∈ U ein ε > 0mit Uε(x) ⊂ U existiert;

(ii) Umgebung von x ∈ U, falls eine oòene MengeOmit x ∈ O ⊂ U existiert;

(iii) Umgebung von A ⊂ U, falls U Umgebung aller x ∈ A ist.

Eine Menge C ⊂ X heißt abgeschlossen, falls das Komplement X \ C oòen ist.

Aus der Deûnition folgt, dass oòene und abgeschlossene Kugeln tatsächlich oòen respektive
abgeschlossen sind. Weiterhin sind der Schnitt endlich vieler oòener Mengen sowie die
Vereinigung beliebiger (auch unendlich vieler) Mengen oòen. Wir nennen zwei metrische
Räume (X, d1) und (X, d2) äquivalent, wenn sie die selben oòenen Mengen besitzen (etwa
die beiden Deûnitionen in Beispiel 1.2 (iii)). Die Menge aller oòenen Teilmengen bezeichnet
man als Topologie auf X.

Oòensichtlich sind sowohl X als auch die leere Menge ∅ sowohl oòen als auch abgeschlossen;
andere Mengen können weder oòen noch abgeschlossen sein. In diesem Fall können wir aus
ihr oòene und abgeschlossene Mengen erzeugen.

Deûnition 1.4. Für A ⊂ X deûnieren wir

(i) das Innere intA :=
⋃

{U⊂A:U oòen}U;
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1 metrische räume

(ii) den Abschluss clA :=
⋂

{C⊃A:C abgeschlossen}C.

Man verwendet auch o� die Bezeichnungen Ao := intA und A := clA.

Gilt clA = X, so heißt A dicht in X. Ist A abzählbar und dicht in X, so heißt X separabel.

Aus der Deûnition folgt, dass das Innere von A stets oòen und der Abschluss von A stets ab-
geschlossen ist. Insbesondere istA oòen genau dann, wennA = intA gilt, und abgeschlossen
genau dann, wenn A = clA gilt.

Schliesslich nennen wir eine Menge A ⊂ X beschränkt, falls für den Durchmesser

diam(A) := sup
x,y∈A

d(x, y) <∞
gilt.

Eine Metrik erlaubt es, Konvergenz von Folgen zu deûnieren.

Deûnition 1.5. Eine Folge {xn}n∈N ⊂ X konvergiert in X gegen den Grenzwert x ∈ X, falls
eine der folgenden äquivalenten Eigenscha�en gilt:

(i) Für alle ε > 0 existiert einN ∈ N mit d(xn, x) 6 ε für alle n > N;

(ii) Für jede Umgebung U von x existiert einN ∈ N mit xn ∈ U für alle n > N.

In diesem Fall schreiben wir xn →(X,d) x bzw. kurz xn → x, falls oòensichtlich ist, welcher
metrische Raum gemeint ist.

Die Äquivalenz folgt dabei direkt aus der Deûnition von Umgebungen. Aus der Deûnition
folgt auch die Eindeutigkeit des Grenzwertes. Weiterhin gilt für A ⊂ X, dass

(1.1) clA = {x ∈ X : es existiert {xn}n∈N mit xn → x}

ist. Insbesondere ist A abgeschlossen genau dann, wenn der Grenzwert jeder konvergenten
Folge {xn}n∈N ⊂ X in A liegt. Weiterhin sind zwei metrische Räume (X, d1) und (X, d2)

äquivalent genau dann, wenn sie die selben konvergenten Folgen (mit übereinstimmendem
Grenzwert) besitzen.

Deûnition 1.6. Sei {xn}n∈N ⊂ X eine Folge.

(i) Ist {nk}k∈N ⊂ N eine streng monoton wachsende Folge, dann ist {xnk}k∈N eine Folge,
genannt Teilfolge von {xn}n∈N.

(ii) Hat {xn}n∈N eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert x ∈ X, so heißt xHäufungspunkt
von {xn}n∈N.

(iii) Existiert für alle ε > 0 einN ∈ Nmitd(xm, xn) 6 ε für allem,n > N, so heißt {xn}n∈N
Cauchyfolge.
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1 metrische räume

Genau wie für reelle Folgen zeigtman, dass jede Cauchy-Folgemaximal einenHäufungspunkt
besitzt. Jede konvergente Folge ist also eine Cauchy-Folge; die Umkehrung gilt im Allgemei-
nen nicht. Metrische Räume, in denen jede Cauchy-Folge konvergiert, heißen vollständig; wie
wir in Teil II sehen werden, ist dies eine fundamentale Eigenscha� mit weitreichenden Fol-
gen. Beispielsweise sind Rn oder Cn sowohl versehen mit der euklidischen als auch mit den
Produktmetriken aus Beispiel 1.2 (iii) vollständig. Ausserdem bilden abgeschlossene Mengen
in vollständigen metrischen Räumen (versehen mit der Relativmetrik) wieder vollständige
metrische Räume. Beachte, dass äquivalente metrische Räume zwar die selben konvergen-
ten Folgen, nicht aber die selben Cauchy-Folgen besitzen müssen – Äquivalenz erhält also
nicht die Vollständigkeit! (Vollständigkeit ist deshalb einemetrische und keine topologische
Eigenscha�.)

Analog zur Konvergenz von Folgen lässt sich auch die Stetigkeit von Abbildungen auf metri-
sche Räume übertragen.

Deûnition 1.7. Seien (X, dX) und (Y, dY) metrische Räume. Eine Abbildung f : X→ Y heißt
stetig in x ∈ X, falls eine der folgenden äquivalenten Eigenscha�en gilt:

(i) Für alle ε > 0 existiert ein δ > 0 mit f(Bδ(x)) ⊂ Bε(f(x)) (äquivalent: f(Uδ(x)) ⊂
Uε(f(x))).

(ii) Für jede Umgebung V von f(x) existiert eine Umgebung U von xmit f(U) ⊂ V .

(iii) Für jede Folge {xn}n∈N ⊂ Xmit xn → x in X gilt f(xn)→ f(x) in Y.

Wir nennen f stetig auf X, wenn f stetig in x für alle x ∈ X ist, und beschränkt, wenn
supx,y∈X dY(f(x), f(y)) <∞ ist.

Diese Deûnition formalisiert die intuitive Vorstellung, dass eine stetige Funktion f Punkte
in der Nähe von x auf Punkte in der Nähe von f(x) abbildet. Die Äquivalenz folgt dabei
wieder aus den Deûnitionen von Umgebung und Konvergenz in metrischen Räumen. Eine
alternative Charakterisierung, die später nützlich sein wird, ist die folgende.

Satz 1.8. Seien (X, dX) und (Y, dY) metrische Räume. Eine Abbildung f : X → Y ist stetig
genau dann, wenn für alle oòenen Mengen V ⊂ Y die Urbilder

f−1(V) := {x ∈ X : f(x) ∈ V}

oòen sind.

Die Bilder oòener Mengen müssen dagegen nicht oòen sein! Durch Komplementbildung
erhält man daraus

Folgerung 1.9. f : X→ Y ist stetig genau dann, wenn für alle abgeschlossenen Mengen V ⊂ Y
die Urbilder f−1(V) abgeschlossen sind.
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1 metrische räume

Ist X ein metrischer Raum, so ist der Raum aller stetigen, beschränkten, reellwertigen (oder
komplexwertigen) Funktionen

Cb(X) := {f : X→ R : f stetig und beschränkt}

zusammen mit

(1.2) d(f, g) := sup
x∈X

|f(x) − g(x)|

ein vollständiger metrischer Raum. Deûnition 1.7 entspricht dann genau der gleichmäßigen
Konvergenz von Funktionenfolgen.

Metrische Räume stellen nicht den allgemeinsten Rahmen für die oben eingeführten Begriòe
dar. Anstatt oòene Mengen mit Hilfe oòener Kugeln (d. h. über Metriken) zu deûnieren, kann
man diese direkt axiomatisch einführen: Man deûniert die Topologie τ auf X als ein System
von Teilmengen von X, das X und ∅ enthält und abgeschlossen bezüglich Vereinigung und
endlichen Schnitten ist; das Paar (X, τ) heißt dann topologischer Raum. In topologischen
Räumen deûniertmanKonvergenz von Folgen undStetigkeit direkt überdie Eigenscha� (ii) in
Deûnition 1.5 beziehungsweise 1.7; allerdings sind dann 1.7 (ii) und (iii) nicht mehr unbedingt
äquivalent (man bezeichnet Letztere dann als Folgenstetigkeit); Details ûndet man z. B. in
[Werner 2009, Kapitel 1] oder [Conway 2014]. Topologische Räume tauchen zum Beispiel
auf, wenn man die punktweise (nicht gleichmäßige) Konvergenz von Funktionenfolgen
untersuchen möchte, welche im Allgemeinen nicht durch eine Metrik ausgedrückt werden
kann.
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KOMPAKTE MENGEN

2
Eine fundamentale metrische Eigenscha� ist die Kompaktheit; salopp gesprochen werden wir
sehen, dass stetige Funktionen auf kompakten Mengen ähnlich gute Eigenscha�en besitzen
wie Funktionen auf endlichen Mengen.

Sei im folgenden wieder (X, d) ein metrischer Raum. Wir deûnieren zunächst mehrere
verwandte Kompaktheitsbegriòe.

Deûnition 2.1. Eine Menge K ⊂ X heißt

(i) kompakt, falls jede oòene Überdeckung von K eine endliche Teilüberdeckung besitzt,
d. h. falls für jede Familie {Ui}i∈I von Mengen mit Ui ⊂ X oòen und K ⊂

⋃
i∈IUi eine

endliche Teilmenge J ⊂ I existiert mit K ⊂
⋃
j∈JUj;

(ii) folgenkompakt, falls jede Folge {xn}n∈N ⊂ K eine konvergente Teilfolge {xnk}k∈N mit
Grenzwert x ∈ K besitzt;

(iii) präkompakt (oder totalbeschränkt), falls für alle ε > 0 eine endliche Überdeckung mit
oòenen Kugeln mit Radius ε existiert, d. h. N ∈ N und x1, . . . , xN ∈ K existieren, so
dass K ⊂

⋃N
n=1Uε(xi) gilt.

Deûnition (i) ist technisch, deutet aber bereits an, weshalb Kompaktheit ein guter Ersatz für
Endlichkeit ist: es genügt, eine Eigenscha� durch Betrachtung endlich vieler oòenerUmgebun-
gen zu veriûzieren. Deûnition (ii) ist die in der Praxis nützlichste Eigenscha�, da sie erlaubt,
aus jeder Folge einen Häufungspunkt zu extrahieren.¹ Beachte, dass Deûnition (iii) impliziert,
dass Teilmengen präkompakter Mengen wieder präkompakt sind (was für kompakte Mengen
nach (i) nicht gilt)! Ausserdem ist eine präkompakte Menge stetst beschränkt.

In metrischen Räumen sind alle drei Eigenscha�en äquivalent. (Dies ist nicht mehr unbedingt
der Fall in topologischen Räumen; siehe zum Beispiel [Werner 2009, Seite 29].)

Satz 2.2. Für K ⊂ X sind äquivalent:

¹Eine schöne Darstellung der historischen Entwicklung des Kompaktheitsbegriòs ûndet sich in [Raman-
Sundstrom 2014].
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2 kompakte mengen

(i) K ist kompakt,

(ii) K ist folgenkompakt,

(iii) K ist vollständig (bezüglich der Relativmetrik) und präkompakt.

Beweis. (i)⇒ (ii):Wir führen einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es existiert eine
Folge {xn}n∈N ⊂ K ohne Häufungspunkt. Für alle x ∈ K existiert also ein rx > 0, so dass
Urx(x) nur endlich viele Folgenglieder xn enthält (sonst könnten wir eine Teilfolge bilden, die
nach Deûnition 1.5 (ii) konvergiert, imWiderspruch zur Annahme). Die Familie {Urx(x)}x∈K
bildet aber eine oòene Überdeckung von K, und aus der Kompaktheit von K folgt die Existenz
einer endlichen Teilüberdeckung {Urx̃i (x̃i)}i=1,...,N vonK. Da jede dieserMengen nur endlich
viele Folgenglieder enthält, gilt das auch für ihre (endliche) Vereinigung. Also kann K selber
nur endlich viele Folgenglieder enthalten, im Widerspruch zu {xn}n∈N ⊂ K.

(ii)⇒ (iii): Da jede Cauchyfolge mit Häufungspunkt konvergiert und nach Annahme jede
Folge einen Häufungspunkt besitzt, ist (K, d) nach Deûnition vollständig. Angenommen, K
ist nicht präkompakt. Dann existiert ein ε > 0, so dass K nicht mit endlich vielen ε-Kugeln
überdeckt werden kann.Wir können also rekursiv eine Folge konstruieren, in demwir x1 ∈ K
beliebig und

xn+1 ∈ K \

n⋃
i=1

Uε(xi), n ∈ N,

auswählen. (Diese Konstruktion ist möglich, da die Menge auf der rechten Seite nach An-
nahme nie leer wird.) Aber {xn}n∈N hat keinen Häufungspunkt, denn jede ε-Kugel enthält
höchstens ein Folgeglied, im Widerspruch zur Folgenkompaktheit.

(iii)⇒ (i): Dies ist die schwierigste Richtung. Wir führen wieder einen Widerspruchsbeweis.
Es sei {Ui}i∈I eine oòene Überdeckung von K. Wir deûnieren nun das Mengensystem B aller
Mengen, die nur mit unendlich vielen Ui überdeckt werden können, und zeigen, dass die
Annahme K ∈ B zu einem Widerspruch führt. Dafür konstruieren wir per Induktion oòene
Kugeln Bn := U2−n(xn) mit Bn ∩ Bn−1 6= ∅ und Bn ∈ B. Für n = 1 verwenden wir die
Präkompaktheit von K, um endlich viele oòene Kugeln mit Radius ε = 1

2
zu wählen, deren

Vereinigung K überdeckt. Nach Annahme muss es darunter mindestens eine Kugel in B

geben (denn sonst wäre K /∈ B); wir bezeichnen diese mit B1 = U 1
2
(x1). Sei nun Bn−1 ∈ B

entsprechend gewählt. Dann existieren wiederum endlich viele oòene Kugeln mit Radius
2−n, deren Vereinigung K überdecken undmit Bn−1 nichtleeren Durchschnitt haben. Wegen
Bn−1 ∈ B ist nunmindestens eine dieserKugeln inB, die wirmitBn = U2−n(xn) bezeichnen.
Dadurch wird eine Cauchy-Folge {xn}n∈N ⊂ K deûniert, denn für alle n ∈ N gilt

d(xn, xn+1) < 2
−n + 2−(n+1) < 2−n+1

und damit

d(xn, xm) < 2
−n+1 für alle n,mmitm > n.
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2 kompakte mengen

Da (K, d) vollständig ist, konvergiert xn → x ∈ K. Aus der Überdeckungseigenscha� folgt,
dass x ∈ Uj für ein j ∈ I ist. Da Uj oòen ist, existiert ein ε > 0mit x ∈ Uε(x) ⊂ Uj; für n
groß genug gilt dann

Bn = U2−n(xn) ⊂ Uε(x) ⊂ Ui,

im Widerspruch zu Bn ∈ B.

Die Richtung (iii)⇒(i) zeigt insbesondere, dass jede präkompakte Menge eine Cauchy-Folge
enthält.

Eigenscha� (iii) kann man als stärkere Version der Abgeschlossenheit und Beschränktheit
interpretieren. Tatsächlich folgen beide Eigenscha�en aus der Kompaktheit.

Folgerung 2.3. Ist K ⊂ X kompakt, dann ist K beschränkt und abgeschlossen.

Beweis. DieMengeK ist nachSatz 2.2 (iii) präkompaktunddamit beschränkt (denndiam(K) <

Nε). Nach Satz 2.2 (ii) hat weiterhin jede Folge einen Häufungspunkt in K; also liegt jeder
Grenzwert einer konvergenten Folge (der ja der einzige Häufungspunkt ist) in K, und damit
ist K abgeschlossen.

Für X = Rn gilt auch die Umkehrung. Wir verwenden dafür das folgende Lemma.

Lemma 2.4. Ist K ⊂ X kompakt und C ⊂ K abgeschlossen, dann ist auch C kompakt.

Beweis. Sei {Ui}i∈I eine oòene Überdeckung von C. Da C abgeschlossen ist, ist X \ C oòen,
und damit ist {Ui}i∈I ∪ (X \ C) eine oòene Überdeckung von K. Da K kompakt ist, existiert
eine endliche Teilüberdeckung {Un}n=1,...,N ∪ (X \ C) von K und damit auch von C ⊂ K.
Wegen C ∩ (X \ C) = ∅ überdeckt X \ C sicher nicht C, also ist insbesondere {Un}n=1,...,N
eine endliche Teilüberdeckung von C. Damit ist C kompakt.

Um das gewünschte Resultat zu zeigen, müssen wir Rn mit einer Standardmetrik, etwa
Beispiel 1.2 (i), versehen.

Satz 2.5 (Heine–Borel). Eine Teilmenge von Rn ist bezüglich der euklidischen Metrik kompakt
genau dann, wenn sie beschränkt und abgeschlossen ist.

Beweis. Wegen Folgerung 2.3 ist nur zu zeigen, dass beschränkte und abgeschlossene Teilmen-
gen des Rn kompakt sind. Sei daher C ⊂ Rn beschränkt und abgeschlossen. Wir verwenden,
dass eine Menge bezüglich der euklidischen Metrik genau dann beschränkt ist, wenn ihre
Elemente komponentenweise beschränkt sind. Es existiert also einM > 0, so dass

C ⊂
n∏
i=1

[−M,M] =: K

11



2 kompakte mengen

gilt. Aus der Analysis ist bekannt, dass das abgeschlossene Intervall [−M,M] kompakt ist.
Wir zeigen nun, dass daraus die (Folgen-)Kompaktheit des n-dimensionalen Quaders K folgt,
indem wir ein Diagonalfolgenargument anwenden. Dies erfordert eine spezielle Notation.
Sei {xk}k∈N ⊂ K eine Folge, wobei wir für xk ∈ Rn schreiben xk = (x1k, . . . , x

n
k ). Dann

gilt {x1k}k∈N ⊂ [−M,M], es existiert also eine konvergente Teilfolge, die wir mit {x1k}k∈N1
für eine unendliche Teilmenge N1 ⊂ N bezeichnen, deren Grenzwert x1 ∈ [−M,M] liegt.
Wir betrachten nun die Folge {x2k}k∈N1 ⊂ [−M,M], die wiederum eine Teilfolge {x2k}k∈N2
für N2 ⊂ N1 mit Grenzwert x2 ∈ [−M,M] besitzt. Schlussendlich erhalten wir daraus ein
Nn ⊂ · · · ⊂ N1 ⊂ N so dass {xnk }k∈Nn konvergiert gegen xn ∈ [−M,M]. Da jede Teilfolge
einer konvergenten Folge gegen den selben Grenzwert konvergiert, folgt daraus insbesondere
die Existenz einer Teilfolge {xk}k∈Nn mit Grenzwert x := (x1, . . . , xn) ∈

∏n
i=1[−M,M],

zunächst bezüglich der komponentenweisen Konvergenz. Da Folgen im Rn bezüglich der
euklidischen Metrik genau dann konvergieren, wenn sie komponentenweise konvergieren,
folgt damit die Kompaktheit von K. Die Kompaktheit von C folgt nun mit Lemma 2.4.

Der Satz von Heine–Borel beruht also wesentlich auf der Äquivalenz von metrischer und
komponentenweiser Konvergenz (bzw. Beschränktheit), und ist daher in unendlichdimen-
sionalen metrischen Räumen im Allgemeinen falsch (wir werden später ein Gegenbeispiel
sehen). Darin äussert sich eine der wesentlichen Komplikationen in der Funktionalanalysis
gegenüber der linearen Algebra.²

O� wird Satz 2.5 direkt für Folgenkompaktheit formuliert.

Folgerung 2.6 (Satz von Bolzano–Weierstraß). Jede beschränkte Folge in Rn besitzt eine
konvergente Teilfolge.

Man kann auf die totale Beschränktheit zwar im Allgemeinen nicht verzichten; ist der metri-
sche Raum X selber vollständig, reicht aber die Abgeschlossenheit aus.

Satz 2.7. Sei (X, d) vollständig und A ⊂ X. Dann sind äquivalent:

(i) A ist präkompakt;

(ii) A ist relativkompakt, d. h. clA ist kompakt;

(iii) jede Folge in A hat eine konvergente Teilfolge (deren Grenzwert nicht in A liegen muss).

Beweis. (iii)⇒(ii): Sei {xn}n∈N eine Folge in clA. Nach (1.1) existiert für jedes xn eine Folge
{xn,k}k∈N ⊂ A mit xn,k → xn für k → ∞, d. h. für alle ε > 0 existiert ein Nn ∈ N und
x̃n := xn,N mit d(xn, x̃n) 6 ε/2. Betrachte nun die Folge {x̃n}n∈N ⊂ A, die nach Annahme
eine konvergente Teilfolge {x̃nk}k∈N ⊂ Amit Grenzwert x ∈ clA besitzt (da der Grenzwert

²Auch im Rn lassen sich Metriken konstruieren, für die eine dieser Äquivalenzen und damit auch die Aussage
nicht gilt.

12



2 kompakte mengen

jeder konvergenten Folge in A stets in clA liegt). Für ε > 0 existiert dann ein N ∈ N mit
d(x, x̃nk) 6 ε/2 für alle k > N, woraus folgt

d(x, xnk) 6 d(x, x̃nk) + d(x̃nk , xnk) 6 ε für alle k > N,

d. h. die Teilfolge {xnk}k∈N konvergiert gegen x ∈ clA und damit ist clA kompakt.

(ii)⇒(i): Ist clA kompakt, so ist clA insbesondere präkompakt. Damit ist auch die Teilmenge
A ⊂ clA präkompakt.

(i)⇒(iii): Sei {xn}n∈N ⊂ A eine Folge. Ist A präkompakt, so auch die Teilmenge aller Folgen-
glieder. Aus dem Beweis von Satz 2.2 folgt nun, dass {xn}n∈N als präkompakte Menge eine
Cauchy-Teilfolge enthält. Da X vollständig ist, muss diese konvergieren.

Wir betrachten nun stetige Funktionen auf kompakten Mengen.

Satz 2.8. Seien X, Y metrische Räume und f : X → Y stetig. Ist K ⊂ X kompakt, so ist auch
f(K) ⊂ Y kompakt.

Beweis. Sei {Ui}i∈I eine oòene Überdeckung von f(K). Da f stetig ist, sind die Urbilder
{f−1(Ui)}i∈I wieder oòen undmüssen eine Überdeckung von K bilden. Aus der Kompaktheit
von K folgt nun die Existenz einer endlichen Teilüberdeckung {f−1(Ui)}i∈J. Also ist {Ui}i∈J
die gesuchte endliche Teilüberdeckung von f(K).

Als Folgerung erhält man die in der Optimierung nützliche Tatsache, dass stetige reellwertige
Funktionen auf kompakten Mengen ihr Maximum und Minimum annehmen.

Folgerung 2.9 (Satz von Weierstraß). Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum und f : X→
R stetig. Dann existieren a, b ∈ Xmit f(a) 6 f(x) 6 f(b) für alle x ∈ X.

Beweis. Nach Satz 2.8 ist f(X) ⊂ R kompakt und daher beschränkt und abgeschlossen.
Wegen der Beschränktheit sind α := inf f(X) und β := sup f(X) endlich, und wegen der
Abgeschlossenheit gilt α,β ∈ f(X), woraus die Behauptung folgt.

Insbesondere sind stetige Funktionen auf kompaktenMengen stets beschränkt; in kompakten
metrischen Räumen (K, d) gilt daher

Cb(K) = C(K) := {f : K→ R : f stetig} .

Bisher ist noch nicht klar, dass überhaupt kompakte Teilmengen in unendlichdimensionalen
Räumen existieren. Dies werden wir jetzt für C(K) zeigen. Wir benötigen dafür das folgende
Lemma.

Lemma 2.10. Ein kompakter metrischer Raum ist separabel.

13
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Beweis. Sei (K, d) kompakt. Wir müssen zeigen, dass eine abzählbare dichte Teilmenge
existiert. Dafür verwenden wir, dass K präkompakt ist, für alle ε > 0 also eine endliche Über-
deckung mit oòenen ε-Kugeln existiert. Bezeichne für n ∈ N die Menge aller Mittelpunkte
dieser Kugeln für ε = 1

n
mit Pn. Da alle Pn endlich sind, ist P :=

⋃
n∈N Pn abzählbar. Sei

nun x ∈ K beliebig. Für alle ε > 0 können wir dann n ∈ N wählen mit 1
n
< ε. Aus der

Überdeckungseigenscha� folgt dann die Existenz von xn ∈ Pn ⊂ P mit d(xn, x) < ε. Nach
Deûnition gilt dann xn → x, d. h. x ∈ clP und damit K = clP.

Wir geben nun eine Charakterisierung der Totalbeschränktheit in C(K) an.

Satz 2.11 (Arzelà–Ascoli). Sei (K, d) ein kompakter metrischer Raum und A ⊂ C(K). Ist A

(i) punktweise beschränkt, d. h. für alle f ∈ A ist die Menge {f(x) : x ∈ K} ⊂ R beschränkt,

(ii) gleichgradig stetig, d. h. für alle ε > 0 existiert ein δ > 0 so dass für alle f ∈ A und
x, y ∈ K gilt |f(x) − f(y)| 6 ε falls d(x, y) 6 δ,

so ist A präkompakt.

Beweis. Wir verwenden Satz 2.7 (iii) und konstruieren für eine gegebene Folge {fn}n∈N ⊂ A
eine konvergente Teilfolge über ein Diagonalfolgenargument. Nach Lemma 2.10 existiert eine
abzählbare dichte Teilmenge {x1, x2, . . . } =: X ⊂ K. Wir setzen f0n := fn und betrachten die
Folge {f0n(x1)}n∈N ⊂ R. Diese ist nach Annahme (i) beschränkt und hat daher nach dem
Satz von Bolzano–Weierstraß eine konvergente Teilfolge, die wir mit {f1n(x1)}n∈N bezeichnen.
So fortfahrend ûnden wir also für jedes j ∈ N eine Teilfolge {fjn}n∈N, so dass {fjn(xk)}n∈N
für alle k 6 j konvergiert. Aus dieser Folge von Teilfolgen bilden wir nun die Diagonalfolge
durch f∗n := fnn. Diese ist eine Teilfolge von {fn}n∈N und für alle n > j auch von {fjn}n∈N. Also
konvergiert {f∗n(xj)}n∈N für alle j ∈ N, d. h. punktweise auf einer dichten Teilmenge.

Nun verwenden wir die gleichgradige Stetigkeit, um zu zeigen, dass daraus bereits die gleich-
mäßige Konvergenz folgt. Da C(K) vollständig ist, genügt es zu zeigen, dass {f∗n}n∈N eine
Cauchyfolge ist. Sei dafür ε > 0 beliebig und wähle δ > 0 nach der Deûnition der gleichgra-
digen Stetigkeit. Da K präkompakt ist, existiert eine Überdeckung von Kmit endlich vielen
oòenen Kugeln U1, . . . , Up mit Radius δ

2
. Da X dicht in K liegt, muss jede dieser Kugeln

mindestens einen Punkt aus X enthalten; um die Notation übersichtlich zu halten, gehen wir
davon aus, dass xi ∈ Ui für alle i = 1, . . . , p gilt. Aus der Konvergenz der {f∗n(xi)}n∈N folgt
die Existenz einesN ∈ N mit

|f∗n(xi) − f
∗
m(xi)| 6 ε für allem,n > N und i = 1, . . . , p.

Sei nun x ∈ K beliebig. Dann existiert ein j ∈ {1, . . . , p} mit x ∈ Uj, d. h. d(x, xj) < δ und
aus der gleichgradigen Stetigkeit von {f∗n}n∈N ⊂ A folgt

|f∗n(xj) − f
∗
n(x)| 6 ε für alle n ∈ N.
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Zusammen gilt für allem,n > N

|f∗n(x) − f
∗
m(x)| 6 |f∗n(x) − f

∗
n(xj)|+ |f∗n(xj) − f

∗
m(xj)|+ |f∗m(xj) − f

∗
m(x)| 6 3ε.

Bilden wir das Supremum über alle x ∈ K, folgt daraus d(f∗n, f∗m) 6 3ε für alle n,m > N,
d. h. die Teilfolge {f∗n(xi)}n∈N ist eine Cauchy-Folge und damit konvergent.

Tatsächlich gilt auch die Umkehrung; siehe z. B. [Kaballo 2011, Satz 2.2].
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Teil II

LINEARE OPERATOREN IN NORMIERTEN
RÄUMEN



NORMIERTE VEKTORRÄUME

3
Wir kombinieren nun die oben betrachteten topologischen Eigenscha�en mit der algebrai-
schen Struktur eines Vektorraums. Wie wir in den nächsten Kapiteln sehen werden, hat
insbesondere die Vollständigkeit weitreichende Folgen.

Zur Erinnerung: Ein Vektorraum X über einem Körper K ist eine nichtleere Menge, die abge-
schlossen ist bezüglich der Addition von Elementen aus X (den Vektoren) undMultiplikation
mit Elementen aus K (den Skalaren) sowie Assoziativ- und Distributivgesetze erfüllt. Wir
werden uns hier auf die Fälle K = R oder K = C beschränken.

Deûnition 3.1. Sei X ein Vektorraum über K. Eine Norm auf X ist eine Abbildung ‖ · ‖X :

X→ R+ := [0,∞), die für alle x, y ∈ X und λ ∈ K die Eigenscha�en

(i) ‖x‖X = 0 genau dann, wenn x = 0 ∈ X (Nichtdegeneriertheit),

(ii) ‖λx‖X = |λ|‖x‖X (Homogenität),

(iii) ‖x+ y‖X 6 ‖x‖X + ‖y‖X (Dreiecksungleichung),

erfüllt. In diesem Fall heißt das Paar (X, ‖ · ‖X) normierter Vektorraum. Ist die Norm aus
dem Kontext oòensichtlich, bezeichnen wir den normierten Vektorraum auch kurz mit X. Ist
umgekehrt der Vektorraum oòensichtlich, schreiben wir für die Norm kurz ‖ · ‖.

Zwei Normen ‖ · ‖1 und ‖ · ‖2 auf X heißen äquivalent, falls Konstanten c, C > 0 existieren
mit

(3.1) c‖x‖1 6 ‖x‖2 6 C‖x‖1 für alle x ∈ X.

Bevor wir Beispiele betrachten, sammeln wir zunächst einige fundamentale Eigenscha�en.
Jede Norm auf X induziert vermöge

d(x, y) := ‖x− y‖, für alle x, y ∈ X

eine Metrik; zu jedem normierten Vektorraum (X, ‖ · ‖) gehört also stets ein metrischer
Raum (X, d), zwischen denen wir in Folge nicht unterscheiden werden. Wir können also von
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oòenen Mengen, konvergenten Folgen und stetigen Funktionen in normierten Vektorräumen
sprechen.

Die durch die Norm induzierte Topologie ist besonders gut mit der algebraischen Struktur
des Vektorraums verträglich. Wir erinnern uns: Zwei Metriken sind genau dann äquivalent,
wenn sie die selben konvergenten Folgen besitzen; ist die Metrik durch eine Norm induziert,
gilt xn → x genau dann, wenn ‖xn − x‖ → 0.

Satz 3.2. Seien ‖ · ‖1 und ‖ · ‖2 Normen auf dem Vektorraum X und d1 bzw. d2 die dadurch
induzierten Metriken. Dann sind ‖ · ‖1 und ‖ · ‖2 äquivalent genau dann, wenn d1 und d2
äquivalent sind.

Beweis. Die erste Richtung folgt direkt aus der Deûnition der Äquivalenz von Normen und
der Konvergenz von Folgen in normierten Vektorräumen.

Sei nun angenommen, dass ‖ · ‖1 und ‖ · ‖2 nicht äquivalent sind. Mindestens eine der
Ungleichungen in (3.1) kann also nicht gelten; nehmen wir an, es existiert kein C > 0mit
‖x‖2 6 C‖x‖1 für alle x ∈ X. Für jedesn ∈ N existiert dann ein xn ∈ Xmit ‖xn‖2 > n‖xn‖1.
Setzen wir yn := (n‖xn‖1)−1xn, so ist ‖yn‖1 = 1

n
→ 0, aber für alle n ∈ N gilt ‖yn‖2 > 1.

Also konvergiert die Folge {yn}n∈N bezüglich d1, aber nicht bezüglich d2, gegen 0, und somit
können d1 und d2 auch nicht äquivalent sein.

Äquivalente Normen besitzen also die selben konvergenten Folgen. Aus der Deûnition folgt
aber auch, dass sie die selben Cauchy-Folgen besitzen. Im Gegensatz zu metrischen Räumen
veerbt sich daher die Vollständigkeit zwischen äquivalenten normierten Vektorräumen. Die
Vollständigkeit ist also hier eine stärkere Eigenscha� und verdient daher einen eigenen
Namen.

Deûnition 3.3. Ein vollständiger normierter Vektorraum heißt Banachraum.

Folgerung 3.4. Sind ‖ · ‖1 und ‖ · ‖2 äquivalente Normen auf X, dann ist (X, ‖ · ‖1) ein
Banachraum genau dann, wenn (X, ‖ · ‖2) ein Banachraum ist.

Eine weitere Möglichkeit zu zeigen, dass ein normierter Vektorraum vollständig ist, liefert
das folgende nützliche Lemma. Zur Erinnerung: Ein Unterraum ist eine Teilmenge, die
abgeschlossen bezüglich der Vektorraumoperationen ist.

Lemma 3.5. Sei (X, ‖ · ‖X) ein Banachraum und U ⊂ X ein Unterraum. Dann ist (U, ‖ · ‖X)
ein Banachraum genau dann, wenn U abgeschlossen ist.

Beweis. Man vergewissert sich zunächst leicht, dass (U, ‖ · ‖X) ein normierter Vektorraum
ist. Sei nun U abgeschlossen und {xn}n∈N ⊂ U eine Cauchy-Folge. Da X vollständig ist,
konvergiert xn → x ∈ X, und aus der Abgeschlossenheit von U folgt x ∈ U.
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Sei andererseitsU vollständig und {xn}n∈N ⊂ Umit xn → x ∈ X. Dann ist {xn}n∈N insbeson-
dere eine Cauchy-Folge (in X und damit ebenso in U) und besitzt wegen der Vollständigkeit
von U einen Grenzwert x̃ ∈ U. Da Grenzwerte eindeutig sind, muss x = x̃ ∈ U und gelten.
Also ist U abgeschlossen.

Weiterhin sind die Vektorraumoperationen sowie die Norm stetig.

Satz 3.6. Sei X ein normierter Vektorraum und {xn}n∈N, {yn}n∈N ⊂ X und {λn}n∈N ⊂ K
konvergente Folgen mit xn → x, yn → y und λn → λ. Dann gilt

(i) xn + yn → x+ y,

(ii) λnxn → λx,

(iii) ‖xn‖ → ‖x‖.

Beweis. Die Eigenscha�en (i) und (ii) erhält man wie in Rn direkt aus der Dreiecksunglei-
chung. Für (iii) verwenden wir die umgekehrte Dreiecksungleichung in der Form

|‖xn‖− ‖x‖| = |‖xn − x+ x‖− ‖x‖| 6 ‖xn − x‖ → 0.

In normierten Vektorräumen gilt weiterhin Br(x) = {y ∈ X : ‖x− y‖ 6 r} und damit

Br(x) = x+ Br(0) := {y ∈ X : y = x+ zmit z ∈ Br(0)}

sowie

Br(0) = rB1(0) := {y ∈ X : y = rzmit z ∈ B1(0)} ,

und analog für Ur(x). Es genügt also in einem normierten Vektorraum, die Einheitskugel
BX := B1(0) zu kennen.

Wir betrachten nun die kanonischen Beispiele für normierte Vektorräume.

endlichdimensionale räume Zur Erinnerung: Eine Teilmenge V eines Vektorraums
X heißtBasis, wenn sich jedes x ∈ X eindeutig als Linearkombination x =

∑
v∈V αvvmitαv ∈

K für alle v ∈ V (den Koeõzienten) darstellen lässt. Ist V = {v1, . . . , vn} endlich, so heißt die
Zahl n die Dimension von X. Existiert keine endliche Basis, so ist X unendlichdimensional.

Aus der Analysis ist bekannt, dass (K, | · |) vollständig und damit ein Banachraum ist. Ebenso
ist Kn ein Banachraum, versehen mit einer der Normen

‖x‖1 :=
n∑
i=1

|xi|, ‖x‖2 :=

(
n∑
i=1

|xi|
2

) 1
2

, ‖x‖∞ := max
i=1,...,n

|xi|,

19



3 normierte vektorräume

dies folgt direkt aus der Vollständigkeit von (K, | · |) und der Endlichkeit der Summen bzw.
Maximumsbildung. In jedem Fall sind Folgen genau dann konvergent, wenn sie komponen-
tenweise konvergieren; die Normen sind also äquivalent. Tatsächlich gilt dies für alle Normen
auf endlichdimensionalen Räumen.

Satz 3.7. Ist X ein endlichdimensionaler Vektorraum, so sind alle Normen auf X äquivalent.

Beweis. Ist X endlichdimensional, so existiert eine Basis {v1, . . . , vn}. Wir werden zeigen,
dass jede Norm ‖ · ‖ äquivalent ist zur euklidischen Norm

‖x‖2 = ‖
∑n
i=1 αivi‖2 :=

(
n∑
i=1

|αi|
2

) 1
2

.

Eine Folge konvergiert genau dann in (X, ‖ · ‖2), wenn die zugehörigen Koeõzientenfolgen
konvergieren. Insbesondere ist (X, ‖ · ‖2) vollständig, da (Kn, ‖ · ‖2) vollständig ist.

Setze nun M := max{‖v1‖, . . . , ‖vn‖} > 0. Dann folgt aus der Dreiecks- und Cauchy–
Schwarz-Ungleichung

‖x‖ = ‖
∑n
i=1 αivi‖ 6

n∑
i=1

|αi|‖vi‖ 6

(
n∑
i=1

|αi|
2

) 1
2
(

n∑
i=1

‖vi‖|2
) 1
2

6M
√
n‖x‖2

und damit die zweite Ungleichung in (3.1) mit C :=M
√
n > 0.

Für die erste Ungleichung betrachten wir S := {x ∈ X : ‖x‖2 = 1}. Oòensichtlich ist S bezüg-
lich‖·‖2 beschränkt. Ausserdem istS abgeschlossen,dennS ist dasUrbild der abgeschlossenen
Menge {1} unter der stetigen Funktion ‖ · ‖2 (siehe Satz 3.6 (iii)). Da wir X durch ‖ · ‖2 mit der
euklidischen Metrik versehen haben, können wir den Satz von Heine–Borel anwenden; also
ist S kompakt. Nach dem Satz vonWeierstraß nimmt die bezüglich ‖ · ‖2 stetige Funktion
‖ · ‖ (dies folgt aus der zuerst bewiesenen Ungleichung) auf S ihr Minimum an. Es existiert
also ein x̄ ∈ Smit

c := ‖x̄‖ 6 ‖x‖ für alle x ∈ S.

Da ‖ · ‖2 eine Norm ist und 0 /∈ S gilt, muss z 6= 0 sein. Sei nun x ∈ X \ {0} beliebig. Dann ist
x
‖x‖2
∈ S und damit

c 6

∥∥∥∥ x

‖x‖2

∥∥∥∥ = ‖x‖−12 ‖x‖,

woraus die erste Ungleichung folgt.

Da Vollständigkeit beim Übergang zu äquivalenten Normen erhalten bleibt und (X, ‖ · ‖2)
vollständig ist, erhalten wir
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Folgerung 3.8. Alle endlichdimensionalen normierten Vektorräume sind vollständig.

Auch bezüglich Kompaktheit nehmen endlichdimensionale Räume eine Sonderstellung ein.
Wir benötigen das folgende Lemma.

Lemma 3.9 (Riesz). Sei U ein abgeschlossener Unterraum des normierten Vektorraums Xmit
U 6= X, und sei δ ∈ (0, 1). Dann existiert ein xδ ∈ Xmit ‖xδ‖ = 1 und

‖xδ − u‖ > δ für alle u ∈ U.

Beweis. Sei x ∈ X \U beliebig. Da U abgeschlossen ist, gilt d := inf {‖x− u‖ : u ∈ U} > 0,
denn andernfalls gäbe es eine Folge {un}n∈N ⊂ U mit un → x und x ∈ clU = U. Wegen
d < d/δ existiert also nach Deûnition des Inûmums ein uδ ∈ Umit

d 6 ‖x− uδ‖ < d/δ.

Setze xδ := x−uδ
‖x−uδ‖

, so dass ‖xδ‖ = 1.

Sei nun u ∈ U beliebig. Da U ein Unterraum ist, ist auch uδ + (‖x− uδ‖)u ∈ U, und daraus
folgt durch Einsetzen

‖xδ − u‖ = ‖x− uδ‖−1 ‖x− uδ − (‖x− uδ‖)u‖ > ‖x− uδ‖−1d > δ.

Satz 3.10. In einem normierten Raum X ist die Einheitskugel BX genau dann kompakt, wenn
X endlichdimensional ist.

Beweis. Ist X endlichdimensional, so folgt wie im Beweis von Satz 3.7, dass BX kompakt ist,
denn sämtliche topologischen Eigenscha�en wie Abgeschlossenheit, Beschränktheit und
Kompaktheit bleiben nach Satz 3.2 beim Übergang zu äquivalenten Normen erhalten.

Sei umgekehrt BX kompakt. Dann existieren endlich viele oòene Kugeln mit Radius 1
2
mit

BX ⊂
⋃n
i=1U 1

2
(xi) mit xi ∈ BX. Wir zeigen nun, dass {x1, . . . , xn} eine Basis von X darstellt

und damit X endlichdimensional ist. Angenommen, dies wäre nicht der Fall. Dann spannen
x1, . . . , xn einen echten abgeschlossenen Unterraum von X auf, und nach dem Rieszschen
Lemma 3.9 existiert ein x 1

2
∈ BX mit ‖x 1

2
− xi‖ > 1

2
für alle i = 1, . . . , n, im Widerspruch

zur Wahl der xi.

Abgeschlossene beschränkte Mengen sind in unendlichdimensionalen normierten Räumen
also nicht kompakt; das Fehlen dieser nützlichen Eigenscha� hat die Entwicklung eigenstän-
diger funktionalanalytischer Werkzeuge entscheidend geprägt.
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3 normierte vektorräume

folgenräume Wir betrachten nun die einfachsten Beispiele für unendlichdimensionale
normierte Räume. Wir bezeichnen die Menge aller Folgen in K mit

KN := {{xk}k∈N : xk ∈ K für alle k ∈ N} .

und deûnieren die folgenden Teilmengen

`∞(K) :=
{
x ∈ KN : x = {xk}k∈N ist beschränkt

}
,

c(K) :=
{
x ∈ KN : x = {xk}k∈N ist konvergent

}
,

c0(K) :=
{
x ∈ KN : x = {xk}k∈N ist Nullfolge

}
,

ce(K) :=
{
x ∈ KN : x = {xk}k∈N ist endliche Folge

}
,

d. h. {xk}k∈N ∈ ce(K) genau dann, wenn einN ∈ N existiert mit xk = 0 für alle k > N. Man
vergewissert sich leicht, dass diese Mengen bezüglich der komponentenweisen Addition und
Skalarmultiplikation abgeschlossen sind und Vektorräume bilden. Wir versehen diese Räume
nun mit der Supremumsnorm

‖x‖∞ := sup
k∈N

|xk| für x = {xk}k∈N.

Satz 3.11. Der Raum (`∞(K), ‖ · ‖∞) ist ein Banachraum.

Beweis. Wir vergewissern uns zuerst, dass dadurch tatsächlich ein normierter Raum deûniert
ist. Beachte zuerst,dass x ∈ KN nachDeûnition genau dann beschränkt ist,wenn ‖x‖∞ endlich
ist. Nichtdegeneriertheit und Homogenität sind oòensichtlich. Seien nun x, y ∈ `∞(K) und
n ∈ N beliebig. Dann gilt

|xk + yk| 6 |xk|+ |yk| 6 sup
k∈N

|xk|+ sup
k∈N

|yk| = ‖x‖∞ + ‖y‖∞,
und Übergang zum Supremum über alle k ∈ N ergibt die Dreiecksungleichung.

Für die Vollständigkeit müssen wir Folgen von Folgen betrachten; wir ändern dafür die Notati-
on und schreiben x = {x(k)}k∈N ∈ KN. Sei nun {xn}n∈N eine Cauchy-Folge in (`∞(K), ‖ · ‖∞).
Dann ist wegen |xn(k)| 6 ‖xn‖∞ für alle k ∈ N auch {xn(k)}n∈N eine Cauchy-Folge, die
wegen der Vollständigkeit von R einen Grenzwert x(k) ∈ R besitzt. Dadurch wird eine Folge
x := {x(k)}k∈N deûniert, für die wir nun nachweisen müssen, dass einerseits x ∈ `∞(K)

und andererseits ‖xn − x‖∞ → 0 gilt. Da {xn}n∈N eine Cauchy-Folge ist, existiert für ε > 0
beliebig einN ∈ N mit

|xn(k) − xm(k)| 6 ‖xn − xm‖∞ 6 ε für alle n,m > N, k ∈ N.

Sei nun k ∈ N beliebig. Wegen xn(k)→ x(k) existiert weiterhin einM(k) mit

|xM(k) − x(k)| 6 ε,
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3 normierte vektorräume

wobei wir ohne EinschränkungM(k) > N annehmen dürfen. Es gilt also für alle n > N

|xn(k) − x(k)| 6 |xn(k) − xM(k)(k)|+ |xM(k)(k) − x(k)| 6 2ε.

Daraus folgt zum einen

|x(k)| 6 |xN(k)|+ |x(k) − xN(k)| 6 ‖xN‖∞ + 2ε <∞
und damit x ∈ `∞(K), zum anderen durch Supremum über alle k ∈ N

‖xn − x‖∞ 6 2ε für alle n > N

und damit xn → x in der Supremumsnorm.

Für die anderen Vektorräume verwenden wir Lemma 3.5.

Satz 3.12. Versehen mit der Supremumsnorm sind c(K) und c0(K), aber nicht ce(K), Ba-
nachräume.

Beweis. Man sieht leicht, dass alle drei Räume Untervektorräume von `∞(K) und deshalb
zusammen mit der Supremumsnorm normierte Vektorräume sind. Es bleibt also nur zu
zeigen, dass c(K) und c0(K), aber nicht ce(K) abgeschlossen sind.

Sei zunächst {xn}n∈N ⊂ c(K) eine in `∞(K) konvergente Folge mit Grenzwert x ∈ `∞(K).
Wir zeigen, dass x = {x(k)}k∈N selber Cauchy-Folge (in K) ist. Sei ε > 0 gegeben. Dann
existiert wegen der Konvergenz der Folge {xn}n∈N ein N ∈ N mit ‖xN − x‖∞ 6 ε. Da die
Folge xN = {xN(k)}k∈N ∈ c(K) konvergent und damit Cauchy-Folge ist, existiert weiterhin
einM ∈ N mit |xN(k) − xN(l)| 6 ε für alle k, l >M. Damit gilt für alle k, l >M

|x(k) − x(l)| 6 |x(k) − xN(k)|+ |xN(k) − xN(l)|+ |xN(l) − x(l)|

6 2‖x− xN‖∞ + ε 6 3ε,

d. h. x ist Cauchy-Folge und damit x ∈ c(K).

Sei nun {xn}n∈N ⊂ c0(K) eine in `∞(K) konvergente Folge mit Grenzwert x ∈ `∞(K). Wir
wissen bereits x ∈ c(K) und müssen lediglich noch limk→∞ x(k) = 0 zeigen. Gehen wir wie
eben vor, erhalten wir für ε > 0 einN ∈ N und einM ∈ N mit

|x(M)| 6 |x(M) − xN(M)|+ |xN(M)| 6 ‖x− xN‖∞ + |xN(M)| 6 ε+ ε,

da xN ∈ c0(K). Also ist auch x eine Nullfolge.

Für ce(K) betrachte für n, k ∈ N

xn(k) :=

{
1
k

falls k 6 n,

0 sonst,
x(k) :=

1

k
.

Dann ist xn ∈ ce(K) für alle n ∈ N und ‖xn − x‖∞ = 1
n+1
→ 0, aber x /∈ ce(K).
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Wie im letzten Schritt kann man zeigen, dass ce(K) dicht in c0(K) liegt (betrachte für x ∈
c0(K) die Folge {xn}n∈N ⊂ ce(K) mit xn(k) = x(k) für k 6 n und xn(k) = 0 sonst).

Eine weitere Klasse von Banachräumen erhält man durch die p-Normen. Wir deûnieren für
x = {xk}k∈N ∈ KN

‖x‖p :=

(∑
k∈N

|xk|
p

) 1
p

, 1 6 p <∞.
und setzen

`p(K) :=
{
x ∈ KN : ‖x‖p <∞} .

Satz 3.13. Für 1 6 p <∞ ist `p(K) ein Banachraum.

Beweis. Wieder überprü� man leicht die Nichtdegeneriertheit und Homogenität der Abbil-
dung ‖ · ‖p. Für die Dreiecksungleichung verwenden wir die Minkowski-Ungleichung für
endliche Summen(

N∑
k=1

|xk + yk|
p

) 1
p

6

(
N∑
k=1

|xk|
p

) 1
p

+

(
N∑
k=1

|yk|
p

) 1
p

.

Wir erhalten

N∑
k=1

|xk + yk|
p 6 (‖x‖p + ‖y‖p)p für alleN ∈ N,

woraus durch GrenzübergangN→∞ und Ziehen der p-ten Wurzel folgt

‖x+ y‖p 6 ‖x‖p + ‖y‖p.

Also ist x+ y ∈ `p(K) und `p(K) ein normierter Raum.

Sei nun {xn}n∈N ⊂ `p(K) eine Cauchy-Folge. Dann gilt

|xn(k) − xm(k)|
p 6

∞∑
j=1

|xn(j) − xm(j)|
p = ‖xn − xm‖pp für alle k, n,m ∈ N.

Also ist {xn(k)}n∈N Cauchy-Folge für alle k ∈ N und konvergiert daher gegen ein x(k) ∈ K.
Für ε > 0 ûnden wir daher einM ∈ N mit

‖xn − xm‖p 6 ε für allem,n >M,
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und für jedesN ∈ N einm = m(N) > N, so dass gilt(
N∑
k=1

|xm(k) − x(k)|
p

) 1
p

6 ε

(dies ist möglich, da xn(k) → x(k) für alle k 6 N). Für alle n > M gilt dann (wieder mit
Minkowski)(

N∑
k=1

|xn(k) − x(k)|
p

) 1
p

6

(
N∑
k=1

|xn(k) − xm(k)|
p

) 1
p

+

(
N∑
k=1

|xm(k) − x(k)|
p

) 1
p

6 ‖xn − xm‖p +

(
N∑
k=1

|xm(k) − x(k)|
p

) 1
p

6 ε+ ε.

Grenzübergang N → ∞ liefert ‖xn − x‖p 6 2ε für alle n > M und damit xn → x sowie
xn − x ∈ `p(K), woraus x = (x− xn) + xn ∈ `p(K) folgt.

Ähnlich wie im Beweis von Satz 3.12 zeigt man, dass ce(K) dicht in `p(K) für 1 6 p < ∞
liegt.

Satz 3.14. Die Räume c0(K) und `p(K) für 1 6 p <∞ sind separabel. Der Raum `∞(K) ist
nicht separabel.

Beweis. Für c0(K) und `p(K) betrachte fürK = R den Raum ce(Q) der rationalen endlichen
Folgen bzw. ce(Q + iQ) für K = C. Da die rationalen Zahlen dicht in R liegen, zeigt ein
Diagonalfolgenargument, dass diese Mengen dicht in c0(K) und `p(K) liegen. Weiterhin
sind sie abzählbar, woraus die Separabilität folgt.

Für `∞(K) betrachte eine beliebige TeilmengeM ⊂ N und deûniere xM ∈ `∞(K) durch

xM(k) :=

{
1 falls k ∈M,
0 sonst.

FürM,N ⊂ N mitM 6= N gilt dann ‖xM − xN‖∞ = 1. Ist nun A ⊂ `∞(K) eine beliebige
abzählbare Teilmenge, so kann für jedes x ∈ A die oòene Kugel U 1

2
(x) höchstens ein solches

xM enthalten. Da aber die Menge aller Teilmengen von N und damit die Anzahl solcher xM
überabzählbar ist, kann A nicht dicht liegen.
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funktionenräume Auch K-wertige Funktionen bilden einen K-Vektorraum, wenn
man Addition und Skalarmultiplikation punktweise deûniert. Ist (X, d) ein metrischer Raum,
so deûnieren wir den Raum der beschränkten Funktionen auf X,

B(X) := {f : X→ K : f beschränkt}

sowie die Supremumsnorm

‖f‖∞ := sup
x∈X

|f(x)|.

Man zeigt wörtlich wie im Beweis von Satz 3.11 (man ersetze lediglich überall k ∈ N durch
x ∈ X), dass (B(X), ‖ · ‖∞) ein Banachraum ist. Analog beweist man, dass Cb(X) ein ab-
geschlossener Unterraum von B(X) und damit (Cb(X), ‖ · ‖∞) ebenfalls ein Banachraum
ist; dies folgt auch daraus, dass ‖ · ‖∞ genau die Metrik in (1.2) und damit die Topologie
der gleichmäßigen Konvergenz induziert, und dass gleichmäßig konvergente Folgen stetiger
Funktionen einen stetigen Grenzwert haben. Der c0(K) entsprechende Funktionenraum ist
der Raum der Funktionen mit kompaktem Träger,

C0(X) := {f ∈ C(X) : Für alle ε > 0 ist {x ∈ X : |f(x)| > ε} kompakt} ,

der wiederum ein abgeschlossener Unterraum in Cb(X) und damit zusammen mit der Supre-
mumsnorm ein Banachraum ist.

Nach dem Weierstraßschen Approximationssatz¹ lässt sich jede stetige Funktion beliebig gut
durch Polynome annähern. Ein Diagonalfolgenargument wie in Satz 3.14 zeigt dann, dass für
X ⊂ Rn die Polynome mit rationalen Koeõzienten dicht in Cb(X) liegen und damit Cb(X)
separabel ist.

Man kann auch Funktionenräume analog zu `p(K), 1 6 p 6∞ deûnieren. Die Konstruktion
ist aufwendig und erfordert einige maßtheoretische Vorarbeit; daher behandeln wir diese
Räume nur kursorisch (insbesondere, da die rein funktionalanalytischen Argumente im
wesentlichen die selben sind wie für `p(K)) und verweisen für Details auf [Dobrowolski 2010,
Kapitel 4] bzw. Analysis 3.

SeiΩ ⊂ Rn eine Lebesgue-messbare Teilmenge (z. B. oòen oder abgeschlossen) und deûniere
für eine Lebesgue-messbare Funktion f : Ω→ R

‖f‖p :=

(∫
Ω

|f(x)|p dx

) 1
p

, 1 6 p <∞,
‖f‖∞ := ess sup

x∈Ω
|f(x)|,

wobei das essentielle Supremum deûniert ist durchM = ess supx∈Ω |f(x)| genau dann, wenn
{x ∈ Ω : |f(x)| > M} Lebesgue-Maß 0 hat. Im folgenden fassen wir Funktionen, die sich nur

¹siehe z. B. [Werner 2011, Satz I.2.10]
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auf einer Lebesgue-Nullmenge unterscheiden, zu einer Äquivalenzklasse zusammen, die
wir der Übersichtlichkeit halber wieder mit f bezeichnen. Dann ist für alle 1 6 p 6∞ der
Raum

Lp(Ω) := {f : Ω→ R : ‖f‖p <∞}

zusammen mit der entsprechenden Norm ein Banachraum.² Man kann zeigen, dass Cb(Ω)

dicht in Lp(Ω) für 1 6 p <∞ liegt, woraus die Separabilität dieser Räume folgt. Dagegen ist
L∞(Ω) nicht separabel, was man mit ähnlichen Argumenten wie für `∞(Ω) zeigen kann.

²Diese Konstruktion ist auch für allgemeine Maßräume möglich, was wichtig für die Wahrscheinlichkeitstheo-
rie ist; siehe z. B. [Alt 2012, § 1.14–1.19].
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LINEARE OPERATOREN

4
Wir betrachten nun Abbildungen zwischen normierten Räumen, und nutzen auch hier das
Zusammenspiel algebraischer und topologischer Eigenscha�en aus. Für normierte Räume
(X, ‖ · ‖X) und (Y, ‖ · ‖Y) interessieren wir uns daher für Abbildungen T : X→ Y, die

(i) linear, d. h T(λx1 + x2) = λT(x1) + T(x2) für x1, x2 ∈ X, λ ∈ K, und

(ii) stetig im Sinne von Deûnition 1.7 sind, z. B. für die xn → x impliziert Txn → Tx.

Eine solche Abbildung nennt man auch stetigen (linearen) Operator; um die Linearität zu
verdeutlichen, schreibt man auch o� Tx := T(x). Für T : X → Y deûnieren wir analog zur
linearen Algebra

(i) den Kern ker T := T−1({0}) = {x ∈ X : Tx = 0} ⊂ X;

(ii) das Bild ran T := T(X) = {Tx : x ∈ X} ⊂ Y;

(iii) den Graph graph T := {(x, Tx) : x ∈ X} ⊂ X× Y.

Aus der Linearität von T folgt sofort, dass dies Unterräume sind. Ist T stetig, ist ker T als Urbild
der abgeschlossenenMenge {0} sogar abgeschlossen. Dies gilt für ran T (und graph T ) dagegen
nicht unbedingt, was eine wesentliche Schwierigkeit imUmgangmit unendlichdimensionalen
Vektorräumen darstellt.

Die zusätzliche lineare Struktur erlaubt eine einfachere Charakterisierung der Stetigkeit.

Lemma 4.1. Für eine lineare Abbildung T : X→ Y zwischen normierten Räumen (X, ‖ · ‖X)
und (Y, ‖ · ‖Y) sind äquivalent

(i) T ist stetig auf X;

(ii) T ist stetig in 0 ∈ X;

(iii) T ist beschränkt, d. h. es gibt eine Konstante C > 0mit

‖Tx‖Y 6 C‖x‖X für alle x ∈ X.
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4 lineare operatoren

Beweis. (i)⇒ (ii) ist klar.

(ii)⇒ (iii): Nach Deûnition 1.7 (ii) existiert für ε = 1 ein δ > 0mit T(Bδ(0)) ⊂ B1(T(0)) =
B1(0). Aus der Deûnition der abgeschlossenen Kugeln folgt damit

(4.1) ‖Tx‖Y 6 1 für alle x ∈ Xmit ‖x‖X 6 δ.

Für beliebiges x ∈ X\ {0} ist nun δ x
‖x‖X

∈ Bδ(0), und daher kann (4.1) mit Hilfe der Linearität
von T und der Homogenität der Norm umgeformt werden zu

‖Tx‖Y 6
1

δ
‖x‖X,

woraus die Behauptung mit C := δ−1 folgt.

(iii)⇒ (i): Sei x ∈ X und ε > 0 gegeben. Wir zeigen, dass δ > 0 mit T(Bδ(x)) ⊂ Bε(Tx)
existiert. Konkret wählen wir δ := ε

C
; dann gilt für alle z ∈ Bδ(x)

‖Tz− Tx‖Y = ‖T(z− x)‖Y 6 C‖z− x‖X 6 Cδ = ε,

was zu zeigen war.

Die Menge aller stetigen Operatoren von X nach Y wird mit L(X, Y) bezeichnet; dieser Raum
wird durch die Abbildung

‖T‖L(X,Y) := sup
x∈BX

‖Tx‖Y

zu einem normierten Raum, wenn wir Operatoren punktweise addieren und skalieren. Der
Nachweis der Eigenscha�en vereinfacht sich mit folgendem Lemma, das man durch einfache
Abschätzung bzw. geeignete Wahl von x ∈ X zeigt.

Lemma 4.2. Für T ∈ L(X, Y) gilt

(i) ‖T‖L(X,Y) = supx∈X,‖x‖X<1 ‖Tx‖Y = supx∈X,‖x‖X=1 ‖Tx‖Y = supx∈X\{0}
‖Tx‖Y
‖x‖X

,

(ii) ‖T‖L(X,Y) = inf {C > 0 : ‖Tx‖Y 6 C‖x‖X für alle x ∈ X},

(iii) ‖Tx‖Y 6 ‖T‖L(X,Y)‖x‖X für alle x ∈ X.

Satz 4.3. Das Paar (L(X, Y), ‖ · ‖L(X,Y)) ist ein normierter Raum. Ist Y vollständig, dann ist
L(X, Y) ein Banachraum.

Beweis. Aus Lemma 4.2 (ii) folgt, dass für einen stetigen Operator gilt ‖T‖L(X,Y) <∞. Die
Homogenität und Nichtdegeneriertheit folgt aus den entsprechenden Eigenscha�en der
Norm in Y; letzteres unter Verwendung der Tatsache, dass T = 0 genau dann gilt, wenn
Tx = 0 für alle x ∈ X gilt. Für die Dreiecksungleichung sei x ∈ BX beliebig. Dann gilt nach
Lemma 4.2 (iii) für alle S, T ∈ L(X, Y)

‖(S+ T)x‖Y = ‖Sx+ Tx‖Y 6 ‖Sx‖Y + ‖Tx‖Y 6 ‖S‖L(X,Y) + ‖T‖L(X,Y),
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und Supremum über alle x ∈ BX liefert die Aussage.

Für die Vollständigkeit sei {Tn}n∈N eine Cauchy-Folge in L(X, Y). Für alle x ∈ X ist dann
{Tnx}n∈N eine Cauchy-Folge in Y, die nach Annahme gegen ein Element yx ∈ Y konvergiert.
Dies deûniert eine Abbildung T : X→ Y, Tx := yx. Dass T linear ist, folgt aus

T(λx1 + x2) = lim
n→∞ Tn(λx1 + x2) = lim

n→∞ λTnx1 + lim
n→∞ Tnx2 = λT(x1) + T(x2),

wobei wir neben der Linearität von Tn die Stetigkeit der Addition und Skalarmultiplikation
(Satz 3.6 (i,ii)) verwendet haben.

Wir zeigen jetzt ‖T‖L(X,Y) < ∞ (und damit T ∈ L(X, Y)) und ‖Tn − T‖L(X,Y) → 0. Da
{Tn}n∈N eine Cauchy-Folge ist, ûnden wir für ε > 0 einN ∈ N mit

‖Tn − Tm‖L(X,Y) 6 ε für alle n,m > N.

Sei nun x ∈ BX beliebig. Wegen Tnx→ Tx ûnden wir einM =M(ε, x) > Nmit

‖TMx− Tx‖Y 6 ε.

Dann gilt

‖Tnx− Tx‖Y 6 ‖Tnx− TMx‖Y + ‖TMx− Tx‖Y 6 ‖Tn − Tm‖L(X,Y) + ε 6 2ε.

Supremum über alle x ∈ BX ergibt nun ‖Tn − T‖L(X,Y) 6 2ε. Daraus folgt einerseits mit
Hilfe der Dreiecksungleichung ‖T‖L(X,Y) 6 ‖Tn‖L(X,Y) + 2ε <∞, andererseits wegen der
Beliebigkeit von ε die Konvergenz ‖Tn − T‖L(X,Y) → 0.

Bevor wir zu Beispielen kommen, zeigen wir noch zwei nützliche Eigenscha�en. Aus Lem-
ma 4.2 (iii) folgt sofort

Folgerung 4.4. Seien X, Y, Z normierte Räume, T ∈ L(X, Y) und S ∈ L(Y, Z). Dann ist
S ◦ T ∈ L(X,Z) mit ‖S ◦ T‖L(X,Z) 6 ‖S‖L(Y,Z)‖T‖L(X,Y).

Der folgende Satz ist hilfreich bei der Konstruktion von stetigen Operatoren mit gewünschten
Eigenscha�en.

Satz 4.5. Ist U ⊂ X ein dichter Unterraum, Y ein Banachraum und T ∈ L(U,X) so existiert
genau eine stetige Fortsetzung S ∈ L(X, Y) mit S|U = T und ‖S‖L(X,Y) = ‖T‖L(U,Y).

Beweis. Sei x ∈ X. Dann existiert nach Annahme eine Folge {xn}n∈N ⊂ U mit xn → x.
Insbesondere ist {xn}n∈N eine Cauchy-Folge. Wegen

(4.2) ‖Txn − Txm‖Y 6 ‖T‖L(U,Y)‖xn − xm‖X n,m ∈ N

ist auch {Txn}n∈N Cauchy-Folge und konvergiert im Banachraum Y gegen ein yx ∈ Y. Wie
oben zeigt man nun, dass S : X → Y, x 7→ yx, einen linearen Operator deûniert. Dass
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dieser eindeutig ist (also nicht von der Wahl der Cauchy-Folge abhängt), sieht man wie folgt:
Konvergieren zwei Cauchy-Folgen {xn}n∈N und {x̃n}n∈N gegen denselben Grenzwert x, so
ist die Diòerenzenfolge {xnx̃n}n∈N eine Nullfolge, und aus der Abschätzung (4.2) folgt, dass
auch Txn − Tx̃n → 0 konvergiert.

Aus Lemma 4.2 (iii) für T und xn ∈ U wie oben erhalten wir durch Grenzübergang und der
Stetigkeit von S und der Norm (Satz 3.6 (iii))

‖Sx‖Y = lim
n→∞ ‖Sxn‖Y = lim

n→∞ ‖Txn‖Y
6 ‖T‖L(U,Y)

(
lim
n→∞ ‖xn‖X

)
= ‖T‖L(U,Y)‖x‖X für alle x ∈ X,

woraus nach Supremum über alle x ∈ BX die Abschätzung ‖S‖L(X,Y) 6 ‖T‖L(U,Y) folgt. Die
umgekehrte Abschätzung erhalten wir aus

‖T‖L(U,Y) = sup
x∈BU

‖Tx‖Y = sup
x∈BU

‖Sx‖Y 6 sup
x∈BX

‖Sx‖Y = ‖S‖L(X,Y),

da wegen BU ⊂ BX das Supremum über eine größere Menge gebildet wird.

Der Beweis ist ein klassisches Beispiel für ein in der Funktionalanalysis häuûg angewendetes
Dichtheitsargument: Um eine Eigenscha� für Elemente aus X nachzuweisen, zeigt man, dass
sie in einer dichten Teilmenge gilt und durch Grenzübergang erhalten bleibt.

Wir kommen nun zu Beispielen für stetige Operatoren. Oòensichtlich ist für jeden normierten
Raum X die Identität IdX : X → X, x 7→ x, ein stetiger Operator mit Operatornorm 1.
Weiterhin sind Operatoren auf endlichdimensionalen Räumen automatisch stetig.

Lemma 4.6. Sind X und Y normierte Räume mit X endlichdimensional und T : X→ Y linear,
so ist T stetig.

Beweis. Da X endlichdimensional ist, existiert eine Basis {v1, . . . , vn} von X. Für

x =

n∑
k=1

xkvk ∈ X, xk ∈ K für alle k = 1, . . . , n ,

ist dann

‖Tx‖Y 6
n∑
k=1

|xk|‖Tvk‖Y 6 max
k=1,...,n

‖Tvk‖Y
n∑
k=1

|xk| =:M‖x‖1

fürM := maxk=1,...,n ‖Tvk‖Y <∞. Da nach Satz 3.7 alle Normen auf dem endlichdimensio-
nalen Raum X äquivalent sind, existiert ein C > 0mit ‖x‖1 6 C‖x‖X für alle x ∈ X, woraus
die Stetigkeit folgt.

Weitere konkrete Beispiele sind:
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4 lineare operatoren

(i) Sei X = c(K) und T : X → K, x = {xk}k∈N 7→ limk→∞ xk. Aus den Rechenregeln für
Grenzwerte folgt sofort die Linearität von T . Für die Stetigkeit betrachten wir

|Tx| = | lim
k→∞ xk| = lim

k→∞ |xk| 6 sup
k∈N

|xk| = ‖x‖∞.
Da für die konstante Folge x = {1}k∈N gilt |Tx| = 1 = ‖x‖∞, ist ‖T‖L(X,K) = 1.

(Wegen c0(K) = ker T liefert die Stetigkeit zusammen mit Folgerung 1.9 übrigens einen
wesentlich eleganteren Beweis für die Abgeschlossenheit von c0(K) in c(K).)

(ii) Analog zeigt man, dass für X = C([0, 1]) die Punktauswertung T : X→ R, Tx = x(0)

linear und stetig ist mit Operatornorm ‖T‖L(C,R) = 1.

(iii) Sei X = C([a, b]) und T : X→ R, x 7→
∫b
a
x(t)dt. Dann ist T wieder linear und stetig

wegen

|Tx| =
∣∣∣∫ba x(t)dt∣∣∣ 6 (b− a)‖x‖∞

mit Gleichheit für konstante Funktionen. Also ist ‖T‖L(C,R) = b− a.

(iv) Sei X = C1([0, 1]) := {f : [0, 1]→ R : f stetig diòerenzierbar} und Y = C([0, 1]), und
betrachte den Ableitungsoperator D : X → Y, x 7→ x ′, der bekanntermaßen linear ist.
Versehen wir C([0, 1]) und C1([0, 1]) mit der Supremumsnorm, so ist D nicht stetig,
denn für xn(t) := tn gilt ‖xn‖∞ = 1, aber ‖Dxn‖∞ = ‖ntn−1‖∞ = n.

Versehen wir C1([0, 1]) dagegen mit der Norm ‖x‖C1 := ‖x‖∞ + ‖x ′‖∞, so istD wegen
‖Dx‖∞ = ‖x ′‖∞ 6 ‖x‖C1 stetig mit Norm 1.

Über stetige Operatoren zwischen zwei normierten Räumen lassen sich viele Eigenscha�en
von einem Raum auf den anderen übertragen.

Wir erinnern: Ein Operator T : X → Y heißt injektiv, falls ker T = {0}, und surjektiv, falls
ran T = Y. Ein injektiver und surjektiver Operator heißt bijektiv; in diesem Fall können
wir einen linearen Operator T−1 : Y → X vermittels der eindeutigen Zuordnung y 7→
x ∈ T−1({y}) deûnieren, der T−1T = IdX und TT−1 = IdY erfüllt. Wir nennen T−1 Inverse
und T invertierbar. Ist T−1 ∈ L(Y, X) (was nicht automatisch der Fall ist!), so heißt T stetig
invertierbar. Ein stetig invertierbarer Operator heißt auch Isomorphismus. Gilt ‖Tx‖Y = ‖x‖X
für alle x ∈ X, so heißt T Isometrie.

Wir nennen nun X und Y isomorph und schreiben X ' Y, wenn es einen Isomorphismus
T : X → Y gibt. Analog nennen wir X und Y isometrisch isomorph und schreiben X ∼= Y,
wenn ein T ∈ L(X, Y) existiert, der sowohl Isomorphismus als auch Isometrie ist. Isomorphe
Räume sind in gewisser Weise nur unterschiedliche Darstellungen des selben Raumes; für
isometrisch isomorphe Räume sind die Darstellungen „uniform“. Analog zu Folgerung 3.4
gilt, dass falls X Banachraum und X ' Y ist, auch Y ein Banachraum ist.
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4 lineare operatoren

Sind zwei Normen ‖ · ‖1 und ‖ · ‖2 auf X äquivalent, so ist die Identität IdX : (X, ‖ · ‖1)→
(X, ‖ · ‖2) ein Isomorphismus. Die Isomorphie von verschiedenen Räumen stellt also eine
Verallgemeinerung der Äquivalenz verscheidener Normen auf dem selben Raum dar. Analog
zu Satz 3.7 gilt, dass endlichdimensionale Räume stets isomorph sind.

Satz 4.7. Sind X, Y endlichdimensional mit dim(X) = dim(Y), so gilt X ' Y.

Beweis. Wir zeigen, dass jeder n-dimensionale normierte Vektorraum (X, ‖ · ‖ isomorph zu
(Kn, ‖ · ‖2) ist. Sei {v1, . . . , vn} eine Basis von X. Dann ist

T : X 7→ Kn, x =

n∑
k=1

xkvk 7→ (x1, . . . , xn)

linear und nach Lemma 4.6 stetig, und ebenso die Umkehrabbildung

T−1 : Kn 7→ X, (x1, . . . , xn) 7→
n∑
k=1

xkvk =: x.

Da Kompositionen stetiger Abbildungen wieder stetig sind, folgt aus X ' (Kn, ‖ · ‖) ' Y die
gewünschte Aussage X ' Y.

Ein weniger oòensichtliches Beispiel ist c(K) ' c0(K), vermöge der Abbildung

T : c(K)→ c0(K), (x1, x2, x3, . . . ) 7→
(
lim
k→∞ xk, x1 − lim

k→∞, x2 − lim
k→∞ xk, . . .

)
.

Eine unterschiedliche Verallgemeinerung der Normäquivalenz ist möglich für normierte
Räume X, Y mit X ⊂ Y. In diesem Fall heißt X stetig eingebettet in Y, geschrieben X ↪→ Y, falls
die Identität Id : X→ Y stetig ist, d. h. ein C > 0 existiert mit

‖x‖Y 6 C‖x‖X für alle x ∈ X.

Zum Beispiel gilt `p ↪→ `q und Lp(Ω) ↪→ Lq(Ω) für 1 6 p 6 q 6∞.
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DAS PRINZIP DER GLEICHMÄSSIGEN
BESCHRÄNKTHEIT

5
Wir kommen nun zu einem Herzstück der Funktionalanalysis: aus der Vollständigkeit von
Banachräumen folgt, dass punktweise Eigenscha�en von linearen Operatoren gleichmäßig
gelten. Als Konsequenz erhalten wir in diesem Kapitel einige der Hauptsätze über lineare
Operatoren; weitere wichtige Folgerungen werden in Teil III au�auchen.

Da die Vollständigkeit eine metrische Eigenscha� ist, beruhen alle diese Sätze auf einer
abstrakten Eigenscha� vollständiger metrischer Räume, die als Satz von Baire bekannt ist.¹
Es gibt mehrere äquivalente Varianten; wir benötigen hier die folgende.

Satz 5.1 (Baire). Sei X ein vollständiger metrischer Raum und {An}n∈N eine Folge von abge-
schlossenen Teilmengen An ⊂ X. Enthält A :=

⋃
n∈NAn einen inneren Punkt, so existiert ein

j ∈ N, so dass Aj einen inneren Punkt enthält.

Beweis. Wir führen einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, A enthält einen inneren
Punkt, aber keines derAn. Ersteres bedeutet, dassA eine oòene KugelU0 := Uε0(x0) enthält;
aus letzterem folgt (X \An) ∩Uε(x) 6= ∅ für alle n ∈ N, ε > 0 und x ∈ X (sonst würde ein
An eine oòene Kugel und damit innere Punkte enthalten).

Wir deûnieren nun rekursiv eine Folge {Bεn(xn)}n∈N von geschachtelten abgeschlossenen
Kugeln mit εn < 1

n
wie folgt. Für n = 1 wählen wir ε1 < min{1, ε0/2} und x1 := x0. Haben

wir xn und εn gefunden, so wählen wir εn+1 < 1
n

und xn ∈ X so, dass

Bεn+1(xn+1) ⊂ (X \An+1) ∩Uεn(xn).

Dies ist möglich, da die Menge auf der rechten Seite nach Voraussetzung oòen und nichtleer
ist. Nach Konstruktion ist dann Uεn+1(xn+1) ⊂ Bεn+1(xn+1) ⊂ Uεn(xn) ⊂ Bεn(xn).

Die Folge {xn}n∈N erfüllt also xm ∈ Uεn(xn) für allem > n und ist daher wegen εn → 0

eine Cauchy-Folge, die aufgrund der Vollständigkeit von X einen Grenzwert x ∈ X besitzt.

¹Er wird in der Literatur auch als Bairescher Kategoriensatz bezeichnet; dieser Name basiert auf einer veralteten
Terminologie, die hier nicht relevant ist.
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5 das prinzip der gleichmässigen beschränktheit

Wegen xn ∈ Bεk(xk) für alle k 6 n gilt auch x ∈ Bεk(xk) für alle k ∈ N (gerade dafür haben
wir abgeschlossene Kugeln für die Konstruktion gewählt). Damit gilt einerseits

x ∈
⋂
k∈N

Bεk(xk) ⊂
⋂
k∈N

(X \Ak) = X \

(⋃
k∈N

Ak

)
= X \A

und damit x /∈ A, andererseits x ∈ Bε1(x1) ⊂ U0 ⊂ A, womit wir den gewünschten
Widerspruch erhalten.

Der Satz von Baire garantiert nun eine besondere Verträglichkeit von algebraischer und
topologischer Struktur in normierten Räumen. Dazu deûnieren wir für eine Teilmenge A
eines Vektorraums X das algebraische Innere

coreA := {x ∈ A : für alle h ∈ X existiert δ > 0mit x+ th ∈ A für alle t ∈ [0, δ]} .

Für alle x ∈ coreA kann man also in alle Richtungen zumindest eine kleine Strecke gehen,
ohne A zu verlassen. Wir nennen weiterhin A konvex, falls für alle x, y ∈ A und t ∈ [0, 1]

auch tx+ (1− t)y ∈ A gilt. Eine konvexe Menge enthält also sämtliche Strecken zwischen
zwei Punkten.

Lemma 5.2. Sei X ein Banachraum undA ⊂ X abgeschlossen und konvex. Dann gilt coreA =

intA.

Beweis. Die Inklusion intA ⊂ coreA folgt sofort aus der Deûnition von inneren Punkten in
normierten Räumen: Ist x ∈ A innerer Punkt, so existiert ein Uδ(x) ⊂ A, und für alle h ∈ X
und t < δ‖h‖−1X ist dann x+ th ∈ Uδ(x) ⊂ A.

Sei umgekehrt x ∈ coreA gegeben; wir nehmen der Einfachheit halber x = 0 an. (Den
allgemeinen Fall erhält man daraus durch Translation.) Nach Voraussetzung existiert dann
für jedes h ∈ X ein t > 0 klein genug mit th ∈ A, d. h. es gilt h ∈ t−1A für t > 0 klein genug.
Also können wir X darstellen als X =

⋃
n∈N(nA). Oòensichtlich ist coreX = X, und nach

dem Satz von Baire ist daher int(nA) 6= ∅ für ein n ∈ N, was nur möglich ist, falls intA 6= ∅.

Bleibt zu zeigen, dass 0 ∈ intA liegt. Sei dazu x ∈ A ein innerer Punkt, d. h. Uε(x) ⊂ A
für ein ε > 0. Wegen 0 ∈ coreA existiert für h = −x ein δ > 0 mit −δx ∈ A. Dann ist
Ur(0) ⊂ A für r = δε

1+δ
, denn aus der Konvexität von A folgt, dass mit y ∈ Uε(x) ⊂ A und

−δx ∈ A für t = 1
1+δ

< 1 auch

z := t(−δx) + (1− t)y =
δ

1+ δ
(y− x)

in A liegt. Wegen ‖y − x‖ 6 ε folgt daraus z ∈ Ur(0), und alle Elemente in Ur(0) lassen
sich auf diese Weise erzeugen. Damit enthält A eine oòene Kugel um 0, woraus 0 ∈ intA
folgt.
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5 das prinzip der gleichmässigen beschränktheit

Dieses Lemma ist unscheinbar, ist aber von zentraler Bedeutung, denn es stellt eine Verknüp-
fung zwischen algebraischen und topologischen Eigenscha�en her. Es besagt im wesentlichen,
dass eine Eigenscha�, die für alle x ∈ X gilt und bei Grenzwertbildung (und Konvexkombina-
tion) erhalten bleibt, gleichmässig für alle x ∈ X gelten muss; daher (Natürlich gibt es nichts
geschenkt – die Abgeschlossenheit von A ist in der Praxis eine nichttriviale Forderung, die
o� genug nicht gilt.)

In der Funktionalanalysis wird dieses Prinzips der gleichmässigen Beschränktheit häuûg in der
folgenden Form angewendet: konvergiert eine Familie stetiger linearer Operatoren punktwei-
se, so konvergiert sie auch gleichmässig.

Satz 5.3 (Banach–Steinhaus). Sei X ein Banachraum und Y ein normierter Vektorraum. Gilt
für eine Teilmenge T ⊂ L(X, Y)

sup
T∈T
‖Tx‖Y <∞ für alle x ∈ X,

so gilt

sup
T∈T
‖T‖L(X,Y) <∞.

Beweis. Wir wenden Lemma 5.2 an auf die Menge

A :=

{
x ∈ X : sup

T∈T
‖Tx‖Y 6 1

}
.

Wegen A =
⋂
T∈T T

−1(BY) und der Stetigkeit von T ∈ L(X, Y) ist A abgeschlossen. Aus der
Linearität von T−1 und den Normaxiomen folgt, dass T−1(BY) konvex ist; damit ist auch A
als Schnitt konvexer Mengen konvex. Schliesslich ist nach Voraussetzung ‖Tx‖Y < ∞ für
alle x ∈ X und T ∈ T; somit existiert für alle h ∈ X ein δ > 0 mit ‖T(δh)‖Y 6 1 für alle
T ∈ T, woraus δh ∈ A und damit 0 ∈ coreA folgt. Nach Lemma 5.2 ist daher 0 ∈ intA, d. h.
es existiert ein ε > 0mit Uε(0) ⊂ A. Dies bedeutet aber, dass aus ‖x‖X < ε stets ‖Tx‖Y 6 1
folgt. Nach Deûnition der Operatornorm gilt daher

sup
T∈T
‖T‖L(X,Y) 6

1

ε
<∞.

Daraus folgt ein sehr nützliches Resultat: Bereits der punktweiseGrenzwert einer Folge stetiger
Operatoren ist stetig.

Folgerung 5.4. Seien X ein Banachraum, Y ein normierter Raum, und {Tn}n∈N ⊂ L(X, Y).
Existiert für alle x ∈ X der Grenzwert Tx := limn→∞ Tnx ∈ Y, so ist T ∈ L(X, Y).
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5 das prinzip der gleichmässigen beschränktheit

Beweis. Die Linearität von T zeigt man wie im Beweis von Satz 4.3; bleibt die Stetigkeit. Aus
der Konvergenz Tnx→ Tx ∈ Y folgt direkt, dass die Folge {Tnx}n∈N in Y beschränkt ist, d. h.
supn∈N ‖Tnx‖Y <∞. Der Satz von Banach–Steinhaus liefert dann supn∈N ‖Tn‖L(X,Y) <∞,
und aus der Stetigkeit der Norm (Satz 3.6 (iii)) folgt

‖Tx‖Y = lim
n∈N
‖Tnx‖Y 6 sup

n∈N
‖Tnx‖Y 6 sup

n∈N
‖Tn‖L(X,Y) ‖x‖X für alle x ∈ X.

Also ist T beschränkt und daher stetig.

Aus dem Prinzip der gleichmässigen Beschränktheit folgen auch drei Hauptsätze über stetige
Operatoren: Die Sätze von der oòenen Abbildung, der stetigen Inversen und dem abgeschlos-
senen Graphen. Dabei sind diese Sätze äquivalent: man kann aus jedem jeweils die anderen
direkt herleiten.Welchenman also aus demPrinzip der gleichmäßigen Beschränktheit ableitet,
ist Geschmackssache; üblicherweise beginnt man mit dem Satz von der oòenen Abbildung.

Dafür nennen wir eine Abbildung f : X → Y zwischen zwei metrischen Räumen X und Y
oòen, wenn für alle oòene Mengen U ⊂ X auch f(U) ⊂ Y oòen ist. Der Satz von der oòenen
Abbildung sagt nun, dass ein stetiger linearer Operator zwischen Banachräumen genau dann
oòen ist, wenn er surjektiv ist. Wir bezeichnen hier mitUX undUY die oòenen Einheitskugeln
in X bzw. Y.

Satz 5.5 (von der oòenen Abbildung). Seien X, Y Banachräume und T ∈ L(X, Y). Dann sind
äquivalent:

(i) T ist oòen;

(ii) Es gibt ein δ > 0mit δUY ⊂ T(UX);

(iii) T ist surjektiv.

Beweis. Wir zeigen, dass sowohl (i) und (ii) als auch (ii) und (iii) äquivalent sind.

(i)⇒ (ii) folgt direkt aus der Deûnition von oòenen Mengen und Abbildungen: Da T undUX
oòen sind, ist auch T(UX) oòen; also existiert insbesondere eine oòene Kugel um 0 = T0 ∈
T(UX).

(ii)⇒ (i): Sei U ⊂ X oòen und y ∈ T(U) beliebig. Wir zeigen, dass y ein innerer Punkt
ist. Wähle dazu x ∈ Umit Tx = y sowie ε > 0mit Uε(x) ⊂ U. Mit δ > 0 aus (ii) und der
Linearität von T folgt dann

Uδε(y) = Uδε(Tx) = Tx+ εδUY ⊂ Tx+ εT(UX) = T(Uε(x)) ⊂ T(U),

d. h. y ∈ int T(U).

(ii)⇒ (iii) folgt wiederum aus der Linearität von T : Für y ∈ Y beliebig ist ỹ := δ
2
‖y‖−1Y y ∈

δUY . Nach (ii) existiert also ein x̃ ∈ UX mit Tx̃ = ỹ, d. h. für x := 2
δ
‖y‖Y x̃ gilt Tx = y.
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5 das prinzip der gleichmässigen beschränktheit

(iii)⇒ (ii): Für diese Richtung benötigen wir das Prinzip der gleichmässigen Beschränktheit.
Wir setzen dafürA := cl T(UX) ⊂ Y. Dann istA abgeschlossen und konvex (denn mitUX ist
wegen der Linearität auch T(UX) konvex, und der Abschluss einer konvexen Menge ist auch
konvex). Weiterhin existiert für alle h ∈ Y ein x ∈ Xmit Tx = h, d. h. für δ := 1

2
‖x‖−1X > 0 ist

δx ∈ UX und damit δh = T(δx) ∈ A. Da Y vollständig ist, können wir Lemma 5.2 anwenden
und erhalten 0 ∈ coreA = intA. Die Menge A enthält also eine oòene Kugel um 0 mit
Radius δ für ein δ > 0.

Wir nutzen nun die Vollständigkeit von X, um δUY ⊂ T(UX) zu zeigen (gegebenenfalls
für ein kleineres δ). Da wir gerade δUY ⊂ A = cl T(UX) gezeigt haben, existiert für jedes
y ∈ Y mit ‖y‖Y < δ eine Folge {xn}n∈N ∈ UX mit Txn → y. Allerdings können wir daraus
noch nicht schliessen, dass {xn}n∈N selber konvergiert. Um das gesuchte Urbild zu erhalten,
konstruieren wir daher eine neue Folge {x̃n}n∈N ∈ UX mit x̃n → x ∈ UX und Tx = y. Dafür
gehen wir wieder rekursiv vor. Sei zunächst y ∈ δUY gegeben und setze y0 := y ∈ δUY .
Sei nun yn ∈ δUY ⊂ cl T(UX) gegeben. Wir ûnden dann für ε := δ

2
> 0 ein xn ∈ UX mit

‖yn − Txn‖Y < ε, so dass

yn+1 := 2(yn − Txn) ∈ δUY ⊂ A.

Es folgt

2−(n+1)yn+1 = 2
−nyn − T(2−nxn), n ∈ N

und daher (Teleskopsumme)

Tx̃m := T

(
m∑
n=0

2−nxn

)
= y0 − 2

−(m+1)ym+1 → y0 = y fürm→∞,
denn {yn}n∈N ⊂ δUY ist beschränkt. Nun gilt wegen ‖xn‖X < 1

‖x̃m‖X 6
m∑
n=0

2−n‖xn‖X < 2 für allem ∈ N.

Aufgrund der Vollständigkeit von X und der Abgeschlossenheit der Einheitskugel konvergiert
daher x̃m → x ∈ 2BX mit Tx = y ∈ δUY . Durch Skalierung δ 7→ δ/4 folgt daraus die
Existenz von x ∈ 1

2
BX ⊂ UX mit Tx = y für beliebige y ∈ δUY , d. h. δUY ⊂ T(UX).

Beachte, dass nur im letzten Schritt Stetigkeit von T und Vollständigkeit von X und Y benötigt
wurde; jede oòene lineare Abbildung zwischen normierten Räumen ist also surjektiv. Der
letzte Schritt liefert dagegen eine sehr starke Aussage: Existiert für y ∈ Y (klein genug) ein
Urbild, so hat y sogar ein beschränktes Urbild! (Da T nicht als injektiv angenommen wurde,
müssen das nicht die selben Urbilder sein.) Für lineare Operatoren ist „klein genug“ natürlich
keine Einschränkung.

Satz 5.6 (von der stetigen Inversen). Seien X, Y Banachräume und T ∈ L(X, Y) bijektiv. Dann
ist T−1 ∈ L(Y, X).
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5 das prinzip der gleichmässigen beschränktheit

Beweis. Ist T bijektiv, dann ist T insbesondere surjektiv und damit nach dem Satz von der
oòenen Abbildung oòen. Also gilt für jede oòene Menge U ⊂ X, dass T(U) = (T−1)−1(U)

oòen ist, d. h. die Urbilder von oòenen Mengen unter T−1 sind oòen. Damit ist nach Satz 1.8
T−1 stetig.

Ist T nicht surjektiv, so möchte man zumindest die stetige Invertierbarkeit auf dem Bild
erhalten. Das folgende nützliche Resultat zeigt, wann dies möglich ist.

Folgerung 5.7. Seien X, Y Banachräume und T ∈ L(X, Y) injektiv. Dann ist T−1 : ran T → X

stetig genau dann, wenn ran T abgeschlossen ist.

Beweis. Ist ran T abgeschlossen, so ist ran T ein Banachraum und damit hat nach Satz 5.6
die Einschränkung T : X→ ranX eine stetige Inverse. Ist umgekehrt T−1 stetig, so ist T ein
Isomorphismus von X nach ran T . Da X vollständig ist, muss daher auch ran T vollständig
und damit nach Lemma 3.5 abgeschlossen sein.

Wieder ist die Forderung der Abgeschlossenheit nichttrivial; tatsächlich stellt die Tatsache,
dass ran T nicht abgeschlossen sein muss, eine der wesentlichen Schwierigkeiten der Analysis
in unendlichdimensionalenRäumendar. ZumBeispiel ist in diesemFall auch füry ∈ ran T die
Gleichung Tx = y nicht stabil lösbar; man spricht dann von einem schlecht gestellten Problem.
Solche Probleme treten in dermedizinischen Bildgebung (z. B. in der Computertomographie)
und Parameteridentiûzierung auf; man spricht auch von inversen Problemen. Für ihre Lösung
werden spezielle Regularisierungsverfahren benötigt.

Wir zeigen zuletzt ein zu Lemma 3.5 analoges Resultat für Operatoren. Dafür betrachten
wir für T : X → Y den Graphen graph T = {(x, Tx) : x ∈ X} ⊂ X × Y, versehen mit der
Produktnorm ‖(x, y)‖X×Y := ‖x‖X + ‖y‖Y .

Satz 5.8 (vom abgeschlossenen Graphen). Seien X, Y Banachräume und T : X → Y linear.
Dann ist T genau dann stetig, wenn graph T abgeschlossen ist.

Beweis. Ist {(xn, yn)}n∈N ⊂ graph T mit (xn, yn) → (x, y) in X × Y, so gilt insbesondere
xn → x undyn → y, und aus der Stetigkeit von T folgt Txn → Tx. Ebenso gilt Txn = yn → y,
und die Eindeutigkeit des Grenzwertes impliziert dann Tx = y, d. h. (x, y) ∈ graph T .

Man veriûziert leicht, dass für einen linearenOperator graph T einUnterraum vonX×Y ist. Ist
graph T abgeschlossen, dann ist graph T nach Lemma 3.5 ein Banachraum. Die Projektionen

PX : X× Y → X, (x, y) 7→ x, PY : X× Y → Y, (x, y) 7→ y,

sind daher linear und stetig (durch die Wahl der Produktnorm). Weiterhin ist die Einschrän-
kung von PX auf graph(T) bijektiv, hat also nach dem Satz von der stetigen Inversen eine
stetige InverseQ := (PX|graphT )

−1 : X→ graph T mitQx = (x, Tx). Nun gilt für alle x ∈ X

Tx = Py(x, Tx) = PyQx.

Also ist T = PY ◦Q nach Folgerung 4.4 stetig.
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5 das prinzip der gleichmässigen beschränktheit

Um zu zeigen, dass eine lineare Abbildung zwischen Banachräumen stetig ist, reicht es also zu
zeigen, dass aus xn → x und Txn → y bereits Tx = y folgt. Man darf also bereits verwenden,
dass Txn konvergiert, was beim Nachweis der Deûnition der Stetigkeit mit zu zeigen ist. Für
allgemeine (nichtlineare) Abbildungen ist dies eine schwächere Eigenscha�, die aber in vielen
Fällen einen ausreichenden Ersatz für die Stetigkeit darstellt. Solche Abbildungen nennt man
abgeschlossen.

40



QUOTIENTENRÄUME

6
Wir betrachten zumAbschluss eine allgemeine Klasse von Banachräumen, die später benötigt
wird.¹ Dafür deûnieren wir eine Halbnorm auf einem Vektorraum X als eine Abbildung
| · | : X→ R+, die die Eigenscha�en (ii) und (iii) in Deûnition 3.1 erfüllt (d. h. |x| = 0 für x 6= 0
ist erlaubt). Man rechnet nach, dass durch x ∼ y falls |x − y| = 0 eine Äquivalenzrelation
deûniert wird. Die zugehörigen Äquivalenzklassen

[x] := {y ∈ X : x ∼ y}

bilden den Quotientenraum

X/∼ := {[x] : x ∈ X} ,

der mit den Operationen

[x] + [y] := [x+ y], λ[x] := [λx], x, y ∈ X, λ ∈ K

zum Vektorraum wird. Diesen Vektorraum versehen wir nun mit der Quotientennorm

‖[x]‖∼ := |x|, [x] ∈ X/∼.

Satz 6.1. Durch die Quotientennorm wird (X/∼, ‖ · ‖∼) zu einem normierten Raum. Wird
durch d(x, y) := |x− y| ein vollständiger metrischer Raum (X, d) deûniert, so ist (X/∼, ‖ · ‖∼)
ein Banachraum.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die Quotientennorm als Abbildung wohldeûniert ist. Dafür
betrachte x, y ∈ X mit [x] = [y], d. h. |x − y| = 0; aus der Dreiecksungleichung für die
Halbnorm folgt dann

|x| 6 |x− y|+ |y| = |y| 6 |y− x|+ |x| = |x|,

d. .h. ‖[x]‖∼ = |x| = |y| = ‖[y]‖∼.

¹Sie kommt auch in der Konstruktion der Lp-Räume zum Einsatz.
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6 quotientenräume

Homogenität undDreiecksungleichung für‖·‖∼ folgen aus den entsprechenden Eigenscha�en
für die Halbnorm. Für die Nichtdegeneriert sei ‖[x]‖∼ = 0; dann ist nach Deûnition |x− 0| =

|x| = 0 und damit [x] = [0]. Also ist (X/∼, ‖ · ‖∼)) ein normierter Vektorraum.

Wir zeigen nun die Vollständigkeit. Sei {[x]n}n∈N ⊂ X/∼ eine Cauchy-Folge, und wähle
xn ∈ X mit [xn] = [x]n für alle n ∈ N. Nach Deûnition der Quotientennorm und den
Rechenregeln für Äquivalenzklassen ist dann auch {xn}n∈N ⊂ X eine Cauchy-Folge in (X, d)

und konvergiert nach Voraussetzung gegen ein x ∈ X in (X, d). Also folgt

‖[x]n − [x]‖∼ = ‖[xn − x]‖∼ = |xn − x|→ 0,

und damit [x]n → [x] in X/∼.

Man kann diese Konstruktion auch anders formulieren. Aus denHalbnormeigenscha�en folgt
direkt, dass U := {x ∈ X : |x| = 0} ein Unterraum von X ist; nach Deûnition gilt damit x ∼ y
genau dann, wenn x− y ∈ U ist. Der Quotientenraum entsteht also durch „Faktorisieren“
von X durchU. Wir verallgemeinern dies nun auf beliebige Unterräume. Sei X ein normierter
Raum, U ⊂ X ein Unterraum, und deûniere für x ∈ X den Abstand von x zu U,

dU(x) := inf
u∈U
‖x− u‖.

Es gilt dU(x) = 0 genau dann, wenn x ∈ clU liegt. Wir betrachten nun den zu |x| := dU(x)

gehörigen Quotientenraum

X/U := {[x] : x ∈ X} , [x] := {y ∈ X : x− y ∈ U} ,

versehen mit ‖[x]‖U := dU(x).

Satz 6.2. Unter den oben genannten Voraussetzungen ist (X/U, ‖ · ‖U) ein normierter Vek-
torraum. Ist X ein Banachraum und U ⊂ X ein abgeschlossener Unterraum, dann ist auch
(X/U, ‖ · ‖U) ein Banachraum.

Beweis. Zunächst ist ‖ · ‖U wohldeûniert, denn aus [x] = [y] folgt x − y ∈ U und damit
y = x− v für ein v ∈ U. Also ist

dU(y) = dU(x− v) = inf
u∈U
‖x− (v+ u)‖ = inf

ũ∈U
‖x− ũ‖ = dU(x),

da mit u auch ũ := v+ u den ganzen Unterraum durchläu�.

Mit dem selben Argument für ũ := λu folgt auch die Homogenität. Für die Dreiecksunglei-
chung verwenden wir, dass nach Deûnition des Inûmums für festes x ∈ X und jedes ε > 0
ein uε ∈ U existiert mit

‖x− uε‖ 6 inf
u∈U
‖x− u‖+ ε = dU(x) + ε.
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6 quotientenräume

Seien nun x, y ∈ X und ε > 0 beliebig, und wähle für x und y entsprechend uε respektive vε.
Dann gilt wegen uε + vε ∈ U

dU(x+ y) = inf
u∈U
‖(x+ y) − u‖ 6 ‖(x+ y) − (uε + vε)‖ 6 ‖x− uε‖+ ‖y− vε‖

6 dU(x) + dU(y) + 2ε.

Da ε > 0 beliebig war, folgt dU(x+ y) 6 dU(x) + dU(y), und damit ist dU eine Halbnorm
auf X.

Wir zeigen nun, dass fürX Banachraum der metrische Raum (X, dU) vollständig ist. Sei dafür
{xn}n∈N eine Cauchy-Folge. Dann gilt insbesondere dU(xn+1 − xn)→ 0 für n→∞. Wie
zuvor ûnden wir dann zu xn+1 − xn und ε := 1

n
ein un ∈ Umit

‖xn+1 − xn − un‖ 6 dU(xn+1 − xn) +
1

n
→ 0 für n→∞.

Betrachte nun die Folge {zn}n∈N mit zn := un+1 − un ∈ U. Dann ist {xn − zn}n∈N eine
Cauchy-Folge in X, denn

‖xn+1 − zn+1 − xn − zn‖ = ‖xn+1 − xn − un‖ → 0.

Da X vollständig ist, konvergiert xn − zn → x ∈ X. Also gilt auch

dU(xn − x) = inf
u∈U
‖xn − x− u‖ 6 ‖xn − x− zn‖ → 0,

d. h. {xn}n∈N konvergiert bezüglich dU und damit ist (X, dU) vollständig. DaU abgeschlossen
ist, gilt schliesslichU = clU = {x ∈ X : dU(x) = 0}, unddie Behauptung folgt aus Satz 6.1.

Ein Spezialfall, den wir im Laufe der Vorlesung ö�ers benötigen werden, ist U = ker T für
ein T ∈ L(X, Y). Anschaulich wird uns das erlauben, einen Operator „injektiv zu machen“.

Lemma6.3. SeienX, Y normierte Räume,T ∈ L(X, Y), undU ⊂ ker T ⊂ X ein abgeschlossener
Unterraum. Dann existiert genau ein S ∈ L(X/U, Y) mit

(i) S[x] = Tx für alle x ∈ X,

(ii) ‖S‖L(X/U,Y) = ‖T‖L(X,Y).

Für U = ker T ist S injektiv.

Beweis. Wir deûnieren

S : X/U→ Y, [x] 7→ Tx.
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6 quotientenräume

Der Operator S ist wohldeûniert, da für y ∈ [x] gilt y − x ∈ U ⊂ ker T , d. h. Ty − Tx =

T(y− x) = 0. Direkt aus der Deûnition folgt, dass S linear ist und Tx = S[x] für alle x ∈ X
gilt. Weiter ist für alle x ∈ X und y ∈ [x]

‖S[x]‖Y = ‖Tx‖Y = ‖Ty‖Y 6 ‖T‖L(X,Y)‖y‖X,

also folgt mit y = x− v ∈ U

‖S[x]‖Y 6 inf
y∈[x]

‖T‖L(X,Y)‖y‖X = ‖T‖L(X,Y) inf
v∈U
‖x− v‖X = ‖T‖L(X,Y)‖[x]‖U

und damit ‖S‖L(X/U,Y) 6 ‖T‖L(X,Y). Insbesondere ist S ∈ L(X/U, Y). Umgekehrt ist für alle
x ∈ X

‖Tx‖Y = ‖S[x]‖L(X,Y) 6 ‖S‖L(X/U,Y)‖[x]‖X/U = ‖S‖L(X/U,Y) inf
u∈U
‖x− u‖

6 ‖S‖L(X/U,Y)‖x‖,

d. h. ‖T‖X,Y 6 ‖S‖L(X/U,Y).

IstU = ker T (welcher stets abgeschlossen ist), so folgt aus 0 = S([x]) = Tx sofort x ∈ ker T =

U und damit nach Deûnition der Äquivalenzklassen [x] = [0]. Also ist kerS = {[0]} und
damit S injektiv.

Aus dem Beweis folgt auch, dass die Quotientenabbildung

Q : X→ X/U, x 7→ [x]

linear und stetig ist mit Operatornorm ‖Q‖L(X,X/U) = 1. Es gilt dann T = S ◦Q.

Daraus erhalten wir eine nützliche Charakterisierung von X/ ker T .

Satz 6.4. Seien X, Y Banachräume und T ∈ L(X, Y) mit ran T abgeschlossen. Dann ist die
durch S ◦Q = T deûnierte Abbildung S : X/ ker T → ran T ein Isomorphismus, d. h.

X/ ker T ' ran T.

Beweis. Nach Lemma 6.3 ist S : X/ ker T → ran T = ranS linear, stetig und (wegen der
Einschränkung des Bildraums) bijektiv. Da Y ein Banachraum und ran T nach Voraussetzung
abgeschlossener Unterraum ist, ist ran T wegen Lemma 3.5 ebenfalls ein Banachraum. Aus
dem Satz von der stetigen Inversen folgt dann, dass S−1 ebenfalls stetig und damit S ein
Isomorphismus ist.

Folgerung 6.5. Seien X, Y Banachräume und T ∈ L(X, Y) surjektiv. Dann ist X/ ker T ' Y.
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Teil III

DUALRÄUME UND SCHWACHE KONVERGENZ



LINEARE FUNKTIONALE UND DUALRÄUME

7
Wir haben bereits gesehen, dass eine Schwierigkeit in unendlichdimensionalen Räumen darin
besteht, dass die Konvergenz in der Norm nicht äquivalent zu einer komponentenweisen
Konvergenz ist; aus diesem Grund gelten zum Beispiel die nützlichen Folgerungen des Satzes
von Heine–Borel (insbesondere der Satz von Bolzano–Weierstraß) nicht mehr. Da man diese
aber nicht kamp�os aufgeben will, suchen wir in diesem Teil einen Konvergenzbegriò, der
die komponentenweise Konvergenz auf unendlichdimensionale Räume verallgemeinert.

Die Grundidee ist die folgende: Für einen Vektor x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn ist die Komponen-
tenabbildung x 7→ xk ∈ K für ein 1 6 k 6 n linear (oòensichtlich) und stetig (oòensichtlich
bezüglich ‖ · ‖1 und damit bezüglich jeder Norm nach Satz 3.7). Für unendlichdimensionale
normierte K-Vektorräume X betrachten wir daher stetige (das ist hier eine zusätzliche Forde-
rung!) lineare Abbildungen von X nach K. Den Raum X∗ := L(X,K) nennt man Dualraum
von X; die Elemente x∗ ∈ X∗ heißen stetige Funktionale. DaK vollständig ist, folgt aus Satz 4.3
sofort, dass X∗, versehen mit der Operatornorm

‖x∗‖X∗ = sup
x∈BX

|x∗(x)|

ein Banachraum ist. Statt x∗(x) schreibt man auch o�

〈x∗, x〉X := x∗(x)

um zu betonen, dass die duale Paarung 〈·, ·〉X : X∗ × X→ K bilinear ist, d. h.

〈αx∗1 + x2, βx1 + x2〉X = αβ〈x∗1, x1〉X + α〈x∗1, x2〉X + β〈x∗2, x1〉+ 〈x∗2, x2〉X

für alle x∗1, x∗2 ∈ X, x1, x2 ∈ X und α,β ∈ K gilt (selbst im Fall K = C!) Wir erinnern, dass
nach Lemma 4.2 (iii) gilt

|〈x∗, x〉X| 6 ‖x∗‖X∗‖x‖X für alle x∗ ∈ X∗, x ∈ X.

Oòensichtlich ist ein Vektor x ∈ Kn eindeutig durch seine Komponenten bestimmt; die
linearen Funktionale charakterisieren also in gewisser Weise den Raum Kn vollständig.
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7 lineare funktionale und dualräume

Die Frage ist nun, ob unendlichdimensionale normierte Räume durch ihren Dualraum
auf ähnliche Weise charakterisiert werden (insbesondere, ob der – noch zu deûnierende –
Konvergenzbegriò aussagekrä�ig ist)? Die Antwort ist nicht oòensichtlich, und benötigt einen
weiteren Hauptsatz der Funktionalanalysis, den wir im nächsten Kapitel beweisen werden.

Lineare Funktionale sind durch ihre Wirkung auf Elemente von X festgelegt und können
in der Regel nicht explizit (d. h. ohne Bezug auf ein x ∈ X) angegeben werden. Für einige
typische Räume ist aber eine explizite Darstellung möglich. Dafür zeigt man üblicherweise,
dass der Dualraum (isometrisch) isomorph zu einem bereits bekannten Banachraum ist.
Zum Beispiel ist aus der linearen Algebra bekannt, dass der algebraische Dualraum (d. h.
der Vektorraum aller linearen Funktionale) von Kn wieder die Dimension n hat. Da nach
Satz 4.7 alle endlichdimensionalen Räume gleicherDimension isomorph sind, ist (Kn)∗ ' Kn
(unabhängig von der gewählten Norm); einen isometrischen Isomorphismus werden wir
gleich sehen.

Als nächstes betrachten wir die Folgenräume `p(K) und c0(K).

Satz 7.1. Sei 1 6 p <∞ und qmit 1
p
+ 1
q
= 1 (wobei 1∞ := 0). Dann ist die Abbildung

(7.1) T : `q(K)→ `p(K)∗, 〈Tx, y〉`p =
∞∑
k=1

xkyk,

ein isometrischer Isomorphismus.

Die selbe Abbildungsvorschri� vermittelt einen isometrischen Isomorphismus `1(K) ∼= c0(K)∗.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass T einen linearen stetigen Operator deûniert. Sei dafür
x ∈ `q(K) und y ∈ `p(K). Für 1 < p <∞ folgt aus der Hölderschen Ungleichung

N∑
k=1

|xk||yk| 6

(
N∑
k=1

|xk|
q

) 1
q
(
N∑
k=1

|yk|
p

) 1
p

6 ‖x‖q‖y‖p für alleN ∈ N.

Für p = 1 und q =∞ folgt diese Ungleichung direkt aus der Deûnition der Supremumsnorm.
Also ist die Reihe

∑∞
k=1 xkyk absolut konvergent und

|〈Tx, y〉`p | 6
∞∑
k=1

|xkyk| 6 ‖x‖q‖y‖p.

Für festes x ∈ `q(K) ist also Tx ∈ L(`p(K),K) = `p(K)∗ mit

(7.2) ‖Tx‖`p(K)∗ 6 ‖x‖q

deûniert. Insbesondere ist ‖Tx‖`p(K)∗ endlich und damit T als Operator von `q(K) nach
`p(K)∗ wohldeûniert. Aus der Abbildungsvorschri� (7.1) folgt, dass T linear ist, und aus (7.2),
dass T stetig ist.
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7 lineare funktionale und dualräume

Nun zur Bijektivität. Dafür verwenden wir die Einheitsvektoren ek ∈ `p(K) (für 1 6 p 6∞
beliebig)

[ek]j =

{
1 falls k = j,

0 sonst.

Man sieht leicht, dass ‖ek‖p = 1 für alle 1 6 p 6 ∞, was den Namen erklärt. Gilt nun
Tx = 0 ∈ `p(K)∗, so auch 0 = 〈Tx, ek〉`p = xk für alle n ∈ N und damit x = 0. Also ist T
injektiv.

Für die Surjektivität sei y∗ ∈ `p(K)∗ gegeben, und ûnde ein x ∈ `q mit Tx = y∗. Dafür gehen
wir schrittweise vor, indemwir dieWirkung von Tx undy∗ auf gegebeneVektoren vergleichen.
Zunächst gilt für die Einheitsvektoren 〈Tx, ek〉`p = xk, weshalb auch xk = 〈y∗, ek〉`p für
alle k ∈ N gelten muss. Damit ist die Kandidaten-Folge x = {xk}k∈N eindeutig festgelegt; es
bleibt zu zeigen, dass xk ∈ `q(K) gilt. Dafür betrachte eine endliche Folge y ∈ ce(K), d. h.
y =

∑N
k=1 ykek für ein N ∈ N und yk ∈ K, 1 6 k 6 N. Dann gilt wegen der Linearität

von y∗

(7.3) 〈y∗, y〉`p = 〈y∗,
∑N
k=1ykek〉`p =

N∑
k=1

yk〈y∗, ek〉`p =
N∑
k=1

ykxk.

Für p = 1 und q =∞ folgt aus xk = 〈y∗, ek〉`1 sofort

(7.4) ‖x‖∞ = sup
k∈N

|xk| = sup
k∈N

|〈y∗, ek〉`1 | 6 sup
y∈B

`1

|〈y∗, y〉`1 | = ‖y∗‖`1(K)∗

wegen ‖ek‖1 = 1, und damit x ∈ `∞(K). Für 1 < p < ∞ wählen wir konkret eine Folge
y ∈ ce(K) durch

yk :=

{
|xk|

q−1σk für k 6 N,

0 sonst,

mit σkxk = |xk| und |σk| = 1, so dass für alle 1 6 k 6 N gilt

xkyk = |xk|
q = |xk|

p(q−1) = |yk|
p.

Daraus folgt

N∑
k=1

|xk|
q =

N∑
k=1

xkyk = 〈y∗, y〉`p 6 ‖y∗‖`p(K)∗‖y‖p = ‖y∗‖`p(K)∗

(
N∑
k=1

|xk|
q

) 1
p

,

und durch Division durch den zweiten Term auf der rechten Seite und Verwenden von
1− 1

p
= 1
q
, (

N∑
k=1

|xk|
q

) 1
p

6 ‖y∗‖`p(K)∗ .

48



7 lineare funktionale und dualräume

GrenzübergangN→∞ liefert nun

(7.5) ‖x‖q 6 ‖y∗‖`p(K)∗

und damit x ∈ `q. Also ist T surjektiv und damit bijektiv. Da `p(K) für 1 6 p 6 ∞ ein
Banachraum ist, ist T nach Satz 5.6 sogar stetig invertierbar.

Bleibt zu zeigen, dass 〈Tx, y〉`p = 〈y∗, y〉`p für alle y ∈ `p(K) gilt. Vergleich von (7.3) mit
(7.1) ergibt 〈Tx, y〉`p = 〈y∗, y〉`p für alle y ∈ ce(K). Da ce(K) ein dichter Unterraum von
`p für 1 6 p < ∞ ist (siehe Satz 3.14), folgt mit Satz 4.5 auch Tx = y∗ (sonst wären T und
y∗ zwei unterschiedliche Fortsetzungen von y∗|ce , im Widerspruch zur Eindeutigkeit der
Fortsetzung). Aus (7.2) und (7.4) bzw. (7.5) folgt dann

‖Tx‖`p(K)∗ 6 ‖x‖q 6 ‖y∗‖`p(K)∗ = ‖Tx‖`p(K)∗ .

Also ist T ein isometrischer Isomorphismus.

Analog zeigt man (mit Hilfe der Wahl yk = σk), dass `1(K) ∼= c0(K)∗ ist.

Der obige Beweis zeigt auch (ohne Grenzübergang) die Isometrie (RN, ‖ · ‖p) ∼= (RN, ‖ · ‖q)∗,
da in diesem Fall stets x ∈ Rn unabhängig von der gewählten Norm gilt. Dagegen funktionert
der Beweis nicht für `p(K) mit p =∞ (denn hier ist ce(K) nicht dicht!) Tatsächlich werden
wir sehen, dass `∞(K)∗ strikt größer als `1(K) ist.

Mit einer ähnlichen Konstruktion sowie dem Einsatz von Resultaten aus der Maßtheorie
zeigt man die folgenden Darstellungssätze; für die (technischen) Beweise sei auf die Literatur
verwiesen.

Satz 7.2 ([Dobrowolski 2010, Kapitel 4.5]). Sei 1 6 p < ∞ und q mit 1
p
+ 1
q

= 1 (wobei
1∞ := 0). Dann ist die Abbildung

T : Lq(Ω)→ Lp(Ω)∗, 〈Tf, g〉Lp =
∫
Ω

f(t)g(t)dt,

ein isometrischer Isomorphismus.

Wieder gilt, dass L∞(Ω)∗ strikt größer als L1(Ω) ist.

Satz 7.3 (Radon–Riesz, [Alt 2012, Satz 4.23]). SeiΩ ⊂ Kn oòen. Dann ist C0(Ω) isometrisch
isomorph zum Raum M(Ω) der K-wertigen regulären Borelmaße, versehen mit der Totalvaria-
tion als Norm, vermittels des isometrischen Isomorphismus

T : M(Ω)→ C0(Ω)∗, 〈Tµ, f〉C0 =
∫
Ω

f(t)dµ.

FürΩ kompakt vermittelt die selbe Abbildungsvorschri� einen isometrischen Isomorphismus
C(Ω)∗ ∼= M(Ω).
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7 lineare funktionale und dualräume

ZumAbschluss betrachten wir noch den Dualraum von Quotientenräumen. Dafür benötigen
wir etwas Notation. Für einen normierten Vektorraum X und Teilmengen A ⊂ X sowie
B ⊂ X∗ deûnieren wir die Annihilatoren

A⊥ := {x∗ ∈ X∗ : 〈x∗, x〉X = 0 für alle x ∈ A} ,
B⊥ := {x ∈ X : 〈x∗, x〉X = 0 für alle x∗ ∈ B} .

Dies sind stets abgeschlossene Unterräume von X∗ bzw. X, denn für jede Folge {x∗n}n∈N ⊂ A⊥
mit x∗n → x∗ ∈ X gilt für beliebiges x ∈ A

|〈x∗, x〉X| = |〈x∗ − x∗n, x〉X| 6 ‖x∗n − x∗‖X∗‖x‖X → 0

und damit x∗ ∈ A⊥ (und analog für B⊥). Weiterhin ist X⊥ = {0} und {0}⊥ = X∗.

Wir zeigen nun, dass (X/U)∗ ∼= U⊥ ist.

Satz 7.4. Sei U ⊂ X ein abgeschlossener Unterraum. Dann ist die Abbildung

T : (X/U)∗ → U⊥, 〈Tu∗, x〉X = 〈u∗, [x]〉X/U für alle x ∈ X

ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass T wohldeûniert ist. Sei u∗ ∈ (X/U)∗ und x ∈ U beliebig,
dann gilt

〈Tu∗, x〉X = 〈u∗, [x]〉X/U = 〈u∗, [0]〉X/U = 0

und damit Tu∗ ∈ U⊥. Analog folgt die Injektivität von T .

Sei nun x∗ ∈ U⊥ gegeben, und deûniere u∗ ∈ (X/U)∗ durch 〈u∗, [x]〉X/U = 〈x∗, x〉X für alle
x ∈ X. Wegen x∗ ∈ U⊥ ist diese Deûnition unabhängig von der Wahl des Repräsentanten
x ∈ [x], und oòensichtlich ist u∗ ein lineares Funktional. Bleibt für die Surjektivität zu zeigen,
dass u∗ stetig ist. Sei dafür [x] ∈ X/U beliebig. Dann gilt

|〈u∗, [x]〉X/U| = |〈x∗, y〉X| 6 ‖x∗‖X∗‖y‖X für alle y ∈ [x],

und daher

|〈u∗, [x]〉X/U| 6 ‖x∗‖X∗ inf
y∈[x]

‖y‖X = ‖x∗‖X∗ inf
u∈U
‖x− u‖X = ‖x∗‖X‖[x]‖X/U.

Also ist u∗ ∈ (X/U)∗, und es gilt ‖u∗‖(X/U)∗ 6 ‖x∗‖X = ‖Tu∗‖X. Damit ist T eine bijekti-
ve Abbildung zwischen Banachräumen (da U⊥ ⊂ X∗ abgeschlossen ist) und damit stetig
invertierbar, d. h. ein Isomorphismus.

Auf der anderen Seite gilt für alle x ∈ X

|〈Tu∗, x〉X| = |〈u∗, [x]〉X/U| 6 ‖u∗‖(X/U)∗‖[x]‖X/U 6 ‖u∗‖(X/U)∗‖x‖X,

da die Quotientenabbildung Norm 1 hat. Zusammen folgt ‖u∗‖(X/U)∗ = ‖Tu∗‖X, d. h. T ist
eine Isometrie.
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DER SATZ VON HAHN–BANACH

8
Wir kommen nun zu einem zweiten Fundamentalprinzip der Funktionalanalysis, das alge-
braische und topologische Begriòe verknüp�: Linearität und Stetigkeit sind verträglich in
dem Sinn, dass man ein auf einem Unterraum deûniertes Funktional derart auf den gesam-
ten Raum fortsetzen kann, dass gleichzeitig Linearität und Beschränktheit erhalten bleiben.
Ähnlich wie das Prinzip der gleichmässigen Stetigkeit beruht auch dieses Prinzip auf einem
abstrakten Resultat, diesmal über reellwertige lineare Funktionen (oder äquivalent dazu, wie
wir später sehen werden, über konvexe Mengen).

Satz 8.1 (Hahn–Banach). Sei X ein Vektorraum über R und p : X→ R sublinear, d. h.

(i) für alle x ∈ X und λ > 0 ∈ R gilt p(λx) = λp(x),

(ii) für alle x, y ∈ X gilt p(x+ y) 6 p(x) + p(y).

Sei weiterhin U ⊂ X ein Unterraum und f0 : U → R linear mit f0(x) 6 p(x) für alle x ∈ U.
Dann existiert eine lineare Fortsetzung f : X→ R mit

(i) f(x) = f0(x) für alle x ∈ U,

(ii) f(x) 6 p(x) für alle x ∈ X.

Beweis. Der Beweis verläu� in zwei Schritten. Zunächst zeigen wir induktiv, dass f0 auf
einen Unterraum mit um eins größerer Dimension wie gewünscht erweitert werden kann.
Im zweiten Schritt zeigen wir, dass dieser Prozess auch für unendlichdimensionale Räume
zum Abschluss kommt.

Seien dafür U und f0 wie vorausgesetzt gegeben. Wir wählen x1 ∈ X \U und erweitern f0
von U auf

U1 := {x+ λx1 : x ∈ U, λ ∈ R}

durch f1(x + λx1) := f0(x) + λα für ein geeignetes α ∈ R. Mit dieser Deûnition ist f1 auf
jeden Fall linear; bleibt noch α so zu wählen, dass f1 6 p gilt. Aus der Linearität von f0 und
der Sublinearität von p folgt zunächst für alle x, y ∈ U

f0(x) + f0(y) = f0(x+ y) 6 p(x+ y) 6 p(x− x1) + p(x1 + y).
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Umsortieren ergibt

f0(x) − p(x− x1) 6 p(x1 + y) − f0(y) für alle x, y ∈ U.

Diese Ungleichung bleibt erhalten, wenn wir das Supremum über alle x ∈ U und das Inûmum
über alle y ∈ U bilden. Wir ûnden daher ein α ∈ R so, dass

(8.1) sup
x∈U

f0(x) − p(x− x1) 6 α 6 inf
y∈U

p(x1 + y) − f0(y)

gilt; dieses verwenden wir für die oben gegebene Konstruktion von f1. Sei nun x+ λx1 ∈ U1
gegeben. Gilt λ > 0, so folgt aus der zweiten Ungleichung in (8.1) und Abschätzung des
Inûmums nach oben durch x ∈ U beliebig

f0(x) + α 6 p(x1 + x) für alle x ∈ U.

Wegen λ > 0 folgt daraus

f1(x+ λx1) = f0(x) + λα = λ
(
f0
(
x
λ

)
+ α

)
6 λp

(
x1 +

x
λ

)
= p(x+ λx1).

Für λ < 0 erhalten wir analog aus der ersten Ungleichung in (8.1) durch Abschätzung des
Supremums nach unten

f0(x) − α 6 p(x− x1) für alle x ∈ U,

und damit wegen −λ > 0

f1(x+ λx1) = −λ
(
f0
(
x
−λ

)
− α

)
6 (−λ)p

(
x
−λ

− x1
)
= p(x+ λx1).

Für λ = 0 ist f1(x) = f0(x) und daher nichts zu zeigen. Also gilt f(x) 6 p(x) für alle x ∈ U1.

Ist X endlichdimensional, so können wir mit dieser Prozedur fortfahren, bis Un = X gilt; für
separable Räume verwendet man zusätzlich vollständige Induktion. Im allgemeinen Fall brau-
chen wir aber schweres Gerät: Das Zornsche Lemma, welches äquivalent zum Auswahlaxiom
ist, und garantiert, dass eine nichtleere halbgeordnete Menge, für die jede vollständig geordne-
te Teilmenge nach oben beschränkt ist, ein maximales Element enthält.¹ Um es anzuwenden,
deûnieren wir die Menge aller Fortsetzungen (im Sinne der Aussage des Satzes)

A := {(W, f) :W ⊃ U, f :W → R mit f|U = f0, f 6 p}

und versehen A mit der Halbordnung

(W1, f1) 6 (W2, f2) genau dann, wenn W1 ⊂W2, f2|W1
= f1.

¹Eine etwas unhandlich zu formulierende Aussage, was die Grundlage für den o� zitierten – Jerry L. Bona
zugeschriebenen – Spruch liefert: „Das Auswahlaxiom ist oòensichtlich wahr, das Wohlordnungsprinzip ist
oòensichtlich falsch, und wer versteht schon das Zornsche Lemma?“
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Oòensichtlich ist (U, f0) ∈ A und damit A 6= ∅. Sei nun B ⊂ A eine vollständig geordnete
Teilmenge, d. h. für alle a, b ∈ B gilt entweder a 6 b oder b 6 a. Wir setzen

W∗ :=
⋃

(W,f)∈B

W

sowie

f∗ :W∗ → R, f∗(x) = f(x) für alle x ∈W, (W, f) ∈ B.

Da B totalgeordnet bezüglich der Fortsetzung, ist diese Vorschri� nicht widersprüchlich
(was nicht oòensichtlich ist). Weiter istW∗ ein Unterraum und f∗ linear. Nach Konstruktion
ist dann (W∗, f∗) > (W, f) für alle (W, f) ∈ B und damit eine obere Schranke. Das Zornsche
Lemma garantiert daher die Existenz eines maximalen Elements (U∗, f). Dann muss U∗ = X
gelten, denn sonst könnten wir wie im ersten Schritt eine weitere Fortsetzung von f auf
U1 ⊃ U∗ konstruieren, im Widerspruch zur Maximalität von (U∗, f).

Die im Beweis garantierte Fortsetzung ist im Allgemeinen nicht eindeutig; für verschiedene
Wahlen von α bekommen wir unterschiedliche Fortsetzungen.

Der Nutzen dieses Resultats für die Funktionalanalysis besteht darin, dass Normen konvex
und damit insbesondere sublinear sind.² Wir können also ein stetiges lineares Funktional
durch Festlegung der Werte auf einem Unterraum deûnieren und stetig auf X fortsetzen. Dies
garantiert dann, dass der Dualraum für unsere Zwecke genügend Elemente enthält.³

Satz 8.2 (Fortsetzungssatz von Hahn–Banach). Sei X ein normierter Raum überK, seiU ⊂ X
ein Unterraum und u∗ : U→ K linear und stetig, d. h. u∗ ∈ U∗. Dann gibt es ein x∗ ∈ X∗ mit
〈x∗, x〉X = 〈u∗, x〉U für alle x ∈ U und ‖x∗‖X∗ = ‖u∗‖U∗ .

Beweis. Sei zunächst K = R. Wir deûnieren für gegebenes u∗ ∈ U∗

p : X→ R+, p(x) = ‖u∗‖U∗‖x‖X.

Dann ist p sublinear, und es gilt

〈u∗, x〉U 6 ‖u∗‖U∗‖x‖X = p(x) für alle x ∈ U.

Nach dem Satz von Hahn–Banach existiert daher eine lineare Fortsetzung x∗ : X→ R mit
〈x∗, x〉X 6 p(x) für alle x ∈ X. Es bleibt zu zeigen, dass x∗ stetig ist und die behauptete Norm
besitzt. Dafür verwenden wir die Linearität von x∗: Für alle x ∈ X gilt

−〈x∗, x〉X = 〈x∗,−x〉X 6 p(−x) = ‖u∗‖U∗‖− x‖X = ‖u∗‖U∗‖x‖X,

²Da die Konvexität der Norm äquivalent zur Konvexität der durch sie deûnierten Kugeln ist, kann man den
Satz von Hahn–Banach auch in lokalkonvexen Räumen verwenden; dies sind topologische Vektorräume, in
denen – grob gesprochen – die durch die Topologie deûnierten Umgebungen konvex sind. Diese besitzen
viele der in Folge gezeigten Eigenscha�en; siehe etwa [Werner 2011, Kapitel VIII].

³In [Luxemburg und Väth 2001] wurde sogar gezeigt, dass der Satz von Hahn–Banach äquivalent ist zur
Aussage, dass für jeden Banachraum X 6= {0} auch X∗ 6= {0} ist.
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woraus zusammen mit 〈x∗, x〉X 6 p(x) für alle x ∈ X folgt

|〈x∗, x〉X| 6 ‖u∗‖U∗‖x‖X∗ für alle x ∈ X,

d. h. x∗ ist stetig und es gilt ‖x∗‖X∗ 6 ‖u∗‖U∗ . Da x∗ Fortsetzung ist, folgt sofort

‖u∗‖U∗ = sup
x∈U\{0}

|〈u∗, x〉U|
‖x‖X

= sup
x∈U\{0}

|〈x∗, x〉X|
‖x‖X

6 sup
x∈X\{0}

|〈x∗, x〉X|
‖x‖X

= ‖x∗‖X∗

und damit ‖x∗‖X∗ = ‖u∗‖U∗ .

Den Fall K = C führen wir auf den ersten Fall zurück. Jeder C-Vektorraum kann auch als R-
Vektorraum aufgefasst werden (indemman nur Skalare ausR zulässt); fürX undU bezeichnen
wir diese mit XR und UR (versehen mit der gleichen Norm). Für gegebenes u∗ ∈ X∗ nehmen
wir dann den Realteil u∗R := <u∗, d. h. 〈u∗R, x〉UR := <〈u∗, x〉U. Damit ist u∗R ∈ (UR)

∗ und
‖u∗R‖(UR)∗ 6 ‖u∗‖U∗ sowie (wegen der C-Linearität und =(x) = −<(ix))

〈u∗, x〉U = <〈u∗, x〉U + i=〈u∗, x〉U = 〈u∗R, x〉UR − i〈u∗R, ix〉UR für alle x ∈ U.

Sei nun x∗R die (R-lineare) Fortsetzung von u∗R wie im ersten Fall konstruiert, und setze

〈x∗, x〉X := 〈x∗R, x〉XR − i〈x∗R, ix〉XR , für alle x ∈ X.

Dann ist x∗ : X → C eine C-lineare Fortsetzung von u∗. Für die Stetigkeit wähle zu x ∈ X
ein σ ∈ C mit |σ| = 1, so dass |〈x∗, x〉X| = σ〈x∗, x〉X ∈ R gilt. Dann ist

|〈x∗, x〉X| = σ〈x∗, x〉X = 〈x∗, σx〉X = 〈x∗R, σx〉XR 6 ‖x∗R‖(XR)∗‖x‖X,

woraus ‖x∗‖X∗ = ‖x∗R‖(XR)∗ = ‖u∗R‖(UR)∗ 6 ‖u∗‖U∗ und damit wegen ‖u∗‖U∗ 6 ‖x∗‖X∗ wie
im ersten Fall ‖x∗‖X∗ = ‖u∗‖U∗ folgt.

Beachte, dass U weder als dicht noch als abgeschlossen vorausgesetzt war, im Gegensatz zu
Satz 4.5 (welcher dafür Eindeutigkeit der Fortsetzung garantiert).

Aus dem Satz vonHahn–Banach erhalten wir nun elegant eine Reihe sehr nützlicherAussagen.
Das nächste Resultat zeigt, dass der Dualraum X∗ stets „fein“ genug ist, um einzelne Elemente
von X zu unterscheiden; dies garantiert, dass ein normierter Raum vollständig durch seinen
Dualraum charakterisiert wird.

Satz 8.3. SeiX ein normierter Raum und x ∈ X\{0}. Dann gibt es ein normierendes Funktional
x∗ ∈ X∗ mit ‖x∗‖X∗ = 1 und 〈x∗, x〉X = ‖x‖X.

Beweis. Sei U = {λx : λ ∈ K} und u∗ : U→ K deûniert durch

〈u∗, λx〉U = λ‖x‖X für alle λ ∈ K.

Insbesondere ist für λ = 1 dann 〈u∗, x〉U = ‖x‖X. Weiterhin ist |〈u∗, λx〉X| = ‖λx‖X und
damit ‖u∗‖U∗ = 1, und wir erhalten das gewünschte normierende Funktional, indem wir u∗
mit Hilfe von Satz 8.2 auf X fortsetzen.
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Das normierende Funktional kann man auch als Verallgemeinerung des Vorzeichens in
normierten Räumen auòassen.

Diese Charakterisierung illustrieren die folgenden Resultate.

Folgerung 8.4. Sei X ein normierter Raum. Dann gilt

‖x‖X = max
x∗∈BX∗

|〈x∗, x〉X| für alle x ∈ X.

Beweis. Dies folgt wegen

|〈x∗, x〉X| 6 ‖x∗‖X∗‖x‖X 6 ‖x‖X für alle x∗ ∈ BX∗ , x ∈ X,

mit Gleichheit für das normierende Funktional aus Satz 8.3.

Im Gegensatz zur Deûnition der Operatornorm ‖x∗‖X∗ wird hier das Supremum also stets
angenommen.

Folgerung 8.5. Seien X ein normierter Raum, U ⊂ X ein abgeschlossener Unterraum und
x0 ∈ X \U. Dann existiert ein x∗ ∈ X∗ mit 〈x∗, x〉X = 0 für alle x ∈ U und 〈x∗, x0〉X 6= 0.

Beweis. Da U abgeschlossener Unterraum ist, ist X/U nach Satz 6.1 ein Banachraum und
damit insbesondere ein normierter Raum. Sei Q : X → X/U, x 7→ [x], die zugehörige
Quotientenabbildung. Wegen x0 /∈ U giltQx0 6= [0], und Satz 8.3 liefert ein q∗ ∈ (X/U)∗ mit
〈q∗, Qx0〉X/U = ‖Qx0‖X/U 6= 0. Dann hat x∗ := q∗ ◦Q ∈ L(X,K) wegenQx = [0] für alle
x ∈ U die gewünschten Eigenscha�en.

Die Aussage 〈x∗, x〉X = 0 für alle x ∈ U kann man auch kurz als x∗ ∈ U⊥ schreiben.

Folgerung 8.6. Sei X ein normierter Raum und U ⊂ X ein Unterraum. Dann sind äquivalent:

(i) U ist dicht in X;

(ii) U⊥ = {0}.

Beweis. (i)⇒ (ii): Sei x∗ ∈ U⊥. Nach Voraussetzung ist dann 〈x∗, x〉X = 0 für alle x ∈ U.
Also ist x∗ eine Fortsetzung des Nulloperators 0 ∈ L(U,K) = U∗ auf X, und aus Satz 4.5 folgt
‖x∗‖X∗ = ‖x∗‖U∗ = 0.

(ii)⇒ (i):Angenommen, clU 6= X. Dann gibt es ein x0 ∈ X\(clU) und daher nach Folgerung
8.5 ein x∗ ∈ X∗ mit x∗ 6= 0 und 〈x∗, x〉 = 0 für alle x ∈ U ⊂ clU, d. h. 0 6= x∗ ∈ U⊥. Durch
Kontraposition folgt die Behauptung.

Folgerung 8.7. Sei X ein normierter Raum. Ist X∗ separabel, dann ist auch X separabel.
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Beweis. SeiU∗ := {x∗n : n ∈ N} ⊂ X∗ dicht inX∗. NachDeûnition derOperatornorm existiert
dann für jedes x∗n ein xn ∈ BX mit 〈x∗n, xn〉X > 1

2
‖x∗n‖X∗ . Wir zeigen nun mit Hilfe von

Folgerung 8.6, dass der durch die xn aufgespannte Unterraum U ⊂ X dicht in X ist. Sei dafür
x∗ ∈ U⊥. Dann folgt für alle x∗n und xn aus der Deûnition der Operatornorm, xn ∈ U, und
der umgekehrten Dreiecksungleichung

(8.2) ‖x∗ − x∗n‖X∗ > |〈x∗ − x∗n, xn〉X| = |〈x∗n, xn〉X| >
1

2
‖x∗n‖X∗

>
1

2
|‖x∗‖X∗ − ‖x∗ − x∗n‖X∗ |.

Da U∗ dicht in X∗ liegt, gilt infx∗n∈U∗ ‖x∗ − x∗n‖X∗ = 0. Gehen wir daher auf beiden Seiten
von (8.2) zum Inûmum über alle n ∈ N über, erhalten wir 0 > 1

2
‖x∗‖X∗ und damit x∗ = 0.

Also ist U dicht in X. Da die rationalen Linearkombinationen der xn eine abzählbare und
dichte Teilmenge von U bilden, ist X separabel.

Da nach Satz 3.14 der Raum `1(K), aber nicht `∞(K), separabel ist, kann daher `1(K) nicht
isomorph zu `∞(K)∗ sein; ebenso ist L1(Ω) nicht isomorph zu L∞(Ω)∗. Allerdings ist der
Satz von Hahn–Banach (wegen der Verwendung des Auswahlaxioms in Form des Zornschen
Lemmas) nicht konstruktiv und ermöglicht damit nicht, ein explizites Element aus `∞(K)∗

anzugeben, das nicht in `1(K) repräsentierbar ist.4

Folgerung 8.8. Sei X ein normierter Raum und U ⊂ X ein Unterraum. Dann gilt (U⊥)⊥ =

clU.

Beweis. Für beliebiges x ∈ U gilt 〈x∗, x〉X = 0 für alle x∗ ∈ U⊥, und damit ist nach Deûnition
x ∈ (U⊥)⊥. Für x ∈ clU \U betrachte eine Folge {xn}n∈N ⊂ Umit xn → x. Da U ⊂ (U⊥)⊥
wie eben gezeigt ist und Annihilatoren stets abgeschlossen sind, gilt x ∈ (U⊥)⊥ und damit
clU ⊂ (U⊥)⊥.

Sei nun x /∈ clU. Nach Folgerung 8.5 existiert dann ein x∗ ∈ U⊥ mit 〈x∗, x〉X 6= 0, d. h.
x /∈ (U⊥)⊥.

Dagegen gilt für U ⊂ X∗ in der Regel nur clU ⊂ (U⊥)
⊥.

Anfangs wurde bereits angedeutet, dass der Satz von Hahn–Banach auch eine geometrische
Interpretation als Aussage über konvexe Mengen besitzt; diese betrachten wir nun näher.

4Tatsächlich ist dies beweisbar unmöglich, denn ersetzt man das Auswahlaxiom – bzw. die schwächste Version
davon, die für den Satz vonHahn–Banach ausreicht – durch schwächere Axiome, kannman `1(K) ∼= `∞(K)∗

zeigen. Für Fans: Der Satz von Hahn–Banach (und damit die Existenz nichtrepräsentierbarer Funktionale)
ist zwar deutlich schwächer als das Auswahlaxiom, aber stark genug, um das Banach–Tarski-Paradoxon
zu implizieren: Die Existenz einer disjunkten Zerlegung der Einheitskugel im R3, deren Teile man so
rearrangieren kann, dass sie sich zu zwei Einheitskugeln zusammenfügen; siehe z. B. [Wagon 1985]. Der
Satz von Hahn–Banach ist daher fundamental genug, guten Gewissens von dem Hahn–Banach-Axiom zu
sprechen.
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Folgerung 8.5 besagt insbesondere, dass für alle x, y ∈ Xmit x 6= y ein x∗ ∈ X∗ existiert mit
〈x∗, x− y〉X 6= 0; man sagt, X∗ trennt die Punkte von X. Anschaulich können wir für x∗ ∈ X∗
und α ∈ R (im Fall K = R) die Hyperebene

Hα := {x ∈ X : 〈x∗, x〉X = α}

deûnieren. Die Aussage ist dann, dass für gegebene x und y stets eine Hyperebene existiert,
die X in zwei Halbräume H−

α , H
+
α zerteilt mit

x ∈ H−
α := {x ∈ X : 〈x∗, x〉X < α} , y ∈ H+

α := {x ∈ X : 〈x∗, x〉X > α} .

Wir verallgemeinern dies nun auf die Trennung von Mengen. Wie bei der Fortsetzung ist
auch hier die Konvexität wesentlich.

Satz 8.9 (Trennungssatz von Hahn–Banach). Seien X ein normierter Vektorraum, A ⊂ X
nichtleer, oòen und konvex, und x0 ∈ X \A. Dann existiert ein x∗ ∈ X∗ mit

<〈x∗, x〉X < <〈x∗, x0〉X für alle x ∈ A.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall K = R, und führen die Aussage zurück auf den Satz
von Hahn–Banach. Wir benötigen also ein geeignetes sublineares Funktional. Für A ⊂ X
deûnieren wir dafür das Minkowski-Funktional

mA : X→ [0,∞], x 7→ inf
{
t > 0 : 1

t
x ∈ A

}
.

Das Funktional gibt an,wieweitman x ∈ X in Richtung 0 „zurückziehen“muss, bis x ∈ A liegt.
(FürA = BX istmA(x) = ‖x‖X, womit wir bereits den Zusammenhang zum Fortsetzungsatz
sehen.) Erstmal ist nicht klar, ob überhaupt so ein t existiert, d. h. ob das Inûmum endlich ist.
Wir nehmen daher zuerst an, dass 0 ∈ A liegt, denn dann ist für alle x ∈ X und t groß genug
1
t
x ∈ A, daA oòen ist (und damit eine Kugel mit Radius ε > 1

t
‖x‖X enthält). Wir zeigen nun

die Sublinearität. Direkt aus der Deûnition folgtmA(λx) = λmA(x) für alle x ∈ X und λ > 0.
Seien nun x, y ∈ X und ε > 0 beliebig. Aufgrund der Deûnition des Inûmums existieren
dann t, s > 0mit

t 6 mA(x) + ε, 1
t
x ∈ A, s 6 mA(y) + ε, 1

s
y ∈ A.

Aus der Konvexität von A folgt dann

1

t+ s
(x+ y) =

t

t+ s

(
1
t
x
)
+

s

t+ s

(
1
s
y
)
∈ A

und damit

mA(x+ y) 6 t+ s 6 mA(x) +mA(y) + 2ε.

Da ε > 0 beliebig war, folgtmA(x+ y) 6 mA(x) +mA(y).
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Wir zeigen nun, dassmA selber x0 undA trennt; im nächsten Schritt konstruieren wir daraus
ein lineares Funktional auf einem geeigneten Unterraum. Zunächst gilt 1

t
x0 /∈ A für alle t < 1

(sonst wäre x0 = tx0t + (1 − t)0 ∈ A für ein t ∈ (0, 1), denn 0 ∈ A und A ist konvex) und
damit

(8.3) mA(x0) > 1.

Umgekehrt folgt ausmA(x) > 1, dass 1tx ∈ X \A für alle t ∈ (0, 1) gilt. Wählen wir nun eine
Folge {tn}n∈N ⊂ (0, 1) mit tn → 1, so erhalten wir x = limn→∞ 1

tn
x ∈ X \A, denn X \A ist

als Komplement einer oòenen Menge abgeschlossen. Also gilt

(8.4) mA(x) < 1 für alle x ∈ A.

Wir deûnieren nun wie im Beweis von Satz 8.3 den Unterraum U := {λx0 : λ ∈ R} und auf U
ein lineares Funktional u∗ : U→ R durch

〈u∗, λx0〉U = λmA(x0), für alle λ ∈ R.

Dann ist wegen der Sublinearität vonmA sowiemA > 0 undmA(0) = 0 für

λ > 0 : 〈u∗, λx0〉X = λmA(x0) = mA(λx0),

λ 6 0 : 〈u∗, λx0〉X = λmA(x0) 6 0 6 mA(λx0).

Also gilt u∗ 6 mA auf U. Wir erhalten daher durch den Satz von Hahn–Banach eine lineare
Fortsetzung x∗ : X → R mit x∗ 6 mA auf ganz X. Bleibt zu zeigen, dass x∗ stetig ist und
ebenfalls trennt.

Da 0 ∈ A und A oòen vorausgesetzt ist, existiert für ε > 0 klein genug eine abgeschlossene
Kugel Bε(0) ⊂ A. Also ist ε x

‖x‖ ∈ Bε(0) ⊂ A für alle x ∈ X und damit

〈x∗, x〉X 6 mA(x) 6
1

ε
‖x‖X für alle x ∈ X,

sowie analog für −x, d. h. x∗ ∈ X∗. Aus (8.3) und (8.4) folgt nun

〈x∗, x〉X 6 mA(x) < 1 6 mA(x0) = 〈u∗, x0〉U = 〈x∗, x0〉X für alle x ∈ A,

woraus die Trennungseigenscha� folgt.

Für den allgemeinen Fall 0 /∈ A wählen wir x̃ ∈ A und betrachten Ã := A − x̃ :=

{x− x̃ : x ∈ A}. Dann ist Ã ebenfalls oòen, 0 ∈ Ã, und x0 − x̃ /∈ Ã. Wie oben erhalten
wir nun ein x∗ ∈ X∗ mit 〈x∗, y〉X < 〈x∗, x0− x̃〉X für alle y ∈ Ã. Für alle x ∈ A ist dann nach
Deûnition x− x̃ ∈ Ã und daher

〈x∗, x〉X = 〈x∗, x− x̃〉X + 〈x∗, x̃〉X < 〈x∗, x0 − x̃〉X + 〈x∗, x̃〉X = 〈x∗, x0〉X,

was zu zeigen war.

Den Fall K = C führt man wie im Beweis von Satz 8.2 auf den reellen Fall zurück.
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8 der satz von hahn–banach

Aus Satz 8.9 kann man nun weitere Trennungssätze ableiten, die von fundamentaler Bedeu-
tung für die konvexe Optimierung sind. Zuerst betrachten wir die Trennung zweier disjunkter
konvexer Mengen.

Satz 8.10. SeiX normierter reellerVektorraum,A1, A2 ⊂ X nichtleer und konvexmitA1∩A2 =
∅. Ist A1 oòen, so existiert ein x∗ ∈ X∗ und ein α ∈ R mit

<〈x∗, x1〉X < α 6 <〈x∗, x2〉X für alle x1 ∈ A1, x2 ∈ A2.

Beweis. Setze A := A1 − A2 = {x1 − x2 : x1 ∈ A1, x2 ∈ A2}. Dann ist A oòen, denn für
x ∈ A folgt x ∈ A1 − x2 ⊂ A für ein x2 ∈ A2, und A1 − x2 ist oòen. Weiterhin ist 0 /∈ A
wegenA1∩A2 = ∅. Aus Satz 8.9 erhalten wir also ein x∗ ∈ X∗mit<〈x∗, x〉X < <〈x∗, 0〉X = 0

für alle x ∈ A, d. h.

<〈x∗, x1〉X −<〈x∗, x2〉X = <〈x∗, x1 − x2〉 < 0 für alle x1 ∈ A1, x2 ∈ A2.

Mit α := supx1∈A1 <〈x
∗, x1〉X folgt nun die Behauptung, da nach dem Satz von der oòenen

Abbildung das Bild der oòenen MengeA1 unter der surjektiven Abbildung x∗ ∈ L(X,R) \ {0}
oòen ist und daher das Supremum nicht angenommen wird.

Eine weitere Variante ist die strikte Trennung eines Punktes von einer abgeschlossenen Men-
ge.

Satz 8.11. Seien X ein normierter reeller Vektorraum, A ⊂ X nichtleer, abgeschlossen und
konvex, und x0 ∈ X \A. Dann existiert ein x∗ ∈ X∗ und ein α ∈ R mit

<〈x∗, x〉X 6 α < <〈x∗, x0〉X für alle x ∈ A.

Beweis. Da A abgeschlossen ist, existiert eine oòene (konvexe) Kugel Uε(x0) ⊂ X \A. Wir
wenden Satz 8.10 an auf A1 = Uε(x0) und A2 = A und erhalten ein trennendes Funktional
x∗ ∈ X∗ mit <〈x∗, x1〉X < <〈x∗, x2〉X für alle x1 ∈ Uε(x0) und x2 ∈ A. Nun können wir
jedes x1 ∈ Uε(x0) schreiben als x1 = x0 + εy für ein y ∈ BX, und durch Einsetzen erhalten
wir

<〈x∗, x0〉X + ε<〈x∗, y〉X = <〈x∗, x1〉X < <〈x∗, x〉X für alle y ∈ BX, x ∈ A.

Daraus folgt durch Supremum über alle y ∈ BY wegen x∗ 6= 0 und ‖<x∗‖(XR)∗ = ‖x∗‖X∗
(siehe Beweis von Satz 8.9)

<〈x∗, x0〉X < <〈x∗, x0〉X + ε‖x∗‖X∗ 6 <〈x∗, x〉X für alle x ∈ A.

Wir erhalten nun die Aussage durch Übergang zu −x∗ mit −α := <〈x∗, x0〉X + ε‖x∗‖X.
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ADJUNGIERTE OPERATOREN

9
Ahnlich wie ein normierter Vektorraum durch seinen Dualraum charakterisiert wird, wird
auch ein linearer Operator durch einen „dualen“ Operator charakterisiert. Für normierte
RäumeX, Y und einen stetigen linearen Operator T ∈ L(X, Y) deûnieren wir den adjungierten
Operator

T∗ : Y∗ → X∗, 〈T∗y∗, x〉X := 〈y∗, Tx〉Y für alle x ∈ X, y∗ ∈ Y∗.

Dann ist T∗ nach Konstruktion linear. Ausserdem ist T∗ stetig.

Lemma 9.1. Sei T ∈ L(X, Y). Dann ist T∗ ∈ L(Y∗, X∗) mit ‖T∗‖L(Y∗,X∗) = ‖T‖L(X,Y).

Beweis. Es gilt nach Deûnition der Operatornorm

‖T∗‖L(Y∗,X∗) = sup
y∗∈BY∗

‖T∗y∗‖X∗ = sup
y∗∈BY∗

sup
x∈BX

|〈T∗y∗, x〉X|

= sup
y∗∈BY∗

sup
x∈BX

|〈y∗, Tx〉Y | = sup
x∈BX

sup
y∗∈BY∗

|〈y∗, Tx〉Y |

= sup
x∈BX

‖Tx‖Y = ‖T‖L(X,Y),

wobei wir für die vorletzte Gleichung Folgerung 8.4 verwendet haben.

Ein triviales Beispiel ist die Identität IdX ∈ L(X,X): Es gilt

〈x∗, IdX x〉X = 〈x∗, x〉X = 〈IdX∗ x∗, x〉X für alle x ∈ X, x∗ ∈ X∗,

d. h. (IdX)∗ = IdX∗ .

Für ein weniger triviales Beispiel betrachten wir für X = Y = `p(K) mit 1 6 p < ∞ den
Rechts-Shi�

S : `p(K)→ `p(K), (x1, x2, x3, . . . ) 7→ (0, x1, x2, . . . ).
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9 adjungierte operatoren

Da der adjungierte Operator S∗ : `p(K)∗ → `p(K)∗ auf linearen Funktionalen operiert, kann
er in der Regel nicht konkreter als über die Deûnition angegeben werden. Wegen `p(K)∗ ∼=
`q(K)mit 1

p
+ 1
q
= 1 ist es abermöglich, eine explizite Darstellung T−1p S∗Tp : `q(K)→ `q(K)

zu ûnden, wobei Tp : `q(K)→ `p(K)∗ der isometrische Isomorphismus aus Satz 7.1 ist. Sei
dafür y ∈ `q(K) gegeben und x ∈ `p(K) beliebig. Dann gilt

〈S∗Tpy, x〉p = 〈Tpy, Sx〉p =

∞∑
k=2

xk−1yk =

∞∑
k=1

xkyk+1 = 〈Tpz, x〉p

für z = (y2, y3, . . . ) ∈ `q(K), d. h. S∗Tpy = Tpz ∈ `p(K)∗ und damit T−1p S∗Tpy = z. Der
adjungierte Operator kann daher dargestellt werden als der Links-Shi� in `q(K).

Weitere Beispiele erhält man aus den folgenden Rechenregeln, die direkt aus der Deûnition
folgen.

Lemma 9.2. Seien X, Y, Z normierte Räume, T1, T2 ∈ L(X, Y) und S ∈ L(Y, Z). Dann gelten

(i) (T1 + T2)
∗ = T∗1 + T

∗
2 ,

(ii) (λT1)
∗ = λT∗1 für alle λ ∈ K,

(iii) (S ◦ T)∗ = T∗ ◦ S∗.

Eine besonders nützliche Eigenscha� ist, dass Adjungieren und Invertieren kommutieren.

Satz 9.3. Sei T ∈ L(X, Y) stetig invertierbar. Dann ist auch T∗ ∈ L(Y∗, X∗) stetig invertierbar,
und es gilt

(T∗)−1 = (T−1)∗ =: T−∗.

Beweis. Ist T stetig invertierbar, so gilt T−1T = IdX, TT−1 = IdY , und T−1 ist stetig. Adjun-
gieren auf beiden Seiten ergibt dann T∗(T−1)∗ = IdX∗ und analog für TT−1. Also ist (T−1)∗
Inverse von T∗ und nach Lemma 9.1 stetig ist.

Folgerung 9.4. Sind X und Y (isometrisch) isomorph, dann sind auch X∗ und Y∗ (isometrisch)
isomorph.

Beweis. Sind X und Y isomorph, so existiert nach Deûnition eine stetig invertierbare Abbil-
dung T : X→ Y. Dann ist nach Satz 9.3 auch T∗ : Y∗ → X∗ stetig invertierbar und damit Y∗
und X∗ isomorph. Ist T isometrisch, so folgt ‖T∗‖L(Y∗,X∗) = ‖T‖L(X,Y) = 1 und damit sofort

‖T∗y∗‖X∗ 6 ‖T∗‖L(Y∗,X∗)‖y∗‖Y∗ = ‖y∗‖Y∗ für alle y∗ ∈ Y∗.

Umgekehrt gilt für alle y∗ ∈ Y∗

‖y∗‖Y∗ = ‖T−∗T∗y∗‖∗Y 6 ‖T−∗‖L(X∗,Y∗)‖T∗y∗‖X∗ = ‖T−1‖L(Y,X)‖T∗y∗‖X∗ = ‖T∗y∗‖X∗ ,

denn mit T ist auch T−1 ein isometrischer Isomorphismus (wie man unter Verwendung von
y = Tx⇔ x = T−1y leicht nachrechnet). Also ist ‖T∗y∗‖X∗ = ‖y∗‖Y∗ und damit auch T∗
eine Isometrie.
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Wir untersuchen nun, was wir mit Hilfe des adjungierten Operators über die Lösbarkeit
der Gleichung Tx = y aussagen können. Diese besitzt eine eindeutige Lösung, die stetig
von der rechten Seite abhängt genau dann, wenn T injektiv und surjektiv ist. Für endlichdi-
mensionale Operatoren (d. h. lineare Gleichungssysteme) können wir dies über den Rang
von T ausdrücken; mit dem Dimensionssatz erhält man dann, dass T surjektiv ist genau
dann, wenn T∗ (der ja der transponierten Matrix entspricht) injektiv ist (und umgekehrt).
Eine ähnliche Aussage wäre auch für unendlichdimensionale Räume nützlich. Anstelle des
Dimensionssatzes verwenden wir dafür die für Satz 7.4 eingeführten Annihilatoren.

Satz 9.5. Seien X, Y normierte Räume und T ∈ L(X, Y). Dann gilt

(i) (ran T)⊥ = ker T∗,

(ii) (ker T∗)⊥ = cl(ran T),

(iii) (ran T∗)⊥ = ker T ,

(iv) (ker T)⊥ = cl(ran T∗).

Beweis. Für (i) betrachte y∗ ∈ (ran T)⊥, d. h. für alle x ∈ X gilt

0 = 〈y∗, Tx〉X = 〈T∗y∗, x〉X.

Dann gilt aber nach Deûnition T∗y∗ = 0 ∈ X∗ und damit y∗ ∈ ker T∗. Umgekehrt folgt aus
y∗ ∈ ker T∗ mit der selben Rechnung 〈y∗, Tx〉X = 0, d. h. y∗ ∈ (ran T)⊥.

Aussage (ii) erhalten wir aus (i) zusammen mit Folgerung 8.8:

(ker T∗)⊥ = ((ran T)⊥)⊥ = cl(ran T).

Genauso zeigt man (iii) und (iv).

Der Operator T ist also genau dann surjektiv, wenn T∗ injektiv und ran T abgeschlossen
ist. Auch letztere Bedingung kann über den adjungierten Operator charakterisiert werden;
dies besagt ein weiterer Hauptsatz der Funktionalanalysis, der Satz vom abgeschlossenen Bild.
Für den Beweis, der wesentlich auf den Hahn–Banach-Sätzen beruht, brauchen wir zwei
Lemmata.

Lemma 9.6. Seien X, Y Banachräume und T ∈ L(X, Y). Dann sind äquivalent:

(i) ran T ist abgeschlossen;

(ii) es existiert ein C > 0 so dass für alle y ∈ ran T ein x ∈ X existiert mit Tx = y und
‖x‖X 6 C‖y‖Y .
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Beweis. (i)⇒ (ii):Wir verwenden, dass ran T nach Satz 6.4 isomorph zu X/ ker T ist; der
Operator S : X/ ker T → ran T aus Lemma 6.3 mit T = S ◦Q, wobeiQ die Quotientenabbil-
dung x 7→ [x] ist, ist also stetig invertierbar. Für alle x ∈ X existiert daher ein [x] ∈ X/ ker T
mit S[x] = Tx und damit

‖[x]‖X/ kerT 6 ‖S−1‖L(ranT,X/ kerT)‖Tx‖Y .

Wie im Beweis von Satz 6.2 ûnden wir nun nach Deûnition des Inûmums zu ε := ‖[x]‖X/ kerT

ein uε ∈ ker T mit

‖x− uε‖X 6 inf
u∈kerT

‖x− u‖X + ε = 2‖[x]‖X/ kerT .

Also erfüllt x̃ := x − uε ∈ X wegen Tx̃ = Tx = S[x] = y die gewünschte Abschätzung mit
C := 2‖S−1‖L(ranT,X/ kerT).

(ii) ⇒ (i): Mit Hilfe der Voraussetzung und der obigen Deûnition von S ûnden wir für
y ∈ ran T ein eindeutiges [x] ∈ X/ ker T mit S[x] = Tx = y und

‖[x]‖X/ kerT 6 ‖x‖X 6 C‖y‖Y .

Also ist S stetig invertierbar, und damit ran T als Urbild des Banachraums X/ ker T unter der
stetigen Abbildung S−1 abgeschlossen.

Beachte, dass die Abschätzung in Aussage (ii) nur für ein Urbild x gelten muss, nicht für alle!
Aus dem Beweis folgt aber, dass (ii) äquivalent ist zu

(9.1) ‖[x]‖X/ kerT 6 C‖Tx‖Y für alle x ∈ X.

O� kann man eine schärfere Variante nachweisen, aus der zusätzlich die Injektivität von T
folgt.

Folgerung 9.7. Seien X, Y Banachräume und T ∈ L(X, Y). Existiert ein C > 0mit

‖x‖X 6 C‖Tx‖Y für alle x ∈ X,

so ist T injektiv und ran T abgeschlossen.

Für die stetige Invertierbarkeit von T fehlt dann lediglich die Surjektivität, die wir mit Hilfe
des folgenden Lemmas nachweisen können.

Lemma 9.8. Seien X, Y Banachräume und T ∈ L(X, Y). Existiert ein c > 0mit

c‖y∗‖Y∗ 6 ‖T∗y∗‖X∗ für alle y∗ ∈ Y∗,

so ist T surjektiv.
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Beweis. Wir verwenden den Satz von der oòenen Abbildung und zeigen δUY ⊂ T(UX) für
ein δ > 0, wobei wie im Beweis dieses Satzes genügt, cUY ⊂ cl T(UX) =: A zu zeigen. Wir
führen einen indirekten Beweis. Sei dafür y0 /∈ A. DaA nichtleer, konvex und abgeschlossen
ist, existieren nach dem strikten Trennungssatz 8.11 ein y∗ ∈ Y∗ und ein α ∈ R mit

<〈y∗, y〉Y 6 α < <〈y∗, y0〉Y für alle y ∈ A.

Da A wegen der Linearität von T mit y auch σy für alle σ ∈ K mit |σ| = 1 enthält, folgt

|〈y∗, y〉Y | = <〈y∗, σ̄y〉Y < <〈y∗, y0〉Y 6 |〈y∗, y0〉Y | für alle y ∈ A,

wobei σ ∈ K so gewählt ist, dass σ〈y∗, y〉Y = |〈y∗, y〉Y | und |σ| = 1 ist.

Nach Voraussetzung und Lemma 4.2 (i) gilt dann

c‖y∗‖Y∗ 6 ‖T∗y∗‖X∗ = sup
x∈UX

|〈T∗y∗, x〉X| = sup
x∈UX

|〈y∗, Tx〉Y |

6 |〈y∗, y0〉Y | 6 ‖y∗‖y∗‖y0‖Y

und damit ‖y0‖Y > c, d. h. y0 /∈ cUY . Durch Kontraposition folgt cUY ⊂ A = cl T(UX).

Wir kommen nun zum Hauptresultat dieses Kapitels.

Satz 9.9 (vom abgeschlossenen Bild). Seien X, Y Banachräume und T ∈ L(X, Y). Dann sind
äquivalent:

(i) ran T ist abgeschlossen;

(ii) ran T = (ker T∗)⊥;

(iii) ran T∗ ist abgeschlossen;

(iv) ran T∗ = (ker T)⊥.

Beweis. (i)⇔ (ii): Ist ran T abgeschlossen, so gilt nach Satz 9.5 (ii)

(ker T∗)⊥ = cl(ran T) = ran T.

Die andere Richtung folgt sofort aus der Abgeschlossenheit von Annihilatoren.

(i) ⇒ (iv): Zunächst gilt stets 〈T∗y∗, x〉X = 〈y∗, Tx〉Y = 0 für alle x ∈ ker T und damit
ran T∗ ⊂ (ker T)⊥. Für die umgekehrte Inklusion sei x∗ ∈ (ker T)⊥. Wir konstruieren nun
ein y∗ ∈ Y∗ mit x∗ = T∗y∗. Zuerst deûnieren wir ein lineares Funktional

y∗0 : ran T → K, 〈y∗0, Tx〉ranT := 〈x∗, x〉X für alle x ∈ X.

Dieses Funktional ist wohldeûniert, denn für x1, x2 ∈ Xmit Tx1 = Tx2 ist x1 − x2 ∈ ker T
und daher 〈x∗, x1 − x2〉X = 0. Zum Nachweis der Stetigkeit verwenden wir Lemma 9.6: Da
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ran T abgeschlossen ist, existiert ein C > 0 mit ‖x‖X 6 C‖y‖Y für alle y ∈ ran T und ein
x ∈ Xmit Tx = y. Daher gilt für y ∈ ran T beliebig und x ∈ X entsprechend gewählt

|〈y∗0, y〉ranT | = |〈y∗0, Tx〉ranT | = |〈x∗, x〉X| 6 ‖x∗‖X∗‖x‖X 6 C‖x∗‖X∗‖y‖Y .

Also ist y∗0 stetig. Da ran T ⊂ Y ein Unterraum ist, können wir nun y∗0 mit Hilfe des Fortset-
zungssatzes 8.2 stetig zu einem Funktional y∗ ∈ Y∗ fortsetzen. Dann gilt

〈x∗, x〉X = 〈y∗0, Tx〉ranT = 〈y∗, Tx〉Y = 〈T∗y∗x〉X für alle x ∈ X

und damit x∗ = T∗y∗, d. h. x∗ ∈ ran T∗.

(iv)⇒ (iii) folgt wieder direkt aus der Abgeschlossenheit von Annihilatoren.

(iii) ⇒ (i): Wir zeigen ran T = cl(ran T) =: U. Dafür konstruieren wir einen Operator
S ∈ L(X,U) durch Sx := Tx für alle x ∈ X, so dass S dichtes Bild ranS = ran T ⊂ U hat, und
zeigen, dass S surjektiv (d. h. ran T = ranS = U) ist. Für beliebige y∗ ∈ Y∗ bezeichnen wir
die Einschränkung auf U ⊂ Y mit y∗|U ∈ U∗; dann gilt

(9.2) 〈T∗y∗, x〉X = 〈y∗, Tx〉Y = 〈y∗|U, Sx〉U = 〈S∗y∗|U, x〉X für alle x ∈ X,

d. h. T∗y∗ = S∗y∗|U und damit ist ran T∗ ⊂ ranS∗. Sei umgekehrt u∗ ∈ U∗ und damit
S∗u∗ ∈ ranS∗ beliebig. Dann kann u∗ mit dem Fortsetzungssatz 8.2 stetig zu einem y∗ ∈ Y∗
fortgesetzt werden; liest man (9.2) von rechts nach links mit u∗ an Stelle von y∗|U, so folgt
S∗u∗ = T∗y∗ und damit ranS∗ ⊂ ran T∗. Da ranS nach Konstruktion dicht in U liegt,
erhalten wir aus Folgerung 8.6, Satz 9.5 (ii) und Folgerung 8.8 daher

{0} = (ranS)⊥ = ((kerS∗)⊥)⊥ = cl kerS∗ = kerS∗.

Also ist S∗ injektiv und, da ranS∗ = ran T∗ nach Voraussetzung abgeschlossen ist, nach
Folgerung 5.7 stetig invertierbar. Für alle u∗ ∈ U∗ gilt also

‖u∗‖U∗ = ‖S−∗S∗u∗‖U∗ 6 ‖S−∗‖L(X∗,U∗)‖S∗u∗‖X∗ .

Damit ist die Voraussetzung von Lemma 9.8 mit c := ‖S−∗‖−1L(X∗,U∗) erfüllt, also ist S surjektiv.
Wir erhalten dadurch ranS = U = cl(ran T), d. h. ran T = ranS ist abgeschlossen.

In der Praxis wird der Satz vom abgeschlossenen Bild o� angewendet, indem man die Voraus-
setzung von Folgerung 9.7 sowie Injektivität von T∗ nachweist; aus ersterem erhält man die
Injektivität, aus letzterem zusammen mit der Abgeschlossenheit des Bildes die Surjektivität
von T . Damit hat die Gleichung Tx = y für alle y ∈ Y eine eindeutige Lösung, und es gilt die
a priori Abschätzung ‖x‖X 6 C‖y‖Y . Dies liefert ein fundamentales Werkzeug in der aeorie
partieller Diòerentialgleichungen.
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REFLEXIVITÄT

10
Wie wir in den letzten Kapiteln gesehen haben, ist der Dualraum X∗ eines normierten Vek-
torraums X von Interesse, da er X in gewisser Weise charakterisiert. In der selben Weise wird
natürlich X∗ durch seinen Dualraum (X∗)∗ charakterisiert, und man kann sich nun fragen,
inwiefern dies transitiv ist, d. h. was der Bidualraum X∗∗ := (X∗)∗ von X über X aussagt.

Wie schauen nun die Elemente von X∗∗ aus? Zunächst betrachten wir für x ∈ X und x∗ ∈ X∗
die duale Paarung 〈x∗, x〉X ∈ K. Hält man x∗ fest, so erhält man eine stetige lineare Abbildung
von X nach K (nämlich x∗; so war die duale Paarung ja deûniert). Man kann aber auch x
festhalten und erhält so eine lineare Abbildung x∗∗ von X∗ nach K; wegen

(10.1) x∗∗(x∗) := 〈x∗, x〉X 6 ‖x∗‖X∗‖x‖X für alle x∗ ∈ X∗

ist diese auch stetig. Es existiert also eine kanonische Einbettung

JX : X→ X∗∗, 〈JX(x), x∗〉X∗ = 〈x∗, x〉X für alle x∗ ∈ X∗.

Man vergewissert sich leicht, dass JX linear und wegen (10.1) auch stetig ist. Es gilt sogar noch
mehr: Aus Folgerung 8.4 erhalten wir

‖x‖X = max
x∗∈BX∗

|〈x∗, x〉X| = max
x∗∈BX∗

|〈JXx, x∗〉X∗ | = ‖JXx‖X∗∗ ,

und damit ist JX eine Isometrie (und daher injektiv). Wir halten fest:

Satz 10.1. Die kanonische Einbettung JX : X→ X∗∗ ist linear, injektiv und isometrisch.

Das Bild ran JX ist ein Unterraum von X∗∗. Da JX isometrisch und X∗∗ als Dualraum stets ein
Banachraum ist, ist ran JX vollständig genau dann, wenn X vollständig ist; ersteres ist nach
Lemma 3.5 genau dann der Fall, wenn ran JX abgeschlossen in X∗∗ ist. Ist X nicht vollständig,
können wir cl ran JX ⊂ X∗∗ als „Vervollständigung“ von X ansehen.

Im Allgemeinen ist ran JX ein echter Unterraum, da JX nicht surjektiv sein muss. Ist JX
surjektiv, so heißt X re�exiv. In diesem Fall ist JX sogar ein isometrischer Isomorphismus;
es gilt also X ∼= X∗∗. Beachte, dass X ∼= X∗∗ alleine noch nicht bedeutet, dass X re�exiv ist:
Für die Re�exivität muss die Isometrie zwingend durch die kanonische Einbettung vermittelt
werden.
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Beispiel 10.2. (i) Alle endlichdimensionalen Räume sind re�exiv, denn es gilt stets

dim(X∗∗) = dim(X∗) = dim(X),

und daher folgt aus der Injektivität von JX bereits die Surjektivität.

(ii) Die Folgenräume `p(K) sind re�exiv für 1 < p <∞. Dafür verwenden wir die Isome-
trien Tp : `q(K) → `p(K)∗ und Tq : `p(K) → `q(K)∗ aus Satz 7.1. Aus der Deûnition
folgt

〈Tqx, y〉`q =
∞∑
k=1

xkyk = 〈Tpy, x〉`p für alle x ∈ `p(K), y ∈ `q(K).

Für x∗∗ ∈ `p(K)∗∗ setzen wir nun x := T−1q T∗px
∗∗ und zeigen J`px = x∗∗. Für x∗ ∈

`p(K)∗ beliebig setze y := T−1p x∗ ∈ `q. Dann gilt

〈J`px, x∗〉(`p)∗ = 〈x∗, x〉`p = 〈Tpy, x〉`p = 〈Tqx, y〉`q
= 〈T∗px∗∗, y〉`q = 〈x∗∗, Tpy〉(`p)∗ = 〈x∗∗, x〉(`p)∗ .

Also ist J`p = T−∗p Tq surjektiv.

(iii) Ebenso zeigt man, dass Lp(Ω) re�exiv ist für 1 < p <∞.

(iv) Nicht re�exiv sind `1(K), `∞(K), c0(K), c(K) sowie L1(Ω), L∞(Ω), Cb(X); dies folgt
aus den gleich gezeigten Resultaten.

Analog zum Bidualraum können wir auch für T ∈ L(X, Y) einen biadjungierten Operator
T∗∗ ∈ L(X∗∗, Y∗∗) deûnieren. Dieser ist verträglich mit der kanonischen Einbettung.

Lemma 10.3. Seien X, Y normierte Räume und T ∈ L(X, Y). Dann gilt

T∗∗ ◦ JX = JY ◦ T.

Beweis. Für beliebige x ∈ X und y∗ ∈ Y∗ gilt

〈T∗∗JXx, y∗〉Y∗ = 〈JXx, T∗y∗〉X∗ = 〈T∗y∗, x〉X = 〈y∗, Tx〉Y = 〈JYTx, y∗〉Y∗ .

Wir zeigen nun einige Resultate über die „Vererbung“ der Re�exivität.

Satz 10.4. Seien X ein normierter Vektorraum und Y ein re�exiver Banachraum mit X ' Y.
Dann ist auch X re�exiv.

Beweis. Ist T : X→ Y ein Isomorphismus, d. h. stetig invertierbar, so ist nach Satz 9.3 auch
T∗ und damit T∗∗ stetig invertierbar. Aus Lemma 10.3 folgt nun, dass JX stetig invertierbar
und damit surjektiv ist genau dann, wenn es JY ist.
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Satz 10.5. Sei X ein re�exiver Banachraum und U ⊂ X ein abgeschlossener Unterraum. Dann
ist auch U re�exiv.

Beweis. Seiu∗∗ ∈ U∗∗ beliebig. Dawir jedes lineare Funktionalx∗ ∈ X∗ durchEinschränkung
auf U auch als Funktional x∗|U ∈ U∗ auòassen dürfen, können wir ein x∗∗ ∈ X∗∗ deûnieren
durch

(10.2) 〈x∗∗, x∗〉X∗ = 〈u∗∗, x∗|U〉U∗ für alle x∗ ∈ X∗.

Nun ist X re�exiv und damit existiert ein x := J−1X x∗∗ ∈ X. Wir zeigen nun x ∈ U. Angenom-
men, x /∈ U. Dann gibt es nach Folgerung 8.5 ein x∗ ∈ U⊥ mit 〈x∗, x〉 6= 0, d. h. x∗|U = 0.
Zusammen mit (10.2) erhalten wir daraus den Widerspruch

0 = 〈u∗∗, x∗|U〉U∗ = 〈x∗∗, x∗〉X∗ = 〈x∗, x〉X 6= 0.

Also gilt x ∈ U, und es bleibt JUx = u∗∗ zu zeigen. Sei dafür u∗ ∈ U∗ gegeben. Nach dem
Fortsetzungssatz von Hahn–Banach existiert dann ein x∗ ∈ X∗ mit x∗|U = u∗. Damit gilt

〈JUx, u∗〉U∗ = 〈u∗, x〉X = 〈x∗, x〉X = 〈JXx, x∗〉X∗
= 〈x∗∗, x∗〉X∗ = 〈u∗∗, x∗|U〉U∗ = 〈u∗∗, u∗〉U∗ ,

d. h. JUx = u∗∗.

Satz 10.6. Sei X ein Banachraum. Dann ist X re�exiv genau dann, wenn X∗ re�exiv ist.

Beweis. Sei X re�exiv. Wir müssen zeigen, dass JX∗ : X∗ → X∗∗∗ surjektiv ist. Sei dafür
x∗∗∗ ∈ X∗∗∗ beliebig, und setze x∗ := J∗Xx

∗∗∗ ∈ X∗. Da X re�exiv ist, existiert für jedes
x∗∗ ∈ X∗∗ ein x := J−1X x∗∗ ∈ X. Dann gilt

〈x∗∗∗, x∗∗〉X∗∗ = 〈x∗∗∗, JXx〉X∗∗ = 〈J∗Xx∗∗∗, x〉X = 〈x∗, x〉X
= 〈JXx, x∗〉X∗ = 〈x∗∗, x∗〉X∗ = 〈JX∗x∗, x∗∗〉X∗∗

und daher x∗∗∗ = JX∗x∗.

Sein nun umgekehrtX∗ re�exiv. Dann ist nach dem eben Gezeigten X∗∗ re�exiv. Damit ist der
abgeschlossene (da X vollständig) Unterraum ran JX ⊂ X∗∗ nach Satz 10.5 ebenfalls re�exiv.
Da X und ran JX isometrisch isomorph sind (denn durch das eingeschränkte Bild ist JX stets
surjektiv und damit nach Satz 10.1 ein Isomorphismus), ist X nach Satz 10.4 auch re�exiv.

Aus diesen Resultaten folgt wie schon behauptet, dass `1(K) nicht re�exiv sein kann: Ansons-
ten wäre `∞(K)∗ ∼= (`1(K)∗)∗ ∼= `1(K) nach Satz 3.14 separabel und damit nach Folgerung 8.7
auch `∞(K), was aber (ebenfalls nach Satz 3.14) nicht der Fall ist. Dann können aber nach Satz
10.6 auch `∞(K) und c0(K) nicht re�exiv sein, denn `∞(K) ∼= `1(K)∗ und c0(K)∗ ' l1(K).
Schliesslich ist c0(K) ein nicht-re�exiver abgeschlossenerUnterraum von c(K), welcher damit
nach Satz 10.5 auch nicht re�exiv sein kann. Analog argumentiert man für die Funktionen-
räume.
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11
Wir kommen nun zu der versprochenen Verallgemeinerung der komponentenweisen Konver-
genz auf unendlichdimensionale Vektorräume, mit deren Hilfe wir ein analoges Resultat zum
Satz vonHeine–Borel beweisen können.Wie wir in Kapitel 7 gesehen haben, sind stetige Funk-
tionale das unendlichdimensionale Pendant zur Komponentenauswertung; entsprechend
deûnieren wir unseren Konvergenzbegriò.

Sei X ein normierter Raum und {xn}n∈N ⊂ X eine Folge. Wir sagen, {xn}n∈N konvergiert
schwach in X gegen ein x ∈ X falls gilt

lim
n→∞〈x∗, xn〉X = 〈x∗, x〉X für alle x∗ ∈ X∗,

und schreiben xn ⇀ x. Analog sagen wir, die Folge {x∗n}n∈N ⊂ X∗ konvergiert schwach-∗ in
X∗, falls

lim
n→∞〈x∗n, x〉X = 〈x∗, x〉X für alle x ∈ X,

und schreiben x∗n ⇀∗ x∗. Diese Grenzwerte sind stets eindeutig. Für die schwach-∗ Konver-
genz folgt dies direkt aus der Deûnition: Gilt x∗n ⇀∗ x∗ und x∗n ⇀ y∗, so ist

〈x∗, x〉X = lim
n→∞〈x∗n, x〉X = 〈y∗, x〉X für alle x ∈ X

und damit nach Deûnition x∗ = y∗. Ist xn ⇀ x und xn ⇀ y, so gilt analog

〈x∗, x〉X = 〈x∗, y〉X für alle x∗ ∈ X∗.

Wäre nun aber x 6= y, so existiert nach Folgerung 8.5 ein x∗ ∈ X∗ mit 〈x∗, x− y〉X 6= 0, im
Widerspruch zur obigen Gleichung. Ist X re�exiv, so stimmen schwache Konvergenz (in X)
und schwach-∗ Konvergenz (in X∗∗) überein; in endlichdimensionalen Räumen fallen alle
Konvergenzbegriòe zusammen.

Zur besseren Unterscheidung nennen wir Folgen stark konvergent, wenn sie bezüglich der
durch die Norm induzierten Metrik konvergieren. Jede Folge, die stark in X konvergiert,
konvergiert auch schwach; dies folgt sofort aus

〈x∗, xn − x〉X 6 ‖x∗‖X∗‖xn − x‖X → 0.
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Genauso folgt aus der starken Konvergenz in X∗ die schwach-∗ Konvergenz. Die Umkehrung
gilt dagegen nicht: Betrachten wir die Folge der Einheitsvektoren {en}n∈N ⊂ `p(K), 1 6 p 6∞, so gilt ‖en‖`p = 1 für alle n ∈ N; weiter ist {en}n∈N für kein p eine Cauchy-Folge. Für
1 < p <∞ können wir nun die Darstellung des Dualraums `p(K)∗ ∼= `q(K) verwenden: Für
jedes x∗ ∈ `p(K)∗ existiert ein y ∈ `q(K) mit

〈x∗, en〉`p =
∞∑
k=1

yk(en)k = yn → 0,

denn wenn ‖y‖q endlich ist, muss {yk}k∈N eine Nullfolge sein. Also gilt en ⇀ 0 in `p für
1 < p <∞ und damit auch en ⇀∗ 0. Da `1(K) nicht re�exiv ist, haben wir hier die Wahl:
Fassen wir en ∈ `1(K)mit Hilfe des Isomorphismus T aus Satz 7.1 als Element des Dualraums
von c0(K) auf, so haben wir

〈Ten, y〉c0 =
∞∑
k=1

(en)kyk = yn → 0 für alle y ∈ c0(K)

und damit en ⇀∗ 0 in `1(K). Dagegen gilt nicht en ⇀ 0, denn für die konstante Folge
y := {1}k∈N ∈ `∞(K) ∼= `1(K)∗ gilt

〈Ty, en〉`1 =
∞∑
k=1

(en)kyk = yn = 1 für alle n ∈ N.

Da wegen c0(K) ⊂ `∞(K) als Grenzwert nur 0 in Frage kommt, kann {en}n∈N nicht schwach
konvergieren.¹

Schwach konvergente Folgen konvergieren also nicht unbedingt bezüglich der Norm; es gilt
noch nicht einmal ‖xn‖X → ‖x‖X. Wir haben aber die folgenden schwächeren Aussagen.

Satz 11.1. Sei X ein normierter Raum und seien {xn}n∈N ⊂ X und {x∗n}n∈N ⊂ X∗.

(i) Aus xn ⇀ x folgt ‖x‖X 6 lim infn→∞ ‖xn‖X.
(ii) Aus x∗n ⇀∗ x∗ folgt ‖x∗‖X∗ 6 lim infn→∞ ‖x∗n‖X∗ .
Beweis. Wir zeigen zuerst (ii). Sei {x∗n}n∈N ⊂ X∗ eine schwach-∗ konvergente Folge mit
x∗n ⇀∗ x∗ ∈ X∗. Dann gilt auch (umgekehrte Dreiecksungleichung) |〈x∗n, x〉X|→ |〈x∗, x〉X|
für alle x ∈ X und daher

|〈x∗, x〉X| = lim
n→∞ |〈x∗n, x〉X| 6 lim inf

n∈N
‖x∗n‖X∗‖x‖X.

Nehmen wir das Supremum über alle x ∈ BX, folgt daraus nach Deûnition der Operatornorm
die gewünschte Aussage.

Aussage (i) zeigt man analog mit Hilfe von Folgerung 8.4.

¹In der Tat ist die schwache Konvergenz in `1(K) äquivalent zur starken Konvergenz; dies ist eine besondere
Eigenscha� dieses Raums, bekannt als Lemma von Schur, siehe [Kaballo 2011, Satz 10.11].
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Die Eigenscha� in (i) bezeichnet man naheliegenderweise als schwache Unterhalbstetigkeit,
die in (ii) als schwach-∗ Unterhalbstetigkeit.

Weiterhin sind schwach konvergente Folgen beschränkt.

Satz 11.2. Sei X ein normierter Raum. Dann sind schwach konvergente Folgen in X beschränkt.
Ist X vollständig, so sind auch schwach-∗ konvergente Folgen in X∗ beschränkt.

Beweis. Wir zeigen wieder zuerst die Aussage fürX∗. Aus x∗n ⇀∗ x∗ folgt wieder |〈x∗n, x〉X|→
|〈x∗, x〉X| für alle x ∈ X und daher

sup
n∈N

|〈x∗n, x〉X| <∞ für alle x ∈ X.

DaXnachAnnahmeundX∗ alsDualraumBanachräume sindunddieAbbildung x∗ 7→ 〈x∗, x〉
für alle x ∈ X linear und stetig ist, folgt aus dem Satz von Banach–Steinhaus

sup
n∈N
‖x∗n‖X∗ <∞,

d. h. {x∗n}n∈N ist beschränkt.

Die Aussage für die schwache Konvergenz führen wir mit Hilfe der kanonischen Einbettung
der kanonischen Einbettung JX : X→ X∗∗ zurück auf die schwach-∗ Konvergenz (in X∗∗):
Konvergiert {xn}n∈N ⊂ X schwach mit xn ⇀ x, so folgt daraus

〈JXxn − Jxx, x
∗〉X∗ = 〈JX(xn − x), x∗〉X∗ = 〈x∗, xn − x〉X → 0 für alle x∗ ∈ X∗,

d. h. {JXxn}n∈N konvergiert schwach-∗ in X∗∗. Da JX nach Satz 10.1 eine Isometrie ist, folgt
aus dem ersten Teil

sup
n∈N
‖xn‖X = sup

n∈N
‖JXxn‖X∗∗ <∞,

d. h. {xn}n∈N ist beschränkt.

Aus Satz 11.2 folgt zum Beispiel, dass die duale Paarung von schwach konvergenten Folgen
noch konvergiert, solange wenigstens eine davon stark konvergiert.

Folgerung 11.3. Sei X ein normierter Raum und seien {xn}n∈N ⊂ X und {x∗n}n∈N ⊂ X∗. Gilt
entweder

(i) xn ⇀ x und x∗n → x∗ oder

(ii) xn → x und x∗n ⇀∗ x∗,

so konvergiert 〈x∗n, xn〉X → 〈x∗, x〉.

71



11 schwache konvergenz

Beweis. Gilt (i), so schätzen wir mit der produktiven Null −〈x∗, xn〉X + 〈x∗, xn〉X ab

|〈x∗, x〉X − 〈x∗n, xn〉X| 6 |〈x∗, x− xn〉X|+ |〈x∗n − x∗, xn〉X|
6 |〈x∗, x− xn〉X|+ ‖xn‖X‖x∗n − x∗‖X∗ .

Für n → ∞ verschwindet der erste Summand wegen xn ⇀ x; nach Satz 11.2 ist ‖xn‖X
beschränkt, und wegen x∗n → x∗ verschwindet daher auch der zweite Term.

Analog beweist man die Aussage unter Voraussetzung (ii).

Dagegen folgt im allgemeinen aus xn ⇀ x und x∗n ⇀ x∗ nicht 〈x∗n, xn〉X → 〈x∗, x〉X. Als
Beispiel betrachte wieder die Einheitsvektoren in `2(K) ∼= `2(K)∗, für die nach dem obigen
Beispiel en ⇀ 0 und en ⇀∗ 0, aber 〈Ten, en〉2 =

∑∞
k=1(en)

2
k = 1 gelten.

Dieses Beispiel zeigt auch, dass die abgeschlossene Menge S`2 :=
{
x ∈ `2 : ‖x‖2 = 1

}
nicht

schwach (folgen-)abgeschlossen ist, d. h. für {xn}n∈N ⊂ S`2 mit xn ⇀ x nicht unbedingt
x ∈ S`2 gelten muss. Dies liegt daran, dass die Menge nicht konvex ist (vergleiche Satz 11.1).

Satz 11.4. SeiX ein normierter Raum undU ⊂ X konvex. Dann istU genau dann abgeschlossen,
wenn U schwach abgeschlossen ist.

Beweis. Da eine konvergente Folge stets auch schwach konvergiert, ist jede schwach abge-
schlossene Menge auch abgeschlossen. Sei daher U ⊂ X konvex und abgeschlossen, und
betrachte eine Folge {xn}n∈N ⊂ Umit xn ⇀ x ∈ X. Angenommen, x ∈ X \U. Dann ûnden
wir nach dem strikten Trennungssatz 8.11 ein x∗ ∈ X∗ und ein α ∈ R mit insbesondere

<〈x∗, xn〉X 6 α < <〈x∗, x〉X für alle n ∈ N.

Wegen xn ⇀ x können wir in der ersten Ungleichung zum Grenzwert n→∞ übergehen
und erhalten dadurch den Widerspruch

<〈x∗, x〉X 6 α < <〈x∗, x〉X.

Wir kommen nun zu den versprochenen schwachen Kompaktheitsresultaten. Wir nennen
eine Teilmenge U ⊂ X schwach folgenkompakt, wenn jede Folge in U eine schwach konver-
gente Teilfolge mit Grenzwert in U enthält. Analog deûnieren wir schwach-∗ folgenkompakte
Teilmengen von X∗.

Satz 11.5 (Banach–Alaoglu). Sei X ein normierter Raum. IstX separabel, so ist die Einheitskugel
BX∗ in X∗ schwach-∗ folgenkompakt.
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Beweis. Die Aussage erinnert an den Satz von Arzelà–Ascoli: stetige lineare Funktionale
sind Elemente in C(X), die Beschränktheit in der Operatornorm entspricht der gleichgraden
Stetigkeit, und anstelle der Kompaktheit können wir gleich die Separabilität von X nutzen.
Der Beweis verläu� daher analog.

Sei {x∗n}n∈N ⊂ BX∗ eine Folge und {xm : m ∈ N} ⊂ X eine dichte Teilmenge. Für allem ∈
N gilt |〈x∗n, xm〉X| 6 ‖xm‖X, daher sind die Folgen {〈x∗n, xm〉X}n∈N ⊂ K beschränkt und
enthaltenwegen derVollständigkeit vonK jeweils eine konvergente Teilfolge, derenGrenzwert
wir mit 〈x∗, xm〉X bezeichnen (dies impliziert noch nicht die Existenz eines x∗ ∈ X∗!) Genau
wie im Beweis des Satzes von Arzelà–Ascoli konstruiert man daraus eine Diagonalfolge
{z∗n}n∈N ⊂ BX∗ mit 〈z∗n, xm〉X → 〈x∗, xm〉X für allem ∈ N. Wir suchen nun den schwach-∗
Grenzwert x∗ ∈ X∗ dieser Diagonalfolge.

Dafür betrachten wir zuerst den Unterraum Z = span {xm : m ∈ N} und deûnieren ein
lineares Funktional

z∗ : Z→ K, 〈z∗, z〉X := lim
n→∞〈z∗n, z〉X für alle z ∈ Z.

Dieses Funktional ist wohldeûniert, da alle z ∈ Z Linearkombinationen der xm sind und wir
daher den rechten Grenzwert durch die entsprechende Linearkombination der 〈x∗, xm〉X
ausdrücken können. Ausserdem ist |〈z∗n, z〉X| 6 ‖z‖X und daher auch |〈z∗, z〉X| 6 ‖z‖X für
alle z ∈ Z, also ist z∗ stetig mit ‖z∗‖Z∗ 6 1. Dieses Funktional setzen wir nun mit Hilfe des
Fortsetzungssatzes 8.2 zu einem Funktional x∗ ∈ BX∗ fort.

Bleibt zu zeigen, dass x∗n ⇀∗ x∗ gilt. Seien dafür x ∈ X und ε > 0 beliebig. Da Z dicht in
X liegt, ûnden wir ein z ∈ Z mit ‖z − x‖X 6 ε. Aus der Konvergenz 〈z∗n, z〉X → 〈z∗, z〉X
erhalten wir weiterhin einN ∈ N mit |〈z∗n − z∗, z〉X| 6 ε für alle n > N. Daraus folgt nun

|〈x∗, x〉X − 〈z∗n, x〉X| 6 |〈x∗ − z∗n, x− z〉X|+ |〈x∗ − z∗n, z〉X|
6 (‖x∗‖X∗ + ‖z∗n‖X∗)‖x− z‖X + |〈z∗ − z∗n, z〉X|
6 2ε+ ε = 3ε

für n > 0. Also gilt 〈z∗n, x〉X → 〈x∗, x〉X für alle x ∈ X und damit z∗n ⇀∗ x∗.

Die Separabilität von X ist dabei unverzichtbar; betrachte zum Beispiel die Funktionale
e∗n ∈ `∞(K)∗ mit 〈e∗n, x〉`∞ = xn. Dann gilt ‖e∗n‖(`∞)∗ = 1, aber da Folgen in `∞(K) nicht
konvergieren müssen, enthält {e∗n}n∈N keine schwach-∗ konvergente Teilfolge.

Durch Skalierung erhält man dann, dass jede abgeschlossene Kugel in X∗ schwach-∗ folgen-
kompakt ist. Insbesondere gilt der „schwach-∗ Satz von Bolzano–Weierstraß“.

Folgerung 11.6. Ist X ein separabler normierter Raum, so hat jede beschränkte Folge in X∗ eine
schwach-∗ konvergente Teilfolge.
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Da ein re�exiver Raum isomorph zum Dualraum seines Dualraums ist, erhalten wir daraus
auch die schwache Folgenkompaktheit der entsprechenden Einheitskugel.²

Satz 11.7. Sei X ein normierter Raum. Ist X re�exiv, so ist die Einheitskugel BX schwach folgen-
kompakt.

Beweis. Wir führen die Aussage zurück auf Satz 11.5, brauchen dafür aber die Separabilität,
weshalb wir nicht direkt fürX∗∗ ∼= X argumentieren können. Sei {xn}n∈N ⊂ BX und betrachte
U := cl (span {xn : n ∈ N}). Dann ist U als abgeschlossener Unterraum von X nach Satz 10.5
ebenfalls re�exiv und nach Deûnition separabel. Also istU∗∗ ∼= U separabel (denn {JUxn}n∈N
ist dicht in U∗∗ = JU(U)) und damit nach Satz 8.7 auch U∗. Die Folge {JUxn}n∈N ⊂ U∗∗
ist nun beschränkt in U∗∗ (denn JU ist eine Isometrie) und hat daher nach Folgerung 11.6
eine schwach-∗ konvergente Teilfolge {JUxnk}k∈N mit JUxnk ⇀∗ u∗∗ ∈ U∗∗. Da U re�exiv
ist, existiert ein x := J−1U u∗∗ ∈ U ⊂ X. Dann gilt für alle x∗ ∈ X∗ wegen un ∈ U

〈x∗, xnk〉X = 〈x∗|U, xnk〉U = 〈JUxnk , x∗|U〉U∗ → 〈u∗∗, x∗|U〉U∗ = 〈x∗|U, x〉U = 〈x∗, x〉X

und damit xnk ⇀ x.

Damit erhalten wir auch einen „schwachen Satz von Bolzano–Weierstraß“.

Folgerung 11.8. Ist X ein re�exiver normierter Raum, so hat jede beschränkte Folge in X eine
schwach konvergente Teilfolge.

Wir haben nun alles zur Hand, um den Satz von Weierstraß auf unendlichdimensionale
Räume zu übertragen.

Satz 11.9. Sei X ein re�exiver normierter Raum, U ⊂ X beschränkt, konvex und abgeschlossen,
und f : X→ R schwach unterhalbstetig. Dann existiert ein x̄ ∈ Umit

f(x̄) = min
x∈U

f(x).

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass f auf U nach unten beschränkt ist. Angenommen, dies ist
nicht der Fall. Dann existiert eine Folge {xn}n∈N ⊂ Umit f(xn) → −∞. Da U beschränkt
ist, existiert nach Folgerung 11.8 eine schwach konvergente Teilfolge {xnk}k∈N, für deren
Grenzwert x̃ ∈ X wegen der schwachen Unterhalbstetigkeit gilt

f(x̃) 6 lim inf
k→∞ f(xnk) = −∞.

Dies ist aber ein Widerspruch zu f : X→ R.

²Tatsächlich gilt auch die Umkehrung: Die Einheitskugel BX ist schwach folgenkompakt genau dann, wenn X
re�exiv ist; dies besagt der Satz von Eberlein–S̆mulian; siehe [Werner 2011, Satz VIII.3.18].
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11 schwache konvergenz

Da f also nach unten beschränkt ist, muss einM := infx∈U f(x) ∈ R existieren. Aus der
Deûnition des Inûmums folgt dann, dass eine Folge {yn}n∈N ⊂ f(U) ⊂ R existiert mit
yn →M, d. h. es existiert eine Folge {xn}n∈N ⊂ Umit

f(xn) = yn →M = inf
x∈U

f(x).

Eine solche Folge wird Minimalfolge genannt. Beachte, dass wir aus der Konvergenz von
{f(xn)}n∈N noch nicht auf die Konvergenz von {xn}n∈N schliessen können!

Aus der Beschränktheit von U folgt wieder, dass die Minimalfolge beschränkt ist und daher
nach Folgerung 11.8 eine schwach konvergente Teilfolge {xnk}k∈N mit Grenzwert x̄ ∈ X besitzt.
DaU konvex und abgeschlossen ist, folgt nach Satz 11.4 aus {xnk}k∈N ⊂ U auch x̄ ∈ U. Dieser
Grenzwert ist Kandidat für einen Minimierer.

Aus der Deûnition der Minimalfolge folgt nun, dass auch für die Teilfolge f(xnk)→M gilt.
Mit der schwachen Unterhalbstetigkeit von f und der Deûnition des Inûmums erhalten wir
daher

inf
x∈U

f(x) 6 f(x̄) 6 lim inf
k→∞ f(xnk) =M = inf

x∈U
f(x).

Das Inûmum wird also in x̄ angenommen, d. h. f(x̄) = minx∈U f(x).

Analog können wir für X∗ mit Hilfe der schwach-∗-Konvergenz argumentieren, wenn X
separabel ist. Diese (und ähnliche) Resultate sind fundamental für die Variationsrechnung.
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KOMPAKTE OPERATOREN

12
Wie wir gesehen haben, besitzt nur in endlichdimensionalen Räumen jede beschränkte Folge
eine konvergente Teilfolge; in unendlichdimensionalen Räumen können wir in der Regel
nur eine schwach konvergente Teilfolge ûnden. Dies liegt daran, dass in diesen Räumen
Beschränktheit nicht ausreichend für Präkompaktheit ist. Diese Lücke lässt sich zu einem
gewissem Ausmaß schließen, indem wir kompakteOperatoren zu Hilfe nehmen. Diese erben
wesentliche Eigenscha�en endlicher Operatoren.

Seien in X, Y Banachräume. Eine lineare Abbildung T : X → Y heißt kompakt, wenn T
beschränkte Mengen auf relativkompakte Mengen abbildet. Da nach Satz 2.7 relativkompakte
Mengen präkompakt und damit beschränkt sind, folgt nach Deûnition 1.7 (i), dass kompakte
Operatoren automatisch stetig sind.

Aus der Linearität von T folgt analog zu Lemma 4.1, dass es in der Deûnition genügt, die
Einheitskugel zu betrachten. Ausserdem können wir in metrischen Räumen die Äquivalenz
von Kompaktheit und Folgenkompaktheit ausnutzen. Wir erhalten dadurch die folgenden
äquivalenten Charakterisierungen.

Lemma 12.1. Seien X, Y Banachräume und T : X→ Y linear. Dann sind äquivalent:

(i) T ist kompakt;

(ii) T(BX) ist präkompakt;

(iii) für jede beschränkte Folge {xn}n∈N ⊂ X enthält {Txn}n∈N ⊂ Y eine konvergente Teilfolge.

Beweis. (iii)⇒ (ii): Nach Satz 2.7 genügt es zu zeigen, dass jede Folge in T(BX) eine konver-
gente Teilfolge enthält. Sei {yn}n∈N ⊂ T(BX). Dann existiert eine Folge {xn}n∈N ⊂ BX mit
yn = Txn. Nun hat {Txn}n∈N nach Voraussetzung eine konvergente Teilfolge {Txnk}k∈N mit
Txnk → y ∈ Y. Also konvergiert auch ynk = Txnk → y.

(ii)⇒ (i):Wegen der Linearität von T folgt sofort durch Skalierung, dass T(BR(0)) präkompakt
ist für jedes R > 0. Ist nun A ⊂ X beschränkt, so existiert nach Deûnition ein R > 0 mit
A ⊂ BR(0). Ist nun T(BR(0)) präkompakt, so auch T(A) ⊂ T(BR(0)), und Satz 2.7 ergibt die
Aussage.
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12 kompakte operatoren

(i) ⇒ (iii): Ist T kompakt und {xn}n∈N ⊂ X beschränkt, so ist T({xn}n∈N) = {Txn}n∈N
relativkompakt und enthält daher nach Satz 2.7 eine konvergente Teilfolge.

Manchmal ist eine alternative Formulierung der Aussage (iii) nützlich.

Lemma 12.2. Seien X, Y Banachräume und T : X→ Y linear. Ist X re�exiv, so sind äquivalent:

(i) T ist kompakt;

(ii) T ist vollstetig, d. h. aus xn ⇀ x folgt Txn → Tx.

Ist X nicht re�exiv, so gilt noch die Implikation (i)⇒ (ii).

Beweis. (i)⇒ (ii): Sei {xn}n∈N mit xn ⇀ x ∈ X. Dann ist {xn}n∈N nach Satz 11.2 beschränkt,
also existiert nach Lemma 12.1 (iii) eine konvergente Teilfolge {Txnk}k∈N mit Txnk → y ∈ Y.
Nun folgt aus der schwachen Konvergenz xn ⇀ x auch

〈y∗, Txn〉Y = 〈T∗y∗, xn〉X → 〈T∗y∗, x〉X = 〈y∗, Tx〉Y für alle y∗ ∈ Y∗

und damit Txn ⇀ Tx. Aus der Eindeutigkeit von Grenzwerten folgt y = Tx. Da wir die
gesamte Argumentation auf jede Teilfolge anstelle von {xn}n∈N anwenden können, kann die
ganze Folge {Txn}n∈N nur einen Häufungspunkt haben. Also konvergiert Txn → Tx.

(ii)⇒ (i): Ist X re�exiv, so besitzt nach Folgerung 11.8 jede beschränkte Folge {xn}n∈N eine
schwach konvergente Teilfolge {xnk}k∈N mit xnk ⇀ x ∈ X. Ist nun T vollstetig, so folgt
Txnk → Tx und damit nach Lemma 12.1 (iii) die Kompaktheit von T .

Analog zu Folgerung 4.4 ist die Komposition von kompakten Operatoren kompakt. Dabei
genügt es sogar, dass nur einer der Operatoren kompakt ist.

Lemma 12.3. Seien X, Y, Z Banachräume, T ∈ L(X, Y) und S ∈ L(Y, Z). Ist T oder S kompakt,
so ist auch S ◦ T kompakt.

Beweis. Sei {xn}n∈N ∈ X eine beschränkte Folge. Ist T kompakt, so hat {Txn}n∈N eine kon-
vergente Teilfolge {Txnk}k∈N, und damit ist wegen der Stetigkeit von S auch {S(Txnk)}k∈N
konvergent. Ist umgekehrt S kompakt, so ist wegen der Stetigkeit von T die Folge {Txn}n∈N
beschränkt und somit hat {S(Txn)}n∈N eine konvergente Teilfolge {S(Txnk)}k∈N.

In Analogie zu L(X, Y) deûnieren wir nun die Menge

K(X, Y) := {T : X→ Y : T linear und kompakt} .

Da jeder kompakte Operator auch stetig ist, gilt K(X, Y) ⊂ L(X, Y). Tatsächlich handelt es
sich sogar um einen abgeschlossenen Unterraum.
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Satz 12.4. Seien X, Y Banachräume. Dann ist K(X, Y) ein abgeschlossener Unterraum von
L(X, Y).

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass K(X, Y) ein Unterraum ist. Seien S, T ∈ K(X, Y) und α ∈
K, und sei {xn}n∈N ⊂ X eine beschränkte Folge. Da S und T kompakt sind, existiert eine
konvergente Teilfolge {Sxn}n∈N1 mit N1 ⊂ N abzählbar. Nun ist auch die Teilfolge {xn}n∈N1
beschränkt, so dass eine konvergente Teilfolge {Txn}n∈N2 mit N2 ⊂ N1 abzählbar existiert.
Da auch {Sxn}n∈N2 konvergiert, folgt die Konvergenz von {αSxn+Txn}n∈N2 . Also hat {(αS+
T)xn}n∈N eine konvergente Teilfolge, d. h. αS+ T ist kompakt.

Sei nun {Tn}n∈N ⊂ K(X, Y) eine konvergente Folge mit Tn → T ∈ L(X, Y). Wir müssen
zeigen, dass T kompakt ist. Sei dafür {xm}m∈N eine beschränkte Folge, d. h. {xm}m∈N ∈ BR(0)
für ein R > 0. Mit Hilfe eines Diagonalfolgenarguments wie im Beweis des Satzes von Banach–
Alaoglu konstruieren wir nun eine Teilfolge {xmk

}k∈N so, dass {Tnxmk
}k∈N konvergiert für

alle n ∈ N. Wir zeigen nun, dass {Txmk
}k∈N eine Cauchy-Folge ist. Sei ε > 0 gegeben. Dann

existiert wegen Tn → T ein N ∈ N mit ‖TN − T‖L(X,Y) 6 ε. Ausserdem ist {TNxmk
}k∈N

konvergent und damit eine Cauchy-Folge, daher existiert ein K > 0mit

‖TNxmj
− TNxmk

‖Y 6 ε für alle j, k > K.

Damit gilt für alle j, k > K

‖Txmj
− Txmk

‖Y 6 ‖Txmj
− TNxmj

‖Y + ‖TNxmj
− TNxmk

‖Y + ‖TNxmk
− Txmk

‖Y
6 ‖TN − T‖L(X,Y)‖xmj

‖X + ‖TNxmj
− TNxmk

‖Y
+ ‖TN − T‖L(X,Y)‖xmk

‖X
6 εR+ ε+ εR = (2R+ 1)ε,

also ist {Txmk
}k∈N Cauchy-Folge und wegen der Vollständigkeit von Y konvergent.

Wir betrachten nun Beispiele (nicht-)kompakter Operatoren. Schon das triviale Beispiel der
Identität ist interessant.

Lemma 12.5. Sei X ein Banachraum. Dann ist Id : X → X kompakt genau dann, wenn X
endlichdimensional ist.

Beweis. Nach Lemma 12.1 (ii) ist T kompakt genau dann, wenn Id(BX) = BX präkompakt,
d. h. wegen BX = clBX kompakt, ist. Nach Satz 3.10 ist aber BX kompakt genau dann, wenn
X endlichdimensional ist.

Folgerung 12.6. Seien X, Y Banachräume. Ist T ∈ K(X, Y) invertierbar, so sind X und Y
endlichdimensional.

Beweis. Wegen K(X, Y) ⊂ L(X, Y) ist T nach Satz 5.6 sogar stetig invertierbar. Damit sind
nach Lemma 12.3 sowohl T ◦ T−1 = IdY als auch T−1 ◦ T = IdX kompakt. Dies ist aber nach
Lemma 12.5 nur möglich, wenn X und Y endlichdimensional sind.
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Kompakte Operatoren auf unendlichdimensionalen Räumen können also niemals invertier-
bar sein!

Das Argument im Beweis von Lemma 12.5 lässt sich noch verallgemeinern.

Lemma 12.7. Seien X, Y normierte Räume und T ∈ L(X, Y). Ist ran T endlichdimensional, so
ist T kompakt.

Beweis. Ist A ⊂ X beschränkt, so ist wegen der Linearität und Stetigkeit von T auch T(A) ⊂
ran T beschränkt. Also ist cl T(A) beschränkt und abgeschlossen unddamit nach dem Satz von
Heine–Borel kompakt. Also ist T(A) insbesondere relativkompakt und daher T kompakt.

Da K(X, Y) abgeschlossen ist, erhalten wir sofort eine nützliche Methode, um kompakte
Operatoren zu charakterisieren.

Folgerung 12.8. Seien X, Y Banachräume und {Tn}n∈N ⊂ L(X, Y) eine Folge stetiger Operato-
ren mit endlichdimensionalem Bild mit Tn → T ∈ L(X, Y). Dann ist T kompakt.¹

Nun zu konkreteren Beispielen. Seien X = Y = `1(K) und

T : X→ Y, {xk}k∈N 7→
{
1
k
xk
}
k∈N .

Betrachte dazu die Folge von Operatoren

Tn : X→ Y, {xk}k∈N 7→ {yk}k∈N, yk :=

{
1
k
xk k 6 n,

0 k > n.

Man sieht leicht, dass alle Tn beschränkt sind und endlichdimensionales Bild haben (nämlich
dim ran Tn = n). Also ist Tn kompakt für alle n ∈ N. Sei nun x ∈ `1(K) beliebig. Aus

‖Tx− Tnx‖`1 =
∞∑

k=n+1

1
k
|xk| 6

1

n+ 1

∞∑
k=n+1

|xk| 6
1

n+ 1
‖x‖`1

folgt ‖T − Tn‖L(X,Y) 6 1
n+1
→ 0, und damit ist nach Folgerung 12.8 auch T kompakt.

Als weiteres Beispiel betrachten wir für X = Y = C([0, 1]) den Integraloperator

T : C([0, 1])→ C([0, 1]), x 7→
∫ t
0

x(s)ds.

Um die Kompaktheit zu zeigen, weisen wir nach, dass T(BX) ⊂ C([0, 1]) präkompakt ist.
Dazu verwenden wir den Satz von Arzelà–Ascoli. Wegen

‖Tx‖∞ = sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∫ t
0

x(s)ds

∣∣∣∣ 6 sup
t∈[0,1]

|t|‖x‖∞ = ‖x‖∞
¹Die Umkehrung gilt nur unter Zusatzannahmen an X: Es gibt kompakte Operatoren, die sich nicht als

Grenzwert von stetigen Operatoren mit endlichdimensionalem Bild darstellen lassen, siehe [En�o 1973].
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ist T(BX) punktweise beschränkt, d. h. für alle x ∈ BX ist supt∈[0,1] |Tx(t)| 6 1. Weiterhin ist
für alle ε > 0, x ∈ BX und t1, t2 ∈ [0, 1] mit |t1 − t2| 6 ε

|(Tx)(t1) − (Tx)(t2)| =

∣∣∣∣∫ t2
t1

x(s)ds

∣∣∣∣ 6 |t1 − t2|‖x‖∞ 6 ε,

und damit ist T(BX) auch gleichgradig stetig. Also ist T kompakt (und damit auch stetig).

Anhand dieser Beispiele sieht man, dass kompakte Operatoren glättendeOperatoren sind:
Tx und Ty sind sich stets deutlich ähnlicher als x und y. Es ist daher nachvollziehbar, dass
solche Operatoren nicht (stetig und daher in Banachräumen gar nicht) invertierbar sind,
denn sonst müsste die Inverse kleine Unterschiede entsprechend verstärken. Dabei hängt
die Ähnlichkeit natürlich von der verwendeten Norm ab. Betrachten wir zum Beispiel den
Integraloperator als Abbildung

T : C([0, 1])→ C10([0, 1]) :=
{
f ∈ C1([0, 1]) : f(0) = 0

}
,

so ist T invertierbar, falls wirC10([0, 1])mit der Norm ‖x‖C1 = ‖x ′‖∞+ ‖x‖∞ versehen, denn
dann erfüllt oòensichtlich der Ableitungsoperator D = T−1, von dem wir bereits gezeigt
haben, dass er stetig ist. Also kann T wegen Folgerung 12.6 nicht kompakt sein, da C([0, 1])
unendlichdimensional ist. Sowohl Invertierbarkeit als auch Kompaktheit hängen also von
den verwendeten Normen ab, wobei beides nie gleichzeitig möglich ist. (Insofern ist die
Stetigkeit von T und T−1 der beste Kompromiss, den man erreichen kann.)

Zum Abschluss betrachten wir noch die Adjungierte von kompakten Operatoren.

Satz 12.9 (Schauder). Seien X, Y Banachräume und T ∈ L(X, Y). Dann ist T kompakt genau
dann, wenn T∗ kompakt ist.

Beweis. Sei T kompakt und {y∗n}n∈N ⊂ Y∗ eine beschränkte Folge, d. h. {y∗n}n∈N ⊂ BR(0)
für ein R > 0. Um zu zeigen, dass {T∗y∗n}n∈N ⊂ X∗ eine konvergente Teilfolge besitzt,
konstruieren wir zuerst eine konvergente Teilfolge der Urbilder y∗n, die der stetige Operator
T∗ dann auf die gesuchte konvergente Teilfolge abbildet. Dazu wenden wir den Satz von
Arzelà–Ascoli an, für den wir stetige Funktionen auf kompakten Mengen benötigen.

Dafür verwenden wir die Annahme: T(BX) ist relativkompakt, d. h. K := cl T(BX) ⊂ Y ist
kompakt. Wir zeigen nun, dass die Folge {y∗n|K}n∈N ⊂ K∗ eine konvergente Teilfolge besitzt.
Da jedes stetige lineare Funktional in K∗ insbesondere eine stetige Funktion in C(K) ist,
können wir den Satz von Arzelà–Ascoli verwenden. Zuerst gilt

‖y∗n|K‖C(K) = sup
y∈K

|〈y∗n, y〉Y | 6 sup
y∈K
‖y∗n‖Y∗‖y‖Y 6 R sup

y∈K
‖y‖Y <∞,

da K kompakt und damit beschränkt ist. Also ist {y∗n|K}n∈N ⊂ C(K) insbesondere punktweise
beschränkt. Weiter gilt

|〈y∗n, y1〉Y − 〈y∗n, y2〉Y | 6 ‖y∗n‖Y∗‖y1 − y2‖Y 6 R‖y1 − y2‖ für alle y1, y2 ∈ K,
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also ist {y∗n|K}n∈N gleichgradig stetig. Damit ist {y∗n|K}n∈N präkompakt und enthält daher
eine bezüglich der Supremumsnorm konvergente Teilfolge {y∗nk |K}k∈N. Wir zeigen nun, dass
die entsprechende Teilfolge {T∗y∗nk}k∈N ⊂ X

∗ eine Cauchy-Folge ist. Für beliebige k, l ∈ N
gilt

‖T∗y∗nk − T
∗y∗nl‖X∗ = sup

x∈BX
|〈y∗nk − y

∗
nl
, Tx〉Y | = sup

y∈K
|〈y∗nk − y

∗
nl
, y〉Y |

= ‖y∗nk |K − y∗nl |K‖C(K),

da T(BX) nach Deûnition dicht in K liegt. Weil {y∗nk |K}k∈N eine Cauchy-Folge ist, muss
daher auch {T∗y∗nk}k∈N ⊂ X

∗ eine Cauchy-Folge sein und wegen der Vollständigkeit von Y
konvergieren. Damit ist gezeigt, dass T∗ kompakt ist.

Sei umgekehrt T∗ kompakt. Dann ist nach dem eben Bewiesenen auch T∗∗ kompakt. Nach
Lemma 10.3 ist nun JY ◦ T = T∗∗ ◦ JX. Die kanonische Einbettung JY : Y → Y∗∗ ist stets
injektiv und stetig; da Y Banachraum ist, ist ausserdem ran JY abgeschlossen. Also ist JY auf
ran(T∗∗ ◦ JX) ⊂ ran JY stetig invertierbar, und damit ist T = J−1Y ◦ T∗∗ ◦ JX nach Lemma 12.3
kompakt.
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13
Wie wir gesehen haben, sind kompakte Operatoren in unendlichdimensionalen Räumen
nie invertierbar, da der Bildbereich in gewisser Weise „zu klein“ ist. Die Sache ändert sich,
sobald man die Identität addiert – man erhält dann eine kompakte Störung der Identität, und
da die Identität invertierbar ist, stehen die Chancen nicht schlecht, dass die Summe immer
noch invertierbar ist. Solche Operatoren sind interessant, denn man triù an verschieden
Stellen auf Gleichungen der Form λx = Tx für ein (gegebenes) λ ∈ K \ {0}; vergleiche etwa
die Eigenvektorgleichung in der linearen Algebra, oder Fixpunktgleichungen (für λ−1T ). Da
mit T auch λ−1T kompakt ist, können wir uns im Folgenden auf den Fall λ = 1 beschränken.
Sei für den Rest dieses Kapitels X ein Banachraum, Id : X→ X die Identität, T ∈ K(X,X), und
S := Id−T unsere kompakte Störung der Identität. Wir zeigen gleich die beiden wesentlichen
Eigenscha�en.

Lemma 13.1. Für T ∈ K(X,X) ist ker(Id−T) endlichdimensional.

Beweis. Für alle x ∈ ker(Id−T) = kerS gilt nach Deûnition Id x = Tx, d. h. Id |kerS = T |kerS.
Da T kompakt ist, ist daher auch Id : kerS → kerS kompakt, und damit muss kerS nach
Lemma 12.5 endlichdimensional sein.

Lemma 13.2. Für T ∈ K(X,X) ist ran(Id−T) abgeschlossen.

Beweis. Wir verwenden Lemma 9.6. Angenommen, ranS = ran(Id−T) ist nicht abge-
schlossen. Dann gilt auch (9.1) nicht, d. h. wir ûnden eine Folge {[xn]}n∈N ∈ X/ kerS mit
‖[xn]‖X/ kerS = 1 und ‖Sxn‖X → 0. Wie im Beweis von Lemma 9.6 können wir dabei xn
stets so wählen, dass ‖xn‖X 6 2 gilt.

Da {xn}n∈N beschränkt und T kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge von {Txn}n∈N
mit Txnk → z ∈ X. Wegen Sxn → 0 gilt dann

xnk = (Id−T)xnk + Txnk = Sxnk + Txnk → 0+ z = z.

Nun sind Quotientenabbildung und Norm stetig, daher gilt

‖[z]‖X/ kerS = lim
k→∞ ‖[xnk ]‖X/ kerS = 1.
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Dies ist aber ein Widerspruch zu Sz = limk→∞ Sxnk = 0, d. h. z ∈ kerS und damit
‖[z]‖X/ kerS = 0.

Nach dem Satz von Schauder ist mit T auch T∗ kompakt, weshalb auch ker(Id−T∗) = kerS∗
endlichdimensional sein muss. Nach Satz 7.4 und Satz 9.5 (ii) ist dann auch

X/ranS ∼= (ranS)⊥ = kerS∗

endlichdimensional; insbesondere gilt dim(X/ranS) = dim(kerS∗). (Man spricht auch von
der Kodimension codim(ranS) := dim(X/ranS) von ranS.) Ein Operator S ∈ L(X, Y), für
den kerSundX/ranS endlichdimensional sind,heißtFredholmoperator; kompakte Störungen
der Identität sind die wichtigsten, aber nicht die einzigen Beispiele. Die Zahl

ind (S) := dim(kerS) − dim(X/ ranS)

heißt Index von S. Ist ind (S) = 0, so ist dim(kerS) = dim(X/ ranS), und wir haben ein
Analogon der Dimensionsformel aus der Linearen Algebra gewonnen. Insbesondere ist S
injektiv genau dann,wenn S surjektiv ist. Ansonsten sagt der Index aus, wieviele Dimensionen
dazu fehlen – ist der Index negativ, kann S nicht surjektiv sein; ist er dagegen positiv, nicht
injektiv. Wir untersuchen diese „quantitative“ Fredholmtheorie nicht weiter, sondern zeigen
lediglich, dass für S = Id−T Injektivität und Surjektivität äquivalent sind (was eine etwas
schwächere Aussage als ind (S) = 0 ist).

Satz 13.3. Sei T ∈ K(X,X) und S = Id−T . Dann ist S genau dann injektiv, wenn S surjektiv
ist.

Beweis. Angenommen, S wäre injektiv, aber nicht surjektiv, d. h. es existiert ein x ∈ X \

ranS. Wir zeigen nun, dass T nicht kompakt sein kann, indem wir eine Folge {xn}n∈N ohne
konvergente Teilfolge {Txnk}k∈N konstruieren. Dazu betrachten wir die Unterräume Un :=

ranSn für Sn := S ◦ · · · ◦ S. Aus der binomischen Formel folgt

Sn = (Id−T)n = Id+
n∑
k=1

(
n

k

)
(−T)k =: Id+T̃ .

Da K(X,X) ein Unterraum ist, ist T̃ kompakt und damit Un nach Lemma 13.2 abgeschlossen.
Weiterhin ist nach Deûnition des Bildes Um ⊂ Un für allem > n. Wir zeigen nun, dass die
Inklusion strikt ist: Fürx /∈ ranS gilt nachDeûnition Snx ∈ Un. Wäre zusätzlichSnx ∈ Un+1,
dann gäbe es ein y ∈ Xmit Sn+1y = Snx, d. h.

0 = Sn+1y− Snx = Sn(Sy− x).

Da S injektiv ist, folgt daraus Sy = x im Widerspruch zu x /∈ ranS. Also ist Un+1 ein
echter Unterraum von Un, und nach dem Rieszschen Lemma 3.9 existiert ein xn ∈ Un mit
‖xn‖X = 1 und ‖u− xn‖X > 1

2
für alle u ∈ Un+1. Damit ist

‖T(xn − xm)‖X = ‖S(xn − xm) + xm − xn‖X >
1

2
für allem > n,
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da fürm > n wegen der Schachtelung der Un gilt S(xn − xm) + xm ∈ Un+1. Also kann
{Txn}n∈N keine Cauchy-Folge enthalten, obwohl {xn}n∈N beschränkt ist, im Widerspruch
zur Kompaktheit von T .

Sei nun S surjektiv. Nach Satz 9.5 (i) ist dann S∗ injektiv, und somit folgt aus dem eben
Gezeigten die Surjektivität von S∗ = IdX∗ +T∗. Satz 9.5 (iii) liefert dann die Injektivität
von S.

Für die eingangs erwähnte Gleichung λx = Tx erhält man sofort die folgende Lösbarkeitsaus-
sage.

Folgerung 13.4 (Fredholm-Alternative). Sei T ∈ K(X,X) und λ ∈ K \ {0}. Dann gilt genau
eine der folgenden Aussagen:

(i) Die homogene Gleichung

λx− Tx = 0

hat nur die triviale Lösung x = 0, und für jedes y ∈ X hat die inhomogene Gleichung

λx− Tx = y

genau eine Lösung.

(ii) Die homogene Gleichung hat eine nichttriviale Lösung x 6= 0, und die inhomogene Glei-
chung hat eine Lösung genau dann, wenn y ∈ (ker(λ Id−T∗))⊥ ist.

Beweis. Dies folgt aus Satz 13.3 zusammen mit Satz 9.5; da nach Lemma 13.1 das Bild ranS
abgeschlossen ist, gilt ranS = cl ranS = (kerS∗)⊥.
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14
Ein wesentliches Werkzeug in der linearen Algebra sind Eigenwerte und Eigenvektoren eines
linearen Operators. Zur Erinnerung: Ein λ ∈ K heißt Eigenwert des linearen Operators
T : X→ X, wenn ein x ∈ X \ {0} existiert mit Tx = λx, d. h. wenn λ Id−T nicht injektiv ist. In
endlichdimensionalen Räumen ist dies äquivalent dazu, dass λ Id−T nicht surjektiv ist, und
diese Tatsache wird in der aeorie auch weidlich ausgenutzt. In unendlichdimensionalen
Räumen muss man aber Fehlen von Injektivität und von Surjektivität unterscheiden.

Wir deûnieren daher für T ∈ L(X) := L(X,X) mit X Banachraum

(i) das Punktspektrum

σp(T) := {λ ∈ K : λ Id−T nicht injektiv} ,

(ii) das kontinuierliche Spektrum

σc(T) := {λ ∈ K : λ Id−T injektiv, nicht surjektiv, mit dichtem Bild} ,

(iii) das Restspektrum

σr(T) := {λ ∈ K : λ Id−T injektiv, nicht surjektiv, ohne dichtes Bild} ,

sowie das Spektrum

σ(T) = σp(T) ∪ σc(T) ∪ σr(T) = {λ ∈ K : λ Id−T nicht bijektiv} ,

wobei die Vereinigung oòensichtlich disjunkt ist. Üblicherweise ist σp(T) eine Vereinigung
von Punkten, σc(T) eine Vereinigung von Intervallen, und σr(T) leer. Beachte: nur im Fall
λ ∈ σp(T) ist λ Eigenwert von T ! Ein x 6= 0 mit Tx = λx heißt dann Eigenvektor; der
abgeschlossene Unterraum ker(λ Id−T) heißt Eigenraum. Es ist eine wesentliche Eigenscha�
von Eigenräumen, dass sie invariant unter T sind: Für x ∈ ker(λ Id−T) gilt auch Tx = λx ∈
ker(λ Id−T). (Man nennt Eigenräume daher auch invariante Unterräume.)
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Zum Beispiel ist für den Rechts-Shi�

T : `p(K)→ `p(K), (x1, x2, , x3, . . . ) 7→ (0, x1, x2, . . . )

der Operator

(λ Id−T)x = (λx1, λx2 − x1, λx3 − x2, . . . )

stets injektiv, und daher σp(T) = ∅. Man kann aber zeigen, dass der Operator für |λ| 6 1 nicht
surjektiv ist, weshalb σ(T) = BK gilt. Da ran T = {x ∈ `p(K) : x1 = 0} ein abgeschlossener
Unterraum ist, muss zum Beispiel 0 ∈ σr(T) gelten.

Umdie Struktur des Spektrums zu untersuchen, ist es bequemer, stattσ(T) das Komplement

ρ(T) := K \ σ(T) = {λ ∈ K : λ Id−T bijektiv}

zu betrachten. Man nennt ρ(T) die Resolventenmenge von T ; für λ ∈ ρ(T) nennt man

Tλ := (λ Id−T)−1 ∈ L(X)

eine Resolvente von T . Die Stetigkeit von Tλ folgt dabei aus dem Satz von der stetigen Inversen.
Weitere Informationen erhalten wir unter Verwendung des folgenden Hilfssatzes.

Lemma 14.1 (Neumannsche Reihe). Seien X ein Banachraum und T ∈ L(X) mit ‖T‖L(X) < 1.
Dann ist Id−T bijektiv, und es gilt

(Id−T)−1 =
∞∑
k=0

Tk.

Beweis. Für ‖T‖L(X) < 1 gilt

∞∑
k=0

‖Tk‖L(X) 6
∞∑
k=0

‖T‖kL(X) <∞,
weshalb die Reihe auf der rechten Seite (absolut) konvergiert gegen ein S ∈ L(X). Betrachte
nun die Partialsummenfolge {Sn}n∈N mit Sn =

∑n
k=0 T

k. Dann gilt

(Id−T)Sn =

n∑
k=0

Tk −

n∑
k=0

Tk+1 = T0 − Tn+1 = Id−Tn+1.

Wegen ‖T‖L(X) < 1 gilt nun ‖Tn‖L(X) 6 ‖T‖nL(X) → 0 für n → ∞. Aus der Stetigkeit von
(Id−T) folgt nun

(Id−T)S = lim
n→∞(Id−T)Sn = Id .

Analog zeigt man S(Id−T) = Id und damit S = (Id−T)−1, woraus insbesondere die Inver-
tierbarkeit von Id−T folgt.
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Wir verwenden die Neumannsche Reihe nun, um Tλ lokal in eine Potenzreihe zu entwi-
ckeln.

Lemma 14.2. Sei X ein Banachraum, sei T ∈ L(X) und sei λ0 ∈ ρ(T) beliebig. Dann gilt

Tλ =

∞∑
k=0

(λ0 − λ)
kTk+1λ0

für alle |λ− λ0| < ‖Tλ0‖−1L(X).

Insbesondere ist ρ(T) oòen.

Beweis. Wegen λ0 ∈ ρ(T) ist λ0 Id+T invertierbar. Wir können also schreiben

(14.1)
λ Id−T = (λ0 Id−T) − (λ0 − λ) Id = (λ0 Id−T)(Id−(λ0 − λ)(λ0 Id−T)−1)

=: (λ0 Id−T)(Id−T̃).

Ist also ‖T̃‖L(X) = |λ−λ0|‖Tλ0‖L(X) < 1, so ist Id−T̃ nach Lemma 14.1 invertierbar und damit
wegen der Invertierbarkeit von λ0 Id+T auch λ Id−T . wir können die rechte und damit auch
die linke Seite von (14.1) invertieren.

Durch Invertieren von (14.1) erhalten wir ausserdem

Tλ = (λ Id−T)−1 =
(
Id−(λ0 − λ)(λ0 Id−T)−1

)−1
(λ0 Id−T)−1

=

( ∞∑
k=0

((λ0 − λ)Tλ0)
k

)
Tλ0 =

∞∑
k=0

(λ0 − λ)
kTk+1λ0

.

DurchKomplementbildung können wir nun nützliche Eigenscha�en des Spektrums zeigen.

Satz 14.3. Sei X ein Banachraum und sei T ∈ L(X). Dann ist σ(T) kompakt, und für alle
λ ∈ σ(T) gilt |λ| 6 ‖T‖L(X). Ist K = C und X 6= {0}, so ist σ(T) nicht leer.

Beweis. Wir nehmen an, dass T 6= 0 ist (sonst wäre σ(T) = {0} und damit die Aussage
oòensichtlich erfüllt). Ist nun λ ∈ Kmit |λ| > ‖T‖L(X), so wäre nach Lemma 14.1 der Operator
Id−λ−1T invertierbar und damit auch

(14.2) λ
(
Id−λ−1T

)
= λ Id−T,

woraus λ ∈ ρ(T) folgt. Also ist das Komplement σ(T) beschränkt und nach Lemma 14.2
abgeschlossen. Also ist σ(T) ⊂ K nach dem Satz von Heine–Borel kompakt.

Sei nun K = C und X 6= {0}. Da wir eine Aussage speziell über komplexe Zahlen beweisen
müssen, wenden wir Methoden der Funktionentheorie an. Dazu betrachten wir für ein
beliebiges Funktional ξ ∈ L(X)∗ die Funktion

f : ρ(T)→ C, λ 7→ 〈ξ, Tλ〉L(X).
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Sei nun λ0 ∈ ρ(T) beliebig. Aus der Stetigkeit von ξ zusammen mit Lemma 14.2 folgt dann

f(λ) = 〈ξ, Tλ〉L(X) =
∞∑
k=0

(λ0 − λ)
k〈ξ, Tk+1λ0

〉L(X) für alle λ ∈ U‖Tλ0‖−1L(X)(λ0).

Das bedeutet, dass f in jedem Punkt innerhalb einer oòenen Kreisscheibe in eine Potenzreihe
entwickelt werden kann. Also ist f holomorph (d. h. komplex diòerenzierbar) und deshalb
insbesondere stetig.¹

Wir nehmen nun an, dass σ(T) = ∅ und damit ρ(T) = C ist. Wir zeigen nun, dass f auf C
beschränkt und daher nach dem Satz von Liouville² konstant ist. Auf der kompakten Menge{
λ : |λ| 6 2‖T‖L(X)

}
ist f als stetige Funktion nach dem Satz von Weierstraß beschränkt. Für

|λ| > 2‖T‖L(X) folgt aus Lemma 14.1 und (14.2)

(14.3) Tλ = (λ Id−T)−1 = λ−1
∞∑
k=0

(λ−1T)k

und damit

(14.4) |f(λ)| = |〈ξ, Tλ〉L(X)| 6
1

|λ|
‖ξ‖L(X)∗

∞∑
k=0

‖λ−1T‖kL(X) 6
2

|λ|
‖ξ‖L(X)∗

6 ‖T‖−1L(X)‖ξ‖L(X)∗ .

Also ist f auf ganz C beschränkt und daher konstant; wegen der ersten Zeile in (14.4) für
|λ|→∞ kommt nur f = 0 in Frage.

Es gilt also 〈ξ, Tλ〉L(X) = f(λ) = 0 für alle λ ∈ C. Da ξ ∈ L(X)∗ beliebig war, erhalten wir aus
Folgerung 8.4, dass Tλ = 0 ist, im Widerspruch zu Tλ = (λ Id−T)−1 und X 6= {0}.

Wir können die Abschätzung |λ| 6 ‖T‖L(X) sogar noch verschärfen. Dafür deûnieren wir
den Spektralradius

r(T) := sup
λ∈σ(T)

|λ|.

Aus Satz 14.3 folgt sofort r(T) 6 ‖T‖L(X). Da das Spektrum stets kompakt ist, wird das
Supremum sogar angenommen, falls σ(T) nicht leer ist. Wir leiten nun analog zur linearen
Algebra eine Darstellung des Spektralradius über die Norm von Potenzen von T her. Dafür
benötigen wir das folgende Lemma.

Lemma 14.4. Seien X ein Banachraum und T ∈ L(X). Dann gilt

lim
n→∞ ‖Tn‖1/nL(X) = inf

n∈N
‖Tn‖1/nL(X) <∞.

¹siehe z. B. [Bornemann 2013, Satz 5.2], [Rudin 2005, Satz 10.6]
²siehe z. B. [Bornemann 2013, Korollar 14.2], [Rudin 2005, Satz 10.23]
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Beweis. Wir setzen an := ‖Tn‖L(X) und zeigen zunächst lim supn→∞ a1/nn 6 a
1/N
N für

alle N ∈ N. Nach Deûnition des Limes superior existiert eine Teilfolge {a
1/nk
nk }k∈N mit

lim supn→∞ a1/nn = limk→∞ a1/nknk . Wir wählen nunmk ∈ N0 so, dass nk = mkN+ rk für
ein 0 6 rk < mk gilt. Dann folgt

ank = ‖Tnk‖L(X) = ‖TmkN+rk‖L(X) 6 ‖TN‖mk

L(X)‖T‖
rk
L(X) = a

mk

N ark1

und damit

a1/nknk
6 amk/nk

N a
rk/nk
1 .

Wegen rk
nk
< N
nk
→ 0 und mk

nk
= 1−rk/nk

N
→ 1

N
für k→∞ folgt daraus

lim sup
n→∞ a1/nn = lim

k→∞a1/nknk
6 a1/NN .

DaN beliebig war, erhalten wir

lim sup
n→∞ a1/nn 6 inf

N∈N
a
1/N
N 6 lim inf

n→∞ a1/nn

und damit die Behauptung.

Satz 14.5. Seien X ein Banachraum, T ∈ L(X) und K = C. Dann gilt

‖T‖L(X) > r(T) = lim
n→∞ ‖Tn‖1/nL(X).

Beweis. Die erste Aussage ‖T‖L(X) > r(T) folgt direkt aus Satz 14.3. Für die zweite Aussage
knüpfen wir an dessen Beweis an: Dort wurde gezeigt, dass für beliebiges ξ ∈ L(X)∗ die
Funktion f : ρ(T)→ C, λ 7→ 〈ξ, Tλ〉L(X), eine holomorphe Funktion ist und für |λ| > ‖T‖L(X)
die Darstellung

(14.5) f(λ) =

∞∑
k=0

λ−k−1〈ξ, Tk〉L(X)

besitzt; siehe (14.4). Auf dem unbeschränkten Kreisring Kr := {λ : |λ| > r(T)} ⊂ ρ(T) besitzt
nun die holomorphe Funktion f eine eindeutige Entwicklung in eine Laurentreihe³ der Form∑∞
k=−∞ akλk. Da (14.5) bereits eine solche Reihe für λ ∈ KT :=

{
λ : |λ| > ‖T‖L(X)

}
⊂ Kr

liefert, muss (14.5) sogar für alle λ ∈ Kr gelten. Insbesondere muss {〈ξ, λ−k−1Tk〉L(X)}k∈N
eine Nullfolge sein. Da ξ ∈ L(X)∗ beliebig war, folgt daraus λ−k−1Tk ⇀ 0, und damit ist
{λ−k−1Tk}k∈N ⊂ L(X) nach Satz 11.2 beschränkt. Es existiert also eine Konstante C > 0mit

‖Tk‖1/kL(X) 6 (|λ|k+1C)1/k = |λ|(C|λ|)1/k für alle |λ| > r(T).

³siehe z. B. [Bornemann 2013, Satz 23.1]
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Nach Lemma 14.4 existiert für k→∞ der Grenzwert auf der linken Seite, während die rechte
Seite gegen |λ| konvergiert. Wir erhalten also

lim
n→∞ ‖Tn‖1/nL(X) 6 |λ| für alle |λ| > r(T).

Grenzübergang |λ|→ r(T) ergibt dann limn→∞ ‖Tn‖1/nL(X) 6 r(T).
Für die umgekehrte Ungleichung betrachten wir λ ∈ σ(T) beliebig; solch ein λ existiert,
da σ(T) nach Satz 14.3 nicht leer ist. Dann ist die Reihe

∑∞
k=0 λ

−k−1Tk nicht konvergent,
denn sonst würde der Grenzwert nach (14.3) gleich (λ Id−T)−1 sein, im Widerspruch zu
λ Id−T nicht invertierbar wegen λ ∈ σ(T). Also kann auch die Reihe

∑∞
k=0 ak mit ak :=

‖λ−k−1Tk‖L(X) nicht konvergieren. Aus dem Wurzelkriterium folgt dann

1 6 lim sup
k→∞ a

1/k
k = |λ|−1 lim sup

k→∞ |λ|−1/k‖Tk‖1/kL(X) = |λ|−1 lim
k→∞ ‖Tk‖1/kL(X).

Da λ ∈ σ(T) beliebig war, können wir das Supremum bilden und erhalten

r(T) = sup
λ∈σ(T)

|λ| 6 lim
n→∞ ‖Tn‖1/nL(X).

Ein linearer Operator hat zwar (ausser im trivialen Fall) stets ein nichtleeres Spektrum, muss
aber keinen Eigenwert besitzen. Für kompakte Operatoren ist die Situation günstiger.

Satz 14.6 (Kleiner Spektralsatz). Für T ∈ K(X,X) gilt:

(i) σ(T) ⊂ σp(T) ∪ {0};

(ii) für alle λ ∈ σp(T) \ {0} ist ker(λ Id−T) endlichdimensional;

(iii) σp(T) ist endlich oder abzählbar und besitzt höchstens 0 als Häufungspunkt.

Beweis. Zu (i): Für λ /∈ σp(T) ∪ {0} ist λ Id−T nach Deûnition injektiv, also auch Id−λ−1T .
Da mit T auch λ−1T für λ 6= 0 kompakt ist, ist Id−λ−1T nach Satz 13.3 surjektiv, also auch
λ Id−T . Nach Deûnition ist dann λ ∈ ρ(T) = K \ σ(T).

Aus derKompaktheit undλ 6= 0 folgtmit Lemma 13.1 auch,dass ker(λ Id−T) = ker(Id−λ−1T)
endlichdimensional ist.

Für (iii) sei σp(T) unendlich und {λn}n∈N ⊂ σp(T) eine Folge von Eigenwerten, von der
wir durch Übergang zu einer Teilfolge annehmen dürfen, dass die Folgeglieder paarweise
verschieden sind. Zu jedem λn existiert dann ein Eigenvektor xn ∈ X mit ‖xn‖X = 1.
Wörtlich wie in der linearen Algebra zeigt man, dass die Eigenvektoren zu verschiedenen
Eigenwerten linear unabhängig ist (da Linearkombinationen nachDeûnition nur endlich viele
Summanden enthalten). Für den Unterraum Xn := span{x1, . . . , xn} gilt also dimXn = n.
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Wir wählen nun mit Hilfe des Rieszschen Lemmas für Xn−1 und xn /∈ Xn−1 ein vn ∈ Xn
mit ‖vn‖X = 1 und

‖vn − x‖X >
1

2
für alle x ∈ Xn−1.

(Für n = 1 setzen wir X0 := ∅, d. h. wir können v1 = x1 wählen.) Wegen der Schachtelung
der Xn können wir vn = αnxn + ṽn−1 für ein αn ∈ K und ein ṽn−1 ∈ Xn−1 schreiben.
Da ausserdem Xn−1 als Spann von Eigenvektoren ein invarianter Unterraum ist, ist für alle
m < n der Vektor ṽm ∈ Xn−1 und damit auch T ṽm ∈ Xn−1. Damit ist aber auch

(λn Id−T)vn = 0+ (λn Id−T)ṽn−1 ∈ Xn−1.

Somit gilt für alle n > m ∈ N∥∥∥T (vnλn)− T (vmλm)∥∥∥X =
∥∥∥vn − λ−1n

[
(λn Id−T)vn − λn

λm
Tvm

]∥∥∥
X
>
1

2

nachWahl von vn, da der Vektor in eckigen Klammern inXn−1 liegt. Also kann {λ−1n Tvn}n∈N
keine konvergente Teilfolge enthalten. Da T kompakt ist, ist dies nur möglich, wenn jede
Teilfolge von {λ−1n vn}n∈N unbeschränkt ist. Also gilt für die gesamte Folge

1

|λn|
=
‖vn‖X
|λn|

= ‖λ−1n vn‖X →∞,
d. h. {λn}n∈N ist eine Nullfolge. Da {λn}n∈N ⊂ σp(T) beliebig war, kann σp(T) als Häu-
fungspunkt nur 0 besitzen. Insbesondere enthält für jedes ε > 0 die Menge σε(T) :=

{λ ∈ σp(T) : |λ| > ε} nur endlich viele Elemente, und damit ist σp(T) ⊂ ∪n∈Nσ 1
n
(T) ∪ {0}

höchstens abzählbar.
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HILBERTRÄUME



SKALARPRODUKTE UND ORTHOGONALITÄT

15
Besonders weitreichende Aussagen über lineare Operatoren sind in Hilberträumen möglich,
in denen zu der algebraischen und topologischen Struktur von normierten Vektorräumen
eine weitere geometrische Struktur hinzukommt: das Skalarprodukt. Wie wir im nächsten
Kapitel sehen werden, erlaubt dies eine Charakterisierung, die komplett ohne Dualräume aus-
kommt, und damit das Übertragen der Strukturtheorie der linearen Algebra vom euklidischen
Vektorraum auf unendlichdimensionale (Hilbert-)Räume.

Deûnition 15.1. Sei X ein Vektorraum über K. Ein Skalarprodukt auf X ist eine Abbildung
(·, ·)X : X× X→ K, die die Eigenscha�en

(i) (λx1 + x2, y)X = λ (x1, y)X + (x2, x)X für alle x1, x2, y ∈ X und λ ∈ K,

(ii) (x, y)X = (y, x)X für alle x, y ∈ K

(iii) (x, x)X > 0 für alle x ∈ Xmit (x, x)X = 0 genau dann, wenn x = 0 ∈ X,

erfüllt. In diesem Fall heißt das Paar (X, (·, ·)X) Prä-Hilbertraum. Ist das Skalarprodukt aus
dem Kontext oòensichtlich, bezeichnen wir den Prä-Hilbertraum auch kurz mit X.

Aus (i) und (ii) folgt sofort

(x, λy1 + y2)X = λ (x, y1)X + (x, y2)X

für alle x, y1, y2 ∈ X und λ ∈ K; man sagt, dass Skalarprodukt ist sesquilinear („andert-
halbfach linear“); beachte, dass dies in der Literatur manchmal andersherum (d. h. linear
im zweiten Argument) deûniert wird. Insbesondere gilt wegen λ+ λ = 2<λ die binomische
Formel

(15.1) (x+ y, x+ y)X = (x, x)X + 2< (x, y)X + (y, y)X für alle x, y ∈ X.

Aus (ii) folgt auch (x, x)X ∈ R für alle x ∈ X sogar für K = C, so dass (iii) Sinn ergibt.
Trotz der formalen Ähnlichkeit sollte man das (sesquilineare, symmetrische) Skalarprodukt
in X nicht mit der (bilinearen, nicht symmetrischen) dualen Paarung zwischen X und X∗
verwechseln.

Eine fundamentale Eigenscha� des Skalarprodukts ist die Cauchy–Schwarz-Ungleichung.
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Satz 15.2. Sei (X, (·, ·)X) ein Prä-Hilbertraum. Dann gilt

| (x, y)X | 6
√

(x, x)X

√
(y, y)X für alle x, y ∈ X.

Beweis. Für alle x, y ∈ X und λ ∈ K folgt aus den Eigenscha�en des Skalarprodukts und
λλ = |λ|2 ∈ R

0 6 (x+ λy, x+ λy)X = (x, x)X + 2<λ (x, y)X + |λ|2 (y, y)X .

Sei nun y 6= 0 (sonst ist die Aussage trivialerweise erfüllt). Dann folgt speziell für λ = −
(x,y)X
(y,y)X

0 6 (x, x)X − 2
| (x, y)X |

2

(y, y)X
+

| (x, y)X |
2

(y, y)X
= (x, x)X −

| (x, y)X |
2

(y, y)X

und damit die Behauptung.

Daraus folgt ein wesentliches Resultat: Die neue Struktur ist verträglich mit den bereits
eingeführten Strukturen, genauso wie die Norm verträglich ist mit der (durch sie induzierten)
metrischen Struktur.

Satz 15.3. Sei (X, (·, ·)X) ein Prä-Hilbertraum. Dann wird durch

‖x‖X :=
√

(x, x)X

eine Norm auf X induziert. Ist (X, ‖ · ‖X) vollständig, so heißt XHilbertraum.

Beweis. Die Normeigenscha�en folgen direkt aus denen des Skalarprodukts: Aus ‖x‖X = 0

folgt (x, x)X = 0 und damit x = 0. Für λ ∈ K und x ∈ X gilt

‖λx‖2X = (λx, λx)X = λλ (x, x)X = |λ|2‖x‖2X

unddamit die positiveHomogenität. Für die Dreiecksungleichung verwendenwir die Cauchy–
Schwarz-Ungleichung: Für alle x, y ∈ X gilt nach Deûnition der Norm und wegen <λ 6 |λ|

‖x+ y‖2X = ‖x‖2X + 2< (x, y)X + ‖y‖2X
6 ‖x‖2X + 2‖x‖X‖y‖X + ‖y‖2X = (‖x‖X + ‖y‖X)2.

Zu jedem Prä-Hilbertraum gehört also stets ein kanonischer normierter Vektorraum, zwi-
schen denen wir in Folge nicht unterscheiden; wenn wir also von Normen, Umgebungen
oder konvergenten Folgen in Hilberträumen reden, sind stets die zur induzierten Norm
gehörenden gemeint. (Es gibt aber durchaus Situationen, in denen es sinnvoll ist, nicht die
induzierte Norm zu verwenden.)

95



15 skalarprodukte und orthogonalität

Umgekehrt lässt sich das Skalarprodukt durch die induzierte Norm ausdrücken: Für K = R
gilt

(x, y)X =
1

4

(
‖x+ y‖2X − ‖x− y‖2X

)
,(15.2)

für K = C

(x, y)X =
1

4

(
‖x+ y‖2X − ‖x− y‖2X + i‖x+ iy‖2X − i‖x− iy‖2X

)
,(15.3)

wie man mit Hilfe (15.1) recht einfach nachrechnet; die Gleichung (15.2) bzw. (15.3) wird als
Polarisationsformel bezeichnet. Tatsächlich funktioniert dies nur für die induzierte Norm.

Satz 15.4. Ein normierter Raum (X, ‖ · ‖X) ist genau dann ein Prä-Hilbertraum, wenn die
Parallelogramm-Identität

‖x+ y‖2X + ‖x− y‖2X = 2
(
‖x‖2X + ‖y‖2X

)
für alle x, y ∈ X

gilt.

Beweis. Ist X ein Prä-Hilbertraum, so folgt die Parallelogramm-Identität direkt aus (15.1).
Umgekehrt kann man mit Hilfe der Parallelogramm-Identität nachrechnen, dass durch (15.2)
bzw. (15.3) ein Skalarprodukt deûniert wird; die zum Teil recht aufwendige Rechnung ist z. B.
in [Werner 2011, Satz V.1.7] zu ûnden.

Mit Hilfe der Parallelogramm-Identität kann man nun recht einfach Beispiele ûnden. Hilbert-
räume sind zum Beispiel

(i) Kn mit dem Skalarprodukt (x, y)Kn :=
∑n
k=1 xnyn,

(ii) `2(K) mit dem Skalarprodukt (x, y)`2 :=
∑∞
k=1 xnyn,

(iii) L2(Ω) mit dem Skalarprodukt (x, y)L2 :=
∫
Ω
x(t)y(t)dt,

jeweils mit der kanonischen Norm; Prä-Hilbertraum aber nicht vollständig ist

(iv) cc(K) ⊂ `2(K) mit dem Skalarprodukt aus (ii);

keine Prä-Hilberträume sind

(v) `p(K) und Lp(Ω) für p 6= 2,

(vi) C(K) für K kompakt und nicht trivial.
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So, wie die Norm den geometrischen Begriò der „Länge“ verallgemeinert, ist das Skalarpro-
dukt eine Verallgemeinerung des „Winkels“ – von besonderer Bedeutung ist auch hier der
rechte Winkel. Wir sagen, x, y ∈ X sind orthogonal, falls (x, y)X = 0 gilt. In diesem Fall gilt
der Satz von Pythagoras

‖x+ y‖2X = ‖x‖2X + ‖y‖2X.

Weiter heißt für eine Menge A ⊂ X

A⊥ := {x ∈ X : (x, y)X = 0 für alle y ∈ A}

das orthogonale Komplement vonA in X. Auch hier sollte man trotz der formalen Ähnlichkeit
nicht das orthogonale Komplement (als Teilmenge vonX) mit demAnnihilator (als Teilmenge
von X∗) verwechseln. Mit den selben Argumenten wie für letzteren zeigt man jedoch, dass
A⊥ stets abgeschlossen ist und A ⊂ (A⊥)⊥ gilt.

Wir kommen nun zu einem zentralen Satz der Hilbertraumtheorie, der eine eindeutige Pro-
jektion auf konvexe Mengen garantiert. Dabei ist sowohl die Vollständigkeit als auch die
Parallelogramm-Identität wesentlich.

Satz 15.5 (Projektionssatz). Sei X ein Hilbertraum und sei K ⊂ X nichtleer, konvex und
abgeschlossen. Dann existiert für jedes x ∈ X ein eindeutiges z ∈ Kmit

‖z− x‖X = inf
y∈K
‖y− x‖X.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Existenz mit Hilfe der Vollständigkeit von X. Setze dafür
d := infy∈K ‖y − x‖X für gegebenes x ∈ X; dieses Inûmum existiert, da K nichtleer ist
und die Norm nicht-negativ ist. Nach Deûnition existiert dann eine Folge {yn}n∈N ⊂ Kmit
‖yn−x‖X → d. Wir zeigen nun, dass {yn}n∈N eine Cauchy-Folge ist. Aus der Parallelogramm-
Identität folgt

2
(
‖yn − x‖2X + ‖ym − x‖2X

)
= ‖(yn + ym) − 2x‖2X + ‖yn − ym‖2X

für alle n,m ∈ N und damit

(15.4) ‖yn − ym‖2X = 2
(
‖yn − x‖2X + ‖ym − x‖2X

)
− 4‖yn+ym

2
− x‖2X.

Da K konvex ist, ist mit yn, ym ∈ K auch 1
2
yn + 1

2
ym ∈ K, und daher folgt nach Deûnition

von d

0 6 ‖yn − ym‖2X 6 2
(
‖yn − x‖2X + ‖ym − x‖2X

)
− 4d2.

Nach Deûnition der Folge {yn}n∈N geht nun die rechte Seite gegen Null für n,m → ∞.
Damit ist {yn}n∈N eine Cauchy-Folge, die wegen der Vollständigkeit von X gegen ein z ∈ X
konvergiert. Da K abgeschlossen ist, gilt sogar z ∈ K. Aus der Stetigkeit der Norm folgt dann

‖z− x‖X = lim
n→∞ ‖yn − x‖X = d = inf

y∈K
‖y− x‖X.
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Für die Eindeutigkeit seien z, z̃ ∈ K mit ‖z − x‖X = d = ‖z̃ − x‖X. Dann ist wegen der
Konvexität von K auch 1

2
z+ 1

2
z̃ ∈ K, und daraus folgt wie in (15.4)

‖z− z̃‖2X = 2
(
‖z− x‖2X + ‖z̃− x‖2X

)
− 4‖z+z̃

2
− x‖2X = 4d2 − 4‖z+z̃

2
− x‖2X 6 0,

d. h. z = z̃.

Durch die Zuordnung x 7→ z wird also eine Abbildung PK : X → K deûniert, die man
als (metrische) Projektion auf K bezeichnet. Diese lässt sich mit Hilfe des Skalarprodukts
charakterisieren.

Lemma 15.6. Sei X ein Hilbertraum und sei K ⊂ X nichtleer, konvex und abgeschlossen. Dann
sind für x ∈ X und z ∈ K äquivalent:

(i) z = PK(x),

(ii) < (z− x, y− z)X > 0 für alle y ∈ K.

Beweis. (ii)⇒ (i): Aus der binomischen Formel und (ii) folgt für alle y ∈ K

‖y− x‖2X = ‖(z− x) + (y− z)‖2X = ‖z− x‖2X + 2< (z− x, y− z)X + ‖y− z‖2X
> ‖z− x‖2X,

d. h. z = PK(x) nach Satz 15.5.

(i)⇒ (ii): Sei z = PK(x) ∈ K und y ∈ K beliebig. Da K konvex ist, ist für alle t ∈ [0, 1] auch
yt := (1− t)z+ ty ∈ K. Also gilt nach Satz 15.5

‖z− x‖2X 6 ‖yt − x‖2X = ‖(z− x) + t(y− z)‖2X
= ‖z− x‖2X + 2t< (z− x, y− z)X + t2‖y− z‖2X,

woraus durch Subtraktion von ‖z− x‖2X und Division durch 2t folgt

0 6 < (z− x, y− z)X +
t

2
‖y− z‖2X.

Durch Grenzübergang t→ 0 erhält man daraus (ii).

Von besonderer Bedeutung ist dabei der Fall, dass K ein abgeschlossener Unterraum ist.

Folgerung 15.7. Sei X ein Hilbertraum und sei U ⊂ X ein abgeschlossener Unterraum. Dann
sind für x ∈ X und z ∈ U äquivalent:

(i’) z = PU(x),

(ii’) (z− x, u)X = 0 für alle u ∈ U.
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Beweis. Da jeder Unterraum konvex ist, können wir Lemma 15.6 anwenden und müssen nur
noch zeigen, dass im Spezialfall eines Unterraums die Bedingung (ii) äquivalent zu (ii’) ist.

(ii’)⇒ (ii): Sei y ∈ U beliebig. Dann ist wegen z ∈ U auch u := y− z ∈ U, so dass mit (ii’)
insbesondere (ii) gilt.

(ii)⇒ (ii’): Sei u ∈ U beliebig. Dann ist auch y := u+ z ∈ U, womit aus (ii) folgt

< (z− x, u)X = < (z− x, y− z)X > 0 für alle u ∈ U.

Durch Einsetzen von −u ∈ U sieht man, dass sogar < (z− x, u)X = 0 für alle u ∈ U
gelten muss. Analog folgt durch Einsetzen von −iu ∈ U wegen der Sesquilinearität des
Skalarprodukts und<(−ix) = =(x) auch = (z− x, u)X = 0 und damit (ii).

In diesem Fall hat die Projektion zusätzliche nützliche Eigenscha�en; man spricht in diesem
Fall auch von einer orthogonalen Projektion.

Satz 15.8. Sei X ein Hilbertraum und sei U ⊂ X ein abgeschlossener Unterraum. Dann gilt:

(i) PU ∈ L(X,X),

(ii) ‖PU‖L(X,X) = 1, falls U 6= {0},

(iii) kerPU = U⊥,

(iv) PU⊥ = Id−PU.

Beweis. Die Aussagen folgen alle aus der Tatsache, dass nach Folgerung 15.7 genau dann
z = PU(x) ist, wenn z ∈ U und z− x ∈ U⊥ gilt.

Zu (i): Da U⊥ ein Unterraum ist, folgt für alle λ1, λ2 ∈ K, x1, x2 ∈ X und z1 = PU(x1),
z2 = PU(x2),

(λ1z1 + λ2z2) − (λ1x1 + λ2x2) = λ1(x1 − z1) + λ2(x2 − z1) ∈ U⊥,

d. h. λ1PU(x1)+λ2PU(x2) = PU(λ1x1+λ2x2) und damit die Linearität. Aus PU(x)−x ∈ U⊥
für alle x ∈ X folgt nun

(15.5) ‖x‖2X = ‖x− z+ z‖2X = ‖x− z‖2X + 2< (x− z, z)X + ‖z‖2X
> ‖z‖2X,

d. h. ‖PU(x)‖X = ‖z‖X 6 ‖x‖X und damit die Stetigkeit von PU.

Zu (ii): Wegen (15.5) gilt zunächst ‖PU‖L(X,X) 6 1. Für x ∈ U \ {0} ist nun z := x ∈ U und
z− x = 0 ∈ U⊥, woraus PU(x) = x und damit ‖PU‖L(X,X) = 1 folgt.

Zu (iii): Es gilt PU(x) = 0 ∈ U genau dann, wenn 0− x = −x ∈ U⊥ x ∈ U⊥ ist. Dies ist aber
äquivalent zu x ∈ U⊥.
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Zu (iv): Wir müssen zeigen, dass für x ∈ X beliebig z := x − PU(x) gilt z ∈ U⊥ und
z − x ∈ (U⊥)⊥. Ersteres folgt aus der Eigenscha� PU(x) − x ∈ U⊥ der Projektion auf U,
letzteres aus

z− x = (x− PU(x)) − x = −PU(x) ∈ U ⊂ (U⊥)⊥.

Damit können wir – ganz ohne Hahn–Banach – eine zu Folgerung 8.8 analoge Aussage
zeigen.

Folgerung 15.9. Sei X ein Hilbertraum und sei U ⊂ X ein abgeschlossener Unterraum. Dann
gilt U = (U⊥)⊥.

Beweis. Es gilt stets U ⊂ (U⊥)⊥. Sei nun x ∈ (U⊥)⊥. Dann können wir nach Satz 15.8 (iv)
schreiben x = PU(x) + PU⊥(x) =: z+ z⊥ mit z ∈ U und z⊥ ∈ U⊥. Weiter gilt

‖z⊥‖2X =
(
z⊥, z⊥

)
X
=
(
x− z, z⊥

)
X
= 0

wegen z⊥ = z − x ∈ (U⊥)⊥, da z ∈ U ⊂ (U⊥)⊥ und x ∈ (U⊥)⊥ nach Annahme. Also ist
z⊥ = 0 und daher x = z ∈ U.

Daraus erhalten wir ein Kriterium für die Invertierbarkeit von Operatoren auf Hilberträumen,
welches (in einer etwas komplizierteren Form) den ersten Grundstein der modernen aeorie
der partiellen Diòerentialgleichungen bildet.

Satz 15.10 (Lax–Milgram). Sei X ein Hilbertraum und sei T ∈ L(X,X). Existiert ein γ > 0mit

(15.6) | (Tx, x)X | > γ‖x‖
2
X für alle x ∈ X,

so ist T invertierbar und ‖T−1‖L(X,X) 6 γ−1.

Beweis. Aus (15.6) folgt zusammen mit der Cauchy–Schwarz-Ungleichung ‖Tx‖X > γ‖x‖X
und damit nach Folgerung 9.7 mit C = γ−1 sowohl die Injektivität von T als auch die
Abgeschlossenheit von ran T . Sei nun x ∈ (ran T)⊥. Dann ist (Tx, x)X = 0, und aus (15.6)
folgt x = 0, d. h. (ran T)⊥ = {0}. Nach Folgerung 15.9 gilt dann

ran T = ((ran T)⊥)⊥ = {0}⊥ = X,

und damit ist T surjektiv und daher invertierbar. Für beliebige y ∈ X können wir daher
x := T−1y in die eingangs hergeleitete Ungleichung einsetzen und erhalten

‖T−1y‖X 6
1

γ
‖TT−1y‖X =

1

γ
‖y‖X.
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In endlichdimensionalen Vektorräumen lässt sich die orthogonale Projektion auf einen Un-
terraum explizit mit Hilfe der Basisvektoren berechnen. Wir übertragen dies nun auf Hilbert-
räume. Eine Teilmenge S ⊂ X eines Prä-Hilbertraums nennen wir dafür Orthonormalsystem,
wenn für alle u, v ∈ S gilt

(u, v)X =

{
0 u 6= v,
1 u = v.

(Ist nur die erste Bedingung erfüllt, d. h. gilt ‖u‖X 6= 1 für ein u ∈ S, so spricht man von
einem Orthogonalsystem.) Die Frage nach der Existenz von Orthonormalsystemen lassen wir
zunächst oòen und untersuchen erst einmal ihre Eigenscha�en. Als erstes betrachten wir die
Projektion auf einen endlichdimensionalen Unterraum.

Lemma 15.11. Sei X ein Prä-Hilbertraum, S ⊂ X ein Orthonormalsystem und e1, . . . , en ∈ S.
Dann gilt für U = span{e1, . . . , en}

PUx =

n∑
k=1

(x, ek)X ek für alle x ∈ X.

Beweis. Zu x ∈ X betrachten wir z :=
∑n
k=1 (x, ek)X ek. Nach Konstruktion ist dann z ∈ U,

und aus der Orthogonalität der ej folgt für alle 1 6 j 6 n

(x− z, ej)X = (x, ej)X −

n∑
k=1

(x, ek)X (ek, ej)X = (x, ej)X − (x, ej) = 0.

Also ist auch (x− z, u)X = 0 für alle u ∈ U und damit z = PUx nach Folgerung 15.7.

Folgerung 15.12. Sei X ein Prä-Hilbertraum und {e1, . . . , en} ⊂ X ein endliches Orthonormal-
system. Dann gilt die Besselsche Ungleichung

n∑
k=1

| (x, ek)X |
2 6 ‖x‖2X für alle x ∈ X.

Beweis. Betrachte U = span{e1, . . . , en}. Dann gilt für alle x ∈ X

(15.7) ‖PUx‖2X =

(
n∑
k=1

(x, ek)X ek,

n∑
j=1

(x, ej)X ej

)

=

n∑
k=1

n∑
j=1

(x, ek)X (x, ej)X (ek, ej)X =

n∑
k=1

| (x, ek)X |
2.

Die Besselsche Ungleichung folgt nun aus ‖PUx‖X 6 ‖x‖X, siehe Satz 15.8 (ii).

Die Frage ist nun, wann das auch für (abzählbar) unendlichdimensionale Unterräume funk-
tioniert, d. h. wir in den obigen Summen den Grenzübergang n→∞machen können.
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Satz 15.13. Sei X ein Hilbertraum und S = {en : n ∈ N} ein Orthonormalsystem. Dann sind
äquivalent:

(i) spanS ist dicht in X;

(ii) für alle x ∈ X gilt

x =

∞∑
k=1

(x, ek)X ek;

(iii) für alle x ∈ X gilt die Parseval-Identität

‖x‖2X =

∞∑
k=1

| (x, ek)X |
2.

Ist eine dieser Eigenscha�en erfüllt, so nennen wir S eine Orthonormalbasis.

Beweis. (i) ⇒ (ii): Sei Um := span {e1, . . . , em} und Pm := PUm . Sei weiterhin x ∈ X be-
liebig und {xn}n∈N ⊂ spanS mit xn → x. Da Linearkombinationen nach Deûnition stets
endlich sind, ûnden wir für jedes xn ∈ spanS einmn ∈ N mit xn ∈ Umn

, wobei wir ohne
Beschränkung der Allgemeinheit annehmen dürfen, dass {mn}n∈N strengmonoton wachsend
ist. Dann folgt nach Deûnition der Projektion

0 6 ‖x− Pmn
x‖X = inf

u∈Umn
‖x− u‖X 6 ‖x− xn‖X → 0 für n→∞.

Da dieUm geschachtelt sind, ist weiterhin {‖x− Pmx‖X}m∈N monoton fallend; also muss die
gesamte Folge gegen Null konvergieren. Aus Lemma 15.11 folgt dann

0 6 ‖x−
∑m
k=1 (x, ek)X ek‖X = ‖x− Pmx‖X → 0 fürm→∞.

(ii)⇒ (iii): Sei x ∈ X beliebig. Für die Partialsummen sn :=
∑n
k=1 (x, ek)X ek gilt nach (15.7)

‖sn‖2X = (sn, sn)X =

n∑
k=1

| (x, ek)X |
2.

Nach (ii) konvergiert nun sn → x und damit ‖sn‖X → ‖x‖X, sodass durch Grenzübergang
n→∞ auf beiden Seiten (iii) folgt.

(iii)⇒ (ii): Analog rechnet man nach, dass für alle x ∈ X und die Partialsummen sn gilt

(x, sn)X =

n∑
k=1

| (x, ek)X |
2 = ‖sn‖2X.
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Daraus folgt

‖x− sn‖2X = ‖x‖2X − 2< (x, sn)X + ‖sn‖2X = ‖x‖2X − ‖sn‖2X → 0

und damit (ii).

(ii)⇒ (i): Ist spanS nicht dicht in X, so existiert ein x ∈ X und ε > 0 mit ‖x − xn‖X > ε
für alle Folgen {xn}n∈N ⊂ spanS. Dann gilt dies insbesondere für die Partialsummenfolge
{sn}n∈N, und damit kann (ii) nicht gelten.

Beachte, dass (i) bereits impliziert, dass X separabel ist.

Zum Beispiel bildet in `2(K) die Folge der Einheitsvektoren {en}n∈N eine Orthonormalbasis.
Etwas komplizierter nachzuweisen ist, dass in L2((−π, π)) für K = C die Funktionen

ek(t) =
1√
2π
eikt, k ∈ Z,

eine Orthonormalbasis bilden. Damit lässt sich jede Funktion f ∈ L2((−π, π)) schreiben
als

f(t) =
∑
k∈Z

ckek(t), ck := (f, ek)L2 =
1√
2π

∫π
−π

f(t)e−ikt dt.

Diese Reihe wird Fourier-Reihe genannt. (Analog nennt man die Reihe in Satz 15.13 (ii)
manchmal auch (verallgemeinerte) Fourier-Reihe sowie (x, ek)X (verallgemeinerten) Fourier-
koeõzient.)

Allgemein haben wir das folgende Resultat.

Satz 15.14. Sei X ein unendlichdimensionaler Hilbertraum. Dann sind äquivalent

(i) X ist separabel;

(ii) X besitzt eine abzählbare Orthonormalbasis.

Beweis. (i)⇒ (ii): Sei {xn : n ∈ N} dicht in X. Wir deûnieren nun rekursiv

ẽn := xn −

n−1∑
k=1

(xn, ek)X ek,

en :=

{
ẽn
‖ẽn‖X

falls ẽn 6= 0,
0 falls ẽn = 0.

Dann ist ‖en‖X = 1 für alle n ∈ N sowie (en, ek) = 0 für alle k < n ∈ N, d. h. {en : n ∈ N}
ist ein Orthonormalsystem. Weiter ist span {en : n ∈ N} = span {xn : n ∈ N} dicht in X und
damit {en : n ∈ N} sogar eine Orthonormalbasis.

(ii)⇒ (i): Ist {en : n ∈ N} eine abzählbare Orthonormalbasis, so ist die Menge aller endlichen,
rationalen Linearkombinationen abzählbar sowie dicht in span {en : n ∈ N} und damit auch
in X.
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Die Konstruktion im ersten Schritt entspricht natürlich genau der Gram–Schmidt-Ortho-
normalisierung aus der linearen Algebra.¹

Aus Satz 15.14 erhalten wir das folgende erstaunliche Resultat.

Folgerung 15.15 (Satz von Fischer–Riesz). Jederunendlichdimensionale separableK-Hilbertraum
ist isometrisch isomorph zu `2(K).

Beweis. Sei X ein unendlichdimensionaler separabler Hilbertraum und {en : n ∈ N} eine
Orthonormalbasis.Wirkonstruieren nun einen isometrischen Isomorphismus T : X→ `2(K),
indem wir jedem x ∈ X eine Folge Tx := {yk}k∈N durch yk := (x, ek)X zuordnen. Aus der
Parseval-Identität folgt dann Tx = y ∈ `2(K) sowie ‖Tx‖`2 = ‖x‖X, also ist T insbesondere
stetig. Weiterhin ist T linear und injektiv. Für die Surjektivität sei y ∈ `2(K) gegeben. Da y
quadratsummierbar ist, muss {

∑n
k=1 |yk|

2}n∈N eine Cauchy-Folge (in R) sein. Damit ist auch
{
∑n
k=1 ykek}n∈N eine Cauchy-Folge (in X), denn für allem < n ∈ N gilt

‖
∑n
k=m+1ykek‖

2
X =

(
n∑

k=m+1

ykek,

n∑
j=m+1

yjej

)
X

=

n∑
k=m+1

|yk|
2.

Da X vollständig ist, konvergiert also die Reihe
∑∞
k=1 ykek = x ∈ X. Aus der Stetigkeit des

Skalarprodukts folgt schließlich

[Tx]k = (x, ek)X = lim
n→∞

(
n∑
j=1

yjej, ek

)
X

= yk für alle k ∈ N

und damit Tx = y.

Alle unendlichdimensionalen separablen Hilberträume sind also isometrisch isomorph!

Damit sind wir auch am Ursprung angekommen, denn mit der Untersuchung von `2(K)

durch David Hilbert nahm die Funktionalanalysis im Jahr 1906 ihren Anfang.

¹Ist X nicht separabel, kann man die Existenz einer (dann überabzählbaren) Orthonormalbasis stattdessen
mit Hilfe des Zornschen Lemmas zeigen. Dabei muss man verwenden, dass eine Orthonormalbasis ein
maximales Orthonormalsystem ist, d. h. in keinem grösseren Orthonormalsystem enthalten ist; siehe
[Kaballo 2011, Satz 6.4, 6.6]. Auch Satz 15.13 kann man auf diese Situation übertragen, da auch für ein
überabzählbares Orthonormalsystem höchstens abzählbar viele Skalarprodukte (x, e)X vonNull verschieden
sind; siehe [Werner 2011, Lemma V.4.5].
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16
Wir betrachten nun, wie sich die in Teil III beschriebene Dualitätstheorie im Hilbertraum
verhält. Jeder Hilbertraum X wird ja durch die induzierte Norm zu einen normierten Raum,
dem ein Dualraum X∗ zugeordnet ist. Formal ähnelt die duale Paarung 〈·, ·〉X zwischen
X und X∗ dem Skalarprodukt (·, ·)X auf X (vergleiche etwa Annihilator und orthogonales
Komplement). Tatsächlich besteht zwischen beiden eine enge Beziehung.

Satz 16.1 (Darstellungssatz von Riesz–Fischer). Sei X ein Hilbertraum. Dann existiert zu
jedem x∗ ∈ X∗ genau ein Riesz-Repräsentant x ∈ Xmit

〈x∗, z〉X = (z, x)X für alle z ∈ X.

Weiterhin gilt ‖x‖X = ‖x∗‖X∗ .

Beweis. Zuerst stellen wir fest, dass für festes x ∈ X die Abbildung TX : z 7→ (z, x)X ein
beschränktes lineares Funktional auf X ist Wir zeigen nun, dass die Abbildung

RX : X→ X∗, x 7→ Tx

bijektiv, isometrisch und semi-linear ist. Letzteres folgt direkt aus der Sesquilinearität des
Skalarprodukts: Für alle x, y ∈ X und α,β ∈ K gilt für beliebiges z ∈ X

〈RX(αx+ βy), z〉X = (z, αx+ βy)X = α (z, x)X + β (z, y)X = 〈αRX(x) + βRX(y), z〉X.

Direkt aus der Deûnition folgt auch

|〈RX(x), z〉X| = | (z, x)X | 6 ‖z‖X‖x‖X für alle z ∈ X,

mit Gleichheit für z = x. Division durch ‖z‖X und Supremum über alle z ∈ X \ {0} ergibt
‖RX(x)‖X∗ = ‖x‖X für alle x ∈ X. Also ist RX isometrisch und damit injektiv.

Für die Surjektivität sei x∗ ∈ X∗ beliebig. Für x∗ = 0 wählen wir x = 0. Ist x∗ 6= 0, so ist
ker x∗ wegen Satz 8.3 ein echter, abgeschlossener Unterraum von X. Damit ist das orthogonale
Komplement (ker x∗)⊥ 6= {0} (denn sonst würden wir mit Hilfe von Folgerung 15.9 erhalten,
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16 der satz von riesz

dass ker x∗ = X ist). Also existiert ein x ∈ (ker x∗)⊥ \ {0}. Insbesondere gilt 〈x∗, x〉X 6= 0,
denn sonst wäre x ∈ (ker x∗)⊥ ∩ ker x∗ und damit nach Satz 15.8 (iv)

x = Pkerx∗x = x− P(kerx∗)⊥x = x− x = 0,

im Widerspruch zu x 6= 0. Sei nun z ∈ X beliebig. Dann gilt für alle λ ∈ K

〈x∗, z− λx〉X = 〈x∗, z〉X − λ〈x∗, x〉X.

Setzen wir λz := 〈x∗,z〉X
〈x∗,x〉X

, so ist daher z − λzx ∈ ker x∗. Wegen x ∈ (ker x∗)⊥ folgt daraus
(z− λzx, x)X = 0. Zusammen erhalten wir

〈x∗, z〉X
〈x∗, x〉X

= λz =
(z, x)X
(x, x)X

.

Au�ösen ergibt dann

〈x∗, z〉X =
(
z,
〈x∗,x〉X
‖x‖2X

x
)
X
,

d. h. x∗ = RX
(
〈x∗,x〉X
‖x‖2X

x
)
.

Die Abbildung RX nennt man Riesz-Isomorphismus (obwohl sie nur im Fall K = R linear
und damit wirklich ein isometrischer Isomorphismus ist).

Mit Hilfe des Riesz-Isomorphismus kann man nun Eigenscha�en zwischen einem Hilbert-
raum und seinem Dualraum übertragen.

Folgerung 16.2. Sei X ein Hilbertraum. Dann gilt

(i) X∗ ist ein Hilbertraum;

(ii) X ist re�exiv.

Beweis. Für (i) vergewissert man sich leicht, dass auf X∗ durch

(x∗, y∗)X∗ :=
(
R−1
X y

∗, R−1
X x

∗)
X

für alle x∗, y∗ ∈ X∗

ein Skalarprodukt deûniert wird. Also ist X∗ ein Hilbertraum. Aus der Isometrie von RX folgt
auch

‖x∗‖2X∗ = ‖R−1
X x

∗‖2X =
(
R−1
X x

∗, R−1
X x

∗)
X
= (x∗, x∗)X∗ ,

d. h. die duale Norm wird durch dieses Skalarprodukt induziert.

Für (ii) müssen wir nachweisen, dass die kanonische Einbettung JX : X→ X∗∗ surjektiv ist.
Dafür zeigen wir, dass JX = RX∗ ◦ RX gilt. Seien dazu x ∈ X und x∗ ∈ X∗ beliebig. Dann gilt
nach Deûnition der Riesz-Isomorphismen, des Skalarprodukts in X∗ und der kanonischen
Einbettung

〈RX∗RXx, x∗〉X∗ = (x∗, RXx)X∗ =
(
x, R−1

X x
∗)
X
= 〈x∗, x〉X = 〈JXx, x∗〉X∗ .

Also ist JX als Komposition zweier bijektiver Abbildungen bijektiv und damit surjektiv.
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Der Riesz-Isomorphismus erlaubt es auch, die schwache Konvergenz mit Hilfe des Skalarpro-
dukts auszudrücken. Aus der Bijektivität von RX folgt sofort, dass gilt

xn ⇀ x genau dann, wenn (xn, z)X → (x, z)X für alle z ∈ X.

Da wir bei der Deûnition der schwachen Konvergenz also ohne Dualraum auskommen, ist
der Unterschied zur starken Konvergenz nicht mehr so groß.

Folgerung 16.3. Sei X ein Hilbertraum und {xn}n∈N ⊂ X. Dann sind äquivalent:

(i) xn → x,

(ii) xn ⇀ x und ‖xn‖X → ‖x‖X.

Beweis. Wir wissen bereits, dass in normierten Räumen jede stark konvergente Folge auch
schwach konvergiert und dass die Norm stetig ist. Umgekehrt folgt im Hilbertraum aus der
schwachen Konvergenz und der Konvergenz der Norm sofort

‖xn − x‖2X = ‖xn‖2X − 2< (xn, x)X + ‖x‖2X → ‖x‖2X − 2 (x, x)X + ‖x‖2X = 0.

Der Konvergenzbegriò in (ii) kann auch in Banachräumen als unabhängiger Begriò nützlich
sein und wird dann als strikte Konvergenz bezeichnet.

Ebenso können wir über den Riesz-Isomorphismus den adjungierten Operator „zurück nach
X ziehen“: Sind X und Y Hilberträume, so deûnieren wir für T ∈ L(X, Y) den Hilbertraum-
adjungierten Operator

T? := R−1
X T

∗RY : Y → X,

wobei T∗ : Y∗ → X∗ der übliche (Banachraum-)adjungierte Operator ist. (Gefahr der
Verwechslung wird in Folge kaum bestehen.) Dann folgt aus der Deûnition von Riesz-
Isomorphismus und adjungiertem Operator

(16.1) (Tx, y)Y = 〈RYy, Tx〉Y = 〈T∗RYy, x〉X =
(
x, R−1

X T
∗RY

)
X

= (x, T?y)X für alle x ∈ X, y ∈ Y.

Unmittelbar aus der Deûnition erhalten wir auch die folgenden Rechenregeln.

Lemma 16.4. Seien X, Y, Z Hilberträume und S, T ∈ L(X, Y), R ∈ L(Y, Z). Dann gilt

(i) (S+ T)? = S? + T?;

(ii) (λT)? = λT? für alle λ ∈ K;

(iii) (R ◦ T)? = T? ◦ R?.
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Wörtlich wie im Banachraum-Fall zeigt man auch zu Satz 9.5 analoge Aussagen für die
orthogonalen Komplemente von Kern und Bild (unter Verwendung von Folgerung 15.9
anstelle von Folgerung 8.8). Wir werden später die folgenden nützlichen Eigenscha�en
benötigen, wobei wir hier und in Folge kurz T?T := T? ◦ T schreiben.

Lemma 16.5. Seien X, Y Hilberträume und T ∈ L(X, Y). Dann gilt

(i) T?? = T ;

(ii) ‖T?‖L(Y,X) = ‖T‖L(X,Y);

(iii) ‖T?T‖L(X,X) = ‖T‖2L(X,Y).

Beweis. Zu (i): Aus (16.1) folgt sofort

(y, T??x)Y = (T?y, x)X = (x, T?y)X = (Tx, y)Y = (y, Tx)Y

für alle x ∈ X und y ∈ Y.

Zu (ii): Zunächst gilt für alle y ∈ Y

‖T?y‖X = ‖R−1
X T

∗RYy‖X = ‖T∗RYy‖X∗ 6 ‖T∗‖L(Y∗,X∗)‖RYy‖Y∗ = ‖T‖L(X,Y)‖y‖Y ,

da sowohl der Riesz-Isomorphismus als auch (nach Lemma 9.1) die Abbildung T 7→ T∗

isometrisch ist. Supremum über alle y ∈ BY ergibt ‖T?‖L(Y,X) 6 ‖T‖L(X,Y). Aus (i) folgt dann
auch ‖T‖L(X,Y) = ‖T??‖L(X,Y) 6 ‖T?‖L(Y,X) und damit (ii).

Zu (iii): Aus Folgerung 4.4 und (ii) folgt

‖T?T‖L(X,X) 6 ‖T?‖L(Y,X)‖T‖L(X,Y) = ‖T‖2L(X,Y).

Die umgekehrte Ungleichung erhalten wir aus

‖Tx‖2Y = (Tx, Tx)Y = (x, T?Tx)X 6 ‖x‖X‖T?T‖L(X,X)‖x‖X
und Supremum über alle x ∈ BX.

Der Riesz-Isomorphismus erlaubt also, die komplette Dualitätstheorie alleine auf Elementen
in X aufzubauen. Man unterscheidet daher o� nicht zwischen Elementen x∗ ∈ X∗ und ihren
RepräsentantenR−1

X x
∗ ∈ X, d. h. man behandeltRX wie die Identität –man sagt,XwirdmitX∗

identiûziert. Insbesondere wird nicht zwischen Banachraum- und Hilbertraum-Adjungierten
unterschieden. Dies ist aber nicht in jedem Fall sinnvoll! Eine häuûg au�auchende Situation
ist, wenn man es mit zwei Hilberträumen X und Y zu tun hat, wobei X stetig und dicht in Y
eingebettet ist, aber beide mit unterschiedlichen Skalarprodukten versehen sind. In diesem
Fall ist Y∗ stetig in X∗ eingebettet; identiûziert man Y mit Y∗ (d. h. betrachtet man RY als
Identität), so erhält man das Gelfand-Tripel X ↪→ Y ∼= Y∗ ↪→ X∗. Würde man nun auch
X mit X∗ identiûzieren, verlören die Einbettungen jede Aussagekra�; man muss sich also
entscheiden. (Natürlich hat man trotzdem den Riesz-Isomorphismus RX, man kann ihn nur
nicht wie die Identität behandeln.) Besonders relevant ist diese Situation in der aeorie der
partiellen Diòerentialgleichungen (wo R−1

X genau dem Lösen einer Diòerentialgleichung
entspricht); ein elementareres Beispiel ûndet man in [Brezis 2011, Chapter 5.2, Remark 3].
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17
Eines der zentralen Resultate in der linearen Algebra ist die Spektralzerlegung: Jede normale
Matrix ist diagonalisierbar, d. h. kann bezüglich einer Orthonormalbasis aus Eigenvektoren
als Diagonalmatrix dargestellt werden. Für kompakte Operatoren im Hilbertraum kann man
ein analoges Result zeigen und so (für diese Operatoren) die Lücke zwischen linearer Algebra
und Funktionalanalysis schliessen.

Sei X im folgenden stets ein Hilbertraum. Wir nennen T ∈ L(X) := L(X,X)

• normal, falls T?T = TT? gilt;

• selbstadjungiert, falls T = T? gilt.

Oòensichtlich ist jeder selbstadjungierte Operator normal, und für T ∈ L(X) sind T?T und
TT? stets selbstadjungiert.

Wir untersuchen nun die Eigenwerte von normalen und selbstadjungierten Operatoren.

Satz 17.1. Sei T ∈ L(X) normal. Dann gilt:

(i) ‖Tx‖X = ‖T?x‖X für alle x ∈ X;

(ii) ker T = ker T?;

(iii) Tx = λx genau dann, wenn T?x = λx.

Beweis. Zu (i): Da T normal ist, folgt für alle x ∈ X

‖Tx‖2X = (Tx, Tx)X = (x, T?Tx)X = (x, TT?x)X = (T?x, T?x)X = ‖T?x‖2X,

wobei wir im vorletzten Schritt T = T?? verwendet haben.

Aus (i) folgt auch sofort, dass Tx = 0 ist genau dann, wenn T?x = 0 ist, und damit (ii).

Zu (iii): Man rechnet leicht nach, dass mit T auch λ Id−T normal ist für alle λ ∈ K. Damit
folgt aus (ii) und Lemma 16.4 (ii)

ker(λ Id−T) = ker(λ Id−T)? = ker(λ Id−T?).
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17 spektralzerlegung im hilbertraum

Aussage (iii) besagt, dass λ Eigenwert von T ist genau dann, wenn λ Eigenwert von T? ist.

Folgerung 17.2. Sei T ∈ L(X) normal. Dann sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
orthogonal.

Beweis. Seien λ1, λ2 ∈ K und x1, x2 ∈ X mit Tx1 = λ1x1 und Tx2 = λ2x2 sowie λ1 6= λ2.
Dann erhalten wir aus Satz 17.1 (iii) und der Sesquilinearität des Skalarprodukts

λ1 (x1, x2)X = (λ1x1, x2)X = (Tx1, x2)X = (x1, T
?x2)X =

(
x1, λ2x2

)
X
= λ2 (x1, x2)X ,

was nur möglich ist für (x1, x2)X = 0.

Für normale Operatoren erhalten wir auch eine Verschärfung der Abschätzung in Satz 14.5.

Satz 17.3. Sei K = C und T ∈ L(X) normal. Dann gilt r(T) = ‖T‖L(X).

Beweis. Wir zeigen zunächst per Induktion, dass ‖Tn‖L(X) = ‖T‖nL(X) für alle n ∈ N gilt. Für
n = 1 ist die Aussage trivial; für n = 2 erhalten wir aus Lemma 16.4 (iii)

(17.1) ‖T2‖2L(X) = ‖(T2)?(T)2‖L(X) = ‖(T?T)?(T?T)‖L(X) = ‖T?T‖2L(X) =
(
‖T‖2L(X)

)2
,

wobei wir im zweiten Schritt die Normalität von T verwendet haben. Den Induktionsschritt
n→ n+ 1 für n > 2 erhalten wir durch die Abschätzung

‖T‖2nL(X) = (‖T‖nL(X))2 = ‖Tn‖2L(X) = ‖(Tn)2‖L(X) 6 ‖Tn+1‖L(X)‖T‖n−1L(X),

wobei wir im zweiten Schritt die Induktionsvoraussetzung und im dritten Schritt (17.1) auf
den (wie man sich leicht vergewissert) normalen Operator Tn angewendet haben. Division
durch ‖T‖n−1L(X) 6= 0 (sonst ist die Aussage trivial) ergibt dann zusammen mit Folgerung 4.4

‖T‖n+1L(X) 6 ‖T
n+1‖L(X) 6 ‖T‖n+1L(X)

und damit ‖T‖n+1L(X) = ‖Tn+1‖L(X).

Mit Satz 14.5 folgt daraus nun

r(T) = lim
n→∞ ‖Tn‖1/nL(X) = ‖T‖L(X).

Da nach Satz 14.3 das Spektrum kompakt und für kompakte Operatoren nach Satz 14.6 nur
aus Eigenwerten besteht, erhalten wir die folgende nützliche Aussage.

Folgerung 17.4. Sei X 6= {0} ein Hilbertraum überK = C und K ∈ L(X) kompakt und normal.
Dann existiert ein Eigenwert λ ∈ σp(K) mit |λ| = ‖K‖L(X).
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Im Fall K = R erhalten wir das selbe Resultat, wenn wir selbstadjungierte Operatoren
betrachten. Anstelle von Satz 14.5 verwenden wir dafür die folgende Charakterisierung der
Operatornorm.

Satz 17.5. Sei T ∈ L(X) selbstadjungiert. Dann gilt ‖T‖L(X) = supx∈BX | (Tx, x)X |.

Beweis. Aus der Cauchy–Schwarz-Ungleichung folgt sofort

M := sup
x∈BX

| (Tx, x)X | 6 sup
x∈BX

‖Tx‖X = ‖T‖L(X).

Für die umgekehrte Ungleichung schreiben wir ‖Tx‖2X = (Tx, Tx)X =
(
αTx, α−1Tx

)
X
für

α > 0 beliebig. Wir verwenden nun mehrfach die produktive Null sowie die Selbstadjungiert-
heit von T und schätzen ab:

4‖Tx‖2X =
(
T(αx+ α−1Tx), αx+ α−1Tx

)
X
−
(
T(αx− α−1Tx), αx− α−1Tx

)
X

=

(
T

(
αx+ α−1Tx

‖αx+ α−1Tx‖X

)
,
αx+ α−1Tx

‖αx+ α−1Tx‖X

)
X

‖αx+ α−1Tx‖2X

−

(
T

(
αx− α−1Tx

‖αx− α−1Tx‖X

)
,
αx− α−1Tx

‖αx− α−1Tx‖X

)
X

‖αx− α−1Tx‖2X

6M
(
‖αx+ α−1Tx‖2X + ‖αx− α−1Tx‖2X

)
= 2M

(
α2‖x‖2X + α−2‖Tx‖2X

)
,

wobei wir im letzten Schritt die Parallelogramm-Identität verwendet haben. Ist Tx 6= 0 (sonst
ist wieder die Aussage trivial), so folgt aus der Wahl α2 := ‖Tx‖X

‖x‖X
> 0 nach Division durch

‖Tx‖X

‖Tx‖X 6M‖x‖X für alle x ∈ X,

und damit auch

‖T‖L(X) = sup
x∈BX

‖Tx‖X 6M.

Für kompakte Operatoren können wir nun zeigen, dass (bis auf das Vorzeichen) die Norm
als Eigenwert angenommen wird.

Folgerung 17.6. Sei X 6= {0} ein Hilbertraum über K = R und K ∈ K(X,X) selbstadjungiert.
Dann existiert ein Eigenwert λ ∈ σp(K) mit |λ| = ‖K‖L(X).

Beweis. Nach Satz 17.5 existiert eine Folge {xn}n∈N ⊂ BXmit | (Kxn, xn)X |→ ‖K‖L(X). Durch
eventuellen Übergang zu einer Teilfolge (die wir wieder mit {xn}n∈N bezeichnen) können wir
sogar (Kxn, xn)X → λmit |λ| = ‖K‖L(X) annehmen. Daraus folgt

(17.2) ‖Kxn − λxn‖2X = (Kxn − λxn, Kxn − λxn)X

= ‖Kxn‖2X − 2λ (Kxn, xn)X + λ2‖xn‖2X
6 ‖K‖2L(X) − 2λ (Kxn, xn)X + λ2 → 0.
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Da BX beschränkt und K kompakt ist, existiert nun eine konvergente Teilfolge (ebenfalls mit
{xn}n∈N bezeichnet) mit

Kxn → y, (Kxn, xn)X → λ.

Zusammen mit (17.2) folgt daraus auch

y = lim
n→∞Kxn = lim

n→∞ λxn sowie Ky = λ( lim
n→∞Kxn) = λy,

da K stetig ist. Ist y 6= 0, so ist λ der gesuchte Eigenwert von K. Anderenfalls wäre {Kxn}n∈N
eine Nullfolge, und aus Satz 17.5 folgt ‖K‖L(X) = limn→∞ | (Kxn, xn)X | = 0 und damit K = 0.
In diesem Fall ist die Aussage aber trivial.

Wir können nun als Krönung zeigen, dass jeder kompakte normale (oder selbstadjungierte)
Operator im Hilbertraum eine Spektralzerlegung besitzt.

Satz 17.7 (Großer Spektralsatz). Sei K ∈ L(X) kompakt und normal (falls K = C) bzw.
selbstadjungiert (falls K = R). Dann existiert ein (möglicherweise endliches) Orthonormalsys-
tem {en}n∈N(N) ⊂ X aus Eigenvektoren von K und eine (möglicherweise endliche) Nullfolge
{λn}n∈N(N) ⊂ K aus zugehörigen Eigenwerten mit

(17.3) Kx =

∞(N)∑
n=1

λn (x, en)X en für alle x ∈ X.

Weiterhin bilden die {en}n∈N(N) eine Orthonormalbasis von (kerK)⊥.

Beweis. Wir gehen induktiv vor. Setze X1 := X und K1 := K. Ist X1 = {0} oder K1 = 0,
so folgt die Aussage mit N = 0. (In diesem Fall setzen wir λ1 = 0.) Ansonsten existiert
nach Folgerung 17.4 bzw. Folgerung 17.6 ein Eigenwert λ1 ∈ σp(K1) mit |λ1| = ‖K1‖L(X).
Damit existiert auch ein zugehöriger Eigenvektor e1 ∈ X1 mit ‖e1‖X = 1. Wir setzen nun
X2 := (span{e1})⊥. Für alle x ∈ X2 gilt dann mit Satz 17.1 (iii)

(K1x, e1)X = (x, K?
1e1)X =

(
x, λ1e1

)
X
= λ1 (x, e1)X = 0

und damit K1x ∈ X2. Also ist K2 := K1|X2 ∈ L(X2) als Restriktion eines kompakten und
normalen (bzw. selbstadjungierten) Operators ebenfalls kompakt und normal (bzw. selbstad-
jungiert). Ausserdem gilt

‖K2‖L(X2) = sup
x∈BX2

‖K2x‖X = sup
x∈BX2

‖K1x‖X 6 sup
x∈BX1

‖K1x‖X = ‖K1‖L(X1).

Wir erhalten dadurch ein nachKonstruktion orthonormales System {en}n∈N(N) sowie eine Fol-
ge {λn}n∈N(N) mit Ken = λnen sowie |λn| = ‖Kn‖L(Xn), wobei Xn = (span{e1, . . . , en−1})⊥.
Insbesondere ist {|λn|}n∈N(N) monoton fallend. Ist Xm = {0} oder Km = 0 für einm ∈ N,
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so brechen diese Folgen ab mit N = m − 1 und λN+1 = 0. Andernfalls hat {Ken}n∈N ei-
ne konvergente Teilfolge, da {en}n∈N ⊂ BX beschränkt und K kompakt ist. Da {en}n∈N ein
Orthonormalsystem ist, folgt

|λnk |
2 + |λnl |

2 = ‖λnkenk − λnlenl‖2X = ‖Kenk − Kenl‖2X → 0.

Da {|λn|}n∈N monoton fallend ist, gilt sogar |λn|→ 0.

Für x ∈ X sei nun xn := PXnx = x−Pspan{e1,...,en−1}x = x−
∑n−1
k=1 (x, ek) ek die orthogonale

Projektion auf Xn. Dann gilt

‖Kx−
∑n−1
k=1 λk (x, ek) ek‖X = ‖Kx−

∑n−1
k=1 (x, ek)Kek‖X

= ‖Kxn‖X = ‖Knxn‖X
6 ‖Kn‖L(Xn)‖xn‖X 6 |λn|‖x‖ → 0

da |λn| = ‖Kn‖L(Xn) nach Konstruktion und ‖Pxnx‖X 6 ‖x‖X für alle x ∈ X. Daraus folgt
die Darstellung (17.3).

Bleibt zu zeigen, dass S := span{en}n∈N(N) dicht liegt in (kerK)⊥. Betrachte dafür zunächst
x ∈ S⊥. Dann ist nach Konstruktion x ∈ Xn für alle n ∈ N (bzw. n 6 N), und damit gilt

‖Kx‖X = ‖Knx‖X 6 ‖Kn‖L(Xn)‖x‖X = |λn|‖x‖X → 0

für n → ∞ (bzw. für n = N + 1). Also gilt Kx = 0 und damit x ∈ kerK. Umgekehrt folgt
aus x ∈ kerK

0 = (Kx, en)X = (x, K?en)X = λn (x, en)X für alle n ∈ N (bzw. n 6 N).

und damit x ∈ S⊥. Schliesslich gilt wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts (clU)⊥ =

U⊥ für beliebige U ⊂ X. Zusammen erhalten wir (clS)⊥ = S⊥ = kerK und damit nach
Folgerung 15.9 auch clS = (clS⊥)⊥ = (kerK)⊥, was zu zeigen war.
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