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Die Fachgruppe Inverse
Probleme stellt sich vor
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Inverse Probleme

Was sind “inverse Probleme”? Wie viele gute Fragen hat
auch diese mehrere richtige Antworten. Ein Blickwinkel be-
ginnt bei einem wohlverstandenen Problem und vertauscht
dann Eingabe und Ausgabe: So wird aus dem “direkten” Pro-
blem der Matrix-Vektor-Multiplikation das “inverse” Pro-
blem der Losung von linearen Gleichungssystemen; analog
wird aus der Losung von Differentialgleichungen zu gege-
benen Anfangswerten und Koeffizienten die Bestimmung
von Anfangswerten oder Koeffizienten aus (partieller) In-
formation tiber die Losung. Die wesentliche Fragestellung
hier ist dann, ob das inverse Problem &hnliche Eigenschaf-
ten hat wie das direkte: Existiert immer eine Losung und
ist diese eindeutig? Wenn ja, hangt sie stetig von den (jetzt
Eingabe-)Daten ab? Diese Definition (die auf Joe Keller [14]
zurlickgeht) ist noch véllig symmetrisch; welches Problem
das direkte und welches das inverse ist, scheint willkiirlich
und bestenfalls historisch.

Ein anderer Blickwinkel zeigt den Symmetriebruch: Oft ist
es eben nicht so, dass das inverse Problem die genannten
Eigenschaften des direkten Problems besitzt: es ist — nach
Hadamard [9] und Courant [6, Kap. IIL.7.2] — “schlecht ge-
stellt” in dem Sinne, dass die Losung nicht stetig von den
Daten abhéngt. Bei Operatorgleichungen in unendlichdi-
mensionalen Banachriaumen ist dies z. B. der Fall, wenn der
Operator kompakt ist; und fiir viele zeitabhingige Differen-
tialgleichungen kann man leicht Losungen konstruieren,
die nach endlicher Zeit beliebig dhnlich sind, obwohl die
zugehorigen Anfangswerte sehr verschieden sind.

Sind gemessene Daten eines schlecht gestellten inversen
Problems - wie in der Praxis unvermeidlich — mit Fehlern
behaftet, stellt eine stabile und genaue Approximation der
Losung eine erhebliche Herausforderung dar. Dies fithrt auf
einen weiteren Blickwinkel: Viele inverse Probleme kom-
men aus konkreten Anwendungen wie zum Beispiel der
Computertomographie (CT), der zerstérungsfreien Werk-
stoffprifung, der Untersuchung des Aufbaus des Erdkerns,
oder der Volatilitatsschatzung in der Finanzwirtschaft -
eben uiberall dort, wo interessante Daten nicht direkt son-
dern nur tber den Abgleich mit indirekten Messungen
zuganglich sind.

Regularisierungstheorie. Ist nun ein Problem schlecht
gestellt, dann kann keine mathematische Trickserei daran
etwas andern. Man muss daher versuchen, das instabile
Problem durch ein stabiles (“korrekt gestelltes”) Problem
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zu approximieren; in der frequentistischen Statistik und
in der numerischen Analysis spricht man von “Regulari-
sierung”. Dabei muss man auf (oft qualitative) a priori-
Informationen zuriickgreifen, die in vielen Féllen durch
einen Bayesschen Ansatz motiviert sind. Je nachdem, wie
Datenfehler und a priori-Informationen modelliert werden,
ergeben sich unterschiedliche Fragen hinsichtlich der “Feh-
ler” und “Konvergenz” der entsprechenden Verfahren, die
in den letzten Jahrzehnten ausfiithrlich untersucht wurden,
siehe z.B. [4, 7, 11, 12, 15, 17, 20, 22, 23, 25].

Inverse Probleme fiir partielle Differentialgleichun-
gen. In der zerstorungsfreien Materialpriifung, der medi-
zinischen Bildgebung und anderen Anwendungen stehen
oft nur Randdaten von Losungen partieller Differential-
gleichungen zur Verfiigung; man interessiert sich jedoch
fir Koeffizienten der Differentialgleichung im Inneren des
untersuchten Objekts. Fiir elliptische Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung beschreibt der Dirichlet-to-Neumann
(DtN) Operator, der Funktionswerte auf Normalableitungen
abbildet, alle prinzipiell durch Randmessungen bestimmba-
ren Informationen. In einem einflussreichen Artikel [3] for-
mulierte Alberto Calderén — motiviert durch geophysikali-
sche Untersuchungen wahrend seiner fritheren Tétigkeit in
der Olindustrie - die Frage, ob die elektrische Leitfahigkeit
~ = () in der Differentialgleichung div (y gradu) = 0
eindeutig durch den DtN-Operator bestimmt ist. Gleichzei-
tig gab er eine positive Antwort fir das linearisierte Pro-
blem. Sein Losungsansatz konnte zu positiven Antworten
und sogar numerischen Algorithmen fiir das nichtlineare
Problem erweitert werden und fiithrte spater zu entspre-
chenden Resultaten fiir eng verwandte inverse Streuproble-
me (siehe z. B. [2, 5, 18, 21, 27, 29]). Neueste Entwicklungen
betreffen unter anderem nichtlineare [16] und fraktionale
Differentialgleichungen [8].

Integralgeometrie. Eine weitere Klasse inverser Proble-
me besteht aus der Rekonstruktion von Gréfien aus Daten,
welche Integralwerte einer gesuchten Funktion tiber Kur-
ven oder Fliachen darstellen; in diese Kategorie fallen viele
tomographische Bildgebungsverfahren. Das bekannteste
unter ihnen stellt sicherlich die CT dar, die heutzutage ei-
ne Standardmethode der medizinischen Diagnostik und
der zerstorungsfreien Werkstoffpriifung ist: Das zu unter-
suchende Objekt (Patient oder Werkstick) wird aus ver-
schiedenen Richtungen mit Rontgenstrahlen durchleuch-
tet, um aus der (richtungsabhéngigen) Abminderung dieser
Strahlen am Detektor auf den Absorptionskoeffizienten zu
schliefen. In der klinischen Nutzung zum Beispiel steht der
Absorptionskoeffizient in direktem Zusammenhang mit der
Gewebedichte. Das mathematische Modell stellt die gemes-
senen Rontgen-Intensititen als Linienintegrale {iber den
Absorptionskoeffizienten dar, wobei die Linien die Ront-
genstrahlen beim Durchwandern des Korpers reprisentie-
ren. In zwei Dimensionen heifit diese Integraltransforma-
tion Radon-Transformation, in drei Dimensionen Réntgen-
Transformation. Beide Transformationen haben gemeinsam,
dass ihre inversen Abbildungen nicht stetig und die inver-
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sen Probleme somit schlecht gestellt sind. Notwendig fiir ei-
ne stabile Inversion sind daher auch hier Regularisierungs-
verfahren, die z. B. durch Tiefpassfilter (filtered backprojec-
tion) den Einfluss der Messfehler unterdriicken. Erst solche
ausgekliigelten und effizienten Regularisierungsverfahren
fiir die Radon-Transformation verhalfen der CT zu ihrem
Einsatz in Klinik und Werkstoffpriifung. Weitere Anwen-
dungsfelder von inversen Problemen, die auf der Inversion
von Integralen lings geoditischer Kurven entsprechender
Riemannscher Metriken beruhen, sind die Photoakustische
Tomographie [10], die Positronen-Emissions-Tomographie
(PET) [19], die Terahertz-Tomographie [13, 30] und die
Vektor- und Tensorfeld-Tomographie [24, 26, 28].

Diese Beispiele zeigen, dass beim Losen inverser Probleme
Techniken aus verschiedensten Bereichen der Mathematik
— darunter Funktionalanalysis, Theorie partieller Differenti-
algleichungen, Differentialgeometrie, Wahrscheinlichkeits-
theorie, Statistik und numerische Analysis — eine wichtige
Rolle spielen. Haufig fithrt ein Anwendungsproblem zu
interessanten neuen mathematischen Entwicklungen, die
wiederum erhebliche Verbesserungen in der Praxis bewir-
ken. Gerade diese reichhaltigen und mitunter iiberraschen-
den Interaktionen zwischen den Disziplinen machen den
besonderen Reiz dieses Forschungsfeldes aus.

Zur Geschichte der Fachgruppe

Das mathematische Forschungsgebiet der inversen Proble-
me ist traditionell im deutschsprachigen Raum sehr stark
vertreten. Dies ist auf grundlegende Arbeiten von renom-
mierten Mathematikern wie Natterer [19], Hofmann [11],
Louis [17], Kress [5], Kirsch [15] oder Engl, Hanke und Neu-
bauer [7]* zuriickzufithren, die Pionierarbeit geleistet und
eine neue Generation von Forschenden in diesem Gebiet
ausgebildet haben. Neben der Grundlagenforschung stehen
dabei vor allem Anwendungen aus der Medizin, der Indus-
trie, den Natur- und Ingenieurwissenschaften im Fokus. In
den letzten Jahren haben dariiberhinaus auch Konzepte des
Maschinellen Lernens grof3en Einfluss auf die Losung inver-
ser Probleme gehabt (siehe z.B. [1]). Im deutschsprachigen
Raum ergab sich so die besondere Situation, dass ein be-
deutender Forschungsschwerpunkt international sichtbar
wirkte, jedoch durch keinen Fachverband vertreten war —
im Gegensatz zu Bereichen wie Operations Research, (ver-
treten durch die GOR e.V.) oder Modellierung, Simulation
und Optimierung (vertreten durch das KOMSO eV.). Auch
existierte weder eine Fachgruppe in der DMV noch ein
Fachausschuss in der GAMM. Auf Initiative von Martin Bur-
ger (heute DESY und U. Hamburg) sowie weiterer Mitwir-
kender entstand die Idee zur Griindung der Gesellschaft fiir
Inverse Probleme (GIP eV, https://inverseprobleme.de)
im deutschsprachigen Raum. Die offizielle Grilndung er-
folgte 2019 im Rahmen des Chemnitz Symposiums On Tour

"Weitere, auch neuere, Biicher iiber inverse Probleme aus dem deutsch-
sprachigen Raum finden sich auf der Webseite https://inverseprobleme.
de/?page_id=140.
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an der Goethe-Universitat Frankfurt. Erster Vorsitzender
war Thorsten Hohage, der 2023 durch Thomas Schuster
abgelost wurde. Ein zentrales Anliegen der GIP war von
Anfang an, nicht nur Professorinnen und Professoren zu
vertreten, sondern auch den Nachwuchs einzubinden und
gezielt zu fordern. So ist die Mitgliedschaft fiir Promovieren-
de beitragsfrei; zudem zeichnet die GIP (wie weiter unten
niher beschrieben) alle zwei Jahre die beste Dissertation
im Bereich der inversen Probleme mit einem Preis aus.

Vernetzung der Fachgesellschaft

Im folgenden gehen wir auf die Vernetzung der GIP im
nationalen und internationalen Kontext ein.

Nationale Vernetzung. Von Beginn an verfolgte die GIP
das Ziel, nicht isoliert zu agieren, sondern eine enge Anbin-
dung an die beiden grof3en mathematischen Verbande DMV
und GAMM zu schaffen. Diese Ziele wurden erreicht durch
die Grindung der Fachgruppe Inverse Probleme innerhalb
der DMV im September 2022 sowie des gleichnamigen Fach-
ausschusses innerhalb der GAMM im Januar 2025. Um die
so entstehenden zusatzlichen Strukturen schlank zu halten,
wirken beide Gruppen als Einheit, was durch ein entspre-
chendes Kooperationsabkommen der drei Verbande ratifi-
ziert wurde. Dies stellt ein Novum bei DMV und GAMM dar
und kann vielleicht als Vorbild dienen. Zur Stiarkung des
Austausches zwischen DMV, GAMM, GOR, KOMSO und
GIP finden alle zwei Monate Online-Treffen der Vorsitzen-
den und Prisidenten dieser Verbande statt. Dies erlaubt es,
aktuelle Belange und Entwicklungen auf kurzem Wege zu
besprechen. So wurde unter anderem ein Statement zum
Thema Warum ist Mathematik fiir Kiinstliche Intelligenz
(K1) unentbehrlich? (www.mathematik.de/images/Mathe-
FGs-zu-KI-Positiono82024mit5sUNT.pdf) veréffentlicht, das
von allen Vorsitzenden mathematischer Verbande unter-
zeichnet wurde, um so auf die in der Offentlichkeit hiufig
unbeachtete Rolle der Mathematik bei der Erforschung und
Entwicklung von KI hinzuweisen.

Internationale Vernetzung. Die GIP unterhilt eine en-
ge internationale Kooperation mit der 2022 gegriindeten
Inverse Problems International Association (IPIA). Die IPIA
wurde von Thorsten Hohage ins Leben gerufen und trat die
Nachfolge einer informellen Vereinigung an, die 2007 auf
Initiative von Gunter Uhlmann (U. Washington) gegriindet
wurde. Seit 2023 steht Barbara Kaltenbacher (U. Klagenfurt)
der IPIA vor, die mittlerweile rund 500 Mitglieder aus aller
Welt zahlt. Dartiber hinaus bestehen enge Beziehungen
zur Finnish Inverse Problems Society (FIPS) und der EMS
Topical Activity Group on Inverse Problems (EMS-TAG-IP).
Ferner zeigt sich die GIP auch présent bei den beiden be-
deutendsten Tagungen, der Conference on Applied Inverse
Problems (AIP) sowie der International Conference Inverse
Problems: Modelling and Simulation (IPMS), welche jeweils
alle zwei Jahre im Wechsel stattfinden. Als Hohepunkt fand
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die AIP 2023 in Gottingen und damit zum ersten Mal in
Deutschland statt.

Aktivitiaten der Gesellschaft

Zentrale Aktivitat der GIP ist die jahrlich an wechselnden
Orten stattfindende Jahrestagung, das GIP Annual Meeting,
welches bis 2023 unter dem Namen Chemnitz Symposium
on Inverse Problems firmierte. Dieses geht zuriick auf die
Initiative von Bernd Hofmann (TU Chemnitz), welcher im
Jahre 2002 erstmals dieses Symposium in Chemnitz or-
ganisierte. Im Jahre 2009 ging das Chemnitz Symposium
zum ersten Mal on tour in Linz und fand in den Folgejah-
ren abwechselnd in Chemnitz und im Ausland statt, unter
Anderem in Shanghai, Rio de Janeiro, und Canberra. War
das Symposium 2002 noch eine eintagige Veranstaltung
bestehend aus fiinf deutschen Vortréigen, so ist das GIP An-
nual Meeting mittlerweile ein internationaler Workshop,
der sich in der Regel tiber zweieinhalb Tage erstreckt. Die
Vortrage decken dabei nicht nur den Kernbereich der in-
versen Probleme ab, sondern behandeln viele verwandte
Themengebiete und Anwendungen sowie in den letzten
Jahren vermehrt auch das Maschinelle Lernen. Erganzt
werden diese Tatigkeiten zukiinftig durch Aktivitdten der
Fachgruppe beziehungsweise des Fachausschusses in DMV
und GAMM. Erwahnenswert ist insbesondere der alle zwei
Jahre ausgelobte Preis fiir die beste Dissertation auf dem
Gebiet der inversen Probleme, welche an einer Hochschu-
le im deutschsprachigen Raum angefertigt worden sein
muss. Alle Nominierungen werden von einem internatio-
nalen Komitee begutachtet. Der Preis wird im Rahmen des
GIP Annual Meetings verliehen, wo die Preistrigerin bezie-
hungsweise der Preistrager einen Vortrag tiber das Thema
der Dissertation halten darf und ein Preisgeld erhélt. Der
Promotionspreis erging erstmals 2020 an Frederic Weidling
(U. Géttingen), 2022 gemeinsam an Tram Thi Ngoc Nguyen
(U. Klagenfurt) und Sebastian Neumayer (TU Berlin) und
2024 an Marvin Knéller (KIT Karlsruhe). Aktuell werden
Nominierungen bis zum 28. Februar 2026 angenommen.
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