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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Wairmeiibertragung

Die unbelebte Natur ist immer bestrebt, Temperaturunterschiede auszugleichen. Wir ha-
ben also stets einen Transport von Wirme oder einen Wdrmestrom von Stellen hoherer
Temperatur zu solchen niedrigerer Temperatur, fiir dessen Grofie wir uns hier interessieren.
Diese Wirmeiibertragung kann auf drei Arten vor sich gehen, durch Leitung, Konvektion

und Strahlung.

1.1.1 Waéirmeleitung

Halten wir einen Metallstab in siedendes Wasser, so fithlen wir, wie das andere Ende
auch heil wird. Es ist also Warme durch den Stab nach dem kalten Ende iibertragen
worden. Diesen Ubergang koénnen wir uns bei Nichtmetallen etwa so vorstellen, dass die
an dem heiflen Ende mit gréferer Energie schwingenden Molekiile ihre Nachbarn unmit-
telbar beieinflussen und ihnen weitere Schwingungsenergie iibertragen. Man kann auch an
regellos laufende, elastische Wellen denken, die den Leistungstransport besorgen. Diesen
Vorgang, bei dem mit dem Wéarmestrom nur Energie, also nicht Materie, transportiert
wird, bezeichnen wir als (innere) Wiarmeleitung. Man unterscheidet gute und schlechte
Wirmeleiter; alle Metalle sind gute, wohingegen Luft und Wolle zum Beispiel schlechte
Wirmeleiter sind. In Fliissigkeiten und Gasen existiert neben der reinen Wéarmeleitung

noch die Warmekonvektion.



KAPITEL 1. EINLEITUNG 4

1.1.2 Konvektion

Diese Art des Warmetransports beruht auf der Bewegung eines warmen materiellen
Tragers. Er kann fest, fliissig oder gasformig sein. Die fiir das Klima auf der Erde so
wichtigen Wind- und Meeresstromungen (Passatwinde, Golfstrom) seien als Beispiele fiir
die Konvektion genannt. Bei Fliissigkeiten und Gasen tritt die Konvektion von selbst ein,
wenn eine ortlich begrenzte Erwérmung vorkommt und die auftretenden Dichteunterschie-
de durch Stromungen ausgeglichen werden. Die erwidrmten Gebiete sind spezifisch leichter
und steigen in die Hohe. Diese Art der Konvektion nennt man freie Konvektion. Im Ge-
gensatz dazu liegt eine erzwungene Konvektion dann vor, wenn durch duflere Kréifte, zum

Beispiel durch einen Ventilator, die Bewegung von Materie erzwungen wird.

1.1.3 Warmestrahlung

Die Erde empféngt dauernd von der Sonne Wiarmeenergie. Da der Raum dazwischen prak-
tisch leer von Materie ist, kann die Warme weder durch Leitung noch durch Konvektion
iibertragen werden.

Es ist die Energie der von der heiflen Sonne ausgestrahlten elekromagnetischen Wellen, das
heilt Strahlungsenergie, die beim Auftreffen auf die Erde absorbiert und in Warme um-
gewandelt wird. Aber nicht nur die Sonne ist eine Quelle von Warmestrahlung, vielmehr

strahlen sich alle Korper dauernd gegenseitig Energie zu.

1.2 Beschreibung von Wirmeaustauschvorgingen

Die Alltagserfahrung legt uns nahe, Kérpern einen Wdarmeinhalt bzw. eine Wirmeenergie
W zuzuordnen, die sowohl proportional zu seiner Temperatur 6 als auch seiner Masse ist.
Diese materialabhéngige Proportionalitdtskonstante ¢ wird spezifische Wirme des Mate-
rials genannt (auf ein Kilogramm des Materials bezogen). Wir benutzen die in Europa
tiblichen Mafleinheiten: W in [J] (Joule) und die Temperatur in [K] (Kelvin), somit ergibt
sich fiir die spezifische Warmekapazitét ¢ des betrachteten Stoffes die Einheit [J/kgK].
Die spezifische Warmekapazitéit ist eine Mafizahl des Energieaufwandes der notwendig
ist, um bei konstantem Druck eine bestimmte Masse des Mediums um einen gewissen
Temperaturbetrag zu erwéarmen.

Sei nun der Korper durch ein Gebiet V im R* und seine Massendichte p [kg/m?] sowie

sein Material beschrieben. Dann ist seine Warmeenergie zum Zeitpunkt t durch folgenden
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Ausdruck gegeben:
Wy (t) = ¢ /V 0(t, )p(x)dV (z) (1.1)

wobei dV(x) das infinitesimale Volumselement von V im Punkt x € V' ist.

Wie bereits in Kapitel 1.1 besprochen, wird bei Vorgéngen des Warmeaustauschs- oder
ausgleichs eine gewisse Wirmemenge von einem wirmeren Korper (Gebiet) zu einem
kilteren Korper (Gebiet) transportiert. Dieser Wérmeaustausch kann durch verschiedene
physikalische Mechanismen, wie Warmeleitung, Konvektion oder Warmestrahlung passie-
ren, jedoch wird der konkrete Mechanismus im Folgenden fiir uns keine Rolle spielen. Wir
werden Wiarmeaustauschvorgénge phénomenologisch durch die Warmeleitungsgleichung
beschreiben.

Von entscheidender Bedeutung zur Beschreibung von Warmeaustauschvorgéangen ist das
Fouriersche Gesetz, welches besagt, dass ein durch einen Temperaturunterschied zustan-
de kommender Warmestrom durch ein Flédchenstiick von einem wérmeren in ein kélteres
Gebiet proportional zu dem Temperaturunterschied ist: Wir bezeichnen mit 7 den Wérme-

strom, dann gilt also

Jjt,x) = —kV(t, x) (1.2)

wobei k eine materialabhéingige Proportionalititskonstante, genannt Warmeleitfihigkeit,
ist, die in den Einheiten [W/mK]=[J/msK] gemessen wird (W fiir Watt, m fiir Meter, s
fiir Sekunden, K fiir Kelvin).

Ist die Warmeleitfiahigkeit eines Stoffes 1, so entspricht dies dem Transport einer Wérme-
menge (also der Verrichtung einer Arbeit) in einem Material von 1m Lénge bei einem
Temperaturunterschied von 1K in einer Sekunde. Unter Beriicksichtigung des Zusammen-
hangs [W=J/s] zwischen Arbeit und Leistung erhélt man die obige Einheit.

Sei nun v ein kleines, reguléres Teilvolumen von V mit der Oberfliche Ov. Fiir x € Jv sei
dV (z) das infinitesimale Oberflichenelement in z, das nach auflen gerichtet ist. Dann ist
also der Gesamtwarmestrom durch die Oberfliche Ov zum Zeitpunkt t durch folgenden

Ausdruck gegeben:

k[ VOt 2)dV(z) = —k / AO(t, 2)dV (). (1.3)
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wobei wir den Satz von Gaufl-Stokes benutzt haben. Wenn also keine Energiequellen oder
-senken im Korper vorhanden sind, ist der Verlust —0/0tW, (t) an Warmeenergie v gleich

diesem Warmestrom:

%Wy(t) =k / AO(t, z)dV (x). (1.4)

Falls es Warmenergiequellen oder -senken im Koérper gibt, so seien diese durch eine Ener-
giestromdichte é(¢, x) beschrieben, und wir erhalten einen zusétzlichen Term zur zeitlichen

Anderung von W,:

%WV = k/VAH(t,a;)dV(x)+/é(t,x)dV(9c). (1.5)

14

Mit Hilfe von (1.1) und (1.5) erhélt man folgende Bilanzgleichung fiir das kleine Volumen
v

%c/y@(t,x)p(x)d‘/(x) = c/y%@(t,x)p(:v)d‘/(x) = (1.6)

iy / AO(t, 2)dV () + / 6t 2)dV (x).

v

(Dabei haben wir im ersten Schritt Integration und Differentiation nach t vertauscht.) Da

die letzte Gleichung fiir alle v gilt, erhalten wir die Wdrmeleitungsgleichung

cp(a:)%&(t,x) = kAO(t,x) + é(t, ) (1.7)

fir die Temperatur 0(¢, z) zur Zeit t am Ort € V steht. Von nun an werden wir immer
voraussetzen, dass das Material im Volumen V homogen verteilt ist, sodass p eine (strikt
positive) Konstante ist. Dann kénnen wir die Warmeleitungsgleichung auch folgenderma-

Ben schreiben:

9, 1.
E@(tw) =vAl(t,z) + 56(15, x), (1.8)
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wobel

vi= — (1.9)

Temperaturleitfihigkeit oder auch Diffusionskoeffizient genannt wird. In der folgenden Ta-

belle sind fiir einige Materialien die Konstanten k, p, ¢, und v (bei 20 Celsius) angegeben:

Material p c k v
Aluminium | 2.70 920 | 221 | 88.89
FEisen 7.86 465 67 18.33
Kupfer 8.90 390 | 393 | 113.34

Glas 2.5 800 | 0.8 0.4

Wasser 0.998 | 4182 | 0.6 0.144
Heizoel 0.92 1670 | 0.12 | 0.078
Luft 0.00119 | 1007 | 0.026 | 21.8

Normalerweise ist V' ein endliches Gebiet im R3. In diesem Fall miissen wir iiber die
Wirmeleitungsgleichung hinaus angeben, wie sich die Temperatur auf dem Rand oV
des Korpers verhalten soll, d.h., wir miissen die partielle Differentialgleichung mit einer
Randbedingung versehen. Es gibt eine ganze Reihe solcher Randbedingungen, die ver-
schiedenen physikalischen Situationen entsprechen. Zum Beispiel bedeutet die Dirichlet
- Randbedingung 0(t,z) = 6y , t > 0, x € 0V, dass die Temperatur des Korpers am
Rand auf dem festen Wert 6y (etwa durch sténdige Kiihlung) gehalten wird. Eine ande-
re wichtige Randbedingung ist die Neumann - Bedingung 96(t,z)/0n = 0, wobei 0/0n
fiir die Normalenableitung am Randpunkt x € 9V steht. Sie bedeutet offenbar, dass der
Wiérmefluss am Rand gleich Null ist: Der Kérper ist thermisch isoliert.

Jedoch mdochten wir die Randwertprobleme in spéteren Kapiteln ausfiihrlich diskutieren.



Kapitel 2

Analysis der

Waiarmeleitungsgleichung

Wir betrachten die (parabolische) homogene Wirmeleitungsgleichung

u—Au=0 auf (0,00)xU (2.1)
und die inhomogene Wirmeleitungsgleichung

u—Au=f auf (0,00)xU (2.2)

mit der offenen Teilmenge U C R", n > 1, f : [0,00) x U — R, und der Unbekannten
u(t,z): U x [0,00) — R.
Hierbei bedeutet t die Zeit, x ein Punkt im Raum und Au = A,u ist der Laplaceoperator

in den Raumvariablen.

2.1 Die fundamentale Losung

Um eine fundamentale Losung fiir die Wérmeleitungsgleichung zu konstruieren, niitzen
wir bestimmte Eigenschaften des Differentialoperators aus.

Wir nehmen zur Kenntnis, dass fiir jede Losung u von (2.1) und jedes A € R auch
u(A%t, Az) eine Losung liefert. Dies weist zusammen mit der Kugelsymmetrie des Laplace

Operators darauf hin eine Losung der Form V(%) zu suchen. Allerdings ist es leichter
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eine Losung der Form

Izl r

i) =

mit beliebigem a € R zu finden. Dies liefert durch Differentieren

u(t,x) = tv(

), t>0

uy = at* 'y(

D

und weiters

/
Uy = U ,
i (Ttéia)
ro.oxl r 1 x, T
Upy, = V' (—=)—=—— + V' (— -]
g (\/E)T%lfa (ﬁ)(rt%—a 7,2t§—a r
Damit erhalten wir
r 1 r r n—1 n-—1
—uy 4+ Au=1"(— + 1V (— + at® 'y
t (s V() + B ) —ar

Mit s = \/Li ergibt das

I/”(S)

und durch Multiplikation mit ¢!~ > 0 erhalten wir

-1
ns —i—g)—y(s)a:().

V() + v/ (s)(

Wenn wir a = 5 setzen konnen wir wie folgt schreiben:

/ —
tl—a +v <8)( stl—a + 2t17a) o I/(S) tl—a =0

(2.3)
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mit einer Konstante ¢ € R . Wenn wir verlangen, dass v(s),v'(s) — 0 fiir s — oo dann

ist ¢ =0 und
V(s) = —=v(s).

Wir schlieflen daraus, dass
2

v(s) =be T

mit einem beliebigen b € R. Wenn wir uns an unseren Ansatz (2.3) und unsere Wahl

n

Gzz

erinnern, erhalten wir eine Losung der Form

b
u(t,x):t—%e w . t>0.

[0
) 2

Dichte der n - dimensionalen Normalverteilung N(0,2tI) ist. Folglich nihert sich u(t,-)

Bemerkung 1. Wir bemerken, dass die Funktion u(t,-) fir das gewdhlte b = (41 die

fiirt \, 0 an die Dichte der Wahrscheinlichkeitsverteilung, im Punkt x = 0 konzentriert,

an. Dies motiviert die folgende Definition.

Definition 1. (Fundamentale Lisung der Wirmeleitungsgleichung)
Die Funktion ® : (R\ {0}) x R" — R definiert durch

e & t>0,reR”
O(t,x) = (2.4)
0 t<0,xeR”

wird die fundamentale Lésung der Wirmeleitungsgleichung genannt.

2.2 Das Anfangswertproblem

Falls man die Warmeleitungsgleichung im Gebiet R™ betrachtet, so kann man das zu-
gehorige Anfangswertproblem explizit 16sen.
Wir wollen also untersuchen, wie sich eine gegebene Warmemenge im R™ mit der Zeit

ausbreitet; dies bezeichnet man als das Anfangswertproblem der Warmeleitungsgleichung.
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2.2.1 Der homogene Fall

Wir konstruieren eine Losung des Anfangswertproblems

uw—Au=0 auf U x (0,00)
u=yg auf U x {t =0}

(2.5)

wobei g € C(R™) eine beschrankte Funktion ist, z.B. ||g||r~ < 0.

Die fundamentale Losung & 16st die Warmeleitungsgleichung auf (0, 00) x R™ und hat
eine Singularitdt im Punkt (0,0).

Weiters erreicht ®(+,t) die Dichte einer Punktverteilung bei x = 0.

Dies motiviert, dass

ut.a) = [ @t~ (o) (2:6)

eine Losung fiir (2.5) liefert.

Damit erhalten wir folgendes Resultat:

Theorem 2. Sei g € C(R") eine beschrinkte Funktion und u gegeben durch (2.6). Dann
gelten folgende Behauptungen:

(i) ue C®(R" x (0,00))
(1)) wlostuy —Au=0 auf(0,00) x R",t>0
(iii) lim  u(t,z) = g(z°) wobei (t,x) — (2°,0),2 € R",t >0

Bemerkung 3. Betrachtet man das obige Theorem 2, so geniigt die fundamentale Lisung

® formal dem Anfangswertproblem

O, — AP =0 auf (0,00)xR"”
®(0,-) =9 auf R"

wobei 6 das Dirac - MafS auf R™ ist, konzentriert bei x = 0.
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2.2.2 Der inhomogene Fall

Wir betrachten nun den inhomogenen Fall

u—Au=f auf (0,00) x R™
u(0,) =0 auf R"

12

(2.7)

wobei f € CH2((0,00) xR™) := {f € C*2((0,00) xR™) : supp(f) C (0,00) x R"kompakt}.

Nach Theorem 2 16st fiir ein festes s > 0 die Funktion
utais)i= [ @= s -y >
das Eigenwertproblem

w(, 5 8) — Au(,58) =0  auf (s,00) x R”
u(s,;s) = f(s,-) auf R"

Integration von wu(t, z;s) fiir 0 < s < t liefert uns die Formel

u(t,z) = /Ot/ B(t — 5,2 — ) (5, y)dyds.

Theorem 4. Sei f € CH*(R™ x (0,00)).
Dann ist (2.10) eine klassische Losung von (2.7).

Bemerkung 5. Die Lisung fiir das generelle Problem

w—Au=f auf (0,00) x R"
u(0,) =g auf R”

konnen wir auch durch Addieren von (2.6) und (2.10)

)= [ [ @—sa = ius+ [ @iy

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)
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erhalten.

2.3 Existenz und Eindeutigkeit

In diesem Abschnitt stellen wir zwei Argumente, die man zum Beweis von der Eindeutig-
keit von Losungen verwendet, dar. Beim Ersten handelt es sich um das Maximumprinzip

und beim Zweiten um die Energiemethode.

2.3.1 Das Maximumsprinzip

Zuerst priifen wir das Maximumsprinzip fiir die Warmeleitungsgleichung am paraboli-
schen Zylinder: Uy := (0,7] x U, wobei T" > 0 und U C R" offen und beschrénkt ist.

Es ist dabei niitzlich, wenn wir den parabolischen Rand
Iy :=Ur\Ur = ([0,T] x 0U) U ({0} x U)

einfiithren.

Theorem 6. Sei U C R" offen und beschrinkt.

Wir nehmen an, dass u stetig auf Up und eine Losung von u, — Au < 0 auf Ur ist.
Dann gilt:

(i) (Das Mazimumsprinzip) Das Mazimum von u auf Ur ist auch das Mazimum von

u am parabolischen Rand Uy, also

max_ u(t,r) = max u(t,x).
(t,x)eUr (t,x)elr

(i) (Das starke Mazimumsprinzip) Ist U ein zusammenhingendes Gebiet und gibt es

einen Punkt (to, zo) € Ur mit

ulto, 7o) = mex (1),
(t,CIZ)EUT

dann ist u auf Uy, konstant.
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Wir werden hier nur das schwache Maximumsprinzip beweisen.

Beweis:
(i) Zuerst betrachten wir den Fall

Lu:=u;— Au<0 auf Urp

und nehmen an, dass u im Punkt (¢, z¢) € (0,7) x U ein Maximum annimmt.

Dann ist die Ableitung von u nach der Zeit in diesem Punkt gleich 0 , also
w(to, xo) =0
und die zweite Ableitung nach den Raumvariablen ist kleiner als Null
Uz (to, 70) <0
somit ist die Differenz der beiden groler gleich Null
(uy — Au)(to, ) > 0,

also gilt auch

max u(t,r) = max u(t,z).
(t,x)eUr (t,x)edUr

Fiir den allgemeinen Fall Lu < 0 betrachten wir die Funktion
v=u+e-e fir >0

= lv=Lu—c-e* <0 auf Ur.

Wir haben bereits gezeigt, dass

max v(t,x) = max o(t,x)
(t,2)eUr (t,x)edU

gilt. Wenn ¢ nach Null strebt (¢ — 0) erhalten wir wieder dieselbe Gleichung fiir u.

Wir miissen nun zeigen, dass u kein Maximum im Punkt (7),zq) mit zg € U anneh-

men kann.
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Zunéchst betrachten wir den Fall Lu < 0 auf Ur.
Diesen Beweis fithren wir durch Widerspruch, also nehmen wir an, dass (7', xy) ein Maxi-

mum ist. Das heilt D?u(T, x¢) ist negativ und somit
—AU(T, QT()) 2 0

= 0> Lu = u(T,x0) — Au(T, o) > u (T, o)
= Ut(T7 [L'()) < 0,

was aber ein Widerspruch dazu ist, dass (7', x¢) ein Maximum ist (u; = 0).

Fiir den allgemeinen Fall betrachten wir

v=u+ec-e’, >0

dann ist
Lv=Lu—c-e'<0 auf Up.

v hat also kein Maximum auf {7} x U und fiir ¢ — 0 erhalten wir denselben Wert fiir
u. O

Theorem 7. (Mazimumsprinzip fir das Cauchyproblem)
Sei u € CY2((0,T] x R") N C([0,T] x R") eine klassische Lisung von

uw—Au=0 auf (0,00) x R"

die die Wachstumsabschdtzung erfillt
u(t,z) < A (¢, x) € [0,T] x R"

mit den Konstanten A,a > 0.
Dann gilt:

sup  u(t,z) = sup g(x).
(t,x)€[0,T]xR™ zeR™
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Mit dem Maximumsprinzip kénnen wir nun leicht die Eindeutigkeit des Anfangs-
Randwertproblems
u— Au=f auf Ur
u=yg auf  [0,T] x oU (2.13)
u(0,-) =g auf U

und des Anfangwertproblems

u—Au=f auf (0.7)xR"

(2.14)
u(0,-) =g auf R"

zeigen.

Theorem 8. (Findeutigkeitssatz)
(i) Das Anfangs-Randwertproblem (2.13) hat nur eine Lisung u € CY?(Ur) N C(Ur).
(i1) Das Anfangswertproblem (2.14) hat nur eine klassische Lisung, die die Wachstums-
abschdtzung

lu(t,z)| < A (it 2) € [0,T] xR"; a,A>0 (2.15)

erfillt.

Beweis:
(i)  Wir betrachten nun zwei Losungen u und u des Anfangs-Randwertproblems (2.13)

Dazu setzen wir w = u — u, das die Gleichung

wy —Aw =0 auf Ur

w=20 auf I'p

erfiillt.
Das Maximumsprinzip von Theorem 6 angewandt auf w und -w liefert uns w < 0 und
w > 0 auf Up. Das heifit w = 0.

= u=1q.
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(ii)) Analog nehmen wir wieder u und w als Losung des Anfangswertproblems an.

w = u — u erfiillt die Wachstumsabschétzung nach (2.15) und ist Losung von
wy—Aw =0 auf (0,7] xR"
w(0,:) =0 auf  R™.

Das Maximumsprinzip wird wieder auf w und -w angewandt und ergibt somit w < 0 und
w > 0 auf [0, 7] x R", was wiederum bedeutet, dass w =0

=uyu=u 0O

2.3.2 Die Energiemethode

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, wie man mit Hilfe der Energiemethode die Ein-
deutigkeit beweist.
Wir betrachten das Anfangs-Randwertproblem

uy — Au=f auf Ur

(2.16)
u(0,-) =g auf U
mit der homogenen Dirichlet Randbedingung
u=0 auf [0,7]x0U (2.17)
oder auch mit der homogenen Neumann-Bedingung
ou
v 0 auf [0.7]x0U (2.18)
v

wobei 2%(t, ) = v(z) - Dyu(t, z).

Theorem 9. Sei f € C(Ur), g€ C([0,T] xdU), wuye C(U).
Dann erfiillt jede Losung u € CY2(Ur) des Anfangs-Randwertproblems der Art (2.16),
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(2.17) und (2.16), (2.18) die Ungleichung
Ju(t, N2y + 20 Dullz2w,) < e Ulglizwy + 11 Z2wy) ¥t € (0,T]. (2.19)

Speziell hat das Anfangs-Randwertproblem (2.13) nur eine klassische Losungu € CY2(Ur).

Den Beweis dazu fithren wir erst spéter, da wir dafiir noch die Gronwall-Bedingung

benotigen.

Bemerkung 10. (Die Gronwall Ungleichung)

Sei f:[0,T] — oo eine integrierbare Funktion, die die Ungleichung
t
v(t) < C’l/ v(s)ds+ Cy VYt €[0,T]
0

mit den Konstanten Cy,Co > 0 erfiillt.
Dann gilt:

v(t) < Cy - e < Cy(1+ Cit - 1)

Beweis:

Sei w die Losung des Anfangswertproblems
w'(t) = CLw(t)

w(0) =Cy+e mit &> 0.

Offensichtlich ist w(t) = (Cy + ¢) - 1.
Fiir w(t) = Cy fot(w(s) + Cy + ) erhalten wir

w(t) = v(t) > & + O /0 (w(s) — v(s))ds =: d(?).

Nun zeigen wir, dass d(t) > 0 auf [0, 7. d(t) ist eine kontinuierliche Funktion mit d(0) =
e>0.



KAPITEL 2. ANALYSIS DER WARMELEITUNGSGLEICHUNG 19

Wir nehmen an, dass d % 0 ist und suchen ein ¢ € [0, 7] mit d(ﬂ =0, also d‘[o,ﬁ > 0.
Somit erhalten wir aber w(t) — v(t) > d(t) > 0 auf t € [0,7] und d(f) > € > 0, was ein
Widerspruch zu d(t) = 0 ist.

Wir haben nun gezeigt, dass
v(t) <w(t) = (Cy+e)- e Yt e [0,T]
gilt. Lassen wir nun € nach Null gehen so wird unsere Behauptung erfiillt. O

Nun beweisen wir noch das Theorem 9.
Beweis:
Zuerst multiplizieren wir die inhomogene Warmeleitungsgleichung mit 2u und integrieren
dann iiber U, und ¢ € (0, 7.
2uus — 2ulu = 2uf

// (2uug — 2ulAus)(s,z dxds—/ /2ufdxds

Wir setzen 2uus = (u?), und integrieren auf der linken Seite partiell. So erhalten wir:

t
/uQ(t,x)dw—/gZ(:c)dx—/ / QU@ dS(z)ds+
U U 0o Jou o

=0  durch die Randbedingung

t t
—|—/ /2Du-Dudxds S/ /ufdxds.
0o Ju o Ju

Nachdem wir die Ungleichung 2uf < u? + f? verwendet haben, erhalten wir

t
et M2, — N9l + 2Dl < / / (s, ) Bgnds + 1o

und durch Umformen

t
L2(U L2(Uy) L2(U QL?(Ut) ’ %Q(U) .
lult, M2y + 20 Dull 2w, < Ngllzewy + 1 £ +/ U||U(8 )zewds

Nun verwenden wir die Gronwall Ungleichung fiir v(t) = ||u(t, -)||? ey T 2|| Du||? 12(u,) und

erhalten
[ut, M Zewy + 2 Dullz2w,y < e lglzzwy + 11 Z20)s
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was zu beweisen war.

Nun erfiillt die Differenz w = w — u der zwei Losungen von (2.13) die Bedingungen
der Gleichung (2.16), (2.17) mit g = 0 und f = 0. Daraus folgt, dass |[w(s, )| 2@y = 0
fir s € (0,7] und somit w =0. O



Kapitel 3

Numerik der

Waiarmeleitungsgleichung

3.1 Die eindimensionale Wirmeleitungsgleichung

3.1.1 Methode der finiten Differenzen

In diesem Abschnitt soll die Wérmeleitungsgleichung in den unabhéngigen Variablen ¢

(Zeit) und x (einzelne Ortsvariable)
w(t, ) = cAu(t,z) fir x€][0,1] (3.1)

betrachtet werden. Wie wir in Abschnitt 2 dieser Arbeit gesehen haben, lédsst sich die
Losung der Warmeleitungsgleichung nicht ohne geeignete Anfangs- und/oder Randwerts-

bedingungen bestimmen. Da also der Bereich von z durch 0 < x <1 gegeben ist, stellt
uw(0,2) =g(x) fir = €][0,1] (3.2)

die Anfangsbedingung dar, in der g = g(z) eine gegebene Funktion ist. Die Randbedin-

gungen schreiben wir durch
u(t,0) =a, u(t,l)=p, t<0 (3.3)

mit gegebenen Konstanten o und (. Die Gleichung (3.1) zusammen mit den Bedingun-

gen (3.2) und (3.3) stellt, wie wir wissen, das mathematische Modell der Wiarmeleitung

21
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in einem diinnen Stab dar, dessen Enden auf den konstanten Temperaturen o und [ ge-
halten werden und dessen Anfangstemperaturverteilung ¢ ist. Fiir dieses Modell ist die
Konstante ¢ aus (3.1) durch ¢ = %, wobei k£ > 0 die Warmeleitfihigkeit, s die spezifische
Wairme des materials und p die Massendichte darstellen. ¢ ist demnach positiv.

Die Losung u = u(t, ) liefert dann die Temperaturverteilung innerhalb des Stabes als
Funktion der Zeit. Wie wir bereits gesehen haben, existiert fiir dieses Anfangswertproblem

eine exakte Losung, welche mit dem Ansatz:
u(t,x) = v(t)w(x)

durch die Methode der Trennung der Variablen gefunden werden kann. In diesem Ab-
schnitt soll allerdings nicht die exakte Losung gefunden werden, sondern es soll eine nu-
merische Néherungslosung, die Gitterfunktion u, gefunden werden, welche die exakte
Losung u an folgenden Gitterpunkten approximiert:

Wir iiberziehen die (z,t)-Ebene wie folgt mit einem Netz von Gitterpunkten. Wir
unterteilen das Intervall [0, 1] in eine Anzahl dquidistanter Teilintervalle der Linge Az.
Die t-Achse seien die Abténde konstant A¢. Dadurch entehen die Gitterpunkte (t,,,;),
wobei t,, = mAt und x; = jAx bezeichnen.

Wir bezeichnen mit u}* die Nédherungslosung an dem Gitterpunkt (¢, ;). Sei nun
(tm,z;) ein innerer Gitterpunkt. Die Idee des Verfahrens der finiten Differenzen besteht
darin, die partiellen Ableitungen der Funktion u = u(t, x) nach der Zeitvariablen ¢ durch

folgenden Differenzenquotienten | Vorwdrtsdifferenz| zu approximieren:

m+1 m
IR PO B 3.4
) (3.4

Die zweite partiele Ableitung Au(t, x) = ug,(t, ) wird approximiert durch den zentralen
Differenzenquotienten [Symmetrische Differenz:
uily — 2uit +ulty

Aty ;) ~ Aoy . (3.5)

Durch dieses Schema riickt man mit einer Ndherungslosung Stufe fiir Stufe in Richtung
Zeit vorwirts. Somit ergibt sich die der Gleichung (3.1) entsprechende finite [diskrete]

Differenzengleichung;:

m+1 m m m m
R R 3 Sl Ml (3.6)
At (Az)? ' '
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was dquivalent ist zu

u;’”l = uj" + p(ully — 2ul" +uly), (3.7)
wobei
B cAt
" Ay

gesetzt ist.
Die Randbedingungen (3.2) liefern die Werte fiir die Randpunkte

ug' = o, up, =03, m=0,1,... (3.8)

und die Anfangsbedingung (3.3) ergibt

u? =g(z;), 7=1,...,n (3.9)

Die Gleichung (3.7) beschreibt, wie man die Ndherungslosung Schritt fiir Schritt vorwérts-

gehend berechnen kann: zuerst berechnet man die Werte

zu berechnen usw.
Um zu bestimmen, wie exakt diese Ndherung sein kann, muss eine Fehleranalyse ge-

macht werden.

Stabilitidt der Methode der finiten Differenzen

Sei mit u die exakte Losung von (3.1) mit den Anfangs- und Randwertbedingungen (3.3)
und (3.2) bezeichnet. Setzen wir die exakte Losung in die Differenzenformel ein, ergibt
sich ein Restbetrag e, um den die Formel nicht mehr stimmt. Man nennt e den lokalen
Diskretisierungsfehler und er ist gegeben durch

Cu(t+ At x) —ult, x) c

e= A7 RETNSE [u(t,z + Azx) — 2u(t,z) + u(t,x — Ax). (3.10)
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Es ist moglich, die Gréfle von e in Abhéngigkeit von At und Az abzuschétzen. Wenn wir
u fiir ein festes x als Funktion nur von ¢ betrachten, konnen wir die Taylorentwicklung

anwenden. Wir erhalten
u(t + At, x) = u(t, z) + u(t, ) At + O((At)?),

und konnen daraus auf

u(t + At,z) — u(t, z)

A7 = w(t,x) + O(At)

schliefen. Entwickelt man auf analoge Weise nach x, ergibt sich

u(t,r + Az) — 2u(t, z) + u(t,x — Ax)
(Ax)?

= Au(t,z) + O((Azx)?).

Setzen wir diese Ausdriicke in (3.10) ein und beriicksichtigen u; = cAu, denn w ist ja die

exakte Losung von (3.1), erhalten wir
e = O(At) + O((Az)?). (3.11)

Dies bedeutet, dass das finite Differenzenverfahren (3.6) beziiglich der Zeit von erster
Ordnung und beziiglich des Ortes von zweiter Ordnung ist.

Es ist allerdings nicht zuléssig, aus (3.11) darauf zu schlieflen, dass der globale Diskreti-
sierungsfehler von u7* aus (3.7) gegen Null konvergiert, wenn At und Az nach Null gehen.

In [7] wird gezeigt, dass erst die Bedingung

(Az)?
2c

At < (3.12)

die Stabilitdt des Verfahrens gewéhrleistet. Man nennt sie daher auch Stabilititsbedin-
gung. Dies bedeutet, dass der Zeitschritt At bei abnehmendem Raumschritt Az einer

zunehmenden Einschrankung unterliegt.

3.1.2 Implizite Verfahren

Das im vorherigen Abschnitt besprochene Verfahren der finiten Differenzen ist explizit,
weil man die Werte u}"“ bei jedem Schritt durch eine explizite Formel aus den werten

des vorherigen schritts erhélt. Im Gegensatz dazu behandeln wir jetzt die Warmeleitungs-
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gleichung
w(t, ) = cAu(t,z) fir x€][0,1] (3.13)

mit der Differenzennédherung

mAL g umtl — QU?H_I + u;”_ﬁl

J J Jj+1
- . 14
At ¢ (Az)? (3:14)

u

Diese Formel ist #hnlich wir (3.6), mit dem Unterschied, dass die Werte u7" auf der rechten

Seite durch ug’”l ersetzt werden. Das bedeutet aber, dass wenn wir

berechnet haben und nun
m—i—l

berechnen wollen, die Werte auf der rechten Seite alle unbekannt sind. Daher ist (3.14)
m—+1
7 ’
deutende Unterschied ist also, dass wir fiir jeden Zeitschritt nun ein Gleichungssystem

ein Gleichungssystem, welches die Werte u 7 = 1,...,n implizit enthélt. Der be-

losen miissen.

Wir setzen wie zuvor

_cAt
" (A2
und konnen somit (3.14) schreiben als
(L4 2p)u™ = p(uli +u ) =u, j=1,...,n. (3.15)

Durch die Anfangsbedingung (3.3) erhalten wir
ulgzoz, UZH =0 fir k=0,1,....
Durch die Randbedingung (3.2) erhélt man
u? =g(z;), 7=1,...,n

das implizite Verfahren besteht nun darin, dass man bei jedem Schritt das lineare Glei-

m+l qus den w™ zu erhalten.

chungssystem (3.15) 16st, um die u; g
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Das Gleichungssystem (3.15) lautetn in Matrix-Vektor-Form
(I+pADu™ =u™+b, m=0,1,.... (3.16)

wobei die Matrix A die Tridiagonalmatrix

(9 1 3
-1 2 —1
A= (3.17)
-1 2 —1
\ -1 2 J
ist und die Vektoren u™ = (ugn)jzl ,,,,, , und vt = (u}”“)j:l ..... » sind. Der Vektor b

besteht aus Nullen bis auf die erste und letzte Komponente, by = pa und b, = pp.
Die Stabilitéit dieses Verfahrens ist unbedingt, d.h., fiir jedes Verhéltnis von At und Az
ist die Stabilitdt gewéhrleistet.

Der Diskretisierungsfehler e kann angegeben werden durch
e = O(At) + O((Ax)?).

Fiir Details wird erneut auf [7] verwiesen.

3.1.3 Das Cranck-Nicolson Verfahren

Das Cranck-Nicolson Verfahren ist ein Mittel zwischen explizitem Verfahren (3.6) und

implizitem Verfahren (3.14), welches lautet:

cAt
w — = ——— (W = 20 P ) — 20 ) (3.18)

j j 2(Ax)?

m+1

Es werden also die Werte u" aus (3.6) und u}""" aus (3.14) ersetzt durch ihr arithmetisches

Mittel:

m+g 1 m m
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Dies lasst sich wieder in Matrix-Vektor Form schreiben:
2 m+1 2 m _
(I+§A)u = (I+§A)u +b, m=0,1,.... (3.19)

wobei A erneut die Matrix (3.17) ist, und die Vektoren v™ = (u”");=;, , und u™™! =

j /i=1
(ufh) =1

stabiles Verfahren ist, sondern dass es sowohl in Ort als auch in der Zeit von zweiter

-----

Ordnung genau ist, was bei beiden anderen Verfahren nicht der Fall war, d.h., fiir das

Cranck-Nicolson Verfahren ergibt sich der lokale Diskretiserungsfehler e durch

e = O((AD?) + O((Az)?).

3.2 Die zweidimensionale Wiarmeleitungsgleichung

3.2.1 Finite Differenzen mit 5-Punkt-Formel
Explizites Verfahren

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir die Warmeleitungsgleichung in zwei unabhéngi-
gen Variablen betrachtet: die Zeit- und eine Raumvariable. Weil physikalische Erscheinun-
gen selten nur in einer Raumvariablen auftreten, stellt dies gewohnlich eine betrachtliche
Vereinfachung der physikalischen Umsténde dar. Sie geniigen nur bei solchen Modellen,
die Symmetrien aufweisen oder bei Vorgdangen, die beziiglich zweier oder dreier Raum-
variablen so langsam ablaufen, dass man diese Richtungen vernachldssigen kann. Aus
diesem Grund werden in diesem Abschnitt Probleme in mehr als zwei Raumdimensionen

behandelt. In diesem Fall lautet die Warmeleitungsgleichung
u(t, 7,y) = cAu(t, v, y) = c(um(t, z,y) +uy,(t,z,y)) fir (r,y) € Q=(0,1)* (3.20)

Wir konnen (3.20) als mathematisches Modell fiir die Temperaturverteilung in einer fla-
chen Platte € mit dem Rand 02 ansehen, wobei wir als Platte das Einheitsquadrat
gewahlt haben. Die einfachsten Randbedingunegen ergeben sich, wenn die Temperatur-

verteilung an den vier Seiten der Platte beschrieben wird:

u(t,z,y) = g(x,y) fir (x,y) € 0N (3.21)
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Hierbei ist g eine gegebene Funtkion. Eine Anfangsbedingung
w0, z,y) = flz,y) fir (z,y) €0 (3.22)

Zur numerischen Losung von (3.20), also zur Bestimmung einer Gitterfunktion, welche die
exakte Losung u = u(t, z, y) approximiert, legen wir ein Netz von Gitterpunkten tiber das
Einheitsquadrat, worin der Abstand zwischen den Punkten in horizontaler und vertikaler

Rischtung h betréigt. Die inneren Gitterpunkte sind durch
([L‘Z,y]): (’Lh,jh), Z,]:]_,,N

gegeben, wobei (N + 1)h =1 ist. Sei (z;,y;) ein innerer Gitterpunkt. Dann approximiert

man g, und u,, durch die zentralen Differenzen:

U(., Ti—1, yj) - 2“(7 Ty, yj) + U(., T1+41, y])

uxw('yxivyj) ~ h2 s (323&)
U(-,ﬂﬁi,y'_ﬂ —2u(.,mi,y-)—l—u(.,as1,y~ 1)
Uyy (-, T3y Yj) = - T £ax (3.23b)

Man bezeichnet uj”; als die Néherungslosung am Gitterpunkt (z;, y;) zur Zeit ¢,,,. Durch (3.23)

kann nun Awu approximiert werden durch

m m m m, ; m
Wy A il Al +u™ g+ 1 — 4
h2

Aulty,, i, y;) ~ (3.24)

Man nennt (3.24) die 5-Punkt-Formel, da zu ihrer Realisierung fiinf Gitterpunkte benétigt

werden. Die Zeitableitung ist analog zum eindimensionalen Fall

uerl o um'

Dadurch ergibt sich nun die zu (3.20) dquivalente finite Differenzengleichung

N % : (3.26)

Durch Umformen ergibt sich die Vorschrift fiir das explizite Verfahren

cAt

ult =l + lenil] +ugyy g o Fum g+ 1= 4. (3.27)
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fir m = 0,1,... und 4,7 = 1,..., N. Die Rechenvorschrift hat dieselben Eigenschaften
wie ihr eindimensionales Analogon: Sie ist beziiglich der Zeit von erster und beziiglich des
Ortes von zweiter Ordnung, was sich leicht zeigen lésst. Sie unterliegt auch einer dhnlichen
Stabilitatsbedingung:
h2
At < — 3.28
~ 4e ( )

was bedeutet, dass bei kleinem h sehr kleine Zeitschritte erforderlich sind.

Implizites Verfahren

Wir konnen diese Stabilitdtsbedingung umgehen und ein unbedingt stabiles Verfahren
erlangen, indem wir, analog zum eindimensionalen Fall, auf der rechten Seite von (3.26)

die Werte u;"; durch uZ}“ ersetzen. Dies ergibt die Differenzengleichung

m—+1 m m—+1 m—+1 m—+1 m—+1 m—+1
wpg gy ugy A Ty g — A
At h

Aus (3.29) kann man die Vorschrift fiir das implizite Verfahren erhalten:

cAt
wpy =l o (et — A, (3.30)
Im Fall einer einzelnen Raumvariablen bringt die Verwendung des impliziten Verfahrens
nicht viele Berechnungsschwierigkeiten mit sich, weil die Losung eines tridiagonalen Sy-
stems schnell vonstatten geht. Jeder Zeitschritt von (3.30) dagegen erfordert die Losung
einer zweidimensioanlen Poisson-Gleichung, was ein wesentlich schwierigeres Problem dar-

stellt.

3.2.2 Implizites Verfahren der alternierenden Richtungen (ADI-
Verfahren)

Verfahren , in denen der grundlegende Berechnungsschritt die Losung eines tridiagona-
len Gleichungssystems ist, nennen sich Zeitsplitting- Verfahren. Ein solches Verfahren ist

das implizite Peaceman-Rachford-Verfahren der alternierenden Richtungen, auch ADI-
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Verfahren genannt. Es ist von der Form

m+3 m 1 cAt m+3 m+ m+3

1 cAt 3
wlt =l + 5?( THARIES u”";fl —2ul 4wy 13 : Uz+1 2 QuZn;ﬁ) (3.31b)
1
Dies ist ein Zweischrittverfahren, in dem die Zwischenwerte uZ;J”, 1,7 =1,...,N im

ma 1
ersten Schritt berechnet werden. Die u; j+2 sind Ndherungswerte der Losung am Zwischen-
zeitpunkt m + % Der Faktor % auf der rechten Seite von (3.31) tritt also auf, weil der
Zeitschritt % betrégt. Die Berechnung von (3.31) beinhaltet die Losung von insgesamt N

tridimensionalen Gleichungssystemen der Form

(2+ a)y, +2—ui+t3—ui_t3 (@ =2+l +us oy, i=1,...,N  (3.32)
fir j =1,..., N, wobei
_2R?
~ cAt

ist. Die Koeffizientenmatrix jedes dieser Probleme ist also die Matrix ol + A, wobei A
widerum die Tridiagonalmatrix (3.17) ist. Hat man die u;?% berechnet, benétigt man
zur Berechnung der Werte um+1 aus (3.31b) widerum N Tridiagonalsysteme. Diese lauten
analog zu (3.32)

m+3 m+t3
2+ agulyt = ulyh = = (o= 2yl

i=1,...,N (3.33)
und haben die Koeffizientenmatrix af + A, wobei A die Matrix (3.17) ist. Die gesamte
Berechnung benétigt also 2N Tridiagonalsysteme der Dimension N, um sich von der Zeit-
stufe m zur Zeitstufe m+1 zu begeben. Der Ausdruck alternierende Richtungen leitet sich
von der Tatsache ab, dass die Naherungswerte der Losung zuerst in z-Richtung in (3.31a)
und danach in y-Richtung in (3.31b) berechnet werden. Der lokale Diskretisierungsfehler
e ergibt sich laut [7] durch
— O((A1)?) + O((Az)?).

3.3 Andere Verfahren

Natiirlich sind die hier angegebenen Verfahren nicht die einzigen, die zur numerischen

Losung der zweidimensionalen Warmeleitungsgleichung verwendet werden kénnen.
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Cranck-Nicolson-Verfahren

Das Cranc-Nicolson Verfahren kann leicht auf die Gleichung (3.20) erweitert werden, doch
dabei ergibt sich nun die Schwierigkeit, dass in jedem Zeitschritt, ebenso wie bei der
impliziten 5-Punkt-Formel, Gleichungen vom Poisson-Typ gelost werden koénnen.

Iterative Verfahren

Eine andere Méglichkeit zur Berechnung der numerischen Losung von (3.20) sind itera-
tive Verfahren, die besonders bevorzugt fiir diinn besetzte und grofie Gleichungssysteme

verwendet werden. Man betrachtet das Gleichungssystem
Axr = b,
wobei fiir A nur gelten muss, dass die Diagonalelemente a;; # 0 sind. Man zerlegt A in
A=D—-L-U

wobei D = diag(ayy,...,ayn)ist und L aus dem echten unteren und U aus dem echten
oberen Dreiecksteil von A besteht. Sei 2° eine Anfangsniherung der Losung.
Ein iteratives Verfahren ist zum Beispiel dass Jacobi-Verfahren mit der iterativen Vor-
schrift

" = D7Y(b + Ba¥), (3.34)

wobel B =D — A.
Das Gauf}-Seidel-Verfahren hat die Vorschrift

o* = (D — LYY (Us* + ). (3.35)
und das SOR-Verfahren hat die Rechenvorschrift
2 = (D — wL)™! [(1 — WD+ wU] 4 w(D —wL) b, (3.36)

wobel w € (0,1) ein Relazationsparameter ist. Fir w = 1 ist das SOR-Verfahren genau
das GauB-Seidel-Verfahren.

Diese Eigenschaften dieser Verfahren sollen an dieser Stelle nicht untersucht werden.



Kapitel 4
Numerische Beispiele

In folgendem Kapitel wird sowohl die eindimensionale als auch die zweidimensionale
Wirmeleitungsgleichung mittels einiger numerischer Verfahren, welche zuvor besprochen
wurden, gelost und die Ergebnisse werden besprochen. Fiir die numerischen Testldufe
werden verschiedene rechte Seiten ausprobiert, also verschiedene physikalische Situatio-
nen modelliert. Zunéchst betachten wir die eindimensionale Wérmeleitungsgleichung in
Gleichung (3.1).

4.1 Methode der finiten Differenzen - Explizites Ver-

fahren
Der Matlab-Code, welcher die Methode der finiten Differenzen explizit realisiert lautet:

function [time]=explizit(u,f,lam,c,T,paus,anz)
yA

% Eingabeparameater:

houoo..... Anfangsbedingung

hfoooo.. Heizung, beziehungsweise Kuehlung

% lam..... Verhaeltnis von delta_t zu delta_x272

hcoooii.. Waermeleitkonstante

hT....... Zeit, bis zu der iteriert wird

% paus....Zeit, die ein plot mindestens angezeigt werden soll

h anz..... Anzahl der Iterationen, die zwischen zwei Plots gemacht werden
h

32
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% Ausgabeparamter:

% time..benoetigte CPU-time

paus=0; figure(1l) time=cputime; t=0; [N uyl=size(u); [fx
fyl=size(f);

h=1/(N-1); % r\"aumliche Schrittweite
k=lam*h~2; % zeiltliche Schrittweite
gitter=0:h:1; % Gitterpunkte
plot(gitter,u); title(t); pause(paus); iter=0; while t<T
u(2:end-1)=u(2:end-1) +c*lam*(u(l:end-2)-2*%u(2:end-1)+u(3:end) ) +kxf;
iter=iter+i;
t=t+k;
if iter==anz
plot(gitter,u);
title(t);
pause (paus) ;
iter=0;
end

end time=cputime-time;

4.2 Methode der finiten Differenzen - Implizites Ver-

fahren

Zunéachst soll der Matlab-Code angegeben werden, mit welchem das implizite Verfahren

der finiten Differenzen implementiert wurde.

function [time]=heatimpl(u,f,c,mu,T)

[N u2]=size(u);

[f1 f2]=size(f);

if u27=1 | f17=N-2 | f27=1
error(’error’);

end

dx=1/(N-1);

dt=muxdx~2/c;
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haupt=2*ones(N-2,1);
neben=-ones(N-3,1);
A=diag(haupt)+diag(neben,-1)+diag(neben,l);
B=(speye (N-2) +mux*4) ;
inB=B~(-1);
f(1)=mu/dt*u(1)+£(1);
f (N-2)=mu/dt*u(N)+f (N-2) ;
figure(1)
t=0;
X=[0:dx:1];
plot(X,u);
title(t);
pause (0.05) ;
while t < T
u(2:N-1)=inB*(u(2:N-1)+dt*f) ;
figure(1)
X=[0:dx:1];
plot(X,u);
title(t);
pause (0.005) ;
t=t+dt;

end

Als Eingabeparameter wéhlt man einen Anfangszustand u, eine rechte Seite f, welche die
Erwéarmung von aulen modelliert und ¢, die Warmeleitfahigkeit des Materials. p steht fiir
das Verhéltnis von Ax zu At. p kann, da das Verfahren unbedingt stabil ist, jeden Wert

annehmen. Auflerdem kann man mit T das zu diskretisierende Zeitintervall wahlen.

Im folgenden Versuch wollen wir modellieren, dass das Werkstiick zu Beginn eine ex-
ponentiell von 0 zu 1 steigende Temperaturverteilung hat. Die Randtemperaturen werden
konstant gehalten. Durch die rechte Seite f soll nun eine Stelle erwérmt und die andere

gekiihlt werden. Das ergibt die Befehlssequenz:

>> u=exp([0:0.05:1])’;
>> f=zeros(19,1);
>> £(2:4)=30;
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Abbildung 4.1: Anfangs- (links) und Stabilitdtszustand (rechts) von Testlauf 1 mit dem
impliziten Verfahren der finiten Differenzen.

>> £(15:17)=-30;
>> [time]=heatimpl (u,f,1,8,2);

Die Anfangstemperaturverteilung im Metallstab ist in Abbildung 4.1 (links) abgebildet.
Nach etwa 1 Sekunde tritt der Stabilitdtszustand ein, der in Abbildung 4.1(rechts) dar-
gestellt ist. Man sieht, dass das Ergebnis der Erwarung entspricht.

4.3 Cranck-Nicolson Verfahren
Der Matlab-Code, welcher das Cranck-Nicolson Verfahren realisiert, lautet:

function [time]=crannic(u,f,c,mu,T)

[N u2]=size(u);

[f1 f2]=size(f);

if u27=1 | f17=N-2 | f27=1
error(’error’);

end

dx=1/(N-1);

dt=muxdx~2/c;

haupt=2*ones(N-2,1);
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neben=-ones(N-3,1) factor=0.5%mu;
A=diag(haupt)+diag(neben,-1)+diag(neben,l);
B=(speye (N-2)+factorx*A);
inB=B"(-1);
C=(speye(N-2)-factor*A) ;
fac=inBx*C;
f(1)=mu/dt*xu(1)+f(1);
£ (N-2)=mu/dt*u(N)+f (N-2) ;
figure(1)
t=0;
X=[0:dx:1];
plot(X,u);
title(t);
pause(0.05) ;
while t<T
u(2:N-1)=fac*u(2:N-1)+inBxdtx*f;
figure(1)
X=[0:dx:1];
plot(X,u);
title(t);
pause(0.005) ;
t=t+dt;

end

Nun soll eine andere physikalische Situation modelliert werden, namlich, dass die Tempe-
ratur im Metallstab zu Beginn Null ist, und dann an einer Stelle in der Mitte her erwérmt

wird. Dies ergibt sich durch die Befehlssequenz

>> u=zeros(21,1);
>> f=zeros(19,1);
>> £(8:11)=10;

>> [time]=crannic(u,f,1,5,3);

Der Anfangs und Endzustand, welcher nach 1 Sekunde eintritt, sind in Abbildung 4.2
dargestellt.
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Abbildung 4.2: Anfangs- (links) und Stabilitdtszustand (rechts) von Testlauf 2 mit dem
Cranck-Nicolson Verfahren.

4.4 Verfahren der finiten Differenzen-

5-Punkt-Formel

In diesem verfahren wird nun die zweidimensionale Warmeleitungsgleichung gelost. Wie-
derum wird eine rechte Seite f beriicksichtigt, welche fiir die Erwarmung der Stahlplatte
steht. Der Matlab-Code lautet:

function [time]=heat2d(U,f,lam,T,c,paus,anz)

% heat2d berechnet mit einem expliziten Verfahren die Loesung der

% Waermeleitungsgleichung

% du/dt-c*Laplace(U)=f auf dem Raumbereich [0,1]x[0,1] fuer den Zeitraum
% [0,T]. Als Randbedingung wird der Rand der Eingabematrix U verwendet

% Eingabewerte

hU..... quadratische Matrix, Anfangswertmatrix

hf.oo... quadratische Matrix mit einer um 2 kleineren Dimension wie U,

% die Heizung oder Kuehlung

% lam...Verhaeltnis von Zeit zu Raumdiskretisierung: lam=delta_t/(delta_x)"2

hT.oo... Zeitpunkt, bis zu dem gerechnet wird
hocoon.. Waermeleitungskonstante

% paus..Pause zwischen den Plots
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% anz...Anzahl der Iterationen zwischen zwei plots
T
% Ausgabewert

% time..zum rechnen ben\"otigte cputime

[xU,yU]l=size(U);
[xf,yfl=size(f);

if (xU~=yU) | (xU-xf~=2) |(yU-yf~=2)
error (’error’)

end

h=1/(xU-1); k=lam*h~2; factor=lam*c; figure(l) t=0; mesh(U);
title(t); pause(paus); time=0;

iter=0; while t<=T
timestart=cputime;
Uxxyy=(-4*U(2:end-1,2:end-1)+U(1:end-2,2:end-1)+U(2:end-1,1:end-2) ...
...+U(3:end,2:end-1)+U(2:end-1,3:end)) ;
% Laplace Operator ohne /h”2 im Inneren des Gebiets
U(2:end-1,2:end-1)=U(2:end-1,2:end-1)+factor*xUxxyy+k*f ;
% nchster Zeitschritt von U
time=time+cputime-timestart;
t=t+k;
iter=iter+i;
if iter==anz
mesh (U) ;
title(t);
pause (paus) ;
iter=0;
end

end
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Die Erkldarung der Ein- und Ausgabeparameter ist als Kommentar in der Funktion enthal-
ten. Als Beispiel fiir die physikalische Simulation, welche durch die 5-Punkt-Formel gelost
werden soll, nehmen wir an, dass die Ausgangstemperatur der Stahlplatte konstant Null
ist. Die Erwarmung soll alle inneren Punkte erfassen, wiahrend die Randpunkte weiterhin

auf der Temperatur Null gehalten werden. Dies wird realisiert durch die Befehlssequenz:

>> U=zeros(30);
>> f=ones(28);
>> [time]=heat2d(U,F,0.25,3,1,0.05,1);

Der Verlauf der Erwarmung der Stahlplatte ist in Abbildung 4.3 dargestellt. Man
beachte die unterschiedliche Skalierung der Abbildungen.

4.5 ADI-Verfahren

Schliellich wollen wir noch den Matlab-Code fiir das implizite Verfahren der alternieren-

den Richtungen angeben:

function [time]l=adi(U,f,mu,T,c,paus,anz)

% berechnet mit einem expliziten Verfahren

% die Loesung der Waermeleitungsgleichung

% du/dt-c*Laplace(U)=f auf dem Raumbereich [0,1]1x[0,1] fr den Zeitraum
% [0,T]. Als Randbedingung wird der Rand der Eingabematrix U verwendet
% Eingabewerte

hU..... quadratische Matrix, Anfangswertmatrix

hf.oo... quadratische Matrix mit einer um 2 kleineren Dimension wie U,
% die Heizung oder Kuehlung

% mu..Verhaeltnis von Zeit zu Raumdiskretisierung: lam=c*delta_t/(delta_x)"2
h Too... Zeitpunkt, bis zu dem gerechnet wird

hcoon.. Waermeleitungskonstante

% paus..Pause zwischen den Plots

% anz...Anzahl der Iterationen zwischen zwei plots

% Ausgabewert

% time..zum rechnen bentigte cputime

[N,yUl=size(U); [xf,yfl=size(f);
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Abbildung 4.3: Anfangszustand (links oben), Zwischenzusténde und Endzustand (rechts

unten) fiir Testlauf 3 mit der 5-Punkt-Formel.



KAPITEL 4. NUMERISCHE BEISPIELE 41

if

W =y0) | (N-x£"=2) | (N-y£~=2)

error(’error’)

end dx=1/(N-1); dt=mu*dx~2/c; haupt=2*ones(N-2,1);

neben=-ones(N-3,1) factor=0.5*mu;

A=diag(haupt)+diag(neben,-1)+diag(neben,1); alpha=2/mu;
B=(alphaxeye(N-2)+A); figure(l) t=0; mesh(U); title(t);

pause(paus); V=zeros(N,N); time=0; iter=0; while t<=T

timestart=cputime;
V(2:end-1,2:end-1)=B\ ((alpha-2)*U(2:end-1,2:end-1)+U(2:end-1,3:end)+. ..
...U(2:end-1,1:end-2)+2xdx"2/c*f) ;
dummy=B\ (((alpha-2)*V(2:end-1,2:end-1)+V(3:end,2:end-1)+. ..
...V(1:end-2,2:end-1)+2xdx"2/c*xf)’);
U(2:end-1,2:end-1)=dummy’ ;
time=time+cputime-timestart;
t=t+dt;
iter=iter+1;
if iter==anz
mesh (U) ;
title(t);
pause(paus) ;
iter=0;

end

end

Die physikalische Situation, die wir nun betrachten wollen ist, dass die Stahlplatte die

Anfangstemperatur Null hat. Dann soll es an einer Stelle erhitzt und an einer anderen

gekiihlt werden. Realisiert wird dies durch folgende Befehlssequenz:

>>
>>
>>
>>
>>

U=zeros(50) ;

F=zeros(48);
F(30:33,30:33)=-10;
F(10:13,10:13)=10;
[time]=adi(U,F,6,0.5,5,0.05,1);
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Abbildung 4.4: Anfangszustand (links) und Endzustand (rechts) fiir Testlauf 4 mit dem
ADI-Verfahren.

Der Verlauf des Verfahrens ist in Abbildung 4.4 dargestellt. Wenn man obige Befehlsse-

quenz in das Matlab-Programm fiir die 5-Punkt-Formel eingeben wiirde, also
[time]=heat2d(U,F,6,0.5,5,0.05,1);

wiére offensichtlich die Stabilitdtsbedingung nicht erfiillt. Man erhélt also ein instabiles

Verfahren, was in Abbildung 4.5 angedeutet ist.
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Abbildung 4.5: Testlauf 4 mit der 5-Punkt-Formel.
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