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Kapitel 1
Mathematische Grundlagen

1.1 Vektornorm

Definition 1.0. Sei V ein Vektorraum iiber Kund ||-|| : V — R*. Das Paar (V, ||-||) heifit normierter
Raum und ||-|| Norm, wenn die Abbildung ||| folgende Eigenschaften besitzt:

(N1):Vz e Vi |jz|| >0

VeeV:|z]|=0<2=0 Definitheit
(N2):Vz e VYA € K: || Az|| = |A| |z|| Homogenitét
(N3):Vz,y e Vi ||z 4+ y|| < |z|l + [yl Dreiecksungleichung

Die Norm eines Vektors x kann als Abstand von x zum Nullvektor interpretiert werden.

Beispiel 1.1. 1. p-Norm: sei V = R" fir € R",x = (z1,22,...,2,)" definieren wir

n :
Jol, = (zw) Clepen
=1

Wir wollen die so erhaltenen Normen fiir p=1, p=2, p=oc ndher betrachten und erhalten:

2.
n
Jall, = 3 Jo
i=1
3.
n
llly = Z |z = VaTa euklidische Norm
i=1
4.
|lz]|,, = max |z Mazimumsnorm

1<i<n

SATZ 1.2 (Holder Ungleichung). Fir z,y € R" und 1 < p,q < oo gilt:
47| < llzl, gl wobei ~+ > =1
P q
Der Spezialfall dieser Ungleichung ist die von Cauchy-Schwarz.
SATZ 1.3 (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung). Fiir x,y € R™ gilt:

|Ty] < lllly 1yl

Definition 1.4. Zwei Normen || und [|-||" auf einem Vektorraum heiflen #quivalent, wenn es
Konstanten c¢q, co >0 gibt, so dass Vo € V' die Abschitzungen

a2l < llzfl < ez ||z

gelten.




SATZ 1.5. Alle Normen in K" sind dquivalent.
Beispiel 1.6. Sei x € K”

1.
lzlly < llzlly < Vi llzll,
2.
2]l o0 < lllly < v llzll
3.

[2]loe < Nlzlly < 7l

1.2 Matrixnorm

Definition 1.7. Eine Matriznorm auf K™*™ ist eine Abbildung |[|-|| : K™*" — RT mit den drei
Figenschaften einer Vektornorm und, sie muss zusétzlich submultiplikativ sein:
(N1): VA e K™ : ||A]| > 0
VAe K™ ||Al|=0& A=0 Definitheit
(N2): VA e K™ YA € K: | M| = [M ||A| Homogenitét
(N3): VA, Be K™":||A+ B|| < ||A| + ||B|| Dreiecksungleichung
(N4): VA e K™ VB e K™ : |AB|| < ||A]| || B Submultiplikativitéit

Definition 1.8. Die Grofle

. . . : nxn
p(A) = [nax. {IXil : A; Eigenwert von A € K™*"}

heifit Spektralradius.
SATZ 1.9. Fiir jede natiirliche Matriz-Norm ||-|| gilt

p(A) < [IA]l.
Beweis 1.10. Es bezeichne A den betragsgrofiten Eigenwert von A und x den zugehorigen Ei-
genvektor, Az = Az, sowie die ||-|| Vektor-Norm, die die Matrix-Norm induziert. Sei nun ohne
Einschrénkung ||z| = 1, dann gilt

p(A) = (Al = [ lzll = [[Az]] = [[Az] < [|A] flz]] = || Al

Beispiel 1.11. Sei A € R™*"

1. FEine wichtige Matriznorm ist die Frobenius-Norm:

m n
DD laiil

i=1 j=1

1Al =

2. induzierte p-Norm: (Grenznorm,)

| Az|
[All, = sup =
lafl, 20 1l

Fine solche Norm kann man als gréfste Abbildungsdehnung von A interpretieren. Sie gibt an
um wieviel die Norm des Bildes (||Az||,), groer ist als die Norm des Urbildes (||z||,)-




3. Die Spaltensummennorm ist
m
1Al = max Y ay;]
Jj A
=1

4. Die Zeilensummennorm ist

n
14]l o = max Y [as]
K3
j=1

5. Die Spektralnorm ist
[Ally = /(AT A)

Wir werden spéter sehen, dass jede symmetrische positive definite Matrix A ein Skalarprodukt

induziert: (z,y) =< z, Ay > und damit die Norm ||z||4 = \/(z,z) = V< =, Az >.

Definition 1.12 (Vertréglichkeit). Sei A : R — R™ und A € R™*™ dann sind |||, auf R” und
[l auf R™ vertrdglich, wenn gilt:

[Az]l5 < [[Allgs 1]l

wobei

| Az 5
[Allq, = sup
mhﬂ\mb

Sei A € R™*™ dann gilt, dass alle Normen auf R™*" dquivalent sind. (Gleich wie bei Vektornorm)

Beispiel 1.13. sei A € Rm*"™

1.
1Al < Al < VAl
2. .
NG 1Al < 141, < vm [|All
3.

1
T 1ALl < 14l < Vel Ally

SATZ 1.14. Sei A € R™*", dann gilt

[Ally < /1Al Al

Lemma 1.15. Sei A € R™ ™ mit [|Al|, <1. Dann ist (I — A) invertierbar und es gilt

(I—A)t= iA’C
k=0

mit 1
I-AY < —
=7l < 7=,
SATZ 1.16. Sei A invertierbar und HAleHp <1. Dann ist (A + B) invertierbar und es gilt
||BHP HAial

A+B)l—A7Y <
lta+8)7 — a7, < S




1.3 Kondition

Definition 1.17. Sei A € R"*" regulédr (d.h.: invertierbar) dann heifit
K(4) = ][4

Konditionszahl von A beziiglich |-||.

Die Konditionszahl einer Matrix ist ein Maf fiir die Stabilitéit einer Matrix. Je grofler die Konditi-
onszahl, umso ndher liegt die Matrix bei einer singuldren Matrix. Dies kann beispielsweise negative
Auswirkungen beim Losen von linearen Gleichungssystemen haben.

SATZ 1.18. Sei A,6A € R™™ und b(+# 0),6b € R™ mit

Ar=b wund (A+0A)y=0b+0db

wobei
[6A[ < el Al [[6b[] < elb]l

Falls r = eK(A)<1, dann ist (A + §A) nicht singuldr und es gilt:

MS 1+r
] = 1 =7

SATZ 1.19. Die Vorraussetzungen sind wie oben. Daraus ergibt sich weiters:

ly —xll _ 2e

e}~ 1=

1.4 Spezielle Matrizen

Wichtig fiir dieses Kapitel ist die quadratische Form einer symmetrischen Matrix A:

n n

Q(I‘) = Z Qg5 | T4
1

i=1 \Jj=

Definition 1.20. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass eine Matrix positiv
definit ist lautet:
Q(z) = 2T Az>0

fiir beliebige Vektoren x # 0.
SATZ 1.21. Eine positive definite Matriz A hat positive Diagonalelemente.

Beweis 1.22. Wir nehmen an, dass es ein negatives Hauptdiagonalelement a;; < 0 gibt. Dann
kann man x = e; einen Vektor konstruieren, so dass e;fFAei < 0 gilt, d.h. eine derartige Matrix kann
nicht positiv definit sein. q.e.d.

SATZ 1.23. Fiir eine positiv definite Matriz A gilt Vi # j:
a%j<aiiajj

SATZ 1.24. Aus dem vorherigen Satz folgt, dass das absolut gréfites Element einer positiv defi-
niten Matrix notwendig auf der Hauptdiagonale liegt.




Definition 1.25. Eine Matrix heiflt streng diagonal dominant, falls:

n
aii>2\aij~\ fﬁri:1,2,...
j=1
J#i
Fiir die positive Definitheit von A ist diese Bedingung hinreichend aber nicht notwendig.

SATZ 1.26. Eine symmetrische Matriz A mit positiven Diagonalelementen ist positiv definit,
falls gilt:

n n
aiag; > law) O lagl)  fiiri,j=1,...,n5i # j
k=1 k=1
leti lAj
SATZ 1.27. Eine Matriz A ist dann und nur dann positiv definit, falls die Matriz auf folgende

Form gebracht werden kann
A=R"'R.

wobei R eine requldre obere Dreiecksmatriz ist. Die Indefinitheit zeigt sich bei diesem Rechenver-
fahren zur Ermittlung von R (siehe Cholesky -Verfahren) durch das Auftreten eines negativen
Diagonalelementes.

SATZ 1.28. FEine symmetrische Matriz A ist positiv definit (spd-Matriz), genau dann wenn alle
Figenwerte positiv sind (d.h. ;>0 Yi=1,...,n).

1.5 Landau-Symbole

Die Landau-Notation wird verwendet, um das asymptotische Verhalten bei Anndherung an einen
endlichen oder unendlichen Grenzwert zu beschreiben. Das grofie O wird verwendet, um eine ma-
ximale Groflenordnung anzugeben.

Es erlaubt Terme gleicher Groéfienordnungen bzw. Funktionen gleicher Groflienordnungen zusam-
menzufassen.

Definition 1.29. Seien (f,), (9n) C K Folgen, dann ist fiir n — oo:

fn = O(gn) < 3C > 03dngVn > ng : ’fn| <C- |gn’
fn= O(Qn) & Ve > 0dngVn > ng : ‘fn’ <e- |gn|

Beispiel 1.30.
3n?2+0(n) = 0O(n?)
i10(Y)y = o)

3n + 5n +2
n + nln(n)

Definition 1.31. Seien f,¢: K — K und zg € K dann ist fiir x — g

g ()]

f(x) =0(g(z)) <« 3C>03U(wo)vVa € Ulxo) : [f(2)]
| <e-lg(@)|

<C
f(z) =o0(g(x)) & Ve>03U(xo)Vz € U(xg): |f(z)| <e

Beispiel 1.32. In der Taylor-Entwicklung ergibt sich
23
sin(z )—x—§+0( %) (x—0)
oder fiir f € C*(U(x))

f(x+h) = f(z)+ f'(h)h +O(R*) (h—0)




1.6 Konvergenzordnung

Definition 1.33. Sei ||-|| eine Norm auf dem K-Vektorraum V', z* € V und (x,,) C V mit z,, — =*
eine gegen x* konvergente Folge in V.

1. (z,,) konvergiert (mindestens) linear, wenn es ein ¢ < 1 und ein ng gibt, so dass

st — 2" < g+l —a*]| ¥n > no.

2. (x,) konvergiert (mindestens) superlinear, wenn Ing, (¢,) C Ry mit €, — 0, so dass

[2nt1 — 2% < € - |lon — 2" ¥n > no.

3. (zp) besitzt (mindestens) Konvergenzordnung «, wenn 3¢ > 0 und ng mit
i1 — 2l < ¢+ low — 2* [ Vi > no.

Im Fall @ = 2 spricht mann von quadratischer Konvergenz bzw. von kubischer Kon-
vergenz im Fall a = 3.

4. Ein Iterationsverfahren
Tpy1:=¢(xy) Nn>0mitzg€V,9p:V -V

besitzt beziiglich des Fixpunktes von ¢, also 2* = ¢(z*), lokal (mindestens) die Konvergenz-
ordnung o > 1, wenn 3U (x*), so dass jede Iterationsfolge mit z¢ € U(z*) gegen z* konvergiert
und (x,) die Konvergenzordnung (mindestens) « besitzt.




Kapitel 2
Fehleranalyse

Sei ein Problem abstrakt charakterisiert durch (f,z) mit gegebener Abbildung f und gegebenen
Eingabedaten z. Das Problem losen heifit dann, das Resultat f(x) mit Hilfe eines Algorithmus
bestimmen, der evtl. noch Zwischengréfien produziert:

Eingabe Algorithmus Resultat

In der praktischen Umsetzung diverser Algorithmen treten jedoch unweigerlich Fehler auf, wodurch
sich folgendes Schema ergibt:

Eingabefehler Fehler im Fehler im
Algorithmus Resultat

Gegeniiber Eingabefehlern sind wir im Prinzip machtlos, sie gehtéren zum gegebenen Problem und
konnen allenfalls durch eine Anderung der Problemstellung vermieden werden. Hingegen kénnen
Fehler im Algorithmus teilweise vermieden oder zumindest verringert werden, indem das Verfahren
verandert wird. Allgemein fithren diese zwei Arten von Fehlern zu den Begriffen Kondition eines
Problems und Stabilitit eines Algorithmus, auf welche in Folgenden genauer eingegangen wird.
Zunichst wollen wir aber auf eine in beiden Bereichen vorherrschende Fehlerquelle eingehen: eine
endliche Maschine alias Computer, Taschenrechner ...

2.1 Maschinenzahlen

Auch wenn die Eingabegrofien als exakt gegeben angesehen werden, treten durch die Darstellung
nicht ganzzahliger Zahlen in einem Rechner Eingabefehler auf.

Beim numerischen Rechnen wird eine reelle Zahl z € R ersetzt durch eine der endlich vielen
Maschinenzahlen in Gleitkommadarstellung. Eine solche Zahl hat die Form

z=ua-d°
Die Unbekannten haben folgende Bedeutung;:

e a - Mantisse. Sie ist entweder 0 oder es gilt d~! < |a|] < 1 (d.h. a3 # 0 zur Normalisierung,
da ansonsten die Darstellung nicht eindeutig wire) in der Form

l
a:vZaid*i:v<%+...+%>
i=1

mit v € {£1} (Vorzeichen), a; € {0,...,d — 1} und | € N ist die Mantissenlénge, welche die
relative Genauigkeit bestimmt.

e d- Basis. d € N\{1}, die iiblicherweise durch eine Zweierpotenz {2, 8, 16, 32, ...} reprisentiert
wird.

e ¢ - Exponent. e € {epin,...,€maz} € Z(=Exponentenbereich). Dieser bestimmt die be-
tragsmafig grofite und kleinste Zahl.




2.1.1 Gleitkommazahlen nach dem IEEE Standard

Die Norm IEEE definiert Standarddarstellungen fiir Gleitkommazahlen in Computern und legt ge-
naue Verfahren fiir die Durchfithrung mathematischer Operationen fest.

Es werden zwei Standarddatenformate mit 32 Bit (single precision = einfache Genauigkeit) bzw.
64 Bit (double precision = doppelte Genauigkeit) Speicherbedarf definiert. Hierzu wollen wir ex-
emplarisch auf eines dieser Formate nédher eingehen:

Single precision floating point (32 Bits)
Die allgemeine Darstellung einer FlieBkommazahl besteht aus:

e cinem Vorzeichenbit (1: negativ, 0: positiv),
e Charakteristikbits,

e Mantissenbits.

Die Anordnung der Bits zeigt die nachfolgende Abbildung:
0 1 8 19 31
Vorzeichen(1 Bit) | Exponent(8 Bits) Mantisse(23 Bits)

Die Basis d (nach dem IEEE Standard for floating Point operations) ist bekanntlicherweise 2. Fiir
0 < e < 255 kann man die, der Darstellung entsprechende, reelle Zahl durch

z=(-1)"-La-2°7"7

ermitteln; wobei v € {0,1}, emin = —126 €mar = 127 und a = 37>, ;2% mit a; € {0,1}

Bemerkung 2.0. Es gibt eine kleinste und gréfite positive darstellbare Zahl, da es nur endlich
viele Ziffern gibt. Man bezeichnet die kleinste positive Zahl als MinReal := d°™» und die grofite

positive Zahl als MaxReal := (Zl_l d_1> demar = (d — d'~') d°me=. In unserem Fall erhalten wir

=0 (¢

MinReal ~ 1.175 - 1073 und MazReal ~ 3.403 - 1038,

Ausnahmen:
e=255a # 0 = z=NaN (Not-A-Number) | 1|11111111]10011001000100111001010
e=255 a=0 v=0 = z=Inf (=00) 0/11111111/00000000000000000000000
e=255 a=0 v=1 = z=-Inf (=—00) 1/11111111]00000000000000000000000
e=0 a=0 v=1 = 72=-0 1/00000000|00000000000000000000000
e=0 a=0 v=0 = z=0 0/00000000|00000000000000000000000
e=0 a #0 = z=(-1)"-0.q-271% 0/00000000/00000000010000100001100

Nun wollen wir noch aus der Bitfolge ’ 0 ‘ 10000011 \ 10100110000000000000000

die entsprechende reelle Zahl z ermitteln:

aus den Exponential-Bits = e=1-2"40-204+0-2540-244+0-23+0-22 +1-2' +1-20 =131
aus den Mantissen-Bits = a = 1-2714+0-2724+1-27340-27440-27°+1-27641.277 = 0.6484375
Damit erhélt man

2= (—1)"-1.6484375 - 21317127 — 96 375
Zusammenfassend konnte man noch folgende allgemeine Bemerkungen anbringen:

e Der Raster der normalisierten Gleitkomazahlen ist hochst ungleichméssig iiber R verteilt und
enthilt einige grofle Liicken bei 0(nicht normalisierte Maschinenzahl).

e Die Mantissenlénge bestimmt die Liickengrosse und damit die Genauigkeit.
® ¢in Uund €4, liefern die Grenzen MazReal und MinReal des Darstellungsbereichs.

e Nur die endlich vielen Zahlen des normalisierten Gleitpunkt-Systems sind exakt darstellbar,
die anderen werden gerundet.




2.2 Gleitpunkt-Arithmetik und Rundungsfehler

Definition 2.1 (Maschinengenauigkeit). Die Maschinengenauigkeit eps ist die kleinste positive
Maschinenzahl welche zu 1 addiert ein Resultat # 1 ergibt. Eine neuere Definition lautet: Der
Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden Floating Point Numbers zwischen 1 und 2. Fiir single
precision (32 bits) ist eps = 272 ~ 1.192- 1077,

SATZ 2.2. Jede reelle Zahl x mit MinReal < |x| < MaxReal lift sich (durch Rundung auf die
ndchstliegende Maschinenzahl) durch eine Gleitkommazahl (floating point number) fl(x) reprisen-
tieren. Dabei gilt

fi() =21 +8) |8 < eps

Wir erhalten einen relativen Fehler von

|z — fl(z)]

]

dl—l
< 5 = eps x#0

Beispiel 2.3. Betrachten wir die Zahl m = 0.314159265 .. .-10' dann erhalten wir fl(7) = 0.31416-
101 (+0.00001; 5digits) mit | = 5(Mantissenlinge), d = 10(Basis) und e = 1(Exponent). D.h. wir
machen einen absoluten Fehler |m — fl(mw)| = 0.000000735... und der relativen Fehler w <
1022 — 0.00005

Im Regelfall werden beim numerischen Losen die Verkettung und Ausfithrung einer Vielzahl von
Grundoperationen benotigt. Unter einem Algorithmus (Rechenverfahren) versteht man in der Nu-

merik eine endliche Folge von Grundoperationen, deren Reihenfolge beim Ablauf eindeutig festliegt.
In Gleitpunktarithmetik ausgefiihrt, verfdlschen Rundungsfehler die Zwischen- und Endresultate.

Definition 2.4. Der IEEE-Standard fordert, dass bei der Realisierung einer Elementaroperation
o € {+,—, %, /} durch die entsprechende Gleitkommaoperation 6 folgendes gilt

zoy = fl(xoy) = (xoy)(1+0) [0 <eps

Bemerkung 2.5. Die Reihenfolge der Operationen kann bei der Rundungsfehleranalyse entscheidend
sein, da eine Gleitpunktarithmetik weder Assoziativ- noch Distributivgesetze erfiillt, wie
das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.6. Wir gehen von einem normalisierten Gleitkomma-Sytem mit b=10 und [=8 aus(die
Ezxponenten-Grenzen seien beliebig grof$). Die Griflen a, b, ¢ mit

a = 0.23371258 -107°
b = 0.33678429 - 10!
c = —0.33677811- 10"

seien exakt, dann ist

b+c = 0.00000618 - 10"
fl(b+c) 0.618-1074
a+ fl(b+c) 0.64137125(8 - 1074
fla+ fl(b+¢)) = 0.64137126-10"*

aber bei einer anderen Klammerung ergibt sich

a+b = 0.33678452|371258 - 10!
fl(a+b) 0.33678452 - 10
fl(a+b)+¢c = 0.00000614 - 10"
fl(fl(a+0b)+¢c) = 0.641-107*




Also im Allgemeinen gilt
fl(flla+b)+c) # flla+ fl(b+c))

Frage: Woher kommt der Verlust von ca. 5 Stellen?

Antwort: fl(a+b) und ¢ sind nahezu betragsgleich und werden subtrahiert = es entstehen fiihren-
de Nullen im Ergebnis. Durch Normalisierung ricken von hinten Nullen mach, die aber im Fall
fU(fl(a+b) + ¢) nicht exakt sind, weil flla+b) nicht exakt war, wogegen im Fall fl(a+ fi(b+ c))
sind b und ¢ zwar auch nahezu betragsgleich, aber die durch die Normalisierung des Ergebnisses
nachgerickten Nullen sind exakt, da die Ausgangsdaten als exakt vorausgesetzt waren.
Folgerung: Verlust an relativer Genauigkeit!

Bemerkung 2.7. Das vorherige Beispiel liefert eine wichtige Regel fiir das numerische Rechnen mit
fehlerbehafteten Zahlen: Die Subtraktion nahezu gleicher, fehlerbehafteter Zahlen(trifft i.A. auf
alle Computer-Zahlen wegen Rundung und Konvertierung zu) sollte unbedingt vermieden werden.
Dieses Phénomen heifit Ausloschung fithrender Ziffern.

2.3 Kondition eines Problems

Problem: Wie stark &ndert sich die exakte Losung eines Problems(unabhéngig vom Algorithmus)
bei Storung der Eingangsdaten z.B. durch Rundung oder Konvertierung?

Der vorherige Teil hat gezeigt, dass die Eingabe x logisch ununterscheidbar ist von allen Eingaben
Z, die sich im Rahmen der vorgegebenen Genauigkeit befinden. Statt der ,exakten® Eingabe x
sollten wir daher eine Fingabemenge E betrachten, die all diese gestorten Eingaben T enthélt. Eine
Maschinenzahl x reprisentiert demnach die Eingabemenge

E={zeR:|z—z| <epsl|z|}

Die Abbildung f, die unser Problem beschreibt, iiberfithrt die Eingabemenge F in eine Resultat-
menge R = f(FE). So wie wir von der vermeintlich exakten Eingabe x zur Eingabemenge E gefiihrt
wurden, so ist es bei der Analyse von Eingabefehlern daher sinnvoll, statt der punktweisen Abbil-
dung f: x — f(x) die Mengenabbildung f : E — R = f(FE) zu untersuchen. Die Charakterisierung
des Verhiltnisses von E und R nennen wir die Kondition des durch (f,;x) beschriebenen Problems.

e

Definition 2.8. Die absolute normweise Kondition des Problems (f,z) ist die kleinste Zahl
K ps so dass

1f(@) = f@)] < Kaps[|Z — 2|  TeUs

und die relative normweise Kondition ist die kleinste Zahl K,.; so dass

1FG) — 7))
@) -

Bemerkung 2.9. Ist K (= K,¢;) groB, spricht man von einem schlecht konditionierten Problem.
Ist K nahe bei 1(und damit der relative Eingangsfehler in der Grofilenordnung des unvermeidbaren
relativen Ergebnisfaktors), so heifit das Problem gut konditioniert.

£ — x|

z e U,
&4l
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Sei f € C*(R) (d.h. fist differenzierbar) so erhiilt man aufgrund des Mittelwertsatzes die Kondition
iiber die Ableitung;:

]
Koo =W K = 7Ol
wobei || f/(z)|| die Norm der Jacobi-Matrix f’(x) € M(m x n;R) in der zugeordneten Matrixnorm
A
) = sup 1A g e
x#0 ||£B” lz]|=1

ist.
Beispiel 2.10. (1) Fir die Kondition der Addition (bzw. Subtraktion) definiert man

f:R* —R (a,0)T — f(a,b) :=a+b
= f'(a,b) = (1,1) ; wihlen wir nun auf R* die 1-Norm = ||(a,b)|; = |a| + |b] und weiters ist
|| f'(a,b)]|; = 2. Insgesamt erhdlt man

la| + [b]
la + b

Kabs =2 Krel =

also fira >0 und b > 0 ist K,eg = 1 und damit das Problem gut konditioniert.

Sind die Vorzeichen von a und b alternierend so folgt, speziell wenn |a| = |b|, dass K¢ >> 1 und
damit eine schlechte Konditionierung. Das Phdnomen heifit Ausloschung fiihrender Ziffern.
(2) Kondition eines linearen Gleichungssystems Az = b. Sei b € R™ die Fingabegrifie dann erhilt
man,

f:R" —R" b f(b):=A"1b
= f'(b) = A~L; und damit folgt

| Az]

]

4

Ko = A7 Ko = A7 iy =

<[] n4ll

Die allgemeine Definition der Kondition einer Matriz A ist gegeben durch
K(A) = [|A7Y] - || 4]
FEine andere Darstellung fiir K(A) ist

C mingy = Az T

Sie hat den Vorteil, dass sie auch fiir nicht invertierbare und rechteckige Matrizen wohldefiniert ist.
Falls A € Gl(n) symmetrisch und positiv definit ist, erhdlt man

K(A) _ )\maz(A>

Bemerkung 2.11. Analoge Uberlegungen kann man fiir eine komponentenweise Konditions-
analyse anstellen. Sie erweist sich héufig schon deshalb als giinstiger, weil alle Eingaben in einen
Rechner mit einem relativen Fehler in den einzelnen Komponenten behaftet sind und so einige
Phénomene bei der normweisen Betrachtung nicht erklart werden koénnen.

11



2.4 Stabilitdt eines Algorithmus

Wir wenden uns in diesem Abschnitt der zweiten Gruppe von Fehlern zu, den Fehlern im Algo-
rithmus. Die Abbildung f, die das gegebene Problem (f,z) beschreibt, wird bei der numerischen
Losung durch eine Abbildung f realisiert. Diese Abbildung beinhaltet alle Rundungs- und Ap-
proximationsfehler und liefert anstelle von f(z) ein gestértes Resultat f(z). Die Frage nach der
Stabilitédt eines Algorithmus lautet nun:

Ist das Resultat f(x) anstelle von f(z) akzeptabel?

Wie geht man bei der Rundungsfehleranalyse vor? Man unterscheidet im wesentlichen zwei Ansétze,
die Vorwirtsanalyse und die Riickwéartsanalyse. Naheliegend ist eine Vorwértsanalyse, welche
das in Gleitpunktarithmetik berechnete mit dem exakten Resultat vergleicht. Oft ist diese Tech-
nik jedoch schwierig, weswegen sich die Riickwirtsanalyse als Alternative durchgesetzt hat. Sie
interpretiert das berechnete Resultat als exaktes Resultat zu geeignet verdnderten Eingangsdaten.
Trotzdem werden wir aus didaktischen Griinden nur auf die Vorwértsanalyse als exemplarisches
Stabilitdtskonzept nédher eingehen:

Die VergroBerung von R nach R kennzeichnet die Stabilitiit im Sinn der Vorwirtsanalyse. Ist R
von der gleichen Grofienordnung wie R, so nennen wir den Algorithmus stabil im Sinn dieses
Stabilitdtkonzepts.

Definition 2.12. Sei f die Gleitkommarealisierung eines Algorithmus zur Losung des Problems
(f,x) der relativen normweisen Kondition K,.;. Der Stabilitdtsindikator(der normweisen Vorwérts-
analyse) ist die kleinste Zahl o > 0, so dass fiir alle T € E

|f@ - @
1@

Wir nennen den Algorithmus f stabil im Sinne der Vorwirtsanalyse, falls o kleiner als die Anzahl
der hintereinander ausgefithrten Elementaroperationen ist.

<o Ky T EpS

Lemma 2.13. Fiir die Elementaroperationen {+, —, x, /} und ihre Gleitkommarealisierungen {+, —, X, 7}
gilt
cK <1

Beweis 2.14. Fiir jede elementare Gleitkommaoperation & € {+, =, X, /} gilt aéb = (a o b)(1 + §)
fiir ein § mit |0| < eps und daher

ladh —aob| [(aob)(1+4d)—aob

laob] la o b

= [0] < eps

12



Kapitel 3

Lineare Gleichungssysteme

3.1 Grundlagen

Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen und n Unbekannnten
an + aj2xs + ...+ a1pTy = by

ap1x1 + apoxs + ... + GunTn = by

oder kurz
air a2 ... Qip 1 b1
a1 a2 ... a2y T2 by
Axr =b & . L . L=
apl Ap2 ... Qpp Iy bn

wobei A € M (n x n;K) und b,z € K" und der Kérper K = R oder C

Definition 3.0. Die Anwendung einer elementaren Zeilenoperation auf die Einheitsmatrix ergibt
eine zugehorige Elementarmatrix.

Bemerkung 3.1. Elementarmatrizen treten auf, wenn man an A Elementaroperationen durchfiihrt
(die die Losung unveréndert lassen).

Beispiel 3.2. Sei 1 <r < s <mn, dann heifst
PTS = (617 €2, .. ,€6r—1,€5,€Cr415...,€65-1,Cp; €541, ... en)

Permutationsmatriz, denn fir ein A € M (n x n; K) gilt: In dem Matrizenprodukt P,s - A sind
gegeniiber A gerade die r-te und s-te Zeile vertauscht. Durch Nachrechen erkennt man weiters

Prg=1T—(er—e)(er —es)"
und somit gilt
o det (Prg)= -1 firr #s
o P, ist symmetrisch
o P, ist orthogonal
Beispiel 3.3. Sei 1 < k < n. Fine Elementarmatriz der Form

Ly=1—lel

13



mit I, = (0,...,0,lps1,- .-, 1n)" € K™\ {0} heift Gauf-Matriz oder auch Frobenius-Matriz; d.h. Ly,
ist eine untere Dreiecksmatrixz mit folgender Gestalt

1 0 e . 0
0 1
Ly = —lgr1e 1
: 0 1 0

0 =y 0 0 1

Weitere Eigenschaften sind
det (L) =1
sowie
(I—lgel) - (I+1kel) =1~ lpellper =1
=0
d.h. Ly st requldr mit
L' =1+ et

Bemerkung 3.4. Elementarmatrizen spielen bei direkten Verfahren zur Losung von linearen Glei-
chungssystemen eine wichtige Rolle (im Gegensatz zu iterativen Verfahren). Dabei wird Az = b
sukzessive mit P.s und Lj; multipliziert und nach endlich vielen Schritten in ein dquivalentes LGS
umgewandelt, das durch Riicksubstitution gelost wird.

SATZ 3.5. Sei A € M(n xn,R) mit det(A) # 0 und b € R™. Dann existiert genau ein x € R™,
so dass Ax = b.

Im Prinzip lifit sich die Losung © = A~'b mit der Cramerschen Regel berechnen. Der Rechenauf-
wand ist leider sehr groff. Selbst mit Hilfe des Laplace’schen Entwicklungssatzes

det(A) = Z(—l)i+1a1i detAq;

i=1

sind 2" Operationen auszufiihren.

Ideal wére ein Verfahren dessen Aufwand zur Berechnung eines Problems mit n Variablen
(~Komplexitét) linear proportional zu n, also O(n) wire. Wir werden direkte und iterative Ver-
fahren untersuchen.

3.2 Direkte Verfahren

3.2.1 Auflésung gestaffelter Systeme

Hier betrachten wir den Fall eines gestaffelten Gleichungssytems

M1 T12 ... Tin il Z1
0 99 ... Ton xI9 Z9

Rr ==z = ) ) ) ) . =
0 ... 0 raup Tn Zn

wobei R eine obere Dreiecksmatrix ist, d.h.r;; = 0 fiir alle 7 > j. Beginnend mit der Zeile n,
berechnet man x durch Rekursion:

Ty = Zn/Trn falls Trn 7 0
Tpn—1 = (Zn—l - T'n—lnxn)/rn—ln—l falls 7rp—1n—1 7é 0
T = (21 — 7129 — 7133 — ... — Tlmxm)/Tll falls T11 75 0

14



Nun gilt fiir die obere Dreiecksmatrix R, dass det(R) = ri1 - ... - rn, und daher
det(R) #0<r; #0 Vi=1,...,n.
Fiir den Rechenaufwand ergibt sich:
e fiir die i-te Zeile: je n — i Additionen und Multiplikationen, eine Division

e insgesamt fiir die Zeilen n bis 1:

n

§]n—ﬁzﬁ—”m;”=”“;”:0(f)

j=1

Multiplikationen und ebensoviele Additionen und n Divisionen.
Bemerkung 3.6. Analog 1if3t sich ein gestaffeltes Gleichungs-System der Form
Lx =z

mit einer unteren Dreiecksmatrix L 16sen, indem man jetzt in der ersten Zeile beginnt und sich bis
zur letzten Zeile durcharbeitet. Diese Auflosung gestaffelter Syteme heif3t Vorwdrtssubstitution, und
das zuvor vorgestellte analoge Verfahren mit der oberen Dreiecksmatrix wird Rickwdrtssubstitution
bezeichnet.

Algorithmus(Vorwérts- und Riickwértssubstitution)
% Riickwdrtssubstitution(Rz = z):

for j=n:1
Tj = (2j = Djej1 TikTk) /T
end

% Vorwartssubstitution(Lx = 2):
for i=1:n

x; = (21 — vy linwr) /i

end

3.2.2 GauBsche Eliminationsmethode

Idee: Transformiere Ax = b mit det (A) # 0 auf ein oberes Dreieckssytem Rx = z, ohne die Lésung
zu verdndern (Lose dann Rz = z durch Riickwérts-Substitution).

Vorgehensweise: Das lineare Gleichungssytem soll also in ein gestaffeltes umgeformt werden. Die
erste Zeile mufl nicht verindert werden. Sie wird verwendet um die Koeffizienten von z; in den
restlichen Gleichungen verschwinden zu lassen. Man setzt a1; # 0 voraus (Pivotelement). Um den
Term aji121 in Zeile j, j = 2, ...,n zu eliminieren, subtrahieren wir von der Zeile j ein Vielfaches der
Zeile 1 (Pivotzeile), d.h.

Zeilej(neu) = Zeilej(alt) - lleez'lel

es folgt sofort 11 = aj1/ai1 und die neue Zeile j ist

0 + (ajz - lj1a12) €T + ...+ (ajn - ljlaln) Ty = bj — ljlbl
~—_——
a. a. b

j2 jn J

In den Zeilen 2 bis n bleibt eine (n — 1 x n — 1)-Restmatrix. Wenden wir auf die Restmatrix die
Eliminationsschritt erneut an, erhalten wir die Folge

A=AD 5 A@ AN = R
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b=b1 —p@ S =,

Da jeder Eliminationsschritt eine lineare Operation auf den Zeilen von A ist, lisst sich der Ubergang
von A® und b*) zu A®+D und b+ als Multiplikation mit einer Matrix Ly, von links darstellen,
d.h.

AEFD — 1, AK) pE+D) = 1, p*)

wobei
1 0 B
0 1
Ly = —lgt1,k

: : 0 1 0

0 —lng 0o 0 1
Die Matrix L; hat die Eigenschaft, dass die Inverse L,;l aus L; durch einen Vorzeichenwechsel in
den Elementen [;; entsteht. Dariiber hinaus gilt

1 0 ... ... 0
g 1
L:=Li' .. LY = |1y 1sp 1 . |, L'=Lyg ... Ly
0
g oo oo dppor 1

Zusammengefasst erhalten wir auf diese Weise das zu Ax = b dquivalente gestaffelte Gleichungssy-
tem Rx = z mit
R=L1'A 2=L"%

Bemerkung 3.7. Fine untere oder obere Dreiecksmatrix, deren Diagonalelemente alle gleich eins
sind, heifit unipotent. Die obige Darstellung A = LR der Matrix A als Produkt einer unipotenten
unteren Dreiecksmatrix L und einer oberen Dreiecksmatrix R heifit Gauf3sche Dreieckszerle-
gung oder auch LR-Zerlegung von A. Fiir den Rechenaufwand, gezdhlt in Multiplikationen,

ergibt sich
n—1 3
~yr=o(%)
k=1

Algorithmus:

for k=1:n-1
bestimme r (k) € {k,...,n} mit a,  #0
% Die Auswahl des Pivotelements Qr gy K sollte numerisch ginstig erfolgen
% Als Beispiel wéhlen wir [a, k| = maxg<i<n {|ai|}
(A[b) = Pyrx) - (A[b)
% Hierdurch wird die k-te und r(k)-te Zeile vertauscht;
% danach ist agr # 0
for i=k+1:n

fy = 2

end

b= (0,00, s ger s )T

Ly=1- lke{ % Gauss-Elementar-Matrix
(A[b) = Ly - (Alb)
end

16



Bemerkung 3.8. Die Vertauschungsmatrix (P,s) wird benétigt um sicherzustellen, dass in der Dia-
gonalen von A kein Eintrag 0 enstehen kann, was zu einer Division durch 0 und somit zu einem
Fehler fiihren wiirde! Der Verzicht auf diese Matrix heifit diagonale Pivot-Wahl. Auch fiir reguléres
A ist dies nicht immer méglich!. Daher sollte man i.A. eine Pivotisierung durchfithren. Ein iibliches
Verfahren ist die Spaltenpivotisierung

() k| = klg%xnﬂaik”

In der Praxis werden fiir sehr grofle Matrizen A nicht alle Elemente der Spalte sondern nur eine
definierte Zahl durchsucht, da diese Maximumssuche relativ aufwendig ist. Selbst wenn moglich
sollte man i.A. nicht auf Pivotisierung verzichten, da Zwischenergebnisse unnotig grof3 werden
konnen.

SATZ 3.9. Fiir requlire Matrizen ist der Gauf-Algorithmus durchfihrbar.

Beweis 3.10. Nach dem ersten Schritt erhilt man als Matrix

ap(l)l * e *

0
LiPymyA = AW

und somit

|d€t (L1P1p(1)A) | = \det (A) |

Reguldre Matrizen kann man immer auf Dreiecksgestalt bringen, also ist der Gauf-Algorithmus
anwendbar. q.e.d.

SATZ 3.11. Der Gaufs-Algorithmus liefert fiir A € R™*" eine Permutationsmatriz P, eine Matriz
LeA_und Re AT, so dass
PA=LR

SATZ 3.12. Ist A streng diagonaldominant, d.h.

n

jail > > a]

J=1j#i

funktioniert die Gauss-Elimination ohne Pivotisierung.

3.2.3 LR-Zerlegung

Manchmal hat man ein lineares Gleichungssystem mit verschiedenen rechten Seiten zu l6sen, dann
erspart die LR-Zerlegung die wiederholte Faktorisierungsphase und es schliesst sich lediglich die
Losungsphase an. Hierzu wird A in L und R zerlegt.

Ar =L Rz =0
—~

und somit

1 _ 0 1
z.B. A= (1 0)
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a1l a2 ... Qinp
azr a2 ... Qagp l 0
A = = 21
0 E
anl  an2 .- GQnn ln,l ln,nfl 1 0 0 Tn.n
=:L =R

Dieses Matrixenprodukt besteht aus n? Gleichungen. L hat ”22_ 2 und R hat ”2% Unbekannte, d.h.
insgesamt n? Unbekannte. Somit kénnen die Matrizen durch Substitution ermittelt werden:

for i=1:n

Li;=1
for k=1:i-1 -
A;k—> 5" L; iR;

Li7k; _ ,k Zg%;lk NELTN
end
for k=1:1i

k—1

Ry = Aps — 2501 L Ry

end
end

Bemerkung 3.13. Um die Zahl der Unbekannten zu vermindern haben wir die Diagonalelemente(l;;)
von L selbst bestimmt, I;; = 1. Im Allgemeinen werden unterschiedliche Bedingungen fiir diese n
Unbekannten angegeben:

e [;; =1 Vi=1,...,n Doolittle-Verfahren
e r;; =1 Vi=1,...,n Crout-Verfahren

e [;; =r; Vi=1,...,n Cholesky-Verfahren

3.2.4 Cholesky-Verfahren

Wir wollen nun die Gaufl-Elimination auf die eingeschriankte Klasse von Gleichungssystemen mit
symmetrisch positiv definiten Matrizen anwenden. Wir erinnern daran, dass eine symmetri-
sche Matrix A = AT € M(n x n;R) genau dann positiv definit ist, falls (z, Az) > 0 fiir alle 2 # 0.
Wir nennen solche Matrizen auch kurz spd-Matrizen.

SATZ 3.14. Fir jede spd-Matriz A € M(n x n;R) gilt:
(a) A ist invertierbar
(b) a; >0 firi=1,...,n
(¢) maw;j=1,. nlaij| = maziz,. nai
(d) Bei der Gauss-Elimination ohne Pivotsuche ist jede Restmatriz wiederum spd.

Offensichtlich besagen (c) und (d), dass eine Spalten- oder Zeilenpivotsuche bei der LR-Zerlegung
von A unndtig, ja sogar unsinnig wdare, da sie evtl. die spezielle Struktur von A zerstdren wiirde.

SATZ 3.15. Fiir jede spd Matriz A existiert eine eindeutig bestimmte Zerlequng der Form
A=LDL"

wobei L eine unipotente untere Dreiecksmatriz ist und D eine positive Diagonalmatrix ist.
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Cholesky-Algorithmus(liefert L,D):
for i = 1:n
for j = 1:i-1
vj = aijd;
end .
di = Q4 — Z;;ll aijvj
for j = i+l:n
i = (aji = Yoy ajiow)/di
end
end

Lemma 3.16. Da D = diag(d;;) positiv ist (d.h. dj; >0 Vi=1,...,n), existiert Dz = diag(+/dy;)
und daher die Cholesky-Zerlegung

A=LL"
wobei L = LD? ist.
Durch Benutzung der Matrix L = (I;;) erhalten wir somit das klassische Cholesky-Verfahren, das
sich kompakt wie folgt darstellen lasst:

for k =1:n .
ek = (ar — 2501 1)
for i = k+1:n
lik = (aik - lz’ﬂkj) /Uk
end
end

Die Herleitung dieses Algorithmus ist die elementweise Auswertung von

lll l11 e lnl ail ... Qin
lnl e lnn lnn anl ... Qpp
daraus folgt
i=k: ap = l;%1+-~+li7k—l+ll%k
>k oag = by 4o+ L p—1le p—1 + Liklek

Die Raffinesse der Methode steckt in der Reihenfolge der Berechnung der Elemente von L. Fiir den
Rechenaufwand zédhlen wir

3
@) <n6) Multiplikationen und n Quadratwurzeln.

3.2.5 LR-Zerlegung von Bandmatrizen

Definition 3.17. Eine Matrix A = (a;;) € K"*" heiit Bandmatrix mit Bandbreite d, falls
a;;, = 0 fiir |¢ — k| > d. Eine Matrix heifit Tridiagonalmatrix, wenn sie eine Bandmatrix mit

Bandbreite 1 ist:
ai bl 0 e 0

Co a9 bg
T = 0 . . 0

Cn—1 Gp—1 bp_1
0o ... 0 Cn Qp,
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Bemerkung 3.18. Bandmatrizen spielen in der Anwendung eine grofie Rolle (Diskretisierung von
Differentialgleichungen, ...). Wir wollen zeigen, dass man unter gewissen Vorausetzungen fiir Tri-
diagonalmatrizen eine LR-Zerlegung mit einem Aufwand von O(n) findet.

Sei nun T eine regulére Tridiagonalmatrix. Wir betrachten

a; by 0 0 1 0 ... ... 0 rt by 0 ... 0
coy az by : lh 1 . : 0 79 by :
r'=fo - =~ =~ 0o |=|lo 1 1 "~ o . 0
C T Cpe1l Gt bpot P 0 : o by
0o ... 0 Cn an o ... 0 I, 1 o ... ... 0 Tn

Falls so eine Darstellung moglich ist, d.h. falls es derartige I, r; gibt, so muss gelten

T = al

— _G y —
li_ri_bl 1=2,...,1
n:ai—li-bi_l i:2,...,n

Bemerkung 3.19. Damit dieser Algorithums durchfiihrbar ist, muss gelten rq,...,r,—1 # 0. Damit
R regulir ist, muss zusétzlich folgen r, # 0. Eine hinreichende Bedingung fiir die Durchfiihrbarkeit
des Verfahrens ergibt der folgende Satz.

SATZ 3.20. Se: T Tridiagonalmatriz und es gelte zusdtzlich:

|CL1| > |b1| >0
|a,~\>]bi|+|c,~\ bi-c; A0 1=2,....,n—1
lan| > |cn| >0

Dann ist der Algorithmus durchfihrbar, und es gilt in der vorherigen Bezeichnung r; # 0. Mit L, R
qgilt T = LR und somit ist T requldr.

Algorithmus zur Lésung von Tz = d:
% Faktorisierung der Tridiagonalmatrix
% Das Gleichungssystem wird zerstort, d.h. a wird durch r und
% c durch 1 iiberschrieben.
% a] = al
for i = 2:n
% ¢ wird durch Faktoren 1 ueberschrieben:
¢ = cifa;1
% a wird durch Faktoren r ueberschrieben:
a; = a; — ;b1
end
% Losen der faktorisierten Tridiagonalmatrix:
% Vorwadrtseinsetzen:
r1 = d1
for i = 2:n
T; = di — ;T
end
% Rueckwidrtseinsetzen:
T = xn/an
for i = (n-1):-1:1
15 = (ang = i )@
end
Falls der Algorithmus durchfiihrbar ist, entsteht in x die Losung des Sytems, in ¢ stehen die 1-Werte,
in a die r-Werte und der Aufwand ist O(n)!
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3.3 Iterative Verfahren

Klassische Iterationsverfahren basieren auf der Idee der Fixpunktverfahren. Man definiert eine
Abbildung @ (x), sodass die Losung = = @ (z) der Fixpunktiteration xpi1 = @ (zx) auch die
Losung von Ax = b ist. Am einfachsten erreichen wir das, indem wir die Gleichung Az = b in eine
Fixpunktgleichung umformen,

Az=b & Ql'(b—Ax)=0
& P(x):=(I- Q_lA) z+Q b=z,

wobei @ eine beliebige regulére Matrix sein kann. ) muss aber so gewéhlt werden, dass die Iteration
Thl = (I — Q‘lA) x1, + Q7 'b konvergiert. Wir verwenden im Folgenden die Konvention

M:=I-Q 'Aund N:=Q L.
folgen und die Fixpunktinteration zy,; = Mxy + Nb untersuchen.

SATZ 3.21. Das Iterationsverfahren xyy1 = Mxy + Nb konvergiert genau dann fiir jeden Start-
wert xg € R™, wenn p (M) < 1, wobei p (M) := max; |\;(M)| der Spektralradius von M ist.

Beweis 3.22. Wir beschriinken uns auf den Fall einer symmetrischen Matrix M = M7, den wir
im folgenden ausschliellich ben6tigen. Dann gibt es eine orthogonale Matrix O, so dass

OMOT = A = diag (A1, ..., \n)
die Diagonalmatrix der Eigenwerte von M ist. Da |\;| < p (M) < 1 fiir alle i , gilt
limg—ooM" = limy,_.o.cOTAFO = 0
Sei x die Losung von z = Mx + Nb und zp1 = Mx, + Nb. Dann ist
(2 — Zpy1) = M (x —xp) = ... = M* (& — ) .
Daraus erhalten wir weiters

o = anll < M| o = @oll < IM1* 1o — o]

und schlielich limg_, ||z — zx|| = 0 woraus die Konvergenz folgt. q.e.d.
Bemerkung 3.23. Da p (M) < ||[M|| fiir jede Matrixnorm, ist ||M|| < 1 hinreichend fiir die Konver-
genz.
Bemerkung 3.24. Es gilt folgende Fehlerabschétzung:
k
M

lo = @xll < 777 121 = 2oll
1L —[[M]]

Um diese Abschétzung herzuleiten haben wir ||z — z1|| < ||M|| ||z — zo|| und
[ = woll <l — 21|l + |21 — zoll < [[M]} ||z = ol + [lz1 — 2ol

daher (1 — ||M])) ||z — zo|| < ||z1 — x0]|. Da ||z — || < || M]||* ||z — z0||, folgt die Aussage.
Die am besten invertierende Matrix ist zweifellos die Identitéit (Q = I. Das so entstehende Verfahren
mit M =1—-A

Tyl = Tk + (b—AHJk) & Tpt1 = (I—A)xk—i—b
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ist das sogenannte Richardson-Verfahren. Gehen wir von einer spd-Matrix A aus, so ergibt sich
fiir den Spektralradius von M gerade

p(M)=p(I—A4A).

Eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz der Richardson-Iteration ist daher A4, < 2. Fiir
sich genommen ist diese Iteration demnach nur selten verwendbar. Fiir die weiteren Verfahren
verwenden wir die Zerlegung

A=L+D+R (Splitting)

wobei D = diag{aii, ...., Gnn} und

0 0 0 a2 ... Qain
L:= ?21 h , R =

: B B : Ap—1n

apl .. QApp—1 0 o ... ... 0

3.3.1 Jacobi-Verfahren
Man wéhlt hier @ = D. Das zugehorige Verfahren

aki1 = —D'"A) oy + D o= -D'(L+R)z, + Db
heifit Jacobi- Verfahren.

SATZ 3.25. Die Jakobi-Iteration konvergiert fiir jeden Startwert xo gegen die Losung x = A™1b,
falls A strikt diagonaldominant ist, d.h.

|aii‘ >Z|ai]’|, 1=1,...,n
J#i
Beweis 3.26.
p(DH(L+R) <|IDHL+R), = mzaxg <1
JF#

aij
Qs

17
q.e.d.

Um einen Algorithmus fiir dieses Verfahren formulieren zu kénnen, schauen wir uns das Verfahren
aufgespaltet in die einzelnen Zeilen an:

g1 =-D YL+ R)x,+D b

T(1)k41 oy 0 ... 0 0 a2 ... ain Tk
: _ 0 asni
0 e e an—1n
T(n)k+1 0O ... O ﬁ pl  -.. Gpp—1 0 Z(n)k
1
T 0 0 by
0 .
_|_
0
0 0 ar];n bn
n

=

= Tkt = | bi - > T
j=1,j#i
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Damit erhalten wir das Jacobi-Verfahren:
% Input: A, b, x0,kmnax

% A...strikt-diagonaldominante-Matrix
% b...rechte Seite
% xo . ..Startwert

% Kmaz - - maximale Iterationszahl
for k=0:kmaz

x(neu) = x

for i=1:n

x(neu); = ai“ (— E?:L#i ity = bi>

end

if [|z(neu) — x| < € return

else z = z(neu)
end

3.3.2 Gauss-Seidel-Verfahren

Wir setzen hier ) := D+ L (die untere Dreieckshélfte von A) an, so erhalten wir das Gauss-Seidel-
Verfahren

Tl = (I - (D+ L)*lA) e+ (D+L) " 'b=—(D+ L) ' Ray +(D+L) 0.

Es konvergiert fiir jede spd-Matrix A. Um dies nachzuweisen, leiten wir eine einfach zu tiberpriifende
hinreichende Bedingung fiir die Kontraktionseigenschaft p(M) < 1 von M = I — Q™' A her. Dazu
betrachten wir, dass jede spd-Matrix A ein Skalarprodukt (z,y) := (z, Ay) auf dem R"™ induziert.
Fiir jede Matrix B € R™*" ist B* := A~'BT A die beziiglich (-,-) adjungierte Matrix, d.h.

(Bz,y) = (v, B'y) Va,y € R”
Eine selbstadjungierte Matrix B = B* heifit dann positiv beziiglich (-, -) falls
(Bz,z) >0 Vz #0.

SATZ 3.27. Sei M € R™™ und M* die beziiglich eines Skalarproduktes (-,-) adjungierte Matrix
von M. Ist dann B =1 — M*M positiv selbstadjungiert, dann gilt:

p(M) <1
Beweis 3.28. Da B positiv ist, gilt fiir alle z #£ 0
(Bz,x) = (z,2) — (M*Mz,x) = (z,2) — (Mz, Mx) >0

und daher, mit der Norm ||z| = /(z, x), dass ||z| > ||Mz|| fir alle z # 0.Daraus folgt:

Mz
p(M) < |[|M] := sup [Maf]
Izl0 11zl

q.e.d.
SATZ 3.29. Das Gauss-Seidel-Verfahren konvergiert fiir jede spd-Matriz A.

Beweis 3.30. Wir miissen zeigen, dass B := I — M*M mit M = I — (D + L)' A eine positive
Matrix bzgl. (-,-) := (-, A-) ist. Nun ist wegen RT = L

M*=I—-AAT(D+ L)y TA=1-(D+R) A4
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und daher

B = I-M'M
- I—[I—(D+R)—1A] [I—(D+L)_1A}

= I-|[(D+R) ' [D+R-A]| [(D+1)"' [D+L - 4]
— I- [(D+R)—1 (_L)} [(D+L)_1 (—R)]

= I-(D+R'L(D+L) 'R

— (D+R)"! :(D+R)—L(D+L)*1(A—(D+L))}

— (D+R)"! _D+R—L(D+L)_1A+L]

D+ R A=L(D+L) A}

D+R ™ |I-L(D+1L) }A

( )
( )
= (D+R)” 1[D+L L](D+L)—1A
(D+R)'DMD+L)'A

Damit folgt fiir alle x # 0, dass
(Bz,z) = <(D +R)'D(D+ L) " Ax, Aa;>
- <D% (D+ L) Az, D3 (D + L)™" Ax> >0,
d.h. B ist positiv und p (M) < 1. q.e.d.

Fiir den Algorithmus schauen wir uns das Verfahren wieder etwas genauer an, indem wir es in die
einzelnen Zeilen zerlegen:

Tpp1 = —(D+ L) "Rep+(D+L) b
(D+L)xp1 = b— Rxy
ail 0 “on 0 x(l)k-{-l b1 0 aig ... A1n x(l)k
. . . B B . .
0 o an—1,n
Anl v+ .. Qpp T(n)k+1 by, 0o ... ... 0 T(n)k
= Tj(k41) (b - Z Qi 5(k41) Z QAijTj(k )
Jj=i+1

Damit erhalten wir den Gauss-Seidel-Algorithmus:
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% Input: A, b, xo,kmnax
% A...spd-Matrix
% b...rechte Seite
%  xp...Startwert
% kmaz - - -maximale Iterationszahl
for k=0:kmaz
z(neu) =z
for i=1:n
w(new); = o (bi — Y aya(neu); = 37 %‘%‘)
end
if ||z(neu) — z| < € return
else x = z(neu)
end

SATZ 3.31 (Stein-Rosenberg). Wenn a;; < 0 fir alle i # j , ai; > 0 firi = 1,...,n und
Mj;=—-D"Y(L+R), Mgs = —(D+L)"'R, dann gilt, dass eine der folgenden Situationen zutrifft:

1. 0<p(Mgs) <p(My) <1
2. 1<p(My) <p(Mas)

3. p(My) =p(Mgs) =1

3.3.3 Konvexkombinationen

Die Konvergenzgeschwindigkeit einer Fixpunktiteration hingt stark von dem Spektralradius p(M)
ab. Fiir jedes konkret gewihlte M gibt es jedoch ein einfaches Mittel, diesen zu verbessern, ndmlich
die sogenannte Extrapolation oder besser Relaxation. Dazu betrachten wir Konvexkombinatio-

nen,
Tpr1 = w (Mz + Nb) + (1 —w) g,

wobei w € (0,1) ein sogenannter Ddimpfungsparameter ist. Auf diese Weise gewinnen wir eine
Familie von relaxierten Fizpunktiterationsverfahren mit Parameter w. Durch geeignete Wahl von w
kann man versuchen Konvergenz zu erzwingen, obwohl die Ausgangsiteration i.a. nicht konvergiert,
oder das Iterationsverfahren zu optimieren.

Falls M konvergiert kann man versuchen w > 1 zu wéhlen, um die Konvergenz zu beschleunigen.
Insbesondere verwendet man w > 1 zusammen mit dem Gauss-Seidel-Verfahren. Dies ergibt das
SOR-Verfahren.

SOR-Verfahren

Fiir das SOR-Verfahren (successive over relaxation) definieren wir @ = 1D + L mit w € (0,2).
Daraus erhalten wir folgendes Verfahren

1 -1 1 -1
Tpp1 = <I - (D + L) A) Tp -+ (D + L) b.
w w
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Um einen Algorithmus fiir dieses Verfahren formulieren zu kénnen, schauen wir uns das Verfahren
aufgespaltet in die einzelnen Zeilen an:

1 -1 1 -1
1 ! 1 !
Tht1 — Tl = <wD—|-L> b— <wD—|-L> Axy,

1
<wD + L> («Tk—i-l - a:k) = b-— A:L‘k

a
=0 e 0 T(1)kt1 T(1)k b1 A1l eee ... Qlp T(1)k
a21 _ — _
' 0
apl  --- Gpp—1 % T(n)k+1 T(n)k bn, Apl oo ... Qpp T(n)k

Qi

i—1 n
= (#ra — 2aw) + D (B — 2Gk) =bi— Yz
j= j=1

1—1 n
1

(l’(z’)kﬂ - x(i)k) = . b; — Zaijx(j)kJrl - Z Aij TNk | L)k
" j=1 j=i+l

1
= —
w

=Y(i)k+1(=Gauss—Seidel)
S T(iykt1 = WYiykt1 T (1 — W)z

Damit haben wir die Konvexkombination des Gauss-Seidel-Verfahrens verifiziert, um die Herleitung
einmal gesehen zu haben. Natiirlich hatten wir auch einfach in die Darstellung einsetzen kénnen.
Fiir den Algorithmus erhalten wir
% Input: A,b,xo,kmaz,w
%  A...spd-Matrix
% b...rechte Seite
% Zo ...Startwert
% Kmaz - - maximale Iterationszahl
% w € (0,2)...Dimpfungsparameter
for k=0:Fkmaz
z(neu) =z
for i=1:n
z(new); = - (bz' = i (e = aiﬂj)
z(neu); = wz(neu); + (1 —w)z;
end
if ||z(neu) — z| < € return
else = = z(neu)
end

SATZ 3.32. Fiir das SOR-Verfahren gilt M = I — (%D + L)_1 A. Falls ay; #0,i=1,...,n, dann
qgilt
p(M) > |w—1f

Das heifst p(M) < 1 nur wenn 0 < w < 2.
SATZ 3.33. Das SOR-Verfahren konvergiert fiir jede spd-Matriz A, mit 0 < w < 2.
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SATZ 3.34. Sei A eine spd - Matriz mit tridiagonaler Gestalt. Dann gilt: p (Mgs) = [p (M;)]* < 1
und das optimale w fiir das SOR - Verfahren ist:

2
1++/1=p(Mgs)

w =

Damit erhdlt man p (Mgsor) = w — 1.

3.3.4 Alternativer Ansatz

Fiir die Losung von Ax = b, sei T eine Approximation zu x und » = b — AZ das Residuum und
e = x — T der Fehler.
Das Losen des Systems Ax = b ist dquivalent mit dem Losen von Ae = r, denn dann gilt:

r=I+e

Statt das System Ae = r zu l6sen, betrachten wir das Problem Se = r, wobei S eine Approximation
von A ist. S sollte so gewiihlt werden, dass S~! leichter zu berechnen ist als A~!. Ein iteratives
Verfahren ist gegeben durch:
% Input: A,S,b,xo, kma
%  A..Matrix des zu ldésenden Systems
% S...Approximierte Matrix von A
% b...rechte Seite
% Zo ...Startwert
% Kmaz - - maximale Iterationszahl
xalt =20
for k=0:Fkmaz
r=b— Az™ 9% Residuum
e=S"'r 9% Lésen von Se=r
e — :L,alt Te
if ||| < € return
else xalt — pneu
end

Aus dem bereits formulierten wollen wir nun genauere Angaben iiber die Vorgehensweise geben:

neu alt +e

€T =
alt +S_1T
alt + S—l (b o Al‘alt)

I—S57"A) 2 4+ 571

I
8 B R

I
—

Also haben wir fiir T'= S — A erhalten:
xneu _ SflTxalt + Sflb

Man erkennt sofort, dass S genau die Rolle @), welches in den Kapiteln zuvor definiert wurde, spielt.
D.h. setzt man S = @ kann man die zuvor besprochenen Algorithmen neuerlich anschreiben, was
wir hier aber nur andeuten. Es sei A = D + L + R, dann gilt

e (Jakobi): S =D
e (Gauss-Seidel): S=D + L
e (SOR): S=1D+1L

T w
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Definition 3.35 (Asymptotischer Konvergenzfaktor).

1
a = sup infsup ||z" — z™||»
29#£0 n>k

Wegen der Norm Aquivalenz und lim,,_,o ¢!/ = 1 fiir jede Konstante ¢ # 0, ist @ Norm unabhiingig.

Theorem 3.36. Wenn p (M) < 1, dann gilt
a=p(M)
Definition 3.37. Die Zerlegung A = S — T ist reguldr, wenn gilt
S™1>0und T >0

SATZ 3.38. Wenn A~' >0 und A= S — T eine requlire Zerlequng ist, dann gilt
p (S_lT) <1
Definition 3.39. Eine nicht singuldre Matrix A ist eine M-Matrix, falls gilt:
aijSOfﬁri#jundA_IZO

SATZ 3.40. Sei A eine M-Matriz, dann gilt:
Die Jakobi-Iteration und die Gauss-Seidel-Iteration konvergieren (d.h. die Jakobi-Zerlegung und die
Gauss-Seidel-Zerlegung sind regulir).

Bemerkung 3.41. All diese Iterationen sind von der Form:

k+1

x = xk + aEpr

wobei ap = % die Schrittlinge und py die Richtung ist (z.B., px = e Koordinate Richtung,

ergibt Jacobi Iteration). Dieser allgemeine Ansatz fithrt uns zu weiteren Verfahren, die das folgende
Kapitel préigen.
3.3.5 Gradientenverfahren

SATZ 3.42. Sei A € R™"™ symmetrisch und positiv definit. Dann ist das Ldsen von Az = b
daquivalent zur Minimierung der quadratischen Form @Q : R™ — R

1

Q(z) = 5 (x, Ax) — (x,b).

Beweis 3.43. Sei z € R",v € R"\ {0} und ¢ € R. Wir betrachten @ auf der Geraden x + tv:

Qz+tv) = Qx)+t(Az,v) + %tZ(Av, v) — t(v, b)

— Q(2) + HAz — b,v) + %tQ (Av,0) = f(t),f R — R

>0

Die Funktion f ist also eine nach oben getffnete Parabel, diese hat ein Minimum bei

o B _ (b— Ax,v)
J'(t) = (Az = b,v) + t(Av,v) =0 &t = v
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Auf der Geraden x + tv hat Q also in x + tgv den Minimalwert

Qz+tw) = Qz)+to((Ax —b,v) + % (b— Ax,v))

((b— Az, v))? {: Q(x), vlb—Aa

= Q@) - 2(Av, v) < Q(z), sonst

Ist also x keine Losung von Az = b, dann gibt es ein v, so dass
(b— Az,v) #0

und somit kann x nicht Minimum von @ sein.

Lost andererseits x die Gleichung Ax = b, gibt es keine Gerade durch x, auf der () einen kleineren
Wert annimmt als Q(z). Ein solches 2 muss also ein Minimum sein. Weil dariiberhinaus A = Q"
und A positiv definit ist, ist 2 ein globales Minimum. Tatsichlich, fiir jede v

Q(z+v) =Q(x) + %(Av,w > Q).
q.e.d.

Bemerkung 3.44. Anwendung auf iterative Lésungen von Az = b:
Idee: Starte mit zg, wihle mit einer geeigneten Strategie - wir lernen verschiedene kennen - eine
Suchrichtung vy und setze

(<b — Ax0,7)0>) '

x1 = g + tovg, to = <Avo Uo>

Wiederhole diesen Vorgang mit x1,v1,11,. ..

Allgemein: xj1 1= xj, + tivy fiir eine Abstiegsrichtung v, und ¢, wie oben.

Bemerkung 3.45. Es gilt (rp41,v;) = 0. Wir haben ry41 = A(z — z541) und
(i1, v) = (A(@ — z41), vk) = (A(z — 1) + Ak — Tpt1), 0k) = (e, Vi) — ti(Avg, vg) = 0.

Gradientenverfahren-Steilste Abstieg

Sei VQ(x) der Gradient von @ und v ein Vektor, wir haben

(VQ(z),vr) = [VQ(@)lly - [vklly - cos(8)

Der Vektor vy definiert eine Abstiegsrichtung genau dann, wenn Z(VQ(x),vx) < 0, d.h., dass
cos(f) < 0 ist. Fiir 6 = —m ist der Abstieg am steilsten, d.h. wenn vj parallel und mit gleiche
Orientierung zu —VQ(z) ist.

Daher nimmt man als Richtung den steilsten Abstieg

(A+ ATz +b=(b— Ax)

—VQ) = —

also fiir z, die (noch) keine Losung von Az = b sind.
Nach Konstruktion ist

Tpr1 =Tk +tpvk, k=0,1,... (Gradientenschritte)
mit
te = <Uk,’Uk>
<Avk7 Uk’>

29



optimal beziiglich der Richtung

vg :=b— Axp  (Residuum)

Geometrische Interpretation:

Hohenlinien von Q

gopd e

s,

N,
N

N~ - N —
N ) P .

VoK

Nachteil: Unter Umsténden langsame Konvergenz.

Die Wiederholung dieser Vorgangsweise bis ein Abbruch-Kriterium erreicht ist, d.h. v klein genug
oder die maximale Iterationsschrittzahl erreicht ist, liefert uns folgenden Algorithmus:

% Input: A, b, x0,knae

%  A...spd-Matrix

yA b...rechte Seite

% Zo ...Startwert

% kmaz - - -maximale Interationszahl
for k=0:kmax

v = b — Axy,
77
_ Y% Yk
tk = vg-(Avk)

Tht1l = Tg + T - Vg
if |lvg|| < € return
end

In diesem Algorithmus brauchen wir zwei (Matrix-Vektor) Multiplikationen Az und Avy. Eine
kann erspart werden durch (hier ist vy = 7):

Thr1 = T+ tpvg
—Azrg = —Axp —tpAvg
b— Axpy1 = b— Axp —tipAvg

—— ——
Thk+1 Tk
Thy1 = Tk — AU

Daher brauchen wir nur Avg und erhalten somit einen verbesserten Algorithmus fiir das Gradienten-
Verfahren:

30



% Input: A, b, xo,kmnax

% A...spd-Matrix

% b...rechte Seite

%  xp...Startwert

% kmaz - - -maximale Interationszahl
Vo = b— ALEO

for k=0:k,uz

@p = {mk >
Vi,V
te = Qopen)

Tpt+1 = L + LUk

Ug+1 = Uk — LgCk

if |lvg|| < € return
end

Fiir die Fehlerabschitzung gilt

k
o= aula < (Fgo1) ool

Konjugiertes Gradientenverfahren (Conjugate gradient method)

Definition 3.46. Sei A € R™*"™ symmetrisch und positiv definit. Dann heiflen pg,...,p,_1 € R™
paarweise konjugiert oder A-orthogonal, wenn gilt

0 0<i#j<n-1
lpilla i=3
0, - -y Pn—1 € R™ heilen A-orthonormiert, wenn gilt

Idee: Erweiterung der Optimalitit von x4 beziiglich span {py,...,pn—1} fiir linear unabhéngige
Suchrichtungen v;. Sind die Suchrichtungen p; speziell A-orthonormiert, so folgt U7 AU = I mit
U= (po,...,pn—1) regulér, d.h. pg,...,p,—1 bilden eine Basis. Wir werden zeigen, dass man im n-
ten Schritt die Losung von Az = b findet, wenn man diese p; als Suchrichtung bei der schrittweisen
Minimierung der quadratischen Funktion @) wéhlt.

SATZ 3.47. Seien po,...,pn_1 € R™ A-orthonormiert und A € R™™"™ symmetrisch und positiv
definit. Es sei weiters

Tl =Tk +tppr  tp = (b— Azxp,pr) 0<k<n-—1, xy€R" beliebig
Dann gilt Ax,, = b.

Beweis 3.48. Es gilt
Axpy1 = Axg + t Apg k=0,....,n—1.

Axy = Axzp o+t 1Apn1 +tn 2Apy o

= Axg+toApy+ ... +tn_1App_1
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Damit ergibt sich

tr = (b— Axg,pr)
= (b— Axg,pi) + (Awg — Az, pr) + (Axy — Ao, pp) + ... + (Axp_1 — Axy, pr)
= (b— Axo,pi) — to (Apo, pi) — - - - — t—1 (Apr—1, k)
=0 =0
= —(Azo— b, p)

Daraus folgt
(Azy, — b,pg) = (Azg — bypg) +t, =0 kE=1,...,n.

WEeil po, ..., pn—1 Basis im R" ist, folgt die Behauptung. q.e.d.

Es stellt sich jetzt die Frage wie man ein A-orthonormierte basis py, ..., p, € R™ konstruieren kann.
FEine Antwort liefert folgende
Gram-Schmidt-Orthogonalisierung:

In einem Prahilbertraum H mit Norm ||x”§ := (z,x) und linear unabhéngigen ayo, ..., an—1 wird
durch s >

- laj,ni\n; ‘

hi:ai— g AT OSZSk
[Zcstenning],
ein Orthonormalsystem fiir span {ao, ..., a,—1} definiert. Das Gram-Schmidt-Verfahren angewandt
auf die Standardeinheitsvektoren e, ..., e, liefert
U
pi =
[[vill 4

mit

vi=ei— Y {ej,pj)ap;=ei— Y (Ap;), pj.

7<i J<t
Die resultierenden py,...,pp—1 € R™ sind A-orthogonal.
Jedes p; ist also eine Linearkombination der Einheitsvektoren und U = (po,...,pn—1) eine rechte
obere Dreiecksmatrix. Aus
UTAU =1
folgt
-1 1
A=U") (U),
—— —
L R

d.h. man kann dieses Verfahren auch als eine spezielle Gauss-Variante zur Losung von Az = b
auffassen.

SATZ 3.49. Seien vy, ...,v,—1 € R™\ {0} A-orthogonal, A € R"*"™ symmetrisch, positiv definit

<b — Aack, ’Uk>

v, 0<k<n-—1, xzg€R" beliebig
<A’Uk,1]k>

Tht1 = Tk +

Dann gilt Ax,, = b.

Das Problem in der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung ist, dass alle Richtungen p; zu verfiigung
(gespeichert) sein miissen. Es gibt einen Ausweg durch folgende Ansatz:

Pk+1 = Tk+1 + Sk Dk

und pg = rg.
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Bemerkung 3.50. Es gilt (rg41,prp4+1) = (Tkt1, Tht1)-
Nachdem pyy1 := rgs1 + sgpr und (rgy1, pr) = 0.

Daraus folgt insbesondere dass

. (re, o) (Tr, k)
L = -

(Apk,pe)  (Apk, k)

und weiter erhalten wir dass (r+1,7%) = 0. Das kann man folgenden zeigen

Tkt 1,7k) = (s k) — th(Apk, 1) = Tk, Tk) — t(APky Dk — Sk—1DPk—1) = 0.
Hier wird s so gewéhlt dass (pg+1, Apx) = 0. Wir haben
0 = (Aprs1, k) = (Arkg1, D) + sk (Apr, Dr)

und weiter

o= (Argg1,pr) _ hats teApr)  (Phins T = Tee1)  (Freg1s Trt1)

(Apk, pr) (Dk, tApg) Pyl —Th41) (T TE)

Fiir die Durchfiihrung erhalten wir folgenden Algorithmus fiir das Konjugierte Gradientenverfahren:

% Input: A, b, o, knaa
% A...spd-Matrix

% b...rechte Seite
% Zo...Startwert

% Kmaz - - maximale Interationszahl
po =10 =b— Axg

for k=0:kmaz

<’r'k;,7"k;>

(Apr,pr)

Tg+1 = T + tkPk
Thyl = Tk — tpADg

if |rp41]| < € return

tp =

_ (Tk+1a7'k+1>
5= Tl
Pk+1 = Tk+1 + SkPk

end

SATZ 3.51. Der Approzimationsfehler x — x), des konjugierten Gradientenverfahrens lifit sich in
der Energienorm folgendermafle abschdtzen

k
le— el <2 (V2D 1) ),
Vs (A) + 1

2]l 4 = v/ (Az, x)

Vorkonditionierung

Die Abschiitzung der Konvergenzgeschwindigkeit fiir das konjugierte Gradientenverfahren (wie auch
bei anderen) héngt von der Kondition ab. Es ist moglich die Kondition des Problems Az = b zu
verringern.

Sei B eine invertierbare Matrix. Dann ist das Losen von Az = b dquivalent zu AT = b wobei
T = B!z und A = AB. Seien A und B spd. Dann ist die Matrix A = AB zwar nicht mehr
selbstadjungiert bzgl. (-, -), wohl aber bzgl. (-,-) z=(:, B-).

(z, ABy)p = (x, BABy) = (ABxz, By) = (AB,y)p
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Daher sind das Gradientenverfahren sowie auch das konjugierte Gradientenverfahren wieder an-
wendbar, wenn (-, -) 5 die Rolle von (-,-) tibernimmt. Deshalb verwenden wir

(A-)p =(AB-B-) = (-,") 4p

anstatt von (A-,-). B nennen wir Vorkonditionierer (Preconditioner).
Vorkonditioniertes konjugiertes Gradientenverfahren Algorithmus I PCG:

% Input: A, B,b,xo, kmax

% A...spd-Matrix

% B .. .Vorkonditionierer

% b...rechte Seite

% Tg...Startwert

% Kmaz - - maximale Interationszahl

P1 :Tozb*ABIL'O

for k=1:kmaz

t = (re—1rh—1)p _ (rh—1,Bri—1)
(PrPr) AR (ABpy,Bpk)

Tk = Tk—1 + gDk

Tk = Tp—1 —  ABpy

if |rx| < € return

s = (Tkzark)B — <Tk 7B7ﬂk>
k+1 = G iri1) g (rk—1,Bri_1)

Pk+1 = Tk + Sk+1Dk
end

Fine sparsamere Version des vorkonditionierten konjugierten Gradientenverfahrens erhélt man,
wenn man mit g, = Bp; arbeitet:

Vorkonditioniertes konjugiertes Gradientenverfahren Algorithmus II PCG:
% Input: A, B,b,zo, knax
% A...spd-Matrix
%  B...Vorkonditionierer
% b...rechte Seite
% To . ..Startwert

% Kmaz - - maximale Interationszahl
ro = b— AiL‘()
q1 = Bro

for k=1:kmaz

(re—1,Bri—1)
(qr,Aqr)

T = Tp—1 + tkqx

Tk = Tp—1 — trAqy

if |rg| < € return

_ <T’k,BT’k>
Sk+1 = (rk—1,BrE_1)

Qk+1 = BT + sp11q
end

Uh —

SATZ 3.52. Fiir diesen Algorithmus gilt die Abschditzung:

k
Kop (AB) — 1
|2 — il ap < 2( |z — 2ol 4

VK2 (AB) + 1
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Kapitel 4

Ausgleichsprobleme

4.1 GauBsche Methode der kleinsten Fehlerquadrate

4.1.1 Problemstellung

Wir gehen von folgender Problemstellung aus: Gegeben seien m Punkte
(a;z,fl) xi,fiE]R 1=1,...,m.

Wir nehmen an, dass die Werte f; von x; abhidngen und dass diese Abhéngigkeit durch eine Mo-
dellfunktion ¢ gegeben ist mit

Wobei in die Modellfunktion n unbekannte Parameter p; eingehen.

x1 x2 x3 x4 x5

Wenn f; Meflwerte mit Mefifehler sind, dann kénnen wir nur fordern, dass
fl%gp(mhph,pn) Zzl,,m

oder, dass die Abweichungen
A; = fi—p(zip1y. .. pn)

so klein wie moglich sind.

Dies fiithrt zu der Aufgabe, die Parameter p1,...,p, so zu bestimmen, dass
n
A*=D"A} i=1,....m.
=1

minimal wird.

35



Wir betrachten den Fall, dass die Modellfunktion ¢ linear in p; ist. Das heif3t

o (x;p1, .oy pn) = a1 () pr+ ..+ an (7) pp

wobei ay, ..., a, : R — R beliebige (gegebene) Funktionen sind.
Sei ||-|| die euklidische Norm. Im linearen Fall 148t sich das Ausgleichsproblem in der Kurzfassung

min || f — Ap|| fER™ peR"

schreiben, wobei A = (a;;) € M (m x n;R) mit a;; = a; (x;). Wir betrachten hier nur den iiberbe-
stimmten Fall m > n, d.h. es liegen mehr Daten als Parameter vor.

4.1.2 Normalengleichung

Geometrisch gesprochen suchen wir nach einem Punkt z = Ap aus dem Bildraum R von A, der
den kleinsten euklidischen Abstand zu dem gegebenen Punkt f hat. Mit anderen Worten: Az ist
die orthogonale Projektion von f auf R (A):

£ R(A) n=1

=1

SATZ 4.0. Sei V ein endlich dimensionaler Euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) ,
U CV ein Unterraum und

Ut ={veV|{v,u)=0 YueU}
sein orthogonales Komplement in V. Dann gilt fir alle v € V' beziiglich ||v|| = \/{(v,v),dass

|[v—u| =min|v—w| < v-—ueUt
wel
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Beweis 4.1. <«: Seiu € U der eindeutig bestimmte Punkt, so dass v—u € U~+. Dann gilt Vw € U

o —wl® = flv=ull® +2 (- uu—w)+|u—w|
2 2 2
= v =ull” +flu = wl” = [lo — ull
wobei Gleichgewicht gilt wenn u = w.
= Sei

lo —ull = minwey |[v—wl|d.h v —ul| < v —w]

nehmen wir w = u+ad § € U dann ist bei v = 0 das Minimum von ||v — u — ad||?. Daraus
folgt

o —u—adl? = (o~ ulP +a? |3 + 20 0~ u.5)
= 2|6 +2(w—u,0)=0 VoeUund o =0
= (v—u,d) = 0 VieU
— v—ucUt
Damit ist die Losung v € U von minger ||[v — u|| eindeutig bestimmt und heifit orthogonale Pro-
jektion von v an U. q.e.d.

Bemerkung 4.2. Der Satz gilt auch, wenn U durch einen affinen Unterraum W = wo+U C V
ersetzt ist. Dieser Satz erlaubt uns eine Aussage iiber die Existenz und Eindeutigkeit des linearen
Ausgleichsproblems.

SATZ 4.3. Der Vektor p € R™ ist genau dann Lisung des linearen Ausgleichsproblems min || f — Apl|,
falls er die Normalgleichung

ATAp = ATf
erfillt. Inbesondere ist das lineare Ausgleichsproblem genau dann eindeutig ldsbar, wenn der Rang
von A maximal ist, das heifst RangA = n.

i =1
/ P Ap'

Ap m=1

Beweis 4.4. Setzen wir den vorigen Satz auf V' =R™ und U = R (A)
min||f — Apl| & (f—Ap,Ap)=0 VP eR"
& (AT(f-Ap),p)=0 V' eR"
& AT(f-Ap)=0
o ATAp=ATy
Eindeutigkeit: AT A ist invertierbar wenn Rang A = n. Geometrisch gesehen, die Losung der Nor-
malgleichung ergibt (f — Ap) LR (A). q.e.d.
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4.1.3 Losung der Normalgleichungen

Bemerkung 4.5. Sei das lineare Ausgleichsproblem eindeutig 16sbar, das heifit Rang A = n. So ist
AT A eine spd-Matrix. Daher bietet sich das Cholesky - Verfahren an.
Aufwand:

1. Berechnung von A”A =~ %an = fiir m > n erhalten wir ~ %nzm

3 2.3

2. Cholesky - Zerlegung von AT A ~ %n = fiir m ~ n haben wir ~ $n

Dazu kommt die Verstirkung der Fehler von ATb, beschrieben durch die Kondition (hier Definition
fiir A m x n-Matrix):

Ky (ATA) = Ko (A)?
Das heifit, falls K5 (A) > 1, kann der Ubergang zu A” A nicht hingenommen werden.
Im Fall K3 (A) > 1 kann die Gauss-Elimination zur Instabilitédt fithren. W&hlt man statt L; ,
orthogonale Transformationen @); fiir die Elimination

K2 Q) = @511 - | @7 = sl [@f | =1

so gibt ein stabiles Orthogonalisierungsverfahren.

4.2 Orthogonalisierungsverfahren

SATZ 4.6. Sei A€ M(m xn;R), m >n, Rang(A) =n und Q € O(m) orthogonale Matriz mit

et R
ol |
0
wobei R € M(n x n;R) eine (invertierbare) obere Dreiecksmatriz ist. Sei QT f = <§1>
2
Dann ist p = R™1f, die Lisung von min||f — Ap|. Man beachte, dass das Residuum r = f — Ap

im allgemeinen nicht verschwindet und dass ||r|| = || f2]|-

Bemerkung 4.7. Es sei zu bemerken, dass orthogonale Transformationen die Norm ||z||2 eines Vek-

tors x unveréndert lassen:||Qz||2 = /2T QT Qx = ||z||2. Sei

T, (h
so sehen wir, dass

17 = Anl =177 - apIB =1 () o~ (1) 18 =170~ £l + 1123

Folglich ist || f — Apl|2 minimal, wenn p so gewéhlt wird, dass Rp = fi.

Die in Frage kommenden orthogonalen Transformationen lassen sich fiir m = 2 leicht geometrisch
ableiten, ndmlich als Drehungen (Rotationen) bzw. Spiegelungen (Reflexionen):

Die erste Moglichkeit ist, @ um den Winkel 6 auf ae; zu drehen. Wir erhalten

cosf sinf
—sinf cosf )’

ar— aer = Qa mit Q = <
Als zweite Moglichkeit konnen wir a an der auf dem Vektor v senkrecht stehenden Gerade [ spiegeln,

d.h.
(v.a),
(v, 0)

Diese zwei Fille werden nun in den néchsten beiden Kapitel verallgemeinert:

ar— e =a— 2
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4.2.1 Givens-Rotationen

Als Givens-Rotationen bezeichnet man Matrizen der Form

I

= I O € R™>m

wobei I jeweils die Einheitsmatrix der passenden Dimension ist und ¢? 4+ s> = 1. Geometrisch
beschreibt die Matrix eine Drehung um den Winkel 6 (¢ = cosf und s = sinf) in der (k,1)-Ebene.
Wenden wir ; auf einen Vektor x € R™ an, so folgt

cxp+sr; , 1=k
T — y = Qa mit y; = (le.%')z = —srp+cr; , 1=1

Man bestimmt ¢ und s so dass zum Beispiel die Komponente x; von x Null wird:

c s T\ [Tk — 9 9 —
<—s c) <$l> = <0> & Ty = kvt a), c=ay/T; s =1/Tk
Unsere Matrix A schreiben wir in der Form A = [ay, aq,...,a,] wobei ay, ..., a, € R™ die Spalten
von A sind. Und leA == [leal, leag, c. ,lean].

Beispiel 4.8.

R * ok ok * % % * ok ok
¥ ok k| Quz [k % k| Qs | x x x| Q1 |0 x %
A= — — —
* % %k * ok % 0 * * 0 *x =
* ok % 0 % = 0 * = 0 * =
* % % * % %
Qs |0 *x Qs |0 *x =
— —
0 *x = 0 0 =
0 0 = 0 0 0

Der Aufwand fiir die QQ R-Zerlegung einer vollbestzten Ausgangsmatrix A € M(m x n;R) betrigt
~ 4n?/3. Gegeniiber der Alternative der GauBschen Dreieckszerlegung ist dies ein 4 mal héherer
Aufwand, jedoch erreichen wir eine héhere Stabilitét.

Beispiel 4.9. Givens-Rotation:

1 2 1
1 0 1
1 0 0
Qog = 0 ¢ s zo=0 x3=1 =1 c=0 s=1
0 —s
1 0 0 1 2
Qo3 = 0 0 1 Ay = Qo3 A = 1 0
0 -1 0 0 —1
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c s 0
Q= —s ¢ 0 =1 mzy=1 T=+2 c:l/\/§ s:l/\/i
0 01
V2 1VE 0 NV
Q19 = —1/\/§ 1/\/5 0 Az = Qi2Ay = 0 _\/5
0 0 1 0o -1
1
bhs=1 0 ¢ s To=—V2 x3=-1 ZT=V3 c¢=-2/3 s=-1/V3
0 —s
1 0 0 1 2
Q=1 0 —/2/3 —1/V3 Ap=Q3A=| 1 0
0 1/V3 —./2/3 0 —1
V2 V2
A=Az =| 0 V3 |=QTA=R
0 0

4.2.2 Householder-Reflexionen
Fiir Householder-Reflexionen betrachtet man die Matrizen @ € M (n x n;R) der Form

UUT

(v.0)

mit v € R™. Solche Matrizen beschreiben die Reflexion an der auf v senkrecht stehenden Ebene.
Wenden wir () auf einen Vektor y € R™ an, so gilt

Q=1-2

vl (v, 9)
y— Qy = ( UTv)y Y=y

Soll y auf ein Vielfaches ey des ersten Einheitsvektors e; abgebildet werden, d.h. so wéhlt man

U= (yl — 0, Y2, ... 7yn)T a = :l:HyH2

(usw. aufe; v=(y1,v2,...,9; —,... ,yn)T) Sei dann y = a; erste Spalte von A, so kénnen wir
die Householder-Reflexionen anwenden und erhalten

aq
) 0
A— A =1A=] . ) ,
Ddh al,
0
wobei
vlvlT
Qr=1-2—7 v1 = a1 —arer  ap = —sgn(ar)lai]|2
v 01
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Nach dem k-ten Schritt haben wir die Ausgangsmatrix A bis auf eine Restmatrix TFT! € M(m —
k x n — k;R) auf obere Dreiecksgestalt gebracht

(k:): * *
4 0

DTk

0

Bilden wir nun die orthogonale Matrix

(L 0
Qk+1—<0 Qk+1>

wobei Q.1 € O(m—k) wie im ersten Schritt mit T*+1) anstelle von A konstruiert wird, so kénnen
wir die néchste Subspalte unterhalb der Diagonalen eliminieren. Insgesamt erhalten wir so nach
p = min(m — 1,n) Schritten die obere Dreiecksmatrix

R=Q,...Q:A.

Fiir den Aufwand erhalten wir bei dieser Methode falls m ~ n %n?’ Multiplikationen, falls m >
n 2n%m Multiplikationen.

4.3 SVD - singuldre Wertzerlegung

Gegeben seien A € R™*" AT A € R™ " ist symmetrisch und positiv semi-definit. Somit hat AT A
orthogonalen Eigenvektoren und alle Eigenwerte von AT A sind nicht negativ. Fiir die positiven
FEigenwerte von AT A schreiben wir a% > a% > > af > 0.

Lemma 4.10. Die beiden Matrizen A7 A und AA” haben dieselben positiven Eigenwerte. Bezeichnet

man mit u; € R" den normalisierten Eigenvektor von AT A mit dem Eigenwert 0]2, dann ist Au; €

R™ ein Eigenvektor von AA” dessen Eigenwert 032- entspricht. Wéhlen wir v; = %Auj dann ist v;
J

normalisiert.

Beweis 4.11. Ist AT Au; = ajzuj dann ist (AAT)Au; = O'?Au]‘ uj normalisiert, ujTATAuj =
| Aw; 13 O'JZ-. q.e.d.
Definition 4.12. Die Werte 01 > 02 > ... > 0 > 0,41 = ... = 0 nennt man singuléire Werte von
A. Und

{u;}; ...rechts singuldre Vektoren von A
{v;}; ...links singulére Vektoren von A.

Lemma 4.13. Sei U = [uj ... up] € R und V = [v1 ... 0] € R™*™ gilt:

1. v; = U%_Auj ji=1,...,r

2. {v; };”:T 41 sind orthonormale Eigenvektoren beziiglich des Null-Eigenwerts von AAT
Dann sind U und V orthogonale Matrizen.
SATZ 4.14 (SVD). Sind U und V gegeben wie im vorherigen Lemma, haben wir

o= [7 o

und Y = diag{oy...0.} Diese Darstellung wird singuldre Wert Zerlegung (SVD) von A ge-
nannt.
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Beweis 4.15. sei
U= [Ul UQ] V = [Vl Vg]

T | VL VAU, VAU,
ViAU = [VQT Al U] = VIFAU,  ViE AU,

hier ist nun AUz =0, VL AUy =Vi8'ViY, =0, VIAU; =3 mit gewihltem V. q.e.d.
SATZ 4.16. Sei A € R™*"™, dargestellt in SVD Form (oben). Dann

[ 0]
xU[O OVb

minimiert ||b — Ax||, iber alle x € R™. Ferner, wenn X eine weitere Losung des Ausgleichsproblems
fiir ein Minimum ist, so gilt: |||, < ||Z]|.

Beweis 4.17.
2

2 2 0
16— Az|3 = ||[VT (b — Az)||, = |[VTAUUTz — V||, = H {% o} z—c i

mit z=U%Tz c¢=VTh 2= [zl} und ¢ = [Zl] fiir z1,c¢1 € R". Dann
2 2

2
z1—C 2
- sl = | =51 | = [ e+ el
—C2 9 2

Dann ist ||b — Ax||§ minimiert wenn z; = Y.~ '¢; (zp kann beliebig sein ).

—1
Wihle z = [Z 0 Cl} dann folgt

oo o g

> 01}

Fiir jede andere Losung des Ausgleichsproblems Z muf3 das entsprechende z die Form z = [ ;
2

haben. Dann erhalten wir

~112 ~12 ~112 - 2 2 ~112 ~112
12l = 1UZ15 = 11215 = | el + 22015 > 1215 = 1215

4.4 Nichtlineare Ausgleichsprobleme
Definiert man die Abbildung
F:R"—R™, Fi(p) = o(xi;p) — fi, i=1,....,m

kann das nichtlineare Ausgleichsproblem wie folgt formuliert werden.
Bestimme p* € R™, so dass

[EF(p*)|l2 = min [[F(p)]|2
pER™

oder dquivalent

¢(p*) = min ¢(p)

peR™
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wobei ¢ : R" — R, ¢(p) = ||[F(p)[[3/2 = F(p)"F(p)/2.
Die Funktion ¢(p) hat in einem Punkt p* ein lokales Minimum genau dann, wenn die folgenden
zwel Bedingungen erfiillt sind.

Vo(p*) = 0 und VZ¢(p*) € R™*" ist spd.

Wir haben dass

m

Vé() = F'(p)" F(p) und V?¢(p) = F'(p)" F'(p) + >_ Fi(p)" F/'(p).
i=1

Durch Taylor Entwicklung F(p) = F(p*) + F'(p*)(p — p*) + O(||p — p*||3) erhalten wir eine Folge
von lineare Ausgleichsprobleme
Finde s* € R® mit minimaler 2-Norm, so dass

1F'(p%) 5% + F(0")l|2 = min [ F'(p") 5 + F(p")]

setze p"t! = pF + s*. Wenn Rang(F'(p)) = n ist die Bedingung mmit minimaler 2-Normnnicht
notwendig. Insgesamt erhalten wir folgendes
GauB—Newton Algorithmus:

% Input: Startwert p°
Fir k=1:kmaz
Berechne F(p¥), F'(p*)
Lése das lineare Ausgleichsproblem mingcgn ||F’(p¥) s + F(p")||
Setze pk+1 = pk L gt
falls ||F'(p** 1) F(p**1)|2 < € dann stopp

Sei p* ein kritischer Punkt von ¢, der in einer Umgebung U eindeutig ist und sei Rang(F’(p)) =n
fiir alle p € U. Dann hat das lineare Ausgleichsproblem die eindeutige Losung

-1
== [P PO PN PE"
Deshalb gilt fiir die Gaufi-Newton Iteration
-1
Pt =ph - [F’(p’“)T F’(pk)] F'(p")T F(p").

Wir definieren ®(p¥) = p* — [F'(p*)T F'(p*)] - F'(p*)T F(p*). Fiir die GauB-Newton Iteration gilt
Falls die Gau}-Newton-Methode konvergiert, ist die Konvergenz im allgemeinen nicht schneller als
linear. Lokale Konvergenz des Verfahrens ist gesichert, falls das Residuum |[|F'(p*)|| hinreichend
klein ist.
Wenn der kritische Punkt p* ein lokales Maximum oder ein Sattelpunkt ist, ist solcher Punkt
fiir das Gaufi—-Newton-Verfahren abstolend. Das Verfahren bewahrt uns also davor, einen falschen
kritischen Punkt zu finden.
Beispiel (x statt p):
Sei

F(z) = ( a-+rcosx >

rsinx

cos
F'(x)TF'(z) = 72, Vp(z) = —rasinz. Es gibt zwei kritische Punkte von ¢: 2* = 0 (lokales

Maximum), z* = 7 (lokales Minimum). Die Iterationsfunktion zu F' ist ®(z) = 4 %sinz. In den

mit a > r > 0, x € [0,27]. Wir haben ||F(z)|2 = Va2 + 2arcosx + 12, F'(z) = r < oo ),
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kritischen Punkten gilt |®(z*)| = |1 + % cosz*|. Fiir 2* = 0 gilt |®'(2*)| > 1 und fir 2* = 7 gilt
| (2*)] = & — 1.

Bemerkungen:

Die Gaufl-Newton-Methode hat in diesem Beispiel folgende Eigenschaften: 1. Das lokale Maximum
ist abstosend. 2. Die Methode ist linear konvergent in einer Umgebung des lokalen Minimums
(wenn a < 2r), oder 3. das lokale Minimum ist auch abstosend (wenn a > 2r). Man kann zeigen,
das dhnliche Eigenschaften in einem allgemeinen Rahmen giiultig sind.

Jetzt besprechen wir das Levenberg-Marquardt Verfahren als weiter Entwicklung des Gaufl-Newton-
Methode. Man betrachte das Problem:

Finde s¥ € R, so dass

1E' (") 5" + F@OIE + 121515 = min [|F'(") s + F@")I3 + 12113

wobei f1 > 0 ein Parameter ist. Dann folgt pFt! = pF + s*.
Eine dquivalente Formulierung ist folgende: Finde s¥, so dass folgender Norm minimiert wird

(P8 ) e (P9 )1

F'(p*)
wl
Fiir die Korrektur s* gilt ||s*||o < || F(p*)||2/p. Also kann man durch eine geeignete Wahl von y die
Korrektur kontrollieren. Auch das Levenberg-Marquardt-Verfahren kann man als Fixpunktiteration

formulieren, wobei

So haben wir der Vorteil dass die Matrix ) immer vollen Rang hat.

-1
e L O R I O O]
Levenberg-Marquardt Algorithmus:

% Input: Startwert p
Fir k=1:kmaz
Berechne F(p¥), F'(p*)
F’ k F k
Lése das lineare Ausgleichsproblem mingcgn || ( M(]—;) > sk + < (g ) 112
Setze pb+l = pb + s
falls ||F'(p** 1) F(p**1)|2 < € dann stopp
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Kapitel 5
Lineare Eigenwertprobleme

Wir diskutieren die numerische Losung des FEigenwertproblems

Ax = \x

wobei A eine n x n - Matrix ist, und z einen Eigenvektor zum Eigenwert \ € C bezeichnet. Fiir
eine beliebige komplexe Matrix A € M (n x n;C) sind die Eigenwerte Ay, ..., A, die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms

Py(N\) =det(A—X).
Praktisch ist die Konstruktion von P4 (\) jedoch zu aufwindig (= n!) und deshalb suchen wir
Losungsverfahren mit geringerer Komplexitét.

SATZ 5.0. Seien A1, ..., \x mit k < n unterschiedliche Eigenwerte der Matriz A mit Eigenvek-

toren Ty, %y, ...,2,. Dann sind x4, ...,z, linear unabhingig.
Definition 5.1. Die Vektoren x4, ..., z,, sind orthogonal wenn %ng = 0 fiir ¢ # 7. Man nennt sie
orthonormal falls Q;fpgj = ;5. Dann ist die Matrix P = (gl Ty ... gn) orthogonal: P~1 = PT.

SATZ 5.2. Sei A eine symmetrische n X n - Matriz und D = diag{\1, ..., \n} mit \; € R.
Dann existieren n Eigenvektoren von A, die orthonormal sind, und es gilt:

D=P'AP=PTAP
Falls A eine spd-Matriz ist, dann gilt A; > 0 firi=1,...,n.

SATZ 5.3 (Satz von Gerschgorin). Sei A € M (n x n;C) und seien R; die Kreise auf C mit
Zentrum a;; und Radius 3774 o, |aj],d.h.

n
Ri={2€C:|z—ayl < Z laij|}  firi=1,...,n.
J=1,j#i

Dann liegen alle Eigenwerte A; von A in R =J;| R;.

Beweis 5.4. Sei A ein Eigenwert von A und z = (x1,...,x,) der zugehorige Eigenvektor. Wihlen
wir i = 1,...,n so, dass |z;| = ||z]|c. Fiir die i-te Gleichung gilt dann
411 + ...+ auT + .o+ GipTy = AL
n
(aii — )\) r, = — Z aijﬂfj
J=Llj#i
Dann folgt

n n

o
jai =A< \%‘I’;’:S > laijl
J=1,j7#i =1

und daraus folgt A € R;.
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Bemerkung 5.5. Die Vereinigung von k Kreisen R;, die nicht die restlichen Kreise schneidet, enthélt
genau k Eigenwerte.

Beispiel 5.6.
4 1 1
A=10 21
-2 0 9
Ri={z€C:|z—4<2}
Ry={z€C:|z—-2| <1}
Ry={z€C:|z—-9| <2}

Zwei Eigenwerte liegen in der Vereinigung R1 U Ra, der dritte liegt in Rs.

Gerschgorin-Kreise
y-Achse

3
2L

1k

x-Achse

o
N
ES
»
@
5
IS

5.1 Iterationen zur Berechnung von Eigenwerten

5.1.1 Direkte Vektoriteration (Power method)
Diese Iteration liefert den betragsgrofiten einfachen Eigenwert von A.

SATZ 5.7. Sei \1 ein einfacher Eigenwert der symmetrischen Matriz A € M (n x n;R) und \q
sei betragsmdaflig echt grofler als alle anderen Eigenwerte von A, d.h.

|)\1| > |)\2| > ... 2 |>\n‘

Sei zy € R™ ein Vektor, der nicht senkrecht auf den Eigenraum von A\ steht.

Dann konvergiert die Folge
— Tk

Y, = mit  x, = Az,
ozl i

gegen einen normierten ! Eigenvektor von A zum Eigenwert ).

Beweis 5.8. Sei ny,---,1, eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren von A mit Aﬂz’ = )‘iﬁi'

Dann gilt z, = Z?:l i, mit a; = <£07Q1> # 0.

Folglich ist
k - k k Zn i (A"
zp = ATzy = Zo")‘i ;= oaAy |y + TR

i=1 =2

"normiert beziiglich ||-|| oder |||,
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Da [A;| < [Ai] fiir alle i = 2,...,n, gilt limy_.ooz, =1, und daher

Ly &

Y = —n fir £k — oo
e % 179 B

Algorithmus fiir die Direkte Vektoriteration:

% Input: Az, kmax

% A...symmetrische-Matrix

% Zo...Startwert

% kmaz - - -maximale Iterationszahl
itew =12 e

T = ATk
M = (z1);  so dass [(zx);| = |7kl
. xT
Tk = Mol
end

Man kann fiir die Berechnung des Eigenwertes auch den sogenannten Rayleigh Quotienten verwen-
den: Dann liefert die Vektoriteration nach k Schritten einen approximierten Eigenvektor x; und
einen approximierten Eigenwert

<$k, Aa:k>
(Tk, Tk)
Die Funktion p : R™ — R heifit Rayleigh-Quotient von A.

p(re) =

Beispiel 5.9.

Die Matriz A hat die Eigenwerte \y = 6, o =3 und A3 = 1.
Wihlen wir als Startwert zo = (1,0,0), so erhalten wir:

k Tk Yk M(mk)
0 (1,0,0) (1,0,0) 4

1 (4,-1,1) (0.94,-0.23,0.23) 4
2

(4.24,-2.12,2.12) | (0.81,-0.40,0.40) | 5

10 | (5.47,-3.46,3.46) | (0.57,-0.57,0.57) | 5.99

T
[EA]

Hier wurde fiir y, = die euklidische Norm ||-||, verwendet.

Nachteile der direkten Vektoriteration:

e Wir erhalten nur den Eigenvektor zum betragsgrofiten Eigenwert A; von A.

e Die Konvergenzgeschwindigkeit héngt von p = ‘i—f‘ ab. Liegen die Eigenwerte A\ und Ao

betragsmiflig dicht zusammen, so konvergiert die direkte Vektoriteration nur sehr langsam.

Diese Nachteile werden bei der von WIELANDT (1945) entwickelten inversen Vektoriteration ver-
mieden.
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5.1.2 Inverse Vektoriteration (Inverse power method)

Angenommen wir hiitten einen Schiitzwert A ~ ); eines beliebigen Eigenwertes \; der Matrix A zur
Verfiigung, so dass B -

X — A <N —A]L G
Dann ist (A; — 5\)_1 der betragsgrofite Eigenwert der Matrix (A — Al )_1. Konsequenterweise kon-
struiert man deshalb die Vektoriteration fiir diese Matrix:

zp = (A- 5\1)_1 Ty,

Daraus folgt: B

(A—)\I).%'k+1:.%'k, fir kZO,l,...
Bei jedem Iterationsschritt muss dieses lineare Gleichungssystem gelost werden, jedoch nur fiir
verschiedene rechte Seiten xp. Die Matrix A — AI muss daher nur einmal zerlegt werden. Nach
obigem Satz konvergiert die Folge y; = H;;—Z” gegen einen normierten Eigenvektor von A zum

Ai—A
Aj—A
bei der Schiatzung von A;. Algorithmus fiir die Inverse Vektoriteration:

Eigenwert );. Der Konvergenzfaktor ist dabei max;.; ‘ < 1. Der Satz von Gerschgorin hilft

% Input: A, xo,kmaz, A

%  A... symmetrische-Matrix

% xg...Startwert

% Kmaz - - maximale Iterationszahl
% A... Schitzwert des Eigenwertes
A— Xl — LR % LR-Zerlegung

e k=12 S

LR-JUJC = Tp_1 % lose das Gleichungssytem
Meo=A+ Gy so dass |(z)il = el
— T
Tk~ Tawll
end

5.1.3 Deflation

Sei der betragsméafig grofite Eigenwert bereits berechnet worden. Mit der Deflation wollen wir die
iibrigen Eigenwerte berechnen.

SATZ 5.10. Seien A1, ..., \, Eigenwerte von A (wobei A1 einfacher Eigenwert) und seien x4, ..., x,
die zugehérigen Eigenvektoren. Sei y € R™ so dass yTgl = 1. Dann hat die Matrix

B=A-— AlglgT
die Eigenwerte 0, A2, A3, ..., A\, mit Figenvektoren x,,ws,...,w,,, wobei
z; =N — M) w; + M\ (yTwi) xy, fir i=2,3,...,n.
Deflation von Wielandt:

a1
1 a2
US| | (z1); #0
Qin
Hier ist (a;1,as2,...,aip) die i-te Zeile von A und (z); die i-te Komponente des Vektors z;. Fiir
dieses y gilt:
o= — Sy @), = — (@), = 1
S M) A P M), T
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Die i-te Zeile von B ist eine Nullzeile, denn aus B = A — AlglgT ergibt sich:

1
(bi1,bi2, ..., bin) = (aibaiQw'-,ain)*Al(ﬂfl)im(ailvaiZw--vain)

= (0,0,...,0)

In Bw = Aw spielt daher auch die i-te Spalte keine Rolle. Wir erhalten eine (n — 1) x (n — 1)-Matrix
B’ indem wir die i-te Zeile und die i-te Spalte von B streichen. Die direkte Vektoriteration kann
nun auf B’ angewendet werden, wenn |Aa| > [A3| > ... > |\,].

Beispiel 5.11.

A=[-1 3 =2
1 -2 3

Die Figenwerte von A sind A\ = 6, o = 3, und A3 = 1. Angenommen es wiren bereits Ay = 6 und
der zugehdorige Eigenvektor xz, = (1,—1, 1)T bekannt.
Wir fiihren die Deflation fiir Ay durch, mit i = 1: Zundchst berechnen wir den Vektor y:

2

1 3

y = —— _]_ — —_=
= 6 (21)1 1 1°

! Lob
T _ 2 1 1\ 2 1 1
ny =|-1]( -5 5= 36 6
1 3 76 6
Also erhalten wir:
0 0 0
B=A-6-(z;y")=13 2 -1
-3 -1 2

Aus B lesen wir die Matriz B' ab, indem wir die i-te Zeile und Spalte weglassen:

, (2 -1
725

Nun erhalten wir die Eigenwerte Ay und A3 indem wir die Eigenwerte der Matriz B’ berechnen:

2-M)*-1 = 0
+(2-)) = 1
Ao = 3

A3 = 1

Wir berechnen die zugehdérigen Eigenvektoren:

(B =l uwhy = 0

-1 -1 ;o
<_1 _1>w2 = 0

49



FEbenso:

0 0
wo = 1 , W3 = 1
-1 1

Schlieflich kionnen wir die Figenvektoren xo und xs der Matriz A bestimmen:

Ty = (A2—A1)wy+ N\ (QTMQ)Ql
0 9 1 -2
— 3-6)] 1 +6-<—6) 1) ==
-1 1 1
z3 = (A3—A)ws+ N (v ws) 2y
0 1 0
= -6 (1) +6-(0)-1])=[-5
1 1 -5

5.2 QR-Algorithmus fiir symmetrische Eigenwertprobleme

In diesem Abschnitt interessieren wir uns nun fiir die Frage, wie wir effektiv simtliche Eigenwerte
einer reellen symmetrischen Matrix A € M (n x n,R) gleichzeitig berechnen kénnen. Wir wissen,
dass A nur reelle Eigenwerte \q, ...... , An € R besitzt und eine Orthonormalbasis 7y, ...... ,Mn € R aus
Eigenvektoren An; = A\;n; existiert, d.h.

QTAQ = A = diag {1, ......; \,} mit Q = [n1,......,n,] € O(n).

Um die Eigenwerte A; zu berechnen, wird der so genannte QR-Algorithmus angewandt. Dieser
Algorithmus liefert simtliche Eigenwerte von symmetrischen, tridiagonalen Matrizen. Das bedeutet,
die Matrix A muss in Tridiagonalgestalt gebracht werden. Dies liefert uns der folgenden Satz:

SATZ 5.12. Sei A € M (n x n;R) symmetrisch. Dann existiert eine orthogonale Matriz P €
O(n), welche das Produkt von (n-2) Householder-Reflexionen darstellt, so dass PAPT Tridiago-
nalgestalt hat:

* * ok * % 0
A - Pl k% PiT * * *
0 0
¥ oL.. ... % 0 * ... x 0 % ...
Wir iterieren denn gezeigten Prozess und erhalten so Householder-Reflexionen P, ..., P,_o derart,
dass
x %
T T *
=P :;T *
x %
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Damit haben wir somit unser Ausgangsproblem auf die Bestimmung der Eigenwerte einer symme-
trischen Tridiagonalmatriz transformiert.

Die erste Idee eines sogenannten LR-Algorithmus fiir symmetrische Tridiagonalmatrizen geht auf
H.Rutishauser zuriick. Er hatte zun#chst ausprobiert, was passiert, wenn man die Faktoren der
LR-Zerlegung einer Matrix A = LR vertauscht, A = RL, und diesen Prozess von Zerlegen und
Vertauschen iteriert. Dabei zeigt sich, dass in vielen Féllen die Folge der so konstruierten Ma-
trizen gegen die Diagonalmatrix A der Eigenwerte konvergiert. Bei dem auf J.G.F.Francis(1959)
und V.N.Kublanovskaja(1961) zuriickgehende QR-Algorithmus verwendet man statt einer LR-
Zerlegung eine QR-Zerlegung. Diese exisitiert immer(keine Permutation nétig) und ist vor allen
Dingen stabil. Wir definieren daher eine Folge (Ay) k=12, von Matrizen durch

1. A=A
2. Ax = Qi Ry, QR-Zerlegung
3. Apy1 = RiQy.
Lemma 5.13. Die Matrizen Ay haben folgende Eigenschaften:
e Die Matrizen Ay sind alle konjugiert zu A, denn es gilt Ap.1 = QfAka.
e [st A symmetrisch, so auch alle Ag.
e Ist A symmetrisch und tridiagonal, so auch alle Ay.

SATZ 5.14. Sei A € M (n x n;R) symmetrisch mit den Figenwerten A1, ..., Ay, so dass
ALl > A2l >...> | ] >0

und Ay, Qr, R, wie zuvor definiert. Dann gilt mit Ay = (aE?):

o limy oo Qr =1,
e limy . Ry = A,

k
.a(k)_0<)\i

Aj

>fii7“i>j.

5.3 Lanczos-Verfahren

Dies ist ein Verfahren um grofie diinn besetzte Matrizen in Tridiagonale Gestalt zu bringen. Sei Q)
eine orthogonale Matrix, so dass

A=QTQT mit Q= (q1,q2,...,qn)

wobei T' eine Tridiagonalmatrix der Form

ap B 0 L 0
fr az B2 :
=10 g - = 0
ST e o B
0 ... 0 Bhn1 an
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ist. Aus A = QT QT = AQ = QT. Wenn wir die Spalten der beiden Seiten gleichsetzen, erhalten
wir

A = o1q1 + Bige
Ag; = Bic1Gi—1 + g + Bigiv1, 1=2,...,n—1 (*)
AQn - ﬂn—lQn—l + QnQn

Die Orthonormalitéit von @ ergibt
qfqizlundq;‘rqj:()ﬁiri#j
so dass die Multiplikation von (¥) mit ¢! die Elemente
Qg = QiT Ag;

liefert. Um (31 zu erhalten schreiben wir

Big2 = Aq1 — a1qa
und nehmen auf beiden Seiten die Norm, woraus sich

B =Aq — a1,
ergibt. Durch gleiche Vorgangsweise gilt weiters

Bi = [|Aqi — ciqi — Bi—1gi-1ll5
Dies liefert uns folgenden Lanczos-Algorithmus
Wahle ¢ mit ¢/ -q1 =1 z.B. (1,0,...,0) 8o =0 und g9 =0

for i=1,...,n—1
pi = Ag;
Q= qiTpi
w; = p; — ;g — Bi—1qi—1
Bi = |willy
gi+1 = B wi
end
Qp = qrj;AQn

Man kann leicht durch Nachrechnen zeigen, dass
¢ gi =1 und ¢f g; = 0 fir i # j
gilt. Beispielsweise gilt
aia2 =Bl (Agr —arqn) = Byt (a1 — ) = 0
und
@} gi+1 =B 'a] (Agi — cigi — Bi—1¢i—1) = B; ' (i — ;) =0

Angenommen wird, dass 3; # 0 ist. Falls 8; = 0 ist, dann gilt Ag¢; = a;q;. Also ist a; ein Eigenwert
und ¢; ein Eigenvektor. Sobald 3; = 0 aufritt, erhalten wir die Gleichung

AQ; = QiT; Qi=(q1,---,%)

was signalisiert, dass wir ¢ Eigenwerte von A in T;auffinden kénnen. Dann wihlen wir ¢;+1L {q1,...,¢}
und starten den Algorithmus erneut. Unterbrechen wir die Iteration im Algorithmus bei k(statt
n — 1) Schritten erhalten wir eine k x k-Tridiagonalmatrix T}, deren Eigenwerte folgende Eigen-
schaften besitzen

)\maac (A) 2 )\maac (Tk)

Die Eigenwerte von T}, konnen wir nun beispielsweise mit dem QR-Algorithmus berechnen.
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5.4 Verallgemeinerte symmetrische Eigenwertprobleme

In vielen Anwendungen(z.B. Strukturmechanik) trifft man auf das sogenannte verallgemeinerte
symmetrische Eigenwertproblem,

Axr = \Buzx,

wobei die Matrizen A, B € M (n x n,R) beide symmetrisch sind und B zusitzlich positiv definit.
Setzen wir die Cholesky-Zerlegung B = LLT von B ein, so gilt

Ar =\Bzx & Ax=M\LL"z
& (LT'ALTT) LTg =ML
-~~~

=T

=A

Da A = L7'ALT wieder symmetrisch ist, ist das verallgemeinerte Eigenwertproblem Az = ABx
dquivalent zu dem symmetrischen Eigenwertproblem AZ = A\Z.
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Kapitel 6
Interpolation

6.1 Lineare Interpolationsprobleme

Sei f: R — R in Form experimenteller Daten gegeben, d. h. es liegen nur einige diskrete Funkti-
onswerte f (z;) und eventuell noch Ableitungen fU) (z;) an endlich vielen Punkten ; vor.

Unsere Aufgabe ist es nun eine Funktion zu finden, die diese Messpunkte beinhaltet (sie miissen
explizit auf der Funktion zu liegen kommen)und eine gute Vorhersage fiir die Liicken zwischen den
gegebenen Punkten liefert. Gegeben sei eine Funktion einer Variablen x

o (x;ag,...,a,),

die von n 4 1 weiteren reellen oder komplexen Parametern ay, . .., a, abhingt. Ein Interpolations-
problem liegt dann vor, wenn die Parameter a; so bestimmt werden sollen, dass fiir n + 1 gegebene
Paare von reellen oder komplexen Zahlen (x;, fi),7 =0,...,n mit x; # xy fir ¢ # k gilt

fi=f(x;) = ¢ (zi;0a0,...,an), i=0,...,n.

Die Paare (z;, f;) werden als Stiitzpunkte bezeichnet; die x; heiflen Stitzabzissen, die f; heiflen
Stiitzordinaten oder Stitzwerte. Manchmal werden auch Werte der Ableitungen von ¢ an den
Stiitzabzissen x; vorgeschrieben. Ein lineares Interpolationsproblem liegt vor, wenn ¢ linear
von den Parametern a; abhéngt:

o (x;a0,...,an) = appo () + a1¢1 () + ... + anen () .
zu diesen linearen Problemen gehoren das Problem der Interpolation durch Polynome
o (z;ag,...,an) =ag+ a1x + asx® + ...+ apa”
und der trigonometrischen Interpolation
@ (z;a0,...,a,) = ag + a1 exp®™ +az exp®® + ... + a, exp™® (z’2 = —1) )

Zu den nicht linearen Interpolationsproblemen gehoren die Interpolation durch rationale

Funktionen
ag + a1 + asx® + ...+ apa”

b0+b113—|—bg$2+...—|—bma?m’

o (x;a0, ..., an,b0, ..., bm)

und durch Exponentialsummen

Aox

O (T3a0, ...y Any A0y - -« Am) = agexp”” 4ag exp™M?® + ...+ ap exp™®.

6.2 Interpolation durch Polynome

Im Allgemeinen suchen wir eine Approximation zu f durch ein Polynom P. Grund dafiir ist fol-
gender Satz:

SATZ 6.0 (Weierstrass Approximation Satz). Sei f eine stetige Funktion auf [a,b] und e > 0
gegeben. Dann existiert ein Polynom P so, dass |f (x) — P (z)| <€ Vx € [a,b]. (Dieser Satz sagt
uns leider nicht wie man P konstruieren muss.)
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6.2.1 Interpolation mit Taylor

Zunichst betrachten wir die Konstruktion von P durch die Taylor-Entwicklung:

- 2 - n
P (x) =  (20) + ' z0) (& — 20) + £ (o) TP L ) () B0
Dafiir brauchen wir f € C™*! so gilt fiir den Approximationsfehler, dass
f(nH) (€ (z)) n+1
P, 4 TS\
F@) = Pu(w) = 7 (= o)

mit & (z) € Uyg. Der Taylor Ansatz ist nur anwendbar, falls alle Ableitungen @) j=1,...,n zur
Verfiigung stehen und die Approximation in der Ndhe von zg gesucht wird. Tatséchlich wéchst der
Fehler fiir = das weit von z entfernt ist wie der Fehler (z — z0)" .

6.2.2 Interpolationsformel von Lagrange

In Wirklichkeit ist der Fall jedoch realistischer, in dem f (und noch wenige andere Ableitungen) auf
xz; ©=0,...,nvorhandenist. Sei f; = f (z;) ¢=0,...,nandenKnotenzy,...,x, (z; #x; i#j)
gegeben. Wir suchen nun ein Polynom P vom Grad < n:

P(z) =apx" + ap12" P4+ ag

so dass
P(xi):fi, i:O,...,n

dieser Ansatz resultiert in einem eindeutig bestimmten Polynom, dessen Koeffizienten ax, & =

0,...,n die Losung von folgendem Vandermonde System ist
Vea=[.
1 x9 a:% xl agp fo
1 =z, .’L‘% Q?Q G, f n

Die Matrix V heifit Vandermonde Matrix. IThre Determinante ist gegeben durch

det(V)=1[ ] (@i—=)-
i=0 j=i+1

Das bedeutet, dass V' singuldrer wird, je kleiner die Differenz (x; — x;) ist. Das Vandermonde Sys-

tem losen wir mit der Gauss-Elimination ohne Pivotsuche. Der Aufwand betrigt ~ n?.

Eine alternative Basis zur Darstellung des Interpolationspolynoms bilden die sogenannten Lagrange-
Polynome Ly, ... L, . Sie sind definiert als die eindeutig bestimmten Polynome L; € P, mit

Lm (.’E]) = (Sl]
In expliziter Form

Lui(z)= ] (& —=j)

j20pi (&0 = %)

Das Interpolationspolynom fiir beliebige Stiitzwerte fo, ..., f, ldsst sich aus den Lagrange-Polynomen
durch Superposition aufbauen:

P(x) = filni (x)
=0

und es gilt offensichtlich P (x;) = Y7 fiLlni (z;) = f;
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n=4
04

08 /0.‘5 1 15 2 25 3 3.‘5” 4
SATZ 6.1. Sei f € C"[a,b] und zq,z1,...,7, € [a,b] mit x; # x; fiiri # j. Dann existieren
€ (x) € [a,b] so, dass

FHY (€ (2))

G or @) (@@ (o ).

f (@) = Pp(x) =

6.2.3 Der Algorithmus von Neville

SATZ 6.2 (Rekursionsformel, Satz von Aitken). Sei f (z) gegeben auf xo, ...z und z;,x; sind
zwes Stitzpunkte davon mit x; # x; . Dann ist

1

P(r)=——[(x—25) Pon,.j-1j+1,..k () = (@ —xi) Po1,. i-1i+1,..k (@)]
(x —zj)

das K Lagrange-Polynom auf xq, ... Ty.

Mit Hilfe dieses Satzes wird die rekursive Berechnung von P (z) fiir ein festes £ moglich. Zum
Beispiel seien fo, f1,..., fn auf zo,...,z, gegeben. Sei P, = P (f|zi—g,...,x;) () der Wert vom
Interpolationspolynom K-ten Grades an der Stelle x;. Wir haben das Schema von Neville:

Pi70:fl‘ fiir i:O,...,n

Pip=Pr1+ T (Pig—1—Pi—1jx-1) 1>k
Li — Ti—k
Graphisch:
fo = FPypo \
i = P — P\
fnc1 = Pooio — Pooig — . n—1n—1  \
fn = Pn,O - Pn,l ... Pn,nfl - Pn,n

(k=0) (k=1) (k=n-1) (k=n)

(Iterated Interpolation)

Beispiel 6.3.

xo | 1.0 | 0.765
x1 | 1.3 | 0.620
2o | 1.6 | 0.455
x3 | 1.9 | 0.281
Ty | 2.2 0.110
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firxz=15=
Poo=0.765 Pio=0.620 Pyo=0455 Pso=0.281 Pyy=0.110
Py (L5) = P4 4= g (P — Poy) = 0.523

)

)

) =Pro+ (1310
P271 (1 5) Py 0T % (PQ,O — Pl’()) = 0.510
P31 (1.5) =0.513
Py (1.5) =0.510
P22 = P2 1+ ;2 :59620 (P2,1 — P171) = 0.512...
1.0 | 0.765
1.3 ] 0.620 | 0.523
1.6 | 0.455 ] 0.510 | 0.512
1.9 ] 0.281 | 0.513 | 0.511 | 0.51181
2.2 0.110 | 0.510 | 0.518 | 0.51183 | 0.51182
d.h wir erhalten aus den Stitzpunkten fir * = 1.5 den Funktionswert 0.51182

6.3 Dividierte Differenzen

Mit der iterierten Interpolation haben wir die Werte immer hcheren Grades errechnet. Wir werden
durch die Polynome fiir ein festes & dividieren. Mit den dividierten Differenzen berechnen wir
explizit die Koeffizienten von

P,(z) =a0+ a1 (x —x0) +az(x —xo) (x —x1) + -+ an (r —x0) (. —21) -+ (. — 2p—1)
der angegebenen Daten. Wir brauchen folgende Definitionen:
1) [l = f ()
2) £ [oi, wip] = L=l

Ti+1—T5

k) f [%‘; g;Hk] = f[xi+17--~’Ii;iﬂ;fimii7--~’-Ti+k—1}

Durch die Substitution erkennt man, dass
ap = f[xo,z1,. .., 7k]
mit

n

Pn(:z,‘):f[:no]—I—Zf[:z‘o,:zrl,...,:nk](:E—:Bo)---(:v—xk_l)

k=1

Man kann sich nun folgende Tabelle vorstellen:

r | f(x) ETE f i, xj, x] [ s, xj, @, 2]

zo | f [xo]

1 f[xl] f[a?o,acﬂ = flz1]=flzo]

T1—T0

zo | flze] | fla1,2o] = 7]0[3:;2] ﬂxﬂ [ zo, x1, 0] = —f[m’:?j:ﬁxo’m]

z3 | flas] | flw2, 23] = % flx1, 22, 73] = W f o, x1, 2, 23] =
flz1,22,23]— flro,e1,22]
r3—20
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6.4 Hermite-Polynome

Bei einer verallgemeinerten Interpolationsaufgabe sind neben den Funktionswerten f (x;) noch Ab-
leitungen an den Knoten gegeben.

SATZ 6.4. Sei f € C*a,b] und xo,...,z, € [a,b] x; # x; i # j. Dann ist das eindeutig
bestimmte Polynom H mit (dem kleinst méglichen) Grad < 2n + 1 mit

H (z;) = f (z;) H' (2;) = f' (z;) i=0,...,n

gegeben durch

H(z)=>_ f(x;) Huj (@) + Y [ (2) - Hyj ()
7=0 J=0
wobei
Hn] (I) - [1 -2 (LU - xj) Ln] (.73])} Lnj (I)
und R
Hyj (7) = (z — ;) Lij (z)
mat

Weiters ist f € C*""2[a,b], dann folgt

£ (6

Guray @m0 @ e’ mit §efad).

J @)~ H () =

Zu zeigen ist dass:
H ()= f () und H' () = [ (23)

Dazu verwendet man folgende Eigenschaften:

a)
40 j#k
Hyj (x1) = {1 Pk
b)
H,j(xr) =0 VEk
c) X
Hy(xx) =0 Vk
d)
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Beispiel 6.5. m =2

k| ae | f (@) | f (20)
0| 1.8 0.620 | -0.522
1
2

16| 0455 | -0.569 Bessel Funktion 1.Grades

1.9 | 0.281 | 0.581

Zuerst berechnen wir Lo ; und L ;

o) = $a? o+ 2 | Liy(a) = Yo = 12
Lgl(.’L' —100 72 320x+ 247 L/21( ) - 00 320

Loo(z) = 590 2 145? 103 Lhy(z) = 10 180 %

- Hyp() = (102 — 12) (3022 — 155 4 1922 | flo(2) = (¢ — 1.3) L3,
Hai(2) = (1) (55002 = 00+ 27%) | ihy(2) = (¢~ 1.6) L,
Ha(z) =10(2 — x) (%mQ — Wy %2) Hyy(z) = (z —1.9) L3,

—

H (z) = 0.620- Hyg(2)+0.455- H1 () +0.281- Hoy(x) —0.522- Hog () —0.569 - Hyy () —0.581 - Hao ()
Approximation fir x =15 — H(1.5) =0.5118277.

Beispiel 6.6. Gegeben sind folgende Werte-Paare: f (z9) =0 f(z1)=1 f'(z0)=1 [f'(21)=
0, mit n=1.
= (@) Hoj (x) + > 1 (25) Hyj ()
=0 =0

=  H(z)=f (1) Hu1 (z) + f' (w0) Hpo (x)

da f(x0) =0 f'(x1) =0 (wir haben den Aufwand dadurch halbiert). Die Larange-Polynome sind

allgemein gegeben durch
n

T — T
J
Lyp; (37) = T — 1
i=0j#i ="
In unserem Fuall erhalten wir
T — 1 T — X0 )
Ly = =1—a L1 = =x mit xg=0 x1=1
Trog— T1 Ir1 — X0

weiters folgt
Hpi (z) = [1=2(z — 1) LY (21)] Ly (x)=[1—-2(x—1)-1]2*= (3 —2x)2?

Hy (z) = (x — 20) Ly (2) = & (1 — x)°
woraus die gesuchte Funktion gegeben ist durch
H(z)=1-3-22)2>+1-2(1—-2)? =322 -22%+2 - 202 +2° = —2* + 2% + =

Graphische Auswertung:
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HEO=C+3%+x

6.5 Splines

Bei einer grofien Anzahl von dquidistanten Knoten ist die klassische Polynominterpolation unge-
eignet, weil Polynome hoheren Grades zu starken Oszillationen neigen. Deswegen werden wir jetzt
lokale Polynome niedrigen Grades verwenden und diese an den Stiitzpunkten miteinander verhef-
ten. Wir konzentrieren uns auf kubische Splines, das heifit, Polynomen dritten Grades stiickweise
definiert durch S = S; wobei

Sj(m):aj—i—bj(:U—a:j)+cj(x—1:j)2+dj(a:—xj)3 j=0,....,n—1
in (2, 2j41]-

Durch die 4n Parameter (aj,b;,cj,d;) konnen wir Sj, j = 0,...,n — 1, so konstruieren, dass
S (z),S" (z) und S” (z) auf x; stetig sind und S(x;) = f(z;). Dies fithrt zu folgenden

Bedingungen fiir kubische-Splines

(a) S ist ein kubisches Polynom mit S; auf [zj,zj11] j=0,...,n—1
(b) S(zj)=f(x;), j=0,1,...,n
() Sj+1(@j+1) = Sj (zj41), 7=0,...,n=2
(d) Sipq1(zj41) =85 (zj41), j=0,...,n—2
)

S}/+1 (:Ej+1):‘s’§/(xj+1)a j:0>""n_2
So haben wir (n + 1) 4+ 3(n — 1) = 4n — 2 Gleichungen. Die zusétzlich notwendige zwei
Bedingungen werden gegeben in Form von

f) Randbedingungen:
(
(1) 8" (z9) = S” (x,) = 0 Freie R.B./Natural Splines
(2) S (xo) = f'(x0), S'(xn)=f'(x,) Feste R.B./Clamped Splines

Wir verwenden (a)-(f) um die Koeffizienten a;, bj, ¢;,d;, 5 = 0,...,n — 1 zu bestimmen.
Um die Notation zu erleichtern, definieren wir h; = ;41 — ;.

a;)
Mit (a) und (b) haben wir S (z;) = S (z;) = a; = f (z), j=0,...,n— 1.
Weiters haben wir S (x,) = Sp—1 (xn) = apn-1 + bp—1hn—1+ Cn,1h3_1 + dn,lhi_l = f(xn) =: ap.
Daher schreiben wir
aj:f(a:j), jZO,...,’I’L.
Im Allgemein, durch (c) folgt

aj+1:aj—i—bjhj—|—cjh]2»+djh§?, 7=0,....,n—1.
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bj)

Die Ableitung S’ () auf [z, 2;11] ist gegeben durch §'(x) = S, (x) = bj+2¢; (x — ;) +3d; (z — x;)?,
mit S’(zg) = bg. Weiters haben wir S’ (z,) = S/ 1 (vn) = bo1 + 2¢p_1hn_1 + 3dp_1h2_| =
1 (xn) =: by. Und im Allgemein durch (d) folgt

0,....,n—1.

bjy1 = bj + 2c;h; + 3d;h3, j

¢)
Die zweite Ableitung S”(x) auf [z, 2;41] ist gegeben durch S"(x) = S (z) = 2¢; + 6d; (v — z;),
mit S”(l’o) = 260.
Weiters haben wir S” (x,,) = S//_; (xy) = 2¢p—1 + 6dp—1hpn—1 = f"(x5) =: 2¢;,. Und im Allgemein
durch (e) folgt

Cj+1=Cj+3djhj, j=0,....,n—1.
Jetzt zeigen wir dass es mdoglich ist die Koeffizienten b; und d; durch a; und ¢; zu definieren.
Von der letzte Gleichung erhalten wir

1 )
dj:%(CjJrl_Cj) ]:0,...,n—1.
Verwenden wir dieses Resultat in a;11 = aj + bjh; + cjh? + djh;’ haben wir
1 hj .
bj:F(aj_i_l—aj)—E(QCj—i-Cﬂ_l), 7=0,....n—1.

J

Mit diese Ergebniss und b; = bj_1 + 2¢j_1hj—1 + 3dj_1h§_1 und d;_1 = %J%l (¢j — ¢j—1) wobei

j=1,...,n—1, finden wir eine Gleichung fiir ¢; mit gegebenen a:
bj bjfl + Qijlhjfl + 3dj71h?_1
1 hj 1 hj,1 2
E (aj+1 — aj) — ? (26]' -+ Cj+1) = E (aj — aj,l) — T (263‘,1 + Cj) + Qijlhjfl + 3dj,1hj_1
3
Cj—thj—1 +2¢jhj—1 +2¢jhj + cjrih; = (aj41 —aj) = .— (aj — a;-1)
hj hj—l
Letztendlich erhalten wir folgende Gleichung
3 3
hj1ci1+2(hj1+hj)c;+ hjcj = i (aj41 —aj) — o, (a; —aj—1)
J J—

firj=1,...,n— 1.
Die zusétzlichen zwei Gleichung fiir ¢g und ¢, werden durch die Randbedingungen definiert.
Im Fall von freie Randbedingungen erhalten wir

S" (zg) = 2¢o = 0 und S” (z,,) = 2¢, = 0.
Daraus folgt

SATZ 6.7. Sei f(x;) gegeben fir zg < x1 < ... < xy. Die eindeutige Spline Interpolation (Appro-
zimation) von f mit freien Randbedingungen S” (xo) = S” (x,) = 0, ist gegeben durch die Lisung

von Ac=r wobei ¢c = (cq,...,cp) und
1 0 0 0 ]
ho 2(ho+ h1) h1 0
A= || '
: hn_g 0
0 hn—2 2 (hn—Z + hn—l) hn—l
0 0 0 1




=3

3
hn—l

0
h%(cm—al) - h%(cn —ap)

(an - anfl) - % (anfl - an72)
0

Im Fall von feste Randbedingungen erhalten wir

Daraus folgt

Weiters

S" (wn)

Daraus folgt

S (o) = f'(w0) = bo = hlo (a1 — ao)

h
— 30 (2¢0 + 1

).

S~

3
2hgco + hocy = hio (a1 — ap) — 3f/($0)

,(l'n) =:1by, = b1+ 2ch—1hp—1 + 3dn71h72—b_1
1

h (an - an—l) - 7;:1 (2cn—1 + Cn) + 2Cn—lhn—l + 3dn—1h72171
n—1
1 hp—
B 1 (an - anfl) + T (Cnfl + QCn)
3

hp—1cn—1+2hp_1cp, = —

Als Zusammenfassung haben wir

n—1

(an - anfl) + 3f/($n)

SATZ 6.8. Sei f(xj) gegeben fir xo < x1 < ... < zy,. Die eindeutige Spline Interpolation (Ap-

proximation) von f mit festen Randbedingungen S’ (x¢) = f'(xo) und S’ (xy,)

durch die Losung von Ac =1 wobei ¢ = (co,...,c,) und
[2h ho 0 0 |
hg 2 (ho + h1) h1 0
0 hl 2 (hl + hQ) h2
A= ' , '
. 0
h”—2 2 (hn—Q + hn—l) hn—l
L 0 0 hnfl thfl_
i 5 (a1 = ag) = 3/’ (x0)
i (az —a1) = = (a1 — ao)
r= :
hf’,l (an — ap-1) — % (an-1— an—2)
3f/ (xn) - % (an - an—l) ]

Durch 16sen von A - ¢ = r erhalten wir ¢ = (cp, ...

1

,Cn). Mit

1

bj

h;

h.
(41 = aj) = 5 (2¢j + ¢j1) und dj =

sind dann b; und d; und daher S; bestimmt.

3sz(cj+1_cj)’ Jj=0,...

I (xy), ist gegeben
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Algorithmus-Splines:

Input: n; Zg,...,Tn; ao= f(x0),a1 = f(x1),...,an = f(zp)
Case: S"(x9) =8"(x,) =0 or S (z0) = f' (x0) S (zp) = f' (xp)

For j=0,...,n—1
hj = 2jt1 — 2,
end
Assemble A (n+1) x (n+1) Matrix
(only row O and row n depend on case)
Set RHS For 1=1,...,n—1
r = 3[“”1’”—1_ai%’iilh:“‘lHa"_lhi}; ro, ™, depend on R.B. case
Solve Ac=r

end
Output:a, b, ¢, d

SATZ 6.9. Sei f € C*a,b] mit M > MAT ¢[qp] ‘f(4) (:c)‘ und sei S die eindeutige Spline mit
fester Randbedingung fir f aufa =1x0 < ... < xp =0b. Dann

5M .
Jnas (@) =S (@) < 5op  max | (2501 —25)"
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Kapitel 7

Bestimmte Integrale

7.1 Quadraturformeln

Wir diskutieren die Berechnung des Riemann-Integrals

b
1(f) = I8(f) = / f(x)dz.

Dabei ist f eine stiickweise stetige Funktion auf dem Intervall [a, b]. Unser Ziel ist die Konstruktion
von positiven Linearformen

[:Clab] =R, [ I(f),
die das Integral I moglichst gut approximiert, d.h.
I(f) = I(f) Klein®.

Definition 7.0. Unter einer Quadraturformel I zur Berechnung des bestimmten Integrals verstehen
wir eine Summe

I(f)=0b-a)d wif(z;)
=0

mit den Knoten zg,...,x, und den Gewichten wy,...,w,, so dass

iwi = 1. (7.1)
=0

Die Bedingung (7.1) an die Gewichte garantiert uns, dass die Quadraturformel konstante Funktio-
nen exakt integriert, d.h. I(1) = I(1) = b— a. Ferner liegt auf der Hand, dass eine Quadraturformel
genau dann positiv ist, wenn es alle ihre Gewichte sind, d.h.

I postiv < w; >0 Vi=0,...,n.

7.2 Newton-Cotes-Formeln

Die Grundidee besteht darin, die Funktion f durch eine Approximation(Interpolation) f zu er-
setzen, fir die sich die Quadratur einfach ausfithren ldsst, und I(f) als Approximation von I(f)
anzusehen, also

~ ~

1(f) = 1(f)-

Insbesondere ist fiir gegebene Knoten xq, ..., z,
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das Interpolationspolynom von f, wobei L; € P, das i-te Lagrange-Polynom zu den Knoten x; ist,
d.h. Lij(x;) = 0;;. Dieser Ansatz liefert die Quadraturformel

=(b—a) ) wff(z)
i=0

wobeil die Gewichte

1 b
wl = b—a/a Li(z)dz

nur von der Wahl der Knoten =z, ..., z, abhingen.
Per Konstruktion ist klar, dass die so definierten Quadraturformeln fiir Polynome P € P, vom
Grad kleiner oder gleich n exakt sind,

I(P) = I(P,(P)) = I(P) fiir P € P,.

Fiir vorgegebene Knoten x; ist die Quadraturformel durch diese Eigenschaft sogar bereits eindeutig
bestimmt.

Fiir den Spezialfall dquidisanter Knoten

b_
hi=h=>"2 zi=a+ih, i=1,...,n
n

heiflen die so konstruierten Quadraturformeln Newton-Cotes-Formeln. Durch Substitution s :=
(z — a) /h erhalten wir

—a/ H Z_ijdm / H 8_‘7ds

Die von den Intervallgrenzen unabhingigen Gewichten w! miissen nur einmal berechnet bzw. ein-

gegeben werden. Wir haben sie in der folgenden Tabelle bis zur Ordnung n = 4 zusammengestellt.
Fiir die Ordnungen n = 1,...,7 sind die Gewichte und damit auch die Quadraturformeln stets
positiv. Hohere Ordnungen sind weniger attraktiv, da ab n = 8 auch negative Gewichte auftreten
konnen.

n wiL 1=0,....n Fehler Name
3
1 3 3 }f—%f”(f) Trapezregel
2 % % é % (&) | Simpson-Regel, Keplersche FaBregel
s| 1813

3565 (4;(5) Newton 3/8-Regel

732 12 32 7 | ShT (6 :
419 9 90 90 90 | of5 (§) | Milne-Regel

Wie man aus dieser Tabelle ablesen kann, ist der Approximationsfehler abhéngig davon ob n gerade
oder ungerade ist, d.h.

~

b hn+3f(n+2)
n gerade : f e C"?a,b] :>/ fdx —I(f) =

(n+2)!(§)/0nac2(:v—1)...(:v—n)dx

SN L A (3)

b n
n ungerade : f € C"a,b] :>/ fdx —1I(f) = CE] / 2*(x—1)...(x —n)dx
a n : 0

Dies bedeutet, dass falls n gerade ist keine Verbesserung der Approximation erreicht wird mit
n — n + 1. Un die Genauigkeit zu erhthen muss man also n — n + 2 verwenden.

Die oben genannten Quadraturformeln werden normalerweise auf Teilintervalle angewendet. Wir
zerlegen das Intervall [a, b] in n Teilintervalle [z;_1,2;] mit i = 1,...,n,

a=x9<x1<...<Tp =0,

65



so dass aufgrund der Additivitdt des Integrals

/abfd:czg/:: fdx.

Demnach ist

j(f) = Z j[xlfl,xz](f)
=1

eine (eventuell bessere) Approximation des Integrals, wobei I [2:,2:,1] €10 beliebige Quadraturformel
auf dem Intervall [z;, x;11] bezeichne.
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Kapitel 8

Nichtlineare Gleichungssysteme

8.1 Fixpunktiteration

Betrachten wir die skalare nichtlineare Gleichung (NLG) f(z) = 0 mit f : R — R. Die Idee der
Fixpunktiteration besteht darin, diese Gleichung dquivalent in eine Fixpunktgleichung

P(zr) =z
umzuformen und mit Hilfe der Iteration
Tpr1 = O(zk), k=0,1,..

fiir einen gegebenen Startwert xg eine gegen einen Fixpunkt x*, mit 2* = ¢(z*), konvergierende
Folge (zx) zu konstruieren, so dass f(z*) = 0 gilt.

Definition 8.0. Sei I C R ein abgeschlossenes Intervall und ¢ : I — R. ¢ ist kontrahierend auf I,
falls es ein 0 < L < 1 gibt, so dass

[6(x) = ¢(y)| < Lz —y| Va,y €l
L heifit Lipschitz- Konstante.
SATZ 8.1. Ist ¢: I — R, ¢ € C'(I), also stetig differenzierbar, so gilt

sup |¢($) B ¢(y)| :sup|gz§'(z)| < 0.

zyel ‘:L' - y‘ zel

SATZ 8.2 (Banach). Sei I C R ein abgeschlossenes Intervall und ¢ : I — I eine kontrahierende
Abbildung mit Lipschitz-Konstante L < 1. Dann folgt:

1. Es ezistiert genau ein Fizpunkt *, das heifit: x* = ¢(x*).

2. Fir jeden Startwert xo € I konvergiert die Fixpunktiteration xx11 = ¢(xy) gegen x* mit
k

|zk11 — x| < Llxg — xp_1] und |z, — %] < |z — 20

~1-L
Fiir Systeme von NLG gilt:

SATZ 8.3. Sei D = {(x1, .., xzp) € R® | a; < x; < b, i =1,..,n} mit a;, b; konstant.
Weiters sei ¢ : D C R™ — R"™, ¢ = (¢1, ¢2, .., ¢n), stetig und ¢(x) € D fir x € D. Dann hat ¢
einen Fixpunkt in D. Falls alle partielle Ableitungen von ¢ stetig sind und es eine Konstante L < 1

mit
i
8:1) 7

L

< —
n

, xeD, 4,5=1,...,n

gibt, so gilt:
Die Fizpunktiteration xpi1 = ¢(xg) konvergiert fir jeden Startwert xg € D gegen x* mit x* =
o(x*). Weiters gilt:

k

1-L

[z — 270 < 21 = 2oloo

67



Beispiel 8.4.

2 _ 2
Flz) = < x7 — 10z1 + x5 + 8

2123+ 71 — 102 + 8) , gesucht ist die Losung von F(x) =0

Das ist dquivalent zur Fizpunktgleichung x = ¢(x), wobei

2?2+ 22 +8 122+ 3 + 8
x1 = ¢1(w1, 1) = 12— w3 = Go(1,00) = 2 2
10 10
9¢1 _ m 9¢1 _ 2 ¢ _ 1+aj O _ wimy
8.%'1 5 6952 5 63;1 10 6952 5
Wir setzen D = {(z1,22) € R? | —3 <x;<3 i=1, 2}. Dann gilt:
9¢:| _ 0.9
8.%']' -2
Wir setzen nun xo = (0,0) und berechnen die ersten Schritte der Fizpunktiteration xyy1 = ¢(xy):
k 0] 1 2 3 4 5 .. | 00
x1 0] 081 0.928| 0.972 | 0.989 | 0.995 1
2 0| 0.8 0.931| 0.973 | 0.959 | 0.995 1
lzr — 2l | 1] 0.2] 0.072 | 0.027 | 0.010 | 0.004 0
Die Losung des Problems ist also: x1 = 1 und xo = 1.
8.2 Newton-Verf
Man sieht dass bei der -
liefert den Newton-Ans:
f(@o) + f'(zo)(x — x0)
xo und setzen p(x) =0, ot

T(xq)

p(o)

Daraus folgt unter der Voraussetzung f'(x) # 0 die Iteration
Thr1 =z — [ (2x)] 7 f (1)

Das ist eine spezielle Fixpunktiteration, mit ¢(z) = x — J{c,((xx)) gilt. Das Newton-Verfahren 148t sich
also auf Systeme von NLG F(z) = 0 anwenden, das heifit:

Thy1 = xp — Jp(ap) " Fay)
oder dquivalent:

Jp(xg) - Az = —F(xg)

Try1 = T + Awy,
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wobei Jp(xg) die Jakobimatrix von F an der Stelle xj ist und vorausgesetzt wird, dass
det Jp(a;k) #0.

SATZ 8.5. Sei D C R" offen und konvex und F : D — R eine stetig differenzierbare Funktion
mit invertierbarer Jacobimatriz Jp(x) fir alle x € D. Es gelte fiir ein w > 0 die folgende Lipschitz-
Bedingung:

1Tp(2) ! - (Jr (@ + sv) = Jp(2)) - vf| < swv]

fiir alle s € [0,1], x € D, v € R", so dass x +v € D.
Ferner existiere eine Losung ©* € D und ein Startwert xqg € D derart, dass

2
p=la* —aol <= und By(a") ={w€R" | fz=a"| <p} D (Bya") ... Kugel um z*)

Dann bleibt die durch das Newton-Verfahren definierte Folge (xy), k > 0, in der offenen Kugel
B,(z*) und konvergiert gegen x*, d.h.

ok — 2™ <p, lim z) = 2"
k—o0
Bemerkung 8.6. Die Konvergenzgeschwindigkeit ist:
w
e [ L

d.h. das Newton-Verfahren konvergiert lokal quadratisch.

2 2
Fz) = fi _ a:12 103:1_—1- 5+ 8
fo r175 + o1 — 1022 + 8

Gesucht ist die Losung von F(x) = 0.

Beispiel 8.7.

ofi 9N
. 2z1 — 10 219
Betrachten wir Jp(z) = [ 9% 9%2 | = < >
r(@) (gﬁ gﬁ) 2341 2zws — 10

Wir wdhlen den Startwert xo = (0,0) und fihren die Fizpunktiteration xpi1 = xp + Axy durch,

wobei wir Axy durch Losen des Systems Jp(xy)-Axy = —F(xk) erhalten. Durch Nachrechnen kann
folgendes Ergebnis verifiziert werden:
k 0| 1 2 3 4
T1 0| 0.8 | 0991 | 0.999 1
T2 0] 0.88| 0.991 | 0.999 1
len—a | [ 1] 0.2 | 0.008 | 3-10° | 10-1

(Vergleiche mit vorigem Beispiel!)

Die Fixpunktiteration und das Newtonverfahren benétigen einen guten Startwert. Dazu kann man
das Gradienten-Verfahren verwenden: Sei

o(@) =3 ()

g hat ein Minimum (eine Nullstelle) bei z* mit F(z*) = 0. Der Gradient von g ist gegeben durch:

Vg(z) = (869)23)) i=1,.,n

und die Iterationsschritte durch:
Tht1 = Tk — an(xk).
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