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1 Einleitung

„Die Zahl π zu erforschen bedeutet, das Universum zu erforschen.“

David Chudnovsky

Der griechische Buchstabe π, gesprochen [pi], ist jedermann ein Begriff. Während viele damit
nur das Symbol π assoziieren, ist π für MathematikerInnen viel mehr als nur das. Die Kreiszahl
π ist die berühmteste Zahl der Mathematik. Keine andere Zahl beschäftigt die Menschheit so
sehr wie diese. Sie ist nicht nur geheimnisvoll, sondern – wie es schon das Eingangszitat des
US-amerikanischen Mathematikers David Chudnovsky erkennen lässt - auch unerschöpflich.

Die Zahl π wird von vielen mit komplexen, hochmathematischen Themenbereichen in Ver-
bindung gebracht. Mit dieser Vermutung liegt man jedoch falsch, denn π begegnet uns auch
im alltäglichen Leben. Beispielsweise taucht die Zahl π bei der Bestimmung der Länge eines
Strickes auf, mit dem der Umfang eines Baumes gemessen werden soll.

Aufgrund ihrer bedeutenden Rolle sowohl in der Mathematik als auch im Alltag wird der Zahl
jährlich der 14. März als World Pi Day zugeschrieben. Der 14. März ist es deshalb, da die
amerikanische Datumsschreibweise 3/14 die Zahl π auf zwei Dezimalkommastellen gerundet
darstellt.

Im Rahmen dieser Seminararbeit soll ein kurzer Einblick in die Geschichte der Zahl geboten
werden und Methoden, die berühmte Mathematiker zur annähernden Berechnung von π ver-
wendet haben, erkundet werden. Anschließend wird auf den fachdidaktischen Zugang in der
Schule eingegangen. Aufgrund der Komplexität und der Vielfältigkeit ist es jedoch unmöglich
die Thematik der Zahl π zur Gänze zu behandeln.
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2 Definitionen von π

π = 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 . . .

Einerseits ist die Zahl π das Verhältnis vom Kreisumfang und dem Kreisdurchmesser, also
π = U

d
wobei der Umfang U des Kreises (mit Durchmesser d und Radius r) U = 2·π ·r beträgt.

D.h. der Kreisumfang ist immer ungefähr 3,14-mal länger als der Durchmesser des Kreises. Der
Umfang eines Kreises ist also proportional zu seinem Durchmesser mit Proportionalitätsfaktor
π.

Andererseits ist π auch das Verhältnis der Fläche A eines Kreises zum Quadrat seines Radius,
also π = A

r2 ⇔ A = r2 · π. D.h. der Flächeninhalt eines Kreises ist stets das π-fache des
Quadrats des Kreisradius.

Abbildung 1: π als Umfang Abbildung 2: π als Fläche

Die Abb. 1 zeigt, dass der Umfang eines Kreises mit Einheitsdurchmesser „ausgerollt“ eine
Länge von π hat. Die Abb. 2 veranschaulicht, dass die Fläche eines Kreises mit Radius 1 exakt
π beträgt.

Man sieht, dass die Zahl π in zwei verschiedenen Formeln auftaucht und somit eine doppelte
Funktion, nämlich für die Fläche und für den Umfang, übernimmt. Es handelt sich hierbei
jedoch um ein und dieselbe Zahl – um die Kreiszahl π.
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3 Geschichte der Zahl π

Bereits in der Antike wussten die Mathematiker, dass es zwischen dem Umfang und dem
Durchmesser eines Kreises einen bestimmten Zusammenhang gibt. Die Babylonier stellten die
Behauptung auf, dass der Kreisumfang ungefähr das Dreifache des Kreisdurchmessers sei. (vgl.
Crilly, 1999, S. 20) 1936 wurde eine etwa 4000 Jahre alte babylonische Keilschrifttafel, die für
π den Näherungswert 3 + 1

8 = 3, 125 enthält, entdeckt. Die Babylonier haben dabei den Um-
fang eines Kreises mit dem eines eingeschriebenen Sechsecks verglichen und kamen somit auf
das oben genannte Verhältnis. Der ägyptische Schreiber Ahmes schrieb im Papyrus Rind, dass
π = (16

9 )2 = 3, 16049 ist und lieferte somit einen für diese Zeit akzeptablen Näherungswert.
Diese Behauptung entstammte dem Vergleich der Kreisfläche mit der Fläche eines Achtecks.
(vgl. Delahaye, 1999, S. 64,65) Der Kontext dahinter war zu berechnen wieviel Getreide ein
zylinderförmiger Kornspeicher enthält. (vgl. Mäder, 1992, S. 35)

Abbildung 3: Die Kreiszahl der Ägypter

Abbildung 3 stellt eine mögliche Berechnungsweise der Ägypter für die Kreiszahl π dar. Wie
sie auf den Wert (16

9 )2 tatsächlich gekommen waren, ist nicht bekannt. Der obige Kreis stellt
die Grundfläche eines Zylinders dar und hat den Durchmesser d = 9 LE. Die fünf darin
eingeschriebenen Quadrate ergeben den Flächeninhalt 45 FE und die vier Dreiecke eine Fläche
von 18 FE. Man zählt etwa eine Flächeneinheit zu den Dreiecken dazu. Insgesamt beträgt der
Flächeninhalt also rund 64 FE. So könnten die Ägypter durch (9

2)2 · Kreiszahl ≈ 64 auf den
Annäherungswert (16

9 )2 = 3, 1604 für π gekommen sein.

Sogar im Alten Testament im ersten Buch der Könige 7, Vers 23 findet man eine Annäherung
an die Kreiszahl. „Und er machte das Meer, gegossen, von einem Rand zum anderen zehn
Ellen, und eine Schnur von dreißig Ellen war das Maß ringsherum.“ (Mäder, 1992, S. 35) Die
Hebräer gaben somit den Wert 3 für π.
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3.1 Verfahren des Archimedes

Während sich alle Untersuchungen aus empirischen Befunden, denen man einen passenden
Bruch zuordnete, ergaben, lieferte um 225 v. Chr. Archimedes von Syrakus, der als bedeu-
tendster Mathematiker des Altertums gilt, das erste mathematisch angemessene Verfahren. Er
legte somit einen Meilenstein in der Berechnung des Wertes der Zahl π. Er erkannte, dass „das
Verhältnis der Fläche eines Kreises zum Quadrat seines Radius gleich dem Verhältnis seines
Umfanges zu seinem Durchmesser ist.“ (Delahaye, 1999, S. 72)

Archimedes‘ glorreiche Idee im 3. Jahrhundert vor Christus bestand darin eine untere bzw.
obere Schranke für den Kreisumfang zu finden und somit die Kreiszahl von unten bzw. oben
anzunähern. Um zu diesem Ziel zu gelangen, führte er folgendes Verfahren durch: Er beob-
achtete einen Kreis und ihm umschriebene reguläre Vielecke mit 6, 12, 24, 48 und 96 Seiten.
Er erkannte, dass diese Polygone dem Kreis beliebig nahe kommen und dass der Umfang jedes
einzelnen Polygons nur etwas größer als der Umfang des Kreises ist. Archimedes dividierte nun
den Umfang jedes einzelnen Polygons durch den Radius des Kreises und näherte sich somit
der Kreiszahl π an. Danach führte er dasselbe Verfahren mit einbeschriebenen Vielecken durch
und näherte sich somit der Kreiszahl von unten.

Abbildung 4: Verfahren des Archimedes
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Diese Überlegungen und Berechnungen führten ihn schlussendlich auf die Ungleichung

3 + 10
71 = 3, 1408 < π < 3, 1429 = 3 + 10

70 = 22
7 .

Es ist zu erkennen, dass es sich um eine (für damalige Zeiten ohne Dezimalsysteme) sehr gute
Annäherung handelte. Heutzutage könnte man sagen π ist der Limes der aus den Polygonen
abgeleiteten Werte, wobei die Seitenzahl gegen unendlich strebt.

Nach Archimedes gab es lange Zeit keine großen Fortschritte betreffend der Berechnung der
Dezimalen von π. Seine Methode dominierte hunderte von Jahren und wurde von bekannten
Mathematikern weiterentwickelt um sich dem exakten Zahlenwert immer besser anzunähern.

Ludolph van Ceulen entschlüsselte im Jahr 1596 die ersten 35 Dezimalen indem er ein Viel-
eck mit 262 Seiten untersuchte. Ihm folgten viele weitere bedeutende Mathematiker in der
Forschung der folgenden Nachkommastellen der Zahl π.

Erst 1706 führte William Jones die Bezeichnung π für die Kreiszahl ein. Das Wort Pi leitete
er vom griechischen Wort periphéreia, das im Deutschen Randbereich bedeutet, ab. (vgl.
Taschner, 2013, S. 135)

7



4 Die Bedeutung der Exaktheit von π

„Um den Umfang eines Kreises auf 1 Millimeter genau zu bekommen, genügen 4 Dezimalen,
wenn der Radius 30m (oder weniger) beträgt. Wenn der Radius so groß ist wie der Erdradius,
genügen 10 Dezimalen. Und wenn man einen Kreis nimmt, dessen Radius so groß ist wie der
Abstand der Erde von der Sonne, so sind [. . . ] 15 Dezimalen von π ausreichend.“ (Mäder,
1992, S. 43)

Folgendes Beispiel von Heinrich Tietze aus dem Buch Gelöste und ungelöste mathematische
Probleme aus alter und neuer Zeit soll veranschaulichen, welche minimalen Auswirkungen die
Verwendung von π mit mehreren Nachkommastellen in Berechnungen auf das Ergebnis hat.

Man nehme eine Kugel, in deren Mitte unsere Erde liege und die bis zum Sirius reiche (das
Licht, das 300 000 km in der Sekunde zurücklegt, braucht bis dorthin etwa 83

4 Jahre). Man
fülle diese Kugel nun mit Bazillen, so daß auf jeden Kubikmillimeter eine Billion [. . . ] Bazillen
kommen. Man stelle nun alle Bazillen auf einer geraden Linie so auf, daß die Entfernung
vom ersten Bazillus zum zweiten so groß ist wie die Entfernung vom zweiten zum dritten
Bazillus, usw. Die Entfernung vom ersten zum letzten Bazillus nehme man als Radius eines
Kreises. Berechnet man dann den Umfang dieses Kreises, indem man 100 Dezimalen der
Dezimalbruchentwicklung von π benützt [. . . ], dann wird – trotz der ungeheuren Größe des
Kreises – der bei der Berechnung des Umfangs begangene Fehler immer noch kleiner ausfallen
als ein Zehnmillionstel eines Millimeters. (S. 113)

Man sieht, dass sozusagen keine gravierenden Auswirkungen auftreten und für herkömmliche
Berechnungen die Verwendung von π auf zwei Dezimalen gerundet vollkommen ausreicht.
Liebhaber der Zahl streben jedoch immer noch danach weitere Dezimalkommastellen der be-
rühmten Größe zu berechnen. Sie setzen sich ihr Leben lang mit der unerschöpflichen Zahl
auseinander und ihr Lebensziel besteht darin, die Dezimalen von π zu erforschen.

4.1 Das Ringen um die weiterfolgenden Dezimalen

Die Chudnovsky Brüder errechneten im Jahre 1989 mittels technologischer Hilfe eine Milliarde
Nachkommastellen von π. Die Rechner liefen fast drei Tage auf Hochtouren und das Resultat
könnte man – wie es Peter Mäder vergleicht - ausgedruckt in Form eines sechs Meter hohen
Papierstapels präsentieren; oder es füllt eine Bibliothek von 100 Bänden zu je 1000 Seiten.
(vgl. 1992, S. 40-42) Veranschaulichen könnte man die Anzahl der Dezimalstellen ebenso
am Äquator aufgeschrieben. Dann würde die Länge der Nachkommastellen 62-mal die Erde
umkreisen. (vgl. Crilly, 2009, S. 22)
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Im Jahr 2011 brachen der Japaner Shigeru Kondo und der Amerikaner Alexander Yee alle
bisherigen Rekorde, indem sie die Zehnbillionen-Marke überschritten. Die Rechenmaschine
lieferte nach sagenhaften 371 Tagen 10 Billionen Nachkommastellen von π. Ludolph van Ceulen
brauchte hingegen anfangs des 17. Jahrhunderts 35 Jahre für die ersten 35 Stellen. Ausgefeilte
Programme und elektronische Rechner ermöglichen es heutzutage innerhalb von kurzer Zeit
Tausende Dezimalen zu bestimmen. Beispielsweise listet der Computer die ersten 10 000 Stellen
nach nur einer Millisekunde auf. (vgl. Taschner, 2013, S. 174, 175)

Nun kommt jedoch die Frage auf wieso die Menschheit bestrebt ist, immer mehr Dezimalen
der berühmten Zahl π zu berechnen? Reichen zehn Billionen denn nicht völlig aus? Immerhin
zeigt das obig genannte Beispiel, dass das mathematische Resultat durch Verwendung von π
auf weniger als 100 Dezimalen gerundet nicht stark beeinflusst wird.

Man will Genauigkeit, obwohl man sie theoretisch gesehen gar nicht braucht. Manche werden
sich jetzt denken, dass das alles doch überhaupt keinen Sinn macht. Doch wie so alles im Leben
hat es seinen Sinn, nämlich dient die Berechnung dem Testen neuer Hard- oder Software. Es
werden zwei voneinander unabhängige Programme erprobt. Die Werte werden verglichen und
dabei auftretende Abweichungen sind ein Indiz dafür, dass der Computer einen Hardwaredefekt
hat, denn die Formeln sind definitiv fehlerfrei. Maor erwähnt in seinem Buch Dem Unendlichen
auf der Spur, dass das Bestimmen der Dezimalen „von theoretischem Interesse ist, da [. . . ] es
ermöglicht, die statistische Verteilung der Ziffern in der Dezimaldarstellung zu untersuchen,
und so eventuell auftretende Regelmäßigkeiten zu entdecken [. . . ]. (1989, S. 29)

Auch wenn zurzeit bereits mehr als 10 Billionen Nachkommastellen der Zahl π bekannt sind,
muss einem klar sein, dass der exakte Wert der Zahl noch immer nicht bekannt ist und es
auch niemals sein wird. Denn es wird keinem Computer jemals gelingen, alle unendlich vielen
Dezimalen von π auszuspucken.

4.2 Merkvers zu π

Gedächtnisakrobaten ziehen Nutzen daraus, um neue Weltrekorde im Aufsagen der Nachkom-
mastellen aufstellen zu können. Da die Nachkommastellen aus statistischer Sicht keine Muster
aufzeigen ist eine besondere Herausforderung hunderte bzw. sogar tausende Dezimalen von
π zu lernen und aufzusagen. 1995 gelang es dem Japaner Hiroyuki Goto die ersten 42000
Dezimalen aus dem Gedächtnis zu reproduzieren. (vgl. Delahaye, 1999, S. 33) Solche Weltre-
kordversuche stellen das Resultat langer Trainingszeiten dar.

Um sich die Ziffern einzuprägen werden unterschiedliche Mnemotechniken angewendet. Eine
solche Technik könnte zum Beispiel die folgende sein. Die Anzahl der Buchstaben eines jeden
Wortes des Merkverses gibt die entsprechende Ziffer an. Man lernt sozusagen ein Gedicht,
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dessen einzelne Wörter die Dezimalen der Kreiszahl repräsentieren. Der bekannteste deutsche
Merkvers ist der folgender Vierzeiler.

Wie? O! Dies π
Macht ernstlich so vielen viele Müh!

Lernt immerhin, Jünglinge, leichte Verselein,
Wie so zum Beispiel dies dürfte zu merken sein!

(Delahaye, 1999, S. 35)
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5 Eigenschaften der mysteriösen Zahl

Wie man schon in den vorangegangen Seiten bemerken konnte, ist die Zahl π nicht ohne
Grund die meisterforschte und mysteriöseste Zahl der Geschichte. Es ist kaum zu glauben,
dass nach mehr als 4000 Jahren Arbeit noch immer neue Eigenschaften dieser Zahl entdeckt
werden können.

5.1 Irrationalität

Definition 1 (irrational). Eine reelle Zahl heißt irrational, wenn sie nicht als Bruch
zweier ganzer Zahlen dargestellt werden kann, d.h. nicht als a

b
mit a, b ∈ Z, b 6= 0.

1761 bewies Johann Heinrich Lambert mit Hilfe der Theorie der Kettenbrüche, dass π irrational
ist und somit nahm die Suche nach einer Periodizität in den Dezimalen ein Ende. Da Lamberts
Beweis jedoch nicht vollständig war, wurde er 1794 von Adrian Marie Legendre komplettiert.
Ivan Niven lieferte 1946 einen kürzeren Beweis zur Irrationalität von π, der nachfolgend auf-
geschrieben wird.

Beweis. Es sei π = a

b
mit a, b ∈ N. Wir definieren die Polynome

f(x) = xn · (a− bx)n
n! und

F (x) = f(x)− f (2)(x) + f (4)(x)− . . .+ (−1)nf (2n)(x).

Die f (i)(x) kennzeichnen die entsprechenden Ableitungen, n ist eine natürliche Zahl. Weil
n! · f(x) ganzzahlige Koeffizienten hat und die dabei vorkommenden Potenzen von x

mindestens vom Grad n sind, nehmen f(x) und f (i)(x) für x = 0 nur ganzzahlige Werte
an – und ebenfalls für x = π = a

b
, weil nämlich f(x) = f(a

b
− x) ∀x.

d

dx
[F ′(x) · sin(x)− F (x) · cos(x)] = F ′′(x) · sin(x) + F (x) · sin(x)

= f(x) · sin(x)
π∫
0
f(x) · sin(x)dx = [F ′(x) · sin(x)− F (x) · cos(π)]π0

= F (π) + F (0).

F (π) + F (0) ∈ Z, weil alle f (i)(π) und alle f (i)(0) ganzzahlig sind. Andererseits gilt ∀ x mit
0 < x < π:
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0 < f(x) · sin(x) < πnan

n!

und damit ist obiges Integral positiv, kann aber zugleich für genügend großes n beliebig klein
gemacht werden. Dies ist aber ein Widerspruch zur Ganzzahligkeit des Integrals. Die Annahme,
dass sich π (im Beweis als erste positive Nullstelle der Sinusfunktion betrachtet) als a

b
mit

a, b ∈ N darstellen lässt war also falsch.

(Mäder, 1992, S. 39,40)

5.2 Transzendenz

Definition 2 (algebraisch). Eine Zahl b ∈ R wird algebraische Zahl genannt, wenn es ein
nicht konstantes Polynom p(x) = anx

n+an−1x
n−1 +a1x

1 +a0 mit rationalen Koeffizienten
aj ∈ Q für j = 0, . . . , n gibt, sodass p(b) = 0 gilt. (Stumpf, 2009, S. 2)

Definition 3 (transzendent). Eine Zahl heißt transzendent, wenn sie nicht algebraisch
ist, das heißt, wenn sie nicht Lösung einer algebraischen Gleichung ist.

Beispielsweise sind 5, −2
3 ,
√

2 und 2 +
√

3 algebraische Zahlen, weil sie sich als Lösungen der
folgenden Gleichungen darstellen lassen: x−5 = 0, 3x+2 = 0, x2−2 = 0 und x2−4x+1 = 0.
Die Transzendenz der Zahl π wurde 1882 von Ferdinand von Lindemann bewiesen. Gleichzeitig
wurde damit auch das Problem der Quadratur des Kreises geklärt. Und zwar war man sich
bis zu diesem Zeitpunkt nicht sicher, ob man „aus einem gegebenen Kreis ein Quadrat mit
demselben Flächeninhalt konstruieren kann, wobei man für diese Konstruktion nur Zirkel und
Lineal verwenden darf. Aus Lindemanns Beweis folgte eindeutig die Unmöglichkeit einer solchen
Konstruktion. Heute spricht man von einer „Quadratur des Kreises“, wenn man zum Ausdruck
bringen will, dass etwas unmöglich ist.“ (Crilly, 2009, S. 22)

5.3 Normalität

Definition 4 (normal). „Sei b ≥ 2 eine ganze Zahl und x eine beliebige reelle Zahl. Nun
werde die Zahl x zur Basis b dargestellt. Zu jedem k-stelligen Ziffernblock Bk aus Ziffern
zur Basis b bezeichne N(Bk, n) jene Anzahl, mit welcher der Ziffernblock Bk unter den
ersten n Nachkommastellen von x auftritt.
Die Zahl x heißt normal zur Basis b genau dann, wenn lim

n→∞
N(Bk,n)

n
= 1

bk
∀k ≥ 1 und

alle k-stelligen Ziffernblöcke Bk gilt. Es lässt sich zeigen, dass eine Zahl x genau dann
normal zur Basis b ist, wenn die Folge (bnx)n≥1 = bx, b2x, b3x, . . . gleichverteilt modulo 1
ist.“ (Wikipedia, 2014)
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„Betrachtet man irgendeinen langen Abschnitt der Dezimalentwicklung von π, sagen wir eine
Million aufeinanderfolgender Stellen, dann kommt jede der zehn Ziffern rund hunderttausend-
mal vor, es kommt auch jedes der hundert Ziffernpaare, beginnend mit 00 und endend mit 99,
rund zehntausendmal vor, wie auch jede der tausend Dreierkombinationen von Ziffern rund
tausendmal vorkommt. [. . . ] Von einer normalen Zahl erwartet man, dass eine beliebige Kom-
bination bestehend aus acht Ziffern etwa zehnmal in einem Abschnitt ihrer Dezimalentwicklung
vorkommt, der eine Milliarde Ziffern lang ist.“ (Taschner, 2013, S. 136,137)

D.h. wenn die Ziffern zu Buchstaben codiert werden, enthält die Zahl π jeden erdenklichen
Text und jedes Buch, der/das bereits geschrieben wurde bzw. in der Zukunft verfasst werden
wird.

Obwohl vieles – darunter statistische Daten - darauf hinweist und man stark vermutet, dass
die Kreiszahl π normal ist, konnte diese Eigenschaft noch nicht bewiesen werden.
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6 Verschiedene Darstellungen der Kreiszahl

6.1 Franciscus Vieta

1593 entdeckte François Viète (im deutschsprachigen Raum als Vieta bekannt) das unendliche
Produkt. Er war es auch, der herausfand, dass π nur mithilfe der Zahl 2 berechnet werden
kann. Er betrachtete die Fläche eines regulären Vielecks mit 2n Seiten.

Delahaye erklärt in π die Story das Verfahren des Vieta folgendermaßen: Die Zahl 2 ent-
spricht der Fläche des in einen Kreis vom Radius 1 einbeschriebenen Quadrates. Der Wert
2 · 2√

2 = 2 · 1
cos(π4 ) entspricht der Fläche eines regulären Achtecks. Wenn man nun mit 1

cos(π8 )

multipliziert, erhält man ein reguläres Vieleck mit 16 Seiten. Anschließend multipliziert man
mit 1

cos( π16 ) und kommt zu einem Vieleck mit 32 Seiten, usw. Dieses Ergebnis leitet sich aus
der Formel cos(a) =

√
2 · cos 2a+ 2/2 ab. (1999, S. 79)

Abbildung 5: Vietas Methode

Die folgende Auflistung der aus der Formel errechneten numerischen Werte zeigt, dass alle
fünf Schritte drei Ziffern gewonnen werden.

• V1 = 2 · 2√
2

= 2, 8284271247

• V2 = 2 · 2√
2
· 2√

2 +
√

2
= 3, 0614674589
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• V3 = 2 · 2√
2
· 2√

2 +
√

2
· 2√

2 +
√

2 +
√

2
= 3, 1214451522

• V4 = 3, 1365484905

• V5 = 3, 1403311569

• V6 = 3, 1412772509

• V7 = 3, 1415138011

Vieta eröffnete mit seinem Ergebnis eine neue Ära in der Mathematik, nämlich die der Un-
endlichkeit. Vieta hat das erste Mal in der Geschichte „ein[en] unendlichen Prozeß explizit
als mathematische Formel ausgedrückt.“ (Maor, 1989, S. 28) Ab diesem Zeitpunkt wurde es
sozusagen akzeptiert mit den drei Pünktchen, die ad infinitum bedeuten, in wissenschaftlichen
Arbeiten zu arbeiten.

π = 2 · 2√
2
· 2√

2 +
√

2
· 2√

2 +
√

2 +
√

2
. . .

6.2 John Wallis

Rund 50 Jahre danach stellte der Engländer John Wallis, der unter anderem die Symbole <
und > für den Vergleich von Zahlen und das Unendlichkeitssymbol ∞ einführte, auch eine
solche unendliche Formel, die die Zahl π beinhaltet, auf. (vgl. Delahaye, 1999, S. 83) Seine
Formel, die die erste war, die kein Wurzelzeichen enthielt, lautet wie folgt:

π = 2 · 2 · 2
1 · 3 ·

4 · 4
3 · 5 ·

6 · 6
5 · 7 . . . bzw. π = 2

∞∏
p=1

4p2

(2p− 1)(2p+ 1) = 2
∞∏
p=1

(1− 1
4p2 )−1

Abbildung 6: Wallis’ Methode
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Auf diese Formel kam er, indem er die Fläche eines Viertelkreises betrachtete. Die Gleichung
für den Viertelkreis y2 = 1− x2 war ihm vertraut. Wie oben in Abbildung 5 geschildert wird,
setzte er nun in die Gleichung y = (1 − x2)h/2 für h verschiedene Werte ein und verglich
anschließend die Kurven.

Aus den Kurven las er, nachdem er das Prinzip des Zerlegens in kleine Rechtecke angewen-
det hatte, bestimmte Eigenschaften heraus. Seine Kenntnis von Summen der Form Sp =
1 + 2p + 3p + . . .+np waren bei der Aufstellung der oben genannten Formel für π von Vorteil.

π = 2 · 2 · 21 · 3 ·
4 · 4
3 · 5 ·

6 · 6
5 · 7 = 2, 9257242857

π = 2 · 2 · 21 · 3 ·
4 · 4
3 · 5 ·

6 · 6
5 · 7 ·

8 · 8
7 · 9 = 2, 9721541950

π = 2 · 2 · 21 · 3 ·
4 · 4
3 · 5 ·

6 · 6
5 · 7 ·

8 · 8
7 · 9 ·

10 · 10
9 · 11 = 3, 0021759545

π = 2 · 2 · 21 · 3 ·
4 · 4
3 · 5 ·

6 · 6
5 · 7 ·

8 · 8
7 · 9 ·

10 · 10
9 · 11 . . .

50 · 50
49 · 51 = 3, 1260789002

π = 2 · 2 · 21 · 3 ·
4 · 4
3 · 5 ·

6 · 6
5 · 7 ·

8 · 8
7 · 9 ·

10 · 10
9 · 11 . . .

500 · 500
499 · 501 = 3, 1400238186

π = 2 · 2 · 21 · 3 ·
4 · 4
3 · 5 ·

6 · 6
5 · 7 ·

8 · 8
7 · 9 ·

10 · 10
9 · 11 . . .

5000 · 5000
4999 · 5001 = 3, 1414355935

Man sieht hier sehr gut, dass Wallis‘ unendliches Produkt extrem langsam gegen π konvergiert.
Somit wurde es bald verworfen, da es für die Berechnung des Zahlenwertes nicht geeignet war.

6.3 Darstellung als Kettenbruch

William Brouncker, irischer Mathematiker des 17. Jahrhunderts, schrieb Wallis’ unendliche
Formel um. Er drückte sie als Kettenbruch aus, doch verriet nicht wie er auf diese Darstellung
gekommen war.

Definition 5 (Kettenbruch). Ein Kettenbruch ist ein fortgesetzter Bruch der Form
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a0 +
b0

a1 +
b1

a2 +
b2

a3 + . . .

mit ai, bi ∈ Z.

Kettenbrüche, für die b1 = b2 = . . . = 1 gilt, heißen regelmäßig. Anstelle von

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 + . . .

schreibt man [a0, a1, a2, . . .]

Nun zur Kettenbruchdarstellung von π:

4
π

= 1 +
12

2 +
32

2 +
52

2 +
72

. . .

Leonard Euler bewies später, dass Brouckners Kettenbruch von der arctan-Reihe hergeleitet
werden kann. Auf den Beweis und die Parallelen zwischen Brouckners Darstellung und der
Leibnitz-Reihe wird im Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht näher eingegangen.

Jeder Zahl wird ein gewöhnlicher Kettenbruch zugeordnet. Endliche regelmäßige Kettenbrüche
[b0, b1, b2, . . . , bn] - als Darstellung einer rationalen Zahl a

b
- ergeben sich aus dem Euklidischen

Algorithmus für (a, b).

Beispiel: Euklidischer Algorithmus

74 = 2 · 27 + 20
27 = 1 · 20 + 7
20 = 2 · 7 + 6
7 = 1 · 6 + 1
6 = 6 · 1 + 0
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74
27 = 2 +

1

1 +
1

2 +
1

1 +
1

6 + 0
y = [2, 1, 2, 1, 6]

So wie zu einer rationalen Zahl ein endlicher Kettenbruch gehört, kann eine irrationale Zahl
als ein unendlicher Kettenbruch dargestellt werden.
1685 berechnete Wallis unter Benutzung der ersten Ziffern der Dezimalbruchentwicklung von
π die ersten 34 Elemente einer regelmäßigen Kettenbruchentwicklung von π. π dargestellt als
Kettenbruch sieht wie folgt aus:

π = 3 +
1

7 +
1

15 +
1

1 +
1
. . .

(vgl. Mäder, 1992, S.50-53 und Delahaye, 1999, S. 85-87)

6.3.1 Algorithmus zur Kettenbruchentwicklung irrationaler Zahlen

Nun stellt man sich die Frage wie man diese Darstellung des regelmäßigen, unendlichen Ket-
tenbruchs ermitteln kann. Das folgende erläuterte allgemeine Algorithmus-Schema soll dabei
behilflich sein.

Sei ξ0 eine irrationale Zahl. Dann kann man den unendlichen, regelmäßigen Kettenbruch für
ξ0 wie folgt ermitteln:

Zunächst definieren wir bξ0c := max{bi|bi ∈ Z, bi ≤ ξ0}. Als Erstes nimmt man den größten
ganzzahligen Anteil von ξ0, welcher bξ0c := b0 ist. Der Rest, der größer als 0 und kleiner als
1 ist, wird mit 1

ξ1
bezeichnet.

Man bildet den Kehrwert, erhält also ξ1 und nimmt auch hier den größten ganzzahligen Anteil,
also bξ1c := b1. Der Rest, der hier übrig bleibt wird nun mit 1

ξ2
bezeichnet. Auch hier bildet

man den Kehrwert und nimmt dann vom Kehrwert erneut den größten ganzzahligen Anteil,
also bξ2c := b2. Dies führt man immer so weiter. Schematisch sieht das dann so aus:
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ξi = 1
ξi−1 − bξi−1c

Setzen wir dann

bi := bξic,

so erhalten wir die regelmäßige Kettenbruchentwicklung für ξ0:

ξ0 = [b0, b1, b2, . . .].

(vgl. Perron, 1954, S. 24)

Im Falle der Zahl π sieht die Folge von Näherungsbrüchen so aus:

Abbildung 7: Kettennäherungsbrüche für π
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7 Zugang zu π in der Schule

Da das Seminar für LehramtskandidatInnen vorgesehen ist, ist es sinnvoll den schulischen
Zugang zur Zahl π zu untersuchen. Um dies durchzuführen wurde als Quelle das Schulbuch
Das ist Mathematik 4 verwendet.

Obwohl der Begriff Kreis bereits in der 5. Schulstufe (1. Klasse AHS) eingeführt wird, taucht
die Kreiszahl erst in der 8. Schulstufe (4. Klasse AHS) das erste Mal auf - und zwar im Abschnitt
Geometrie - Berechnungen am Kreis. Die Zahl π ist notwendig um Umfang und Fläche eines
Kreises sowie um Volumen, Oberfläche und Durchmesser von Kugel, Kegel, Zylinder & Co. zu
berechnen.

Die Zahl π ist für SchülerInnen nur schwer zu begreifen. Eine mathematische Definition anhand
einer Kreisskizze ist für Lernende nicht ausreichend, um sich unter π etwas Konkretes vorstellen
zu können. Daher ist es von großer Bedeutung ein passendes Einführungsbeispiel, das an
Alltagserfahrungen anknüpft, auszuwählen.

Jeder kennt die Redewendung "Pi mal Daumen", die für eine gröbere Schätzung verwendet
wird. Als LehrerIn könnte man, nachdem die SchülerInnen mit der Kreiszahl vertraut gemacht
wurden, ihnen folgende Fragen zum Überlegen stellen: Was könnte diese Redewendung mit
der mathematischen Zahl π zu tun haben? Gibt es etwa einen Zusammenhang? Der Daumen
diente schon immer der Einschätzung von Entfernungen. Da π beim Rechnen in den meisten
Fällen auf zwei Nachkommastellen gerundet wird, stellt es nur einen ungenauen Parameter
dar. Es bestehen daher Parallelen zwischen π und dem Daumen als Einschätzung.

Die Auseinandersetzung mit der Kreiszahl soll in den SchülerInnen das Interesse für Mathematik
wecken und sie sollen erkennen, dass Erforschen Spaß macht und Mathematik auch noch in
der Gegenwart und Zukunft neue Erkenntnisse bringen kann. Die Zahl π ist ein gutes Beispiel
dafür, dass die Mathematik nicht nur - so wie viele denken - in der Vergangenheit liegt.

7.1 Der Kreisumfang

Die Lehrkraft könnte zum Einstieg in das Thema einen Stationenbetrieb veranstalten. Aufgabe
ist es an runden Gegenständen wie z.B. Dosen, Teller, Räder, Blumentöpfen, Kochtöpfen, etc.
den Umfang und Durchmesser abzumessen. Den Umfang können die SchülerInnen beispiels-
weise mit Schnüren oder Papierstreifen feststellen. Das Ziel besteht darin, den Zusammenhang
zwischen Durchmesser und Umfang eines Kreises zu erkennen. Dabei sollen sie aus den gemes-
senen Größen jeweils den Quotienten U

d
bilden und anschließend den Mittelwert berechnen. Die

SchülerInnen sollten dadurch realisieren, dass bei jedem Kreis der Umfang rund das 3,14-fache
des Durchmessers beträgt.
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Im Schulbuch Das ist Mathematik 4 wird folgendermaßen auf die Berechnung der Zahl π
zugegangen:

Einem Kreis mit dem Radius r wird je ein regelmäßiges n-Eck (z.B. ein Sechseck) eingeschrieben
und umgeschrieben. Mit Hilfe der entsprechenden Dreiecke kann man den Umfang un des
eingeschriebenen bzw. un des umgeschriebenen n-Ecks berechnen.

So ist z.B. u6 = 6 ·r und u6 = 12·r√
3 . Du kannst das mit Hilfe gleichseitiger Dreiecke begründen.

Für den Umfang u des Kreises erhälst du demnach untere und obere Schranken: un < u < un.
Aus den regelmäßigen Sechsecken folgt:

6 · r < u < 12·r√
3

Wenn man diese Gleichung nun durch d (= 2 · r) dividiert, erhält man

3 < u
d
< 6√

3

3 < π < 3, 464...

Je größer die Anzahl n der Ecken ist, desto besser nähern sich un und un dem tatsächlichen
Kreisumfang u an. Für die Zahl π gilt dann: π = 3, 141...

7.2 Die Fläche eines Kreises

Als Einstiegsbeispiel zur Flächenberechnung eines Kreises wird im Schulbuch Das ist Mathe-
matik 4 folgendes gegeben:

Beispiel: Der mittlere Durchmesser einer Säule beträgt 54 cm. Wie groß ist der Flächeninhalt
ihres Querschnitts?

Das Problem, den Flächeninhalt eines Kreises zu berechnen, kann man in ähnlicher Weise lösen
wie die Umfangsberechnung.
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Die Flächeninhalte jener regelmäßigen n-Ecke, die dem Kreis ein- bzw. umgeschrieben werden
können, liefern untere bzw. obere Schranken für den Flächeninhalt des Kreises.

Die Annäherung an den Flächeninhalt des Kreises kann beliebig genau erfolgen, das heißt: Der
entstehende Fehler kann beliebig klein gehalten werden, ist aber immer größer als Null.

Die Mathematiker der Antike haben schon erkannt, dass der Flächeninhalt des Kreises stets
das π-fache des Quadrats des Kreisradius ist. Der Flächeninhalt der Kreisfläche ist proportional
zum Quadrat des Kreisradius. Der Proportionalitätsfaktor ist die Zahl π.

In diesem Kapitel des Schulbuches wird auch auf die Herleitung der Formel für den Flächenin-
halt des Kreises eingegangen. Dies wird auf S. 194 auf eine sehr verständliche und anschauliche
Art und Weise - für SchülerInnen angemessen - gemacht:

Zerlege die Kreisfläche in eine gerade Anzahl gleich großer Kreissektoren. Lege die Kreisaus-
schnitte so nebeneinander, wie diese beiden Figuren zeigen:

Abbildung 8: Fig. a Abbildung 9: Fig. b

Die so entstehende Figur wird von zwei Radien und von gleich großen Kreisbogenstücken
begrenzt. Jeder der beiden aus Kreisbogenstücken zusammengesetzten Teile des Umfangs hat
die Länge des halben Kreisumfangs.

Setzt man die Zerlegung der Kreisfläche in Teile fort, so nähert sich Fig. b einem Rechteck,
dessen eine Seite gleich dem halben Kreisumfang und dessen andere Seite gleich dem Radius
r ist. Der Flächeninhalt A ist also

A = u
2 · r = r · π · r = r2 · π.
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