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1 EINLEITUNG

In dieser Seminararbeit wird das Problem der Museumswichter behandelt. Genauer
gesagt wird die folgende Situation untersucht:

,,Gegeben ist ein Polygon P das den Grundriss eines Museums darstellt. Man soll nun
moglichst wenige Punkte im Inneren des Polygons wihlen, die die Wiichter darstellen,
sodass jeder Punkt im Inneren des Polygons mit einem Wiichter verbunden werden kann
und die Verbindungslinie ganz in P einschliefSlich dem Rand liegt.”

Das heif3t, dass der Wiachter an einen Punkt gebunden ist und sich nur im Kreis
drehen kann.

Dies ist eine Fragestellung der algorithmischen Geometrie, die ein Teilgebiet der
Informatik ist, welche sich mit der algorithmischen Losung geometrischer Probleme
befasst. In der Praxis kann man manche Fragestellung der Bildverarbeitung auf
das Problem des Museumswachters zurtiickfiihren.

In der Theoretischen Informatik fallt das Problem in die Kategorie der
Approximationsalgorithmus-Probleme, was bedeutet, dass wahrscheinlich kein
Algorithmus existiert, der das Problem fiir allgemeine Polygone mit wenig Zeitauf-
wand beziiglich der Rechenoperationen richtig l6sen kann.

Wir betrachten zunichst die einfachen Fille, falls wir ein Dreieck oder ein Viereck
als Grundriss haben. In diesem Fall reicht immer ein einziger Wachter aus. Bei
einem Fiinfeck gibt es schon Fille, in denen ein einziger Wiachter nicht mehr
ausreicht.

Wie man leicht sehen kann, kann man den Wéchter in der linken Abbildung im
Vieleck beliebig postieren und es reicht immer ein einziger aus. In der rechten
Abbildung braucht man hingegen mindestens zwei Wachter, wobei einer auf dem
Schnittpunkt zweier Dreiecke steht und der andere irgendwo im dritten Dreieck.
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Wir stellen uns nun die Museen als Graphen, besser gesagt als Polygone, vor, wobei
die Kanten die Wande darstellen.

Dazu einige Defintionen:

Definition 1 (Polygon)

Ein Polygon ist eine Figur, die durch ein Tupel P := (p1, p2,..., Pn), Pi € R?,1 <i< n
von n verschiedenen Punkten definiert ist. Die n Punkte heiflen Eckpunkte des
Polygons.

Die Verbindungsstrecken p;p;11Vi = (1,...,n — 1) nennt man Kanten und alle
anderen Verbindungstrecken p;p; sind Diagonalen des Polygons.

Ein Polygon bezeichnet man als einfach falls der Schnitt zweier Kanten entweder
leer ist oder eine Ecke ist, und jede Ecke zu hochstens zwei Kanten gehort.

Definition 2 (Polygonzug)

Sind p1,p2,...,pn,n € N Punkte in der euklidischen Ebene, dann heifdt die Ver-
einigung der Strecken [p1, p2] U [p2, p3] U ... U [pn-1, pn] Polygonzug von p; nach
pn- Fallen p; und p,, zusammen, spricht man von einem geschlossenen Polygonzug,
sonst von einem offenen Polygonzug.

Definition 3 (Graph)
Ein Graph G ist ein Tupel (V,E), wobei V eine Menge von Knoten und E eine
Menge von Kanten bezeichnet.

Definition 4 (ebener Graph)
Sei G ein Graph. G heifst ein ebener Graph, falls gilt:

i) V besteht aus paarweise disjunkten Punkten des R? .
ii) Jede Kante ist ein Polygonzug, der 2 Ecken miteinander verbindet.
iii) Die Kanten schneiden sich nie und beriihren sich blof§ in den Ecken.

iv) Verschiedene Ecken werden durch verschiedene Kanten verbunden.

Die letzte Eigenschaft schliefst hier Multigraphen aus, da in dieser Arbeit nur
einfache planare Graphen betrachtet werden.



1 EINLEITUNG

Definition 5 (konvex)

Sei P ein Polygon. Ein Polygon heifst konvex, wenn

Vy,y€ Pund A e Rmit0 <A <1gilt: Axx+(1-A)yeP

D.h. wenn die Verbindungslinie zwischen zwei beliebigen Punkten aus dem Poly-
gon wieder ganz in P enthalten ist.

Arbeit von nicht konvexen Polygonen aus.

Da konvexe ebene Polygone der einfachste und somit der uninteressanteste Fall
sind, und ein Wichter fiir so ein Museum immer reicht, gehen wir in der restlichen

Zur Veranschaulichung des Problems betrachten wir folgendes Beispiel:

Ein Polygon mit n = 3m Kanten, das aussieht wie ein Kamm:

IIII ! \ f
\ { \ /

\ /

-/

Der dunkel schattierte Bereich kann von einem Wéachter iiberwacht werden, aber
fiir alle anderen Dreiecke, die tibrig bleiben, braucht man jeweils einen Wachter,
d.h. mindestens m Wachter werden bendtigt. Postiert man die m Wachter auf die
obere Kante, so reichen diese m = | 5] Wachter auch aus.
behandelt wird.

Diese Beobachtung motiviert uns zum Museumuwichter-Satz, der im nachsten Kapitel



2 MUSEUMSWACHTER-SATZ 6

2 MUSEUMSWACHTER-SATZ

Der Satz wurde von Vasek Chvdtal (1975) aufgestellt und bewiesen. Der Satz formu-
liert eine stdrkere Aussage, namlich fiir ein beliebiges Polygon mit n Ecken.

Satz 1 (Museumswéchter-Satz). Fiir jedes Museum mit n Wiinden reichen | % | Wichter
aus.

Der Beweis, der auf drei Schritten beruht, stammt von Steve Fisk (1978):

2.1) Triangulation des Polygons
2.2) 3-Farbung der Triangulation
2.3) Schlussfolgerung(Anwendung)

2.1 TRIANGULATION DES POLYGONS

Definition 6

Die Triangulation eines einfachen Polygons P ist ein planarer Graph, den man erhalt
indem man das innere des Polygons durch sich nicht schneidende Diagonalen mit
Dreiecken ausfiillt.

.

o

Ty
e
o

1

Satz 2. Fiir ein ebenes nicht notwendig konvexes Polygon existiert immer eine Triangulati-
on.
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Beweis
Fiir konvexe Polygone ist die Aussage klar.

Fiir nicht konvexe Polygone :

Induktionsanfang
n =3 = P ist ein Dreieck, d.h. die Triangulation selbst.

Induktionsvorrausetzung
Sei der Satz richtig fiir alle Polygone mit weniger als n Ecken.

Induktionsschritt n — 1 — n

Nun suchen wir eine Diagonale d, die das Polygon P mit n Ecken in
zwei Teile P; und P, teilt. Dazu nehmen wir uns eine konvexe Ecke E;
des Polygons. Eine konvexe Ecke ist eine Ecke in der der Innenwinkel
kleiner als 180° ist. So eine Ecke existiert immer da die Innenwinkel-
summe gegeben ist durch P = (n — 2) % 180°, wobei n wie bisher die
Anzahl der Ecken ist. Als ndchstes verbindet man die Nachbahrecken
von E{, was uns zu einem der zwei Fille fiihrt:

Fall 1:
Die Verbindungslinie von E; und E3 befindet sich ganz in P, z.B wie in
der Abbildung
'A/-’f Es \
E

Dann wahlt man diese Verbindungslinie als die Diagonale d. Diese
Diagonale teilt das Polygon P nun in zwei Polygone P; und P, mit
jeweils weniger als n Ecken. Auf diese Polygone P; und P, ldsst sich
nun die Induktionsvorrausetzung anwenden, welche besagt, dass P; und
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P, triangulierbar sind. Daraus folgt, dass das urspriingliche Polygon P
mit n Ecken triangulierbar ist, weil P durch eine Diagonale aufgetrennt
wurde und nach zusammensetzen der triangulierter Teile P; und P>
nun ganz P trianguliert ist.

Fall 2:

Die Verbindungslinie von E; und E3 befindet sich nicht ganz in P, z.B
wie in der Abbildung

Das heifit dass in dem Dreieck E;E;E3 mindestens eine Ecke des Polyg-
ons P liegen muss, weil es nur endlich viele Ecken gibt. Dann verbindet
man eine Ecke aus dem Dreieck mit der konvexen Ecke E;, und man
kann wieder die Induktionsvorrausetzung anwenden. O

Bemerkung: Die Triangulation im 3-dimensionalen ist die Zerlegung eines Kor-
pers in Tetraeder, und der obige Satz ldsst sich auf den 3-dimensionalen Fall im
Allgemeinen nicht erweitern. Ein Gegenbeispiel dafiir ist das Schonhardt-Polyeder:
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Solch ein Polyeder entsteht aus einem Dreiecksprisma, und der Drehung des
Deckels. Fiir den Drehungswinkel J gilt:

0<d<60°.

Ein Tetraeder miisste das Bodendreieck und eine weitere Ecke im Deckel enthalten,
und so ein Tetraeder existiert nicht.

2.2 3-FARBUNG DER TRIANGULATION

Definition 7
Eine Firbung ist die Zuordnung einer Farbe oder Eigenschaft jeder Ecke des
Polygons P, d.h. eine Funktion:

f:V — Fwobei F~¥ N CIN

F ist die Menge der Eigenschaften bzw. Farben (zum Beispiel {rot,griin,blau}). Sie
heifst zuldssig oder giiltig, falls je zwei benachbarte Ecken verschiedene Farben
haben. Man nennt f eine 3-Farbung falls |F| = 3, also die Anzahl der Elemente in
F gleich 3 ist, und giiltig ist.
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Satz 3. Jede Triangulation eines Polygons P ist 3-fiirbbar.

Beweis
Induktionsanfang

n = 3 = P ist ein Dreieck, d.h P hat drei Ecken und somit ist es auch
3-farbbar.

Induktionsvorrausetzung
Sei der Satz richtig fiir Polygone mit weniger als n Ecken.

Induktionsschritt n —1 — n

Wir fangen mit der Triangulation von P an. Danach wahlen wir zwei
beliebige Ecken u und v, die durch eine Diagonale uv verbunden sind.
Die Diagonale uv teilt das Polygon in zwei kleinere Polygone auf die
jeweils weniger als n Ecken besitzen. Nun kann man die Induktions-
vorrausetzung anwenden und die jeweils kleineren Polygone 3-farben
wobei man nur beachten muss das die Ecken u und v, in beiden Po-
lygonen, die selbe Farbe besitzen. Das zusammenfiigen der kleineren
Polygonen bringt uns wieder zum urspriinglichen Polygon P, woraus
folgt, dass P 3-farbbar ist. O
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2.3 SCHLUSSFOLGERUNG(ANWENDUNG)

In der obigen Abbildung ist ein 3-gefarbtes Polygon gezeigt.
r... Anzahl der Ecken die rot gefdrbt sind.

g ... Anzahl der Ecken die gelb gefdrbt sind.

b... Anzahl der Ecken die blau gefarbt sind.

n... Gesamtanzahl der Ecken.

Mitr,g,bn e Nundn=r+g+b

Wenn wir annehmen, dass » < g < b gilt, so hat man

r < g < b= 3r < n. Dies ist 4quivalent zu r < | £

Da die Farbung giiltig ist und die Gebiete in der Farbung alle Dreiecke sind, hat
jedes Dreieck genau eine rote, eine gelbe und eine blaue Ecke. Wir stellen uns nun
die roten Ecken als die Positionen der Wachter im Museum vor. Das heifst aber
nichts anderes als dass das ganze Museum {iberwacht wird.

Also sind im Allgemeinen |5 | Wachter ausreichend fiir ein Museum mit n Ecken.
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Von dem Museumswachter Satz gibt es viele Varianten da ja die Grundflache eines
Museums beliebig sein kann. Im Allgemeinen Fall reichen dann | | nicht mehr
aus, wie zum Beispiel wenn die Grundfldche Locher hat.

Eine ungeldste Variante sieht zum Beispiel so aus :

Nehmen wir an, dass jeder Wiichter an einer Wand des Museums entlang liuft, und alles
iiberwacht, was von irgendeinem Punkt der Wand aus zu sehen ist. Wie viele solche
Wandwiichter sind notig um das gesamte Museum zu iiberwachen?



13

LITERATUR

1. MARTIN AIGNER, GUNTER M. Z1eGLER, KARL H. HOFMANN : Das Buch der
Beweise. Berlin, Heidelberg, Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010

2. www.wikipedia.org/wiki/Problem der Museumswichter

3. VOLKMANN Lutz : eine Einfiihrung in die Graphentheorie. Wien, Springer 1991



	Einleitung
	Museumswächter-Satz
	Triangulation des Polygons
	3-Färbung der Triangulation
	Schlussfolgerung(Anwendung)

	Literatur

