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1 Einleitung

In dieser Seminararbeit wird auf Grundlage des Buchs ,Algebraic Graph Theory“ von
Chris Godsil und Gordon Royle die Einfiihrung in die Matrixtheorie gegeben. Dabei
sind folgende Definitionen als bekannt vorauszusetzen: (Godsil & Royle, 2001)

e Graph G(V,E)

e Gerichteter Graph

e Adjazent
e Inzident
e Pfad

e Isomorph

e Grad

e Bipartiter Graph

¢ Komponenten (Zusammenhangender Graph)

e Kantengraph
Die Hauptaufgabe von dieser Arbeit ist es Graphen und deren Eigenschaften in eine
algebraische Struktur zu fassen. Als geeignete Struktur werden Matrizen eingefiihrt
und deren Zusammenhange erlautert.

Generell werden im weiteren Verlauf nur Graphen ohne Schleifen betrachtet.
2 Die Adjazenzmatrix

Definition 1: Die Adjazenzmatrix A(X) von einem gerichteten Graphen X ist eine
Matrix, deren Eintrage angeben, welche Knoten benachbart (adjazent) sind. Ihre
Zeilen und Spalten sind den einzelnen Knoten von X zugeteilt, sodass der ij-Eintrag

von A(X) die Anzahl der Verbindungen von dem Knoten i zum Knoten j angibt.

Wie diese Matrizen genau ausschauen, hangt sehr von der Art des Graphen ab.

e Ungerichtete Graphen

Q. = {1 {i,j} € EX)
4 0 sonst

1/10



Mathematisches Seminar fiir LAK Robert Seebacher

_ 1 2 3 4
o 1 01 0 0
2 1 0 1 1
OO 3 o100
Abbildung 1:ungerichteter Graph 4 0100
(Wikipedia, 2018)
e Gerichtete Graphen
a..={1 (i,j) € EX)
v o sonst
)
4 0 0 0 0
(0 0 1 O
2 A=
0 0 0 1
1 1 1 0 O
Abbildung 2:gerichteter Graph

Daraus resultiert, dass sich die Matrizen von Graphen unterscheiden, auch wenn sie
isomorph zueinander sind. Doch durch Anwendung der linearen Algebra auf diese

Matrizen konnen folgende Zusammenhange gefunden werden.

Lemma 8.1.1: Seien X und Y gerichtete Graphen mit derselben Knotenmenge. Dann
sind sie genau dann isomorph, wenn es eine Permutationsmatrix P gibt, sodass gilt:

PTA(X)P = A(Y)

Beweis: G = G’
& 3 Bijektion g von V(G)auf V(G") A 3Bijektion h von E(G)auf E(G'):

ve € E(G): (fo(e) = (xy) = for(h(e)) = (2, 8()))
& Alle Kanten werden abgebildet A Alle Knoten werden abgebildet
A Alle Nachbarn bleiben gleich (auch gleich gerichtet)
& 1.Bedingung: A(G)und A(G')haben selbe Dimension (gleich viele Kanten)
2.Bedingung: A(G) und A(G") haben gleich viele Eintrage # 0
(Gleich viele gerichtete Kanten)
3.Bedingung: PTvertauscht die gleichen Zeilen wie P Spalten, wodurch sich nur die
Bezeichnung vertauscht (Nachbarn bleiben erhalten)
O
Weil ja Permutationsmatrizen orthogonal sind (PT = P~1) und wenn X, Y isomorph

sind, dann sind A(X) und A(Y) ahnlich. (Tinhofer, 1976)
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Definition 2: Das charakteristische Polynom ¢(X,x) von einem Graphen X ist

geleichbedeutend mit dem charakteristischen Polynom seiner Matrix A(X) mit:
d(A x) = det(xl — A)

Definition 3: Das Spektrum von A(X) bzw. X ist eine Liste von deren Eigenwerten mit

der zugehorigen Vielfachheit.

Definition 4: Zwei Graphen X, Y sind cospektral, wenn sie das gleiche Spektrum

besitzen.

Mit dem Lemma 8.1.1 sehen wir zwar, dass das Spektrum invariant unter einem
Isomorphismus ist. Dennoch sagt das Spektrum nicht, ob zwei Graphen isomorph
sind.

Beispiel: Graph 1 und Graph 2 sind zwar nicht isomorph, haben aber das gleiche
charakteristische Polynom ¢ = (x + 2)(x + 1)?(x — 1)?(x? — 2x — 6)

und somit auch das gleiche Spektrum {—2,-1®,1®,1 + V7}.

Abbildung 3: Graph 1 Abbildung 4: Graph 2

Wie man bei diesem Beispiel sehen kann, legt das Spektrum weder den Grad der
Knoten fest, noch zeigt es an, ob der Graph planar ist.

Die Frage ist somit, welche Informationen aus dem Spektrum geschlossen werden
konnen. In Lemma 8.1.2 und Korollar 8.1.3 werden Eigenschaften erkannt, die auf die

Eigenwerte zuriickgefiihrt werden konnen.

Definition 5: Ein Weg der Linge r in einem gerichteten Graphen ist eine Reihenfolge

von Knoten v,~v;~ - ~v,. ,die iliber gerichtete Kanten durchlaufen werden konnen.

Dabei ist eine Mehrfachnutzung eines Knotens erlaubt.

Definition 6: Ein geschlossener Weg ist ein Weg, dessen erster und letzter Knoten

ubereinstimmt.
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Lemma 8.1.2: Sei X ein gerichteter Graph mit der Adjazenzmatrix A(X). Die Anzahl der
Wege mit Liange r vom Knoten u zum Knoten v im Graphen X kann bestimmt werden

durch: (A7),

Beweis: durch Induktion
IV: r = 1: ok laut Definition von Adjazenzmatrix
IS: r = 2: (AA);; = Xk-1 aikax; mit a; = alle Wege von i nach k, ay; = alle Wege von k

nach j

d d
— . ny.,. — oo . oo .
r=n (A )1] Z Z Qikp_13kn_1kn_z =" Akykq Ak4j

kn_1=1 k1=1

d d d
— . n+1 — — n
r=n+1:(A""); = Z Z Ak, Akpky_; * Akyk, Akyj = z ik, (A",
kn=1 Kki=1 Kp=1

= Weg von i nach j mit n+1 Lange

O
Definition 7: Die Spur (trace) von einer quadratischen Matrix ist die Summe deren

Diagonaleintrage und wird bezeichnet mir tr(A).
Mit Hilfe vom Lemma 8.1.2 ergibt sich die Anzahl an geschlossenen Wegen mit Lange
r in X durch tr(A). Dadurch konnen auch noch weitere Beziehungen, wie im

nachfolgenden Korollar gefunden werden.

Korollar 8.1.3: Sei X ein ungerichteter Graph mit e Kanten und t Dreiecken. Wenn A

die Adjazenzmatrix von X ist, dann gilt:
1) tr(A) =0
2) tr(A?) = 2e
3) tr(A3) = 6t

Beweis:
1) Es sind keine Schleifen enthalten = die Diagonaleintrage sind alle o
2) Jede Kante hat 2 Knoten und somit 2 geschlossene Wege der Lange 2
3) Geschlossene Wege mit Lange 3 sind nur im Dreieck moglich, da durch eine Hin-
und Herbewegung eine gerade Anzahl an Schritten (Linge) nétig ist, um zum
Ausgangspunkt zuriick zu kommen.

O
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Fiir die Spur einer Matrix gilt:
tr(A) = Summe der Eigenwerte von A
und die Eigenwerte konnen potenziert werden
Eigenwerte von A" = (Eigenwerte von A)".
Daher legt das Spektrum die Anzahl an Kanten, Knoten und Dreiecken im Graphen X
fest.
Diese Beobachtung kann allerdings leider nicht verallgemeinert werden, da schon zum

4-Zyklus Gegenbeispiele gefunden werden konnen.

3 Inzidenzmatrix (ungerichtet)

In diesem Kapitel werden ausschlieBlich ungerichtete Graphen betrachtet.

Definition 8: Die Inzidenzmatrix B(X) eines ungerichteten Graphen ist eine 01-Matrix,
die angibt welcher Knoten auf welcher Kante liegt. Dabei sind die Zeilen den Knoten
und die Spalten den Kanten von X zugeordnet, sodass der ij-Eintrag die eins ergibt,
wenn der Knoten i in der Kante j liegt. Ein Graph X mit n Knoten und k Kanten ergibt

fir B(X) eine n x k Matrix.

b = {1 vi€e mitX = (V,E),E ={eq, ...,ex}, V= {vq, ..., V. }
0 sonst

( [91 €2 €3 €4 es\

vy 1 0 0 1 0

B=|lv,] 1 1 0 0 1
vf/ 0 1 1 0 0 /
vy 0 0 1 1 1

Abbildung 5: Ungerichteter Graph mit
Bezeichnungen

Als Anmerkung sei erwahnt, dass der Rang einer Adjazenzmatrix nur numerisch

berechnet werden kann, allerdings der Rang einer Inzidenzmatrix eine analytische

Losung besitzt.

Theorem 8.2.1: Sei X ein ungerichteter Graph mit n Kanten und sei c, die Anzahl an

bipartit Zusammenhangskomponenten von X. Wenn B die Inzidenzmatrix von X ist,
dann ist ihr Rang rk(B) gegeben durch:
rk(B) =n—c,
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Beweis: Ausgehend von der algebraischen Beziehung rk(B) = dim(B) — dim(ker(B)) ist

noch zu zeigen, dass dim(B) = nund dim(ker(B)) = c, gilt.

Der Vektorraum von den Spaltenvektoren ist die Anzahl der Zeilen und somit
die Anzahl der Knoten n.

z€ R"und z™ = 0 = z € ker(B)

Wenn {u,v} eine Kante von X ist, dann hat B in der selben Spalte und in den
Zeilen u und v jeweils einen Eintrag # 0. Somit muss der Vektor z an diesen
Stellen z, + z, = 0 sein, damit die Gleichung zTB = 0 gilt. Weiters hat die Matrix
B in den Zeilen u’und v’ keine Spalte mit einer 1, wenn sie nichrt auf einer
gemeinsamen Kante {u’,v'} liegen. Daraus ergibt sich fiir die Bedingung an z,
dass z; = z, sein kann. Sei {u, v}, {v,w} und {w,y} € E(X), dann gilt z, = —z, =
—(=zy) = z,, = —z;. Daraus ergibt sich allgemein fiir Knoten u und v, die durch
einen Pfad der Lange r verbunden sind z,(—1)"z,. Wird z als Funktion von
Knoten angesehen, dann hat sie fiir jede nicht bipartite Komponente nur Nullen
als Eintrage an dessen Knoten, weil mindestens einmal die Bedingung z, =
-z, Nz, = —Z,, A Z,, = —z, vorkommt und das nur genau dann erfiillt ist, wenn
alle z; = 0 sind. Fiir die bipartiten Komponenten haben die Partitionsklassen
entgegengesetzte Eintrage # 0. Somit erhoht sich die Dimension vom
Vektorraum des Vektors z fiir jede bipartit Zusammenhangskomponente um
Eins und es gilt ¢, =dim(z). Indem =z € ker(B) ist ergibt sich der
Zusammenhang dim(ker(B)) = c,.

O

Lemma 8.2.2: Sei B die Inzidenzmatrix vom ungerichteten Graphen X und sei L der

Kantengraph von X, dann gilt:

BTB = 21 + A(L)

Beweis: BTB multipliziert die Spalten von B mit den Spalten von B, wodurch die

Eintrage eliminiert werden, dessen Kanten keinen gemeinsamen Knoten haben. Alle

anderen Eintrage sind eins, wie in der Adjazenzmatrix des Kantengraphen A(L).

(Achtung: die Bezeichnung der Kanten muss den Knoten iibergeben werden) Die

Diagonaleintriage sind immer 2, da ja jede Kante genau zwei Knoten besitzt.

O
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Definition 9: Sei X ein ungerichteter Graph mit n Knoten, dann ist A(X) die

n X n Diagonalmatrix, deren Zeilen und Spalten den Knoten V(X) zugeordnet sind und

deren ii-Eintrag gleich dem Grad vom Knoten i entspricht.

Lemma 8.2.3: Sei B die Inzidenzmatrix vom ungerichteten Graphen X, dann gilt:
BBT = A(X) + A(X)

Beweis: BBT entspricht einer Multiplikation der Zeilen von B. Wird eine Zeile i mit sich
selbst multipliziert, ergibt sich die Anzahl an Knoten fiir diese Kante i, da die Anzahl
der Eintrdge ungleich Null addiert werden. Wird eine Zeile i mit einer Zeile j
multipliziert ist der Eintrag ungleich null, wenn es eine Kante von i nach j gibt. Dies
entspricht genau der Adjazenzmatrix A(X).

O

Das folgende Lemma 8.2.4 ist eine Beziehung aus der Algebra um das Lemma 8.2.5

beweisen zu konnen.

Lemma 8.2.4: Seien C und D Matrizen, sodass CD und DC definiert sind, dann gilt:
det(I — CD) = det(I — DC)

Beweis: aus linearer Algebra

sei x=(! €) wnd v=(1 O sxy=(""P ¢ wa w=( )

|det(XY) = det(YX)| = det(I — CD) = det(I — DC)
O

Lemma 8.2.5: Sei X ein regularer ungerichteter Graph mit Grad k, n Knoten und k
Kanten. Sei L der Kantengraph von X. Dann gilt:
dLx) =&+ 2 "PpX x —k+2)

Beweis: Ausgangspunkt ist das Lemma 8.2.4, worin C = x"'BT und D = B substituiert
wird und x bzw. x~! € R. Daraus ergibt sich:
det(I, — x"1BTB) = det(I, — x"BBT)

& det(x~I(xly —BTB)) = det(x_l(Xln - BBT))
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& (x"HK- det(xly — BT™B) = (x~1)™ - det(xI, — BBT)
& det(xly — BTB) = xX°" - det(xI,, — BBT)
Unter Beriicksichtigung von Lemma 8.2.2 und Lemma 8.2.3 mit A(X) = KI ergibt sich:
det((x — 2)I — A(L)) = xk™" - det((x — K)I, — A(X))
o dp(L,x—2) = xK"d(X,x — k)
Wir ersetzen jetzt x — 2 = X und erhalten endgiiltig:

P(L,X) = &+ 2K "pXx—k+ 2)

4 Die Inzidenzmatrix eines orientierten Graphen

Definition 10: Die Orientierung von einem Graphen X ist definiert als Funktion

0:V(x) » {—1,1}, sodass wenn (u,v) eine Kante ist, dass o(u,v) = —o(v,u) gilt.
Es sei weiters definiert, dass o(u,v) =1 genau dann gilt, wenn eine Kante die

Orientierung vom FuB3 u bis zur Spitze v geht.

Definition 11: Ein orientierter Graph X° ist ein ungerichteter Graph X zusammen mit

einer gewahlten Orientierung o.

Definition 12: Die Inzidenzmatrix D(X?) von einem orientierten Graphen X°=(V,E, o)

ist die {0, +1} — Matrix, deren Eintrage definiert sind durch:

1 ¢=(ix)
b =1 0 Vi € g mit E = {eq, ..., ex}, V= {vq, ..., v}
-1 ¢ =(xv)
3
3
4 b €1 €2 €3 €4
vy 1 0 0 0
1 N2 B=|v, 0 -1 1 o0 |
\v3 0 1 0 -1
1 v, -1 0 -1 1

Abbildung 6: orientierter Graph

Ebenfalls wie schon bei den ungerichteten Graphen lassen sich folgende Beziehungen
aufstellen, die zeigen, dass sie mehr vom Graphen X als von der Orientierung

abhangen.

8/10



Mathematisches Seminar fiir LAK Robert Seebacher

Theorem 8.3.1: Sei X ein ungerichteter Graph mit n Kanten und sei c die Anzahl an
Zusammenhangskomponenten von X. Wenn o eine Orientierung von X und D die
Inzidenzmatrix von X¢ ist, dann ist ihr Rang rk(D) gegeben durch:

rk(D) =n-—c
Beweis: siehe Theorem 8.2.1 mit dem Zusatz, dass z konstant fiir jede

Zusammenhangskomponente ist.

Lemma 8.3.2: Sei o eine Orientierung von X und D die Inzidenzmatrix von X°, dann
gilt:
DDT = A(X) + A(X)

Beweis: siehe Lemma 8.2.3 mit dem Zusatz, dass sich die Vorzeichen aufheben.

Wenn X ein planarer Graph ist, dann legt die Orientierung von X auch die Orientierung
seines Dualen Graphen fest. Diese Orientierung von jeder Kante von X° ergibt sich
durch eine Drehung der zugehorigen Kante von X um 90° gegen den Uhrzeigersinn
(siehe Abbildung 7). Somit kann ¢ genutzt werden, um die Orientierung von X und X°

festzulegen.

Abbildung 7: Orientierung der Kanten des dualen Graphen

Lemma 8.3.3: Sei X und Y zueinander duale planare Graphen und sei o eine
Orientierung von X. Wenn D und E Inzidenzmatrizen von X° und Y° sind, dann gilt:

DET =0

Beweis: Wenn u eine Kante von X und F ein Gebiet ist, dann gibt es genau zwei Kanten
aufu und in F. Diese werden mit g und h bezeichnet, wobei unter Beriicksichtigung der
Allgemeinheit h nach g kommt, wenn wir im Uhrzeigersinn um F gehen. Somit ergibt

sich die uF-Eintrage zu (DET) ,z = DugEgF + Dy Efr. Wenn die Orientierung der Kante
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g entgegengesetzt ist, dann dndert sich der Wert von DugEgF nicht. Daher ist die Summe
unabhingig von der Orientierung o. Nehmen wir an, dass g die Spitze u hat und h den
FuB u hat. Daraus ergibt sich, dass die Kanten von Y, welche zu g und h gehoren, die
Spitze F haben. Wenn man das fiir jeden Eintrag aus der Summe macht, sieht man,

dass die Summe gleich Null ist.
O
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