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Direkte und indirekte Proportionalitat

1.1 Definition und Eigenschaften

Wir mochten nun zwei Gesetze f(x) fiir die direkte und indirekte Proportionalitit erkennen und
beschreiben. Die Funktion f wird dabei oft als y notiert, wiahrend der Wert x derjenige ist, der in

Proportion steht.

Direkte Proportionalitit

Die direkte Proportionalitit ist definiert als

yv=k-x

Indirekte Proportionalitit
Die indirekte Proportionalitét ist definiert als

k

y=;

Beide Modelle sind eindeutig bestimmt, indem man k bestimmt. Wir konnen beide Modelle daher

umformen und erhalten:

Direkte Proportionalitit

Wir erhalten, dass fiir alle Wertepaare (x,y)
die Zahl k gleich dem Quotient der Werte sein
muss:

Indirekte Proportionalitiit

Wir erhalten, dass fiir alle Wertepaare (x,y)
die Zahl k gleich dem Produkt der Werte sein
muss:

k=y-x

Um nun erkennen zu konnen, ob es sich um eine indirekte oder eine direkte Proportionalitit han-
delt, miissen wir lediglich untersuchen ob das Produkt oder der Quotient der Funktionsdaten in x

und y konstant ist.

Wenn wir beide Modelle darstellen konnen wir die charakterisierenden Eigenschaften auch erken-

nen:
Direkte Proportionalitit
Direkt proportionaler Zusammenhang mit positi-
vem k.
10 »
y
8 A4
y=1,.2x
6 A4
4 A4
2 A4
Il Il Il Il x |
2 4 6 8 10

Indirekte Proportionalitit

Indirekt proportionaler Zusammenhang mit posi-
tivem k.

10 %
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Direkt proportionaler Zusammenhang mit nega-
tivem k.

Il Il Il Il x |
2 4 6 8 10
_2 +
_4 +
=-1,2x
_6 +
—8 +
_10 1

Indirekt proportionaler Zusammenhang mit ne-
gativem k.

—10 *

Man kann aus diesen Graphen einige elementare Eigenschaften ablesen:

Direkte Proportionalitit
 bei x = 0 muss auch y = 0 gelten.

« das lineare Verhalten kann man erkennen,
wenn man x um 1 erhoht, so dndert sich y
immer um den selben Wert (die Steigung).

Indirekte Proportionalitit

+ bei x = 0 muss sich y gegen +oo (fiir k > 0)
bzw. gegen —oo (fiir k < 0) entwickeln.

« wird x immer gréfier, so muss y sich 0 im-
mer ndher anndhern.
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1.2 Aufgaben mit Erklirungen

Entscheiden Sie im folgenden ob es sich um eine direkte oder indirekte Proportionalitit handeln
kann, und begriinden Sie Thre Wahl:

Beispiel 1.1. In einer Bakterienkultur wird die Stoffwechselrate bei konstanter Temperatur gemes-
sen. Folgende Werte werden ermittelt:

Bakterienzahl (Mio): 214|610
Sauerstoftverbrauch (ul/h) | 12 | 24 | 36 | 60

Losung. Wir miissen nur die Werte x und y in den entsprechenden Zusammenhang bringen, wobei
x die Bakterienzahl und y der Sauerstoffverbrauch sein sollen:

. Yy 12 24 36 60
Dlrekt.x 2—6 4—6 6—6 0°

Indirekt: x -y | 2:-12=24 | 4-24=96 | 6-36 =216 | 10 60 = 600

6

Wir kénnen erkennen, dass das Verhiltnis aus y zu x konstant ist. Daher konnen wir auf eine direkte
Proportionalitit schlieffen. Wir kdnnen (natiirlich) damit auch die Modellgleichung angeben:

y=6-Xx.
Wir haben bei der Analyse grundsétzlich immer das Steigungsverhéltnis der Gerade berechnet. []
Beispiel 1.2. Die Konzentration eines Giftstoffes wird in einem geschlossenen Aquariensystem un-

tersucht. Um die Konzentration (mg/1) bei gleichbleibender Giftmenge zu senken, wird das Wasser-
volumen (1) erhoht:

Volumen 10 | 20 | 50 | 100
Konzentration | 50 | 2,5 | 1,0 | 0,5

Losung. Wir miissen nur die Werte x und y in den entsprechenden Zusammenhang bringen, wobei
x die Volumen und y der Konzentration sein soll:

) 5 25 T 0,5 _
Direkt: - 5 =05 | 55=0125 | 5 =002 | 755 = 0,005

Indirekt: x -y | 10-5=50 | 20-2,5=50 | 50-1 =50 | 100-0,5 =50

Wir konnen erkennen, dass das Produkt aus y und x konstant ist. Daher konnen wir auf eine indi-
rekte Proportionalitit schlieflen. Wir konnen (natiirlich) damit auch die Modellgleichung angeben:

y=?.

Beispiel 1.3. Das Wachstum einer Pflanze wird {iber vier Wochen dokumentiert:
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Woche: 1] 2 3| 4
Hohe (cm): | 5| 12 | 25 | 45

Losung. Wir miissen nur die Werte x und y in den entsprechenden Zusammenhang bringen, wobei
x die Zeit und y die Hohe sein soll:

Direkt: 2 2 5 12 _ 6 2 _ 8.3 A _ 11,25
X 1 4

Indirekt: x -y | 1-5=5|2-12=24|3-25=75|4-45=180

Wir kénnen erkennen, dass das weder das Produkt noch der Quotient aus y zu x konstant ist. Daher
konnen wir schlieflen, dass weder ein direkter, noch ein indirekter Zusammenhang gilt. O

Beispiel 1.4. In einem Kanal der Breite 3 m und der Tiefe 1 m flie3t Abwasser mit einer Geschwin-
digkeit von 5 m/s. Ein Kubikmeter des Abwassers enthilt 20 mg eines Schadstoffes.
Wie viel Schadstoff flief3t pro Tag den Kanal hinunter?

Losung. Wir miissen uns wieder iiberlegen ob ein Dreisatz angebracht ist!

Zum Einen erkennen wir, dass in einer Sekunde immer die selbe Menge Schadstoff den Kanal hin-
unter flief3t, also wartet man eine Sekunde so erhoht sich die resultierende Menge um diesen Wert.
Zusitzlich gilt, wenn wir keine Sekunde warten so ist auch kein Schadstoff hinunter geflossen. Da-
her ist eine direkte Proportionalitit passend!

Wir miissen wiederum auf gleiche Einheiten achten:

1d =24h =24-60min = 24 - 60 - 60s = 86400s.

Aus der Angabe wissen wir nun, wie grofy das Volumen ist, welches in einer Sekunde durch den
Kanal flief3t (Querschnitt des Kanals mal der Lange die durchgeflossen ist).

3m-1m:5m = 15m?

Damit erhalten wir aus der Angabe:

1m3.....20mg
15m3.....ymg
womit wir
20mg - 15m3 200
= = m.
erhalten, womit schlief3lich
1s.... 300 mg

86400s... ... ymg

folgt, und damit

_ 300mg - 86400 s
- 1s

Schadstoff pro Tag durch den Kanal flief3t. O

= 2592000 mg ~ 26kg

Anmerkung 1.5. Es ist natiirlich nicht notwendig, dass man jedes mal die Rechnung so ausfiihrlich
anschreibt, mit etwas Selbstsicherheit kann man natiirlich auch schneller Rechnen.
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1.3 Beispiele zum Vorbereiten
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Beispiel 1.6. Entscheiden und begriinden Sie im folgenden ob es sich um einen direkten, indirekten
oder anderen Zusammenhang handeln muss:

1. Die Diffusionsrate eines Molekiils durch eine Membran héngt von der Membrandicke ab. Fol-

gende Versuchsdaten liegen vor:

Dicke (nm):

10 | 20

25

Diffusionsrate (rel. Einheiten): | 100

50 | 25

20

Direkt

Indirekt

Anderes

|

a

|

2. Ineinem Enzymtest wird die Substratkonzentration erh6ht und die Bildungsrate des Produkts

gemessen:
Substrat (mmol/1): 1 2 5 110
Produkt (mmol/l-s): | 0,5 | 1,0 | 2,5 | 5,0

Direkt

Indirekt

Anderes

|

d

|

3. Die Anzahl der Herzschldge pro Minute im Verhiltnis zur Kérpermasse verschiedener Sdu-

getiere (Maus, Katze, Elefant):

Masse (kg): 0,02

3000

Herzrate (bpm): | 600 | 150

30

4. Lichtintensitdt und Photosyntheserate einer Pflanze:

Intensitit (lux): | 500 | 1000

2000

5000

CO2-Aufnahme: 2 4

8

12

Direkt | Indirekt | Anderes
Od O Od

Direkt | Indirekt | Anderes
Od O Od

5. Die Liange eines DNA-Fragments (Basenpaare) und die Wanderungsstrecke im Elektrophore-

segel:

Lénge (bp): 100 | 200

400

1000

Strecke (mm): | 80 | 60

40

20

Direkt

Indirekt

Anderes

|

a

|

6. Herstellung einer Pufferlésung: Das Volumen der Stammldsung (ml) fiir verschiedene Zielvo-
lumina (ml) bei gleicher Endkonzentration:

Zielvolumen: 100 | 250

500

1000

Stammlosung: | 10 | 25

50

100

7. Anzahl der Beutetiere pro Fliche und die Suchzeit eines Pridators:

Beutedichte: 1

2

5

10

Suchzeit pro Beute (min): | 60

30

12

6

Direkt | Indirekt | Anderes
Od O Od

Direkt | Indirekt | Anderes
Od | |

Beispiel 1.7. Aus einem Bienenstock werden 100 Arbeiterinnen entnommen, durch einen Farb-
punkt markiert und wieder eingebracht. Nach einiger Zeit wird dem Bienenstock eine neue Stich-
probe entnommen. Unter 300 Arbeiterinnen fanden sich 15 markierte. Wie grof} ist die Gesamtpo-

pulation der Arbeiterinnen im Bienenstock?
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Losung:

Beispiel 1.8. Die Aussterberate wird derzeit mit 130 Arten pro Tag angegeben [4]. Es wird ange-
nommen, dass in etwa 15 Millionen Tierarten auf der Welt existieren.

« Wenn man annimmt, dass die Aussterberate konstant ist, wie viele Jahre wiirde es dauern bis
alle Arten auf der Welt verschwunden sind?

« Argumentieren Sie, warum die obige Annahme nicht zutreffend sein kann, und damit, warum
eine direkte Proportionalitét bei dieser Aufgabe nicht geeignet ist um eine Vorhersage dartiiber
zu treffen, wann alle Arten verschwunden sein werden.

Losung:
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1.4 Weitere Beispiele zum Uben

Beispiel 1.9. Das Lichtlegtin der Sekunde ungefdahr 300 000km zuriick. Ein Lichtjahr ist die Strecke,
die das Licht in einem Jahr zurtiicklegt. Wie viele Kilometer sind ein Lichtjahr?

Beispiel 1.10. Biomasse von Pflanzen wird gelegentlich durch kg organische Trockensubstanz (OTS)
angegeben. Ein g organische Trockensubstanz enthilt 20 kJ (Kilojoule = kWs) Energie.

« Ein Feld produziert im Jahr 1000 kg OTS. Wie viel Energie produziert es am Tag?

« Wenn ein Mensch am Tag 10 000 kJ umsetzt, wie viele Menschen konnte das Feld erndhren?

Beispiel 1.11. In ein Grundwasserreservoir von unbekanntem Volumen werden 100 g einer Tra-
cersubstanz eingebracht. Die Substanz verteilt sich gleichm&fig im Reservoir. Anschliefiend ergibt
eine Analyse einer kleinen Wasserprobe aus dem Reservoir eine Konzentration von 2 mg Tracer pro
Liter. Wie viel Wasser ist im Reservoir? Geben Sie die Losung in m> an.

Beispiel 1.12. Die Zdhlung der roten Blutkdrperchen kann inzwischen automatisch erfolgen. Frii-
her wurde sie unter dem Mikroskop mittels der Zdhlkammer durchgefiihrt. Diese ist ein Objekt-
triger, in den eine quadratische Vertiefung von der Tiefe 0,lmm eingefrist ist. Am Boden dieser
Vertiefung ist ein Gitter von Rasterlinien im Abstand von je 0,05mm eingraviert. Der Zdhlvorgang
erfolgt folgendermafien:

« Blut wird der Testperson abgenommen.
« Das Blut wird verdiinnt: auf 200 Volumen-Einheiten Verdiinnung kommt eine Einheit Blut.

« Die Verdiinnung wird in die Zdhlkammer gefiillt und mit einem Deckglas abgedeckt, sodass
sich eine Fliissigkeitsschicht von genau 0,1mm Dicke in der Zdhlkammer befindet.

« Unter dem Mikroskop sieht man von oben auf die Zdhlkammer und die Rasterlinien am Boden
der Vertiefung. Man sieht also von oben viele quaderférmige Zellen vom Volumen 0,1 X 0,05 X
0,05mm?>.

« Die Erythrozyten in 80 Zellen werden ausgezihlt.

» Von der Anzahl der ausgezihlten Erythrozyten wird hochgerechnet, wie viele Erythrozyten
in einem Kubikmillimeter unverdiinntes Blut vorhanden sind.

Angenommen, in den 80 Zellen wurden 390 Erythrozyten gefunden. Wie viele Erythrozyten kom-
men auf 1 mm? unverdiinntes Blut? Tipp: Machen Sie eine kleine Skizze, und {iberlegen Sie sich wie viel Blut
wirklich in den Kammern ist!

Beispiel 1.13. Aus einem Polizeiprotokoll: Herr X bekam eine Ladung reines Cocain. Er streckte
den Stoff, indem er 200 g der Ladung durch Babypuder ersetzte (diese 200 g gingen in den Eigenge-
brauch). Den gepanschten Stoff wiederum vertrieb er. Beim Zugriff hatte er noch 300 g der Mischung
iibrig. Im Drogenlabor wurde festgestellt, dass diese noch 270 g reines Cocain enthielt. Wie grof; war
die urspriingliche Ladung Cocain?

Beispiel 1.14. In einer Bakterienkultur teilt sich eine bestimmte Art so, dass die Anzahl der Zellen
direkt proportional zur verstrichenen Zeit wichst. Nach x = 3 Stunden befinden sich y = 150.000
Zellen in der Probe.

« Bestimmen Sie den Proportionalitdtsfaktor k = .
X

« Geben Sie die Modellgleichung y = k - x an.
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« Berechnen Sie, wie viele Zellen nach 7,5 Stunden zu erwarten sind.

Beispiel 1.15. Die Menge an Wasser, die eine Pflanze iiber ihre Blitter verdunstet, ist direkt pro-
portional zur Blattoberfliche. Eine Pflanze mit einer Oberfliche von 0,2 m? gibt an einem Vormittag
120 ml Wasser ab.

« Berechnen Sie die Verdunstungsrate k pro Quadratmeter (ml/m?).
« Wie viel Wasser gibt eine Pflanze mit einer Oberfléiche von 0,55 m? unter identischen Bedin-

gungen ab?

Beispiel 1.16. Bei der Photosynthese produziert eine Wasserpest-Pflanze Sauerstoffbldschen. Die
Anzahl der Bldschen pro Minute ist direkt proportional zur Lichtintensitit (in Lux). Bei 1.200 Lux
werden 18 Bldschen pro Minute gezihlt.

« Stellen Sie den Zusammenhang als Formel auf.

« Berechnen Sie die erwartete Anzahl der Bldschen bei einer Lichtintensitit von 2.000 Lux.



Mischungsrechnung

Die Fragestellung der Mischungsrechnung ist es, dass man zwei verschiedene Konzentrationen so
vermischt, dass eine gesuchte Konzentration entsteht. Man kann sich das wirklich praktisch vor-
stellen:

Vl ’kl VZ,k

Ny S

N—
Volumen: Vges = V; +V,
geloste Menge: ggos = &1 + &2

Der einfachste Fall ist die Situation, dass man von zwei bekannten Konzentrationen eine neue mit
einer gewlinschten Konzentration herstellen mochte. Hierfiir benotigen wir lediglich das Hauptge-
setz der Mischung:

Fakt 2.1. Das Hauptgesetz der Mischungen lautet
geloste Menge = Volumen - Konzentration.

Durch umstellen der Gleichung erhilt man:

) geloste Menge
Konzentration = ————
Volumen

geloste Menge

Volumen = —mM8M8M8M8 ——
Konzentration

Eine einfache Mischung ldsst sich mit dem sogenannten Mischungskreuz 16sen. Wir wollen kurz
die Herleitung dieses zeigen:

Losung. Wir wissen, dass wir zwei Fliissigkeiten zu Einer vermengen wollen! Daher erstellen wir
eine Tabelle, in der wir den Zusammenhang des Hauptgesetz der Mischung darstellen:

Name Volumen | Konzentration | geloste Menge
A a k,
B b ky
Gemisch |4 kq

15
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Wir wissen nicht wie viel Gemisch wir herstellen wollen, also nehmen wir einfach an wir wollen
V Volumseinheiten herstellen. Wir bezeichnen das Volumen der ersten Fliissigkeit einfach mal mit
a und jenes der zweiten mit b. Auch den Konzentrationen geben wir die zugehorigen Namen. Da
wir mit Variablen rechnen, konnen wir die Volumseinheit beliebig wihlen, aber natiirlich bei allen
gleich (nur wenn Sie explizit Zahlenwerte bestimmen wollen, so miissen Sie die Einheiten wihlen).
Analog zur Mischungsrechnung konnen wir die gelosten Mengen bestimmen:

Name Volumen | Konzentration | geloste Menge
A a k, k,a

B b ky ky b
Gemisch |4 kq V- kg

Wir bekommen zwei Gleichungen, denn wenn man die Volumina vermengt erhilt man das Gesamt-
volumen V und natiirlich miissen die gelosten Mengen am Ende im Gemisch landen:

a+b=V 0))
kea+kyb=Vk, an

Wir nehmen (laut Angabe) an, dass wir die Konzentrationen kennen. Also formen wir die beiden
Gleichungen auf a und b um. Aus der ersten Gleichung folgt a = V' — b, und dies kénnen wir nun
in die zweite Gleichung einsetzen:

koa+kyb=V -k,

> ke (V=b)+ky b=V -k,
> Veke—ke btky b=V-ky |-V -k,
= (kb_ka)'bzv'kg_ka |+(kb_ka)
k, —k,
> b=V.2
kb_ka

Das konnen wir nun in a = V' — b einsetzen und bekommen (mit etwas Bruchrechnen):

ky — kq kp — kq kp—ka Ky —kg
_v. ky —kq — (kg — kg) =V-kb_kg
kb - ka kb - ka
Also erhalten wir die beiden Volumina direkt, wenn man die Konzentrationen kennt:
k,—k ky, —k
b=v.—2 < =V. g
k—ke 0 ky—kg

und diese Briiche sind die Differenzen aus dem Mischungskreuz:

kg kb - ka

kg — kg

Beim Mischungskreuz schreibt man in der Mitte die gesuchte Konzentration, k, soll die kleiner und
k; die grofiere Konzentration sein.

Ein genauer Blick und man kann erkennen, dass die Volumina a und b aus diesen Differenzen be-
rechnete werden. ]




Wir konnen dies natiirlich auch einfach mit Zahlen nachzurechnen:

Beispiel 2.2. Kochsalzlosung A hat eine Konzentration von 2mol/1 (Mol pro Liter), Losung B hat
eine Konzentration von 10mol/l. Benotigt werden 500ml einer Losung mit Konzentration 5mol/1.

Wie viel ml der Losungen A und B miissen gemischt werden?

Losung. Wir wollen die Losung auf zwei Arten zeigen, durch das 16sen von Gleichungen und durch

das Mischungskreuz:

1. Zuerst, explizit durch Losen von Gleichungen:

Name Volumen [1] | Konzentration [mol/1] | geloste Menge [mol]
A 2
B 10
Gemisch 0,5 5

Achten Sie darauf die richtigen Einheiten zu verwenden! Wir kénnen nun mithilfe des Haut-
gesetzes der Mischung bestimmen, wie grof die geloste Menge im Gemisch sein muss. Zusitz-
lich wissen wir noch etwas! Wir wissen, dass wir die Fliissigkeiten A und B haben werden, wir
wissen zu diesem Zeitpunkt zwar noch nicht wie viel wir haben werden, jedoch wissen wir,
dass wir sie haben werden. Daher geben wir diesen Volumen einfach mal einen Namen (x ,y):

Name Volumen [1] | Konzentration [mol/1] | geldste Menge [mol]
A b 2

B y 10

Gemisch 0,5 5 2,5

Damit kdnnen wir nun die gelosten Mengen berechne

Name Volumen [1] | Konzentration [mol/1] | geloste Menge [mol]
A X 2 2x
B y 10 10y
Gemisch 0,5 5 2,5

Weil das Volumen insgesamt 0,51 sein soll, muss also gelten: x + y = 0,5. Weil die gesamte
Kochsalzmenge 2,5mol sein muss (die geloste Menge im Gemisch), muss gelten: 2x + 10y =

2,5. Wir erhalten daher zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten:

x+y=0,5
2x + 10y = 2,5

@)
an

Nun ziehen wir 2 mal die Gleichung (I) von der Gleichung (IT) ab:

x+y=0,5
Ox+8y=1,5

@D
(1)

Aus der zweiten Gleichung folgt, wenn man beide Seiten durch 8 dividiert:

3
=—1
=16
Diesen Wert kdnnen wir nun in die erste Gleichung einsetzen und erhalten:
= X+ > _ 8 => x = > 1
16 16 16

Damit erhilt man, dass y = 1—36 1=187,5mlvon Bund x = % 1 = 312,5ml von A vermengen

muss.

1Beachten Sie, auch wenn wir x noch nicht kennen, wir wissen, dass 2 - x die geldste Menge sein wird!
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2. Und nun durch die Anwendung des Mischungskreuz:

Damit erhalten wir die Volumina als:

kg —kq 3

b=V- =0,5-> =0,18751 = 187,5ml
k, — k, 8
k, — k

A=V 2% _05.2 2031251 = 312,5ml
ky —k, 8

Was selbstverstandlich die selben Losungen ergibt.

2.1 Eindickungsaufgaben

Beim Eindicken von Losungen verdampft man Wasser, dadurch verringert sich das Volumen, jedoch
die geloste Menge bleibt gleich. Dadurch entsteht eine neue Konzentration. Wir wollen dies anhand
folgenden Beispiels nachrechnen:

Beispiel 2.3. 100ml einer Kochsalzlosung mit einer Konzentration von 20mg/ml werden so lan-
ge eingekocht, bis nur mehr 20ml {ibrig sind. Welche Kochsalzkonzentration hat die eingedickte
Losung?

Losung. Uberlegung: Die enthaltene Kochsalzmenge ist vor und nach dem Kochen dieselbe. Wir
notieren was wir iiber die Losung wissen:

Zeitpunkt Volumen [ml] | Konzentration [mg/ml] | geloste Menge [mg]
vor dem Kochen 100 20
nach dem Kochen 20

Daraus konnen wir die geloste Menge bestimmen (Produkt aus Volumen und Konzentration), wel-
che vor und nach dem Kochen dieselbe ist. Daraus lisst sich dann die Konzentration bestimmen:

Zeitpunkt Volumen [ml] | Konzentration [mg/ml] | geloste Menge [mg]
vor dem Kochen 100 20 2000
nach dem Kochen 20 - % = 100 « 2000

2.2 Beispiele zum Vorbereiten

Beispiel 2.4. Gebraucht werden 100ml einer Glucoselsung mit einer Konzentration von 20 g Glu-
cose pro Liter. Vorhanden sind eine Losung A mit einer Konzentration von 5 g/1, sowie eine Losung
B mit einer Konzentration von 30 g/1. In welchen Mengen miissen A und B gemischt werden?
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Losung:

Beispiel 2.5. Wir vermengen 100 ml 90%igen Alkohol, 200 ml 10%igen Alkohol und 700 ml reines
Wasser. Prozentangaben sind Volumsprozente. Welche Alkoholkonzentration hat das Gemisch?

Losung:
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Weitere Beispiele zum Uben

Beispiel 2.6. Stellen Sie fiir die folgenden Aufgaben jeweils ein lineares Gleichungssystem (LGS)
auf. Losen Sie dieses wahlweise mit einem CAS-System oder unter Verwendung des Mischungs-
kreuzes.

1.

Schwefelsidure: Ein Laborant bendétigt 500 ml einer 38%-igen Schwefelsdure. IThm stehen eine
15%-ige und eine 60%-igen Ausgangslosung zur Verfiigung. Wie viel Milliliter muss er von
jeder Sorte mischen?

Wodka-Punch: Fiir einen Cocktail sollen 2 Liter eines Alkoholgemischs mit 15% Vol. her-
gestellt werden. Vorhanden sind Wodka mit 40 % Vol. und ein alkoholfreier Fruchtsaft (0 %).
Wie viel Wodka und wie viel Saft werden bendtigt?

Goldlegierung: Ein Goldschmied mdchte 100 g einer Goldlegierung mit einem Feingehalt
von 585 (58,5 % Goldanteil) herstellen. Er hat Gold mit einem Feingehalt von 333 (33,3 %) und
Feingold mit 999 (99,9 %) vorritig. Berechnen Sie die erforderlichen Mengen.

Kiihlerfrostschutz: Ein Mechaniker mochte 6 Liter Frostschutzmischung mit einer Konzen-
tration von 30 % Glykol ansetzen. Er mischt eine 55%-ige Konzentratldsung mit einer bereits
verdiinnten 10%-igen Losung. Wie viel Liter der jeweiligen Fliissigkeiten sind notig?

Diingemittel: Ein Gértner benotigt 20 kg einer Diingermischung mit einem Stickstoffgehalt
von 12 %. Er mischt einen Diinger mit 8 % Stickstoff und einen Spezialdiinger mit 20 % Stick-
stoff. Wie viel kg von jeder Sorte muss er verwenden?

Beispiel 2.7. Losen Sie die folgenden Aufgaben durch Aufstellen eines linearen Gleichungssystems.
Nutzen Sie fiir die komplexeren Systeme ein CAS (z.B. GeoGebra, TI-Nspire).

1.

Die Aufstirkung: Ein Chemiker hat 10 Liter einer 20%-igen Salzsdure. Er mochte diese durch
Zugabe einer 80%-igen Sdure auf eine Konzentration von 50 % bringen. Wie viel Liter der hoch-
konzentrierten Sdure muss er hinzufiigen und wie grof} ist die Endmenge?

. Das Legierungs-Dilemma: Ein Metallbetrieb hat zwei Bronzeschmelzen. Schmelze A ent-

hiélt 10 % Zinn, Schmelze B enthilt 25 % Zinn. Es sollen 500 kg Bronze mit einem Zinnanteil
von genau 18 % gegossen werden. Berechnen Sie die Massen m 4 und mg.

Verdiinnung mit Wasser: In einem Tank befinden sich 120 Liter eines 96%-igen Reinigungs-
konzentrats. Die Sicherheitsvorschriften erlauben jedoch maximal eine 40%-ige Losung fiir die
Anwendung. Wie viel Liter reines Wasser (0%) miissen hinzugefiigt werden?

Indirekte Zielmenge: Zwei Salzlosungen (5% und 25 %) werden gemischt. Es ist bekannt,
dass 40 Liter mehr von der 5%-igen Losung verwendet wurden als von der 25%-igen. Die re-
sultierende Mischung hat eine Konzentration von 12 %. Wie viel Liter wurden von jeder Sorte
verwendet?

Drei-Komponenten-System (Multivariabel): Ein Bioreaktor benétigt eine Ndhrlosung, die
gleichzeitig 10 % Glucose und 5 % Mineralsalze enthalten muss. IThnen stehen drei Stammlo-
sungen zur Verfligung:

« Losung A: 20 % Glucose, 0 % Mineralsalze

» Losung B: 0% Glucose, 15 % Mineralsalze

« Losung C: Reinwasser (0 % Glucose, 0 % Mineralsalze)

Wie miissen Sie die Losungen A, B und C mischen, um 30 Liter der gewiinschten Niahrlosung
zu erhalten?
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Beispiel 2.8. Das gesamte Volumen des Blutplasmas eines Kleintieres soll bestimmt werden, ohne
dem Tier Schaden zuzufiigen. Wir verwenden eine Tracermethode:

« Wir injizieren eine Losung mit einer Tracersubstanz (z.B. Evans Blau), die sich nur im Blut-
plasma verteilt, und nicht ins Innere der Erythrozyten oder ins Interstitium ausweichen kann.

« Wir warten einige Minuten, sodass der Tracer Zeit hat, sich gleichmifig iber das gesamte
Blutplasma zu verteilen.

« Wir entnehmen eine Blutprobe und messen die Konzentration des Tracers im Blutplasma der
Probe.

« Wir berechnen daraus das Volumen des Blutplasmas im Tier.

Injiziert wurden 0.5 ml einer Losung mit einer Konzentration von 10mol/ml. Im Plasma der Blut-
probe wurde eine Konzentration von 0,0125mol /ml gemessen. Wie grof} ist das Plasmavolumen des
Tieres?

Das Blut des Tieres besteht zu 60% aus Plasma, zum Rest grofiteils aus Erythrozyten (Himatokrit =
40%). Wie grof} ist das gesamte Blutvolumen?

Beispiel 2.9. Wir mischen 20 ml Essigsiure in einer Konzentration von 10 Volumsprozent mit 60 ml
Essigsdure in einer Konzentration von 30 Volumsprozent. Welche Konzentration hat das Gemisch?

Beispiel 2.10. Losung A enthilt einen Wirkstoff in einer Konzentration von 0,2 mg/1, Lsung B
enthilt denselben Stoff in einer Konzentration von 0,6 mg/1. Wir benétigen 2 Liter einer Losung mit
einer Konzentration von 0,3 mg/l. Wie wird das Gemisch hergestellt?

Beispiel 2.11. Eine Salzlosung wurde eingedickt, indem 60% des Wassers verdampft wurden. Nach
diesem Prozess hatte die Losung eine Konzentration von 0,02 kg Kochsalz pro Liter. Welche Kon-
zentration hatte die Losung vor dem Eindicken?

Beispiel 2.12. Zu 90 Litern einer 10-prozentigen Kochsalz-Losung werden 10 Liter einer 90-prozentigen
Kochsalz-Losung beigegeben. Welche Konzentration hat das Gemisch?

Beispiel 2.13. Wie viele Liter einer 85-prozentigen Kochsalz-Losung miissen zu 90 Litern einer 10-
prozentigen Kochsalzlosung beigegeben werden, damit das entstandene Gemisch eine 15-prozentige
Kochsalz-Losung ist? Alle Prozentangaben in dieser Aufgabe sind Volumens Prozente

Beispiel 2.14. Eine Getrinkefirma will in einer 1000 ml Packung eine Mischung aus Pfirsichsaft
(50 g Zucker pro 100 ml), Orangensaft (25 g Zucker pro 100 ml) und Wasser auf den Markt bringen.
Dabei soll einer Packung fiinf Mal soviel O-Saft als Pfirsich-Saft zugegeben werden und die Mi-
schung eine Konzentration von 200 g Zucker pro Packung. Wie viel Pfirsichsaft (in ml) soll einer
Packung zugegeben werden?

Beispiel 2.15. Es werden 0,25 Liter 64%-igen Alkohol benétigt. Es stehen IThnen hierfiir 200 ml Alko-
hol mit eine Konzentration von 80%, 0,5 Liter Alkohol mit einer Konzentration von 50% und 150 ml
Alkohol mit einer Konzentration von 90% zur Verfiigung.

Berechnen Sie ein Mischungsverhiltnis welches den bendotigen Alkohol liefert.
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Prozentrechnung

3.1 Prozentrechnung

Definition 3.1. Der Prozentsatz p ist gegeben durch den Zusammenhang einer Teilmenge A zu
einer Grundmenge G und ist definiert durch

p=—=-100%

Qlx

A
30% Grundmenge G: Das gesamte Diagramm (100 %)
(%)
a7 Anteil A: Die hervorgehobene Teilmenge
70% Prozentsatz p: Das Verhiltnis 2

Anmerkung 3.2. Offensichtlich (wie wir spiter noch sehen werden) lédsst sich diese Gleichung um-
formen zu

p
G T00%

Entscheidend fiir die Prozentrechnung ist das richtige Erkennen der Grundmenge auf welche sich
das %-Symbol bezieht!
Die Prozentrechnung nennt man auch Hundertstel-Rechnung, denn
5
5% = 100 = 0,05.
Beispiel 3.3. Von 250 Personen eines Betriebes sind 45 AkademikerInnen. Wie viel Prozent sind
das? 60% der Personen desselben Betriebes haben Dauerstellen. Wie viele Personen sind das?

Losung. Prozentsatz der AkademikerInnen:

45
350 = 0,18 = 18%.
Anzahl der Personen mit Dauerstellen:
250-0,6 = 150.

O

Beispiel 3.4. 80% aller Leser und Leserinnen einer Zeitschrift sind Frauen. Auf eine Umfrage haben
30% der Leserinnen und 60% der Leser geantwortet. Welcher Prozentsatz der gesamten Leserschaft
hat geantwortet?

23
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Losung. In diesem Beispiel miissen wir insbesondere erkennen, dass sich diese drei Prozentsym-
bole auf jeweils andere Grundmengen beziehen! Aufteilung der Leser:

20%, .. Leser

80%, .. Leserinnen

wobei wir mit % 4 die Prozent Aller LeserInnen bezeichnen.
30%y, der Leserinnen haben geantwortet, also von den 80%,. Damit bekommen wir

30
W = ﬁ '80%A = 24%A
haben geantwortet.

Weiters 60%;, der Leser haben geantwortet, also von den 20% 4. Damit bekommen wir

60
M = ﬁ '20%A = 12%A
haben geantwortet.
Nun konnen wir die Anzahl addieren, da wir uns mit %, auf die gleiche Grundmenge beziehen,
und zusitzlich (offensichtlich) kein Mann als Frau zdhlt, also die Mengen die wir addieren sich
nicht iiberschneiden:

W+M = 24%A + 12%A = 36%A

haben geantwortet. L]

3.2 Anwendungsbeispiel: Biologie & Biodiversitiit

In der Biologie wird die Prozentrechnung hiufig verwendet, um die Gefdhrdung von Tiergruppen
oder die Zusammensetzung von Okosystemen darzustellen.

Beispiel 3.5. Laut Schitzungen zur globalen Biodiversitdt sind von einer beispielhaften Gruppe
von 1000 untersuchten Tierarten bereits viele in ihrem Bestand gefihrdet [4]. Angenommen, die
Verteilung sieht wie folgt aus:

40 % sind stabil (nicht gefdhrdet).

35 % gelten als gefihrdet.

15 % sind stark gefdahrdet.

10 % sind bereits vom Aussterben bedroht.

Wie viele Tierarten sind in den jeweiligen Kategorien? Stellen Sie die Verteilung grafisch dar.
Losung. Da die Grundmenge G = 1000 ist, berechnen wir die Teilmengen A wie folgt:

« Stabil: 1000 - 0,40 = 400 Arten

o Gefidhrdet: 1000 - 0,35 = 350 Arten

« Stark gefdhrdet: 1000 - 0,15 = 150 Arten

« Vom Aussterben bedroht: 1000 - 0,10 = 100 Arten
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Stabil
40%

Gefihrdet
35%

Abbildung 3.1: Gefihrdungsstatus der untersuchten Tierarten

3.3 Beispiele zum Vorbereiten

Anmerkung. Versuchen Sie in den folgenden Aufgaben insbesondere die Grundmengen korrekt zu
identifizieren.

Beispiel 3.6. Eine Infektiorﬂ befillt in kurzer Zeit 20% aller Einwohner einer Stadt. 3% der Infizier-
ten miissen stationir behandelt werden. Die Stadt hat 100000 Einwohner. Wie viel Patienten miissen
infolge dieser Epidemie stationidr behandelt werden?

Losung:

Beispiel 3.7. Eine Firma hat zwei Abteilungen A und B. Im Jahr 2010 beschiftigte die Abteilung A
200 Personen, davon waren 20% Frauen. Die Abteilung B beschiftigte 300 Personen, davon waren
60% Frauen. Im Jahr 2020 beschiftigte die Abteilung A 1000 Personen, davon waren 25% Frauen.
Die Abteilung B beschiftigte 500 Personen, davon waren 70% Frauen. Wie viel Prozent aller An-
gestellten der Firma im Jahr 2010 waren Frauen? Wie viel Prozent aller Angestellten im Jahr 2020
waren Frauen? Ist der Frauenanteil in der gesamten Firma gestiegen?

1Beachten Sie, es handelt sich mal zur Abwechslung nicht um Covid-19!
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Losung:

3.4 Weiter Beispiele zum Uben

Beispiel 3.8. In der biologischen Forschung ist es entscheidend, die Begriffe Grundwert (G), Anteil
(A) und Prozentsatz (p) korrekt zuzuordnen. Nicht jeder Zahlenwert in einem Text ist Teil einer
Prozentrechnung.

Untersuchen Sie die folgenden biologischen Szenarien. Kreuzen Sie an, ob die Berechnung von p
(Prozentsatz), G (Grundmenge) oder A (Anteil) moglich ist, oder ob die Daten nicht fiir eine Pro-
zentrechnung zusammengehoren.

a) Ineiner Gewisserprobe wurden insgesamt 800 Mikroorganismen gezihlt (G). Davon konnten
120 als Cyanobakterien (A) identifiziert werden.

b) Ein Buchenwald hat eine Gesamtfliche von 10 Hektar. Die kumulierte Blattoberfliche (Leaf
Area Index) aller Biume in diesem Wald betrigt insgesamt 60 Hektar.

c) Von einer markierten Population von 50 Feldhamstern wurden im nichsten Jahr 12 Individu-
en wiedergefangen.

d) In einem Wald wurden 200 Fichten untersucht. Bei 15 % dieser Baume wurde Borkenkiferbe-
fall festgestellt.

e) Ineinem Terrarium befinden sich 20 Eidechsen. Die Luftfeuchtigkeit im Behilter betrédgt 70 %.

f) Ein Biologe analysiert eine Bodenprobe von 500 g. Darin findet er 15 mg Stickstoff.

Szenario Gesucht: G | Gesucht: A | Gesucht: p | Nicht losbar
a) Cyanobakterienanteil

b) Wald- vs. Blattoberfliche
c) Hamster-Wiederfangrate
d) Anzahl befallener Fichten
e) Eidechsen & Feuchtigkeit
f) Stickstoffgehalt in %

Uooooo
Uooo0o0
OO0 00o0
(I Y T Y i

Beispiel 3.9. In einem Betrieb sind 300 weibliche Raucher, 500 weibliche Nicht-Raucher, 200 minn-
liche Raucher, und 600 ménnliche Nicht-Raucher angestellt.

1. Wie viel Prozent aller Angestellten sind weibliche Raucher?
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2. Wie viel Prozent aller Angestellten des Betriebs sind weiblich?

3. Wie viel Prozent aller angestellter Raucher sind weiblich?

Beispiel 3.10. Eine Stichprobe unter den Passagieren auf einer Bahnlinie ergab folgende Tabelle
iiber die Anzahl der Raucher und Nichtraucher in der ersten und zweiten Klasse:

Raucher | Nichtraucher | gesamt
1. Klasse 250 750 1000
2. Klasse 1750 2250 4000
gesamt 2000 3000 5000

« Wie grof} ist der Prozentsatz der Raucher unter allen Passagieren?

Wie grof3 ist der Prozentsatz der Passagiere erster Klasse unter allen Passagieren?

Wie viele Prozent der Raucher fahren erste Klasse?

« Wie hoch ist der Anteil der Passagiere die erste Klasse fahren und zugleich Raucher sind?

Beispiel 3.11. Wir gehen davon aus, dass das Primérstadium einer bestimmten KrankheitE] in 40%
aller Fille unentdeckt bleibt. Wird das Primirstadium entdeckt, wird die Krankheit behandelt und
in 80% der Fille geheilt. Wird das Primirstadium nicht entdeckt, heilt die Krankheit immerhin in
20% der Félle von selbst aus. Langjdhrige Studien ergaben, dass in einem Land pro Jahr im Durch-
schnitt 300 Fille des Primirstadiums der Krankheit entdeckt werden.

1. Wie viele Fille des Primérstadiums treten im Durchschnitt Pro Jahr in diesem Land auf?

2. Wie viele Fille des Primarstadiums heilen im Durchschnitt pro Jahr aus?

Beispiel 3.12. Die Kédngururatte ist ein Wiistentier das nicht trinken muss. Thr Wasser nimmt sie
auf zwei Arten auf. Das Futter (Korner etc.) enthilt absorbiertes Wasser. Aufierdem entsteht bei der
Verbrennung der Kohlehydrate Wasser. Andererseits gibt die Kdngururatte Wasser ab durch Urin,
durch Kot, und durch Verdunstung. Die folgende Tabelle zeigt die Wasseraufnahme und Wasserab-
gabe einer Kidngururatte in einem bestimmten Versuchszeitraum, in Millilitern und in Prozent des
gesamten Wasserumsatzes. Der gesamte Umsatz betrug 60ml.

Wasseraufnahme Wasserabgabe
ml % ml %
Oxidationswasser 54,0 ml Urin 22,5
Absorbiertes Wasser | 6,0 ml Kot 4,3
Verdunstung 73,2
gesamt 60,0ml | 100 % gesamt 60,0ml | 100 %

Vervollstandigen Sie die Tabelle mit den entsprechenden Werten fiir ml und %.

2Beachten Sie, es handelt sich wiederum nicht um Covid-19!
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4.1

Potenzrechnung

Potenzrechnung

Auch wenn viele Rechnungen mit dem Computer gelost werden, grundlegende Rechnungen sind
im regelméfiigen Laborbetrieb jedoch hiufig anzuwenden. Sei es explizit als Berechnung, oder um
Abschitzungen zu treffen. Daher ist es eine elementare Fahigkeit einfache Rechnungen ohne Ta-
schenrechner 16sen zu konnen.

4.2

Einfiihrungsbeispiel: Kombinierte Rechenregeln

Bevor wir zu den abstrakten Variablen iibergehen, betrachten wir ein Beispiel, das die wichtigsten
Konzepte der Bruchrechnung und Potenzen vereint.

Beispiel 4.1. Berechnen Sie den folgenden Ausdruck ohne Taschenrechner:

2

(5) +3

[« N N,

Losung. Wir losen den Ausdruck schrittweise von innen nach auflen:

Schritt 1:

Schritt 2:

Schritt 3:

Schritt 4:

Potenz anwenden: Zmuerst berechnen wir die Potenz im Zihler.

Gemif} der Regel (%) = Z—: gilt:

()-S5

Addition im Zdhler (Hauptnenner finden): Nun addieren wir ;—1 und %
Der kleinste gemeinsame Nenner ist 18:

1 4-2+1-9_8+9_£
9 2 18 18 =~ 18 ~ 18

17

Doppelbruch auflésen: Der gesamte Ausdruck lautet nun .

6
Ein Doppelbruch wird gelost, indem man mit dem Kehrwert des Nenners multipliziert:

17
18 _17 6
5 18 5
6
Kiirzen und Endergebnis: Vor dem Multiplizieren kiirzen wir die 6 gegen die 18:
17 616 _17 1 _17
18+6 5 3 5 15

29
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Das Endergebnis lautet somit 1—; O

Fakt 4.2. Eine Potenz ist ein Ausdruck der Form a®. Hierbei heif3t a die Basis und b der Exponent.
Potenzen gelten als auswertbar, falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

« a>0undb € R (beliebig)
+ a € R (beliebig)und b > 0
ea=0undb>0

Fakt 4.3. Fiir das Rechnen mit Potenzen (mit m,n € N und a,b # 0) gelten folgende grundlegende
Definitionen und Regeln:
1. Definitionen:

a"=a-a-----a a®=1
N~—————
m Faktoren
1 1
ab=— amn = {/a
ab

2. Rechnen mit rationalen Exponenten:

a§ = W = (%)p a_§ = 1 1

3. Potenzgesetze:

. . a™
Gleiche Basis: a™ . a" = g™t o = am™n
. a™ a\"
Gleicher Exponent: a™-b"™ =(a-b)" o = (B)
Potenzieren: (@™ = g™"

Anmerkung 4.4. Es gibt keine allgemeine Formel fiir (a + b)"™, aufier fiir positive Potenzen; Den
sogenannten binomischen Lehrsatz. Davon kennen Sie sicher die Spezialfille:

(a+b)?> = a? +2ab + b?
(a+b)* =a®+3a’b +3ab*>+ b

Es gibt aber keine niitzliche Regel fiir (a + b)™", und schon gar keine fiir die Wurzel v/ a + b. Diese
lasst sich bekanntlich als gebrochene Potenz schreiben (wie in den Regeln beschrieben).

4.3 Anwendung der Potenzen

Beispiel 4.5. Ein Wald wichst pro Jahr um i% der Vorjahresfldche. Bestimmen Sie eine Formel fiir
die Fliche nach n Jahren.

Losung. Wir bezeichnen die urspriingliche Flidche mit F,,. Im Jahr k bezeichnen wir die Fldache

Teilmenge

mit F).. Mithilfe der Prozentrechnung (i = - 100) konnen wir uns eine Formel fiir das

Grundmenge
Wachstum iiberlegen.

Zum Einen ist der Anteil der im k-ten Jahr zuwiéchst F), — Fj_;. Damit erhalten wir

. _ Fx—Fia

l
Fry

i
- 100 g Fk_Fk—l<1+m>
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Fiir die ersten drei Jahre erhalten wir damit:

Wenn wir nun klever F; in der zweiten sowie F, in der dritten Gleichung ersetzen bekommen wir

i
Fl—F0(1+m>

i i i
FZ_F0<1+W><1+W>_FO(1+W>
2

. . . 3
l l l
Fs ‘FO<1+ 100> (H 100> ‘FO(” 100)

Wenn wir uns diese Formel etwas genauer ansehen, konnen wir schlieflen, dass das Wachstumsge-
setz der Formel

. k
l
Fo=F(1+-—
k °<+100>

gilt. O

4.3.1 Zehnerpotenzen, sehr grofie und sehr kleine Zahlen

Fakt 4.6. In der Wissenschaft ist es iiblich, sehr grofie und kleine Zahlen mit Zehnerpotenzen aus-
zudriicken, und zwar so, dass die Zahl vor der Zehnerpotenz genau eine Stelle vor dem Komma hat.
In der Technik schreibt man oft mit Zehnerpotenzen, die Vielfache von 3 sind.

Beispiel 4.7.
» Schreiben Sie in wissenschaftlicher und in technischer Notation: 0,012; 234,034; 0,012+234,034.
« Vergleichen Sie die Groen der folgenden Zahlen: a = 2-10~%, b = 0,00019, ¢ = 107*+0,0001.
Losung.

0,012=1,2-10"2=12-1073
234,034 = 2,34034 - 10?> = 234,034 (10° = 1 schreibt man natiirlich nicht dazu)
0,012 + 234,034 = 2,34046 - 10% = 234,046

Die drei Zahlen sind alle ungefihr gleich grof, nimlich von der Gréf3enordnung 10~:

a=2-10"*
b=19-10"*
c=10"*+0,0001 =10*+10%=2-10"*=a

Fakt 4.8. Fiir die Zehnerpotenzen gibt es folgende Abkiirzungen:



32 KAPITEL 4. POTENZRECHNUNG
Exa E 10" 1000000000000000000 Trillion
Peta P 10V 1000 000 000 000000 Billiarde
Tera T 102 1000000000000 Billion
Giga G 10° 1000000000 Milliarde

Mega M  10° 1000000 Million
Kilo k 103 1000 Tausend
Mili m 1073 0,001 Tausendstel
Mikro u 107 0,000001 Millionstel
Nano n 107° 0,000000001 Milliardstel
Pico p 10712 0,000 000000001  Billionstel
Femto f 1071 0,000 000 000000001  Billiardstel
Atto  a 107'® 0,000000000000000001 Trillionstel

Diese Liste ldsst sich nach oben noch durch Zetta und Yota sowie nach unten durch Zepto und Yokto
erweitern. In der Praxis ist jedoch bei Femto fiir fast alle Anwendungen Schluss, wenn man bedenkt,
dass ein Heliumkern einen Durchmesser von 1 fm hat.

Beispiel 4.9. Wie viel m? ist ein km?? Wie viel m? ist ein um3?

Losung. Esgibtzwei Moglichkeiten diese Frage zu beantworten, durch iiberlegen oder durch Nach-
rechnen.

« Wir wissen, dass ein Quadratkilometer nach Linge und Breite je 103 Meter misst, das ergibt
also 10° - 10° Quadratmeter. Ein Kubikmikormeter misst nach Linge, Breite und Hohe je 1076
Meter. Das gibt ein Volumen von 1076 - 1076 - 107 = 10~!8 Kubikmetern.

+ Rechnerisch klappt das so: Wir wissen, dass 1km = 1000m gilt. Damit kdnnen wir einfach
einsetzen und Potenzrechnen:

1km® =1 -(1000m)? = 1 - 1000> m? = 1000000 m>
Analog klappt das fiir die zweite Fragestellung: Wir wissen, dass 1 um = 10~°m gilt.

3
1um? =1(10"°m)> =1(107%) m?* = 107 ¥m?

4.3.2 Eine praktische Uberlegung

Anmerkung 4.10. Wenn man sich in Mathematik-Kursen mit neuen Themen beschiftigt stellt man
sich (berechtigt) hdufig die Frage wozu das niitzlich sein sollte. Versuchen Sie die ndchste Aufgabe
ohne Zehnerpotenzen nachzurechnen, dann wird unmittelbar ersichtlich wie niitzlich diese Zah-
lendarstellung ist.

Beispiel 4.11. Die Erdvegetation produziert jihrlich ca. 0,9 - 10'*kg Sauerstoff.
Der Sauerstoffanteil der gesamten Erdatmosphére soll aus folgenden Daten geschitzt werden:

2

Mittlerer Luftdruck P 10,13Ncm™
Erdoberfliche F 5,1 - 10%km>
Erdbeschleunigung g 9,81N kg_1

Sauerstoffanteil der Erdatmosphire 22% (Gewichtsprozent)

Wie lange wiirde die Erdvegetation brauchen, um die gesamte Sauerstoffmenge der Atmosphére
aufzubauen?
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Losung. Wir rechnen zunichst die Oberfldche auf cm? um, damit die Einheiten von Druck und
Fliche sich vertragen. Wir verwenden: 1 km = 10° cm:

F=51-10%-(10°cm)? = 5,1 - 10'¥ cm?
Auf die gesamte Erdoberfldche driickt die Luft mit einer Kraft von (Druck mal Fldche):
P-F=10,13-51-10"¥ N = 51,663 - 10!¥ N

Die Erdbeschleunigung g driickt aus: M kg einer Masse iiben auf die Unterlage die Kraft M g aus.
Daher ist die Masse der Erdatmosphire

_ 51,663 -10'®

M 9,81

~ 527 -10% kg

Davon sind 22% Sauerstoff, daher ist die Gesamtmasse des Sauerstoffs in der Erdatmosphére:
527-10'%.0,22 = 1,16 - 10'¥ kg

Wir dividieren durch die Jahresproduktion der Erdvegetation an Sauerstoff und erhalten die Zeit,
die die Vegetation zum Aufbau dieser Masse benotigen wurde:

1,16 - 108

55 100 ~ 1,29 - 10° Jahre

Die Erdvegetation brduchte etwa 129 Tausend Jahre um die Sauerstoffmenge aufzubauen. ]

4.4 Beispiele zum Vorbereiten

Beispiel 4.12. Wie viele Vs sind eine kVh? Wie viele m? sind ein nm?? Wie viel Vs/m? ist eine
kVh/nm??

Losung:

Beispiel 4.13. (Hier gibt’s viel zu lesen, die Rechnung ist aber kurz @ ) In der homdopathischen
Medizin wird mit Wirkstoffen in sehr kleinen Mengen, also in hochverdiinnter Form gearbeitet. Die
Angabe der Verdiinnungen erfolgt in der Form D1, D2, ... Dabei bedeutet D1 eine Verdiinnung von
1 Volumen-Einheit Wirkstoff auf 10 Volumen-Einheiten Gesamtmenge. Eine D2-Verdiinnung ent-
steht durch Verdiinnung von 1 Volumen-Einheit D1- Verdiinnung auf 10 Volumen-Einheiten Ge-
samtmenge. Ebenso entsteht eine D3-Verdiinnung durch Verdiinnung 1 : 10 einer D2-Verdiinnung,
usw. Das bedeutet in kurz, dass in 1 ml Dn Verdiinnung genau ein Volumen von 10~" ml Wirkstoff
ist.

Wir nehmen einen Wirkstoff in oliger Form. Das Volumen eines Wassermolekiils ist ungefdhr 3 -
10~2*cm3. Ein Molekiil unseres Wirkstoffs hat ungefihr das 15-fache Volumen.

« Wie viele Molekiile des Wirkstoffs finden sich im Durchschnitt in 1 ml einer D4-Verdiinnung?



34 KAPITEL 4. POTENZRECHNUNG

« Wie viele Molekiile des Wirkstoffs finden sich im Durchschnitt in 1 ml einer D23-Verdiinnung?

Anmerkung. Beachten Sie: 1cm?® = 1 ml.

Losung:

Beispiel 4.14. Wir betrachten die Zahlen
a = 23522515426; b = 0,00125; ¢ = 2; d = 200000000,0001
« Schreiben Sie a,b,c und d in wissenschaftlicher und in technischer Notation.

« Schreiben Sie a,b,c und d in technischer Notation und verwenden Sie hierfiir die Abkiirzun-
gen fiir Zehnerpotenzen, wobei wir annehmen die Zahlen beschreiben eine Temperatur in K
(zumindest in der Theorie).

Losung:

4.5 Weiter Beispiele zum Uben

Beispiel 4.15. Bestimmen Sie den Wert von:

510200 4+ (3.0,17190)2 o

500
2. (10L.5)1334 9
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Beispiel 4.16. Notationsiibungen:

« Schreiben Sie durch Wurzeln und Briiche: p2q=2/°r3/4.

a*Vabct
Vazb2ez”

« Schreiben Sie mit gebrochenen und negativen Potenzen:

Beispiel 4.17. Vereinfache die Terme
a"b™(ab)P
) aPbi(ab)m
11 2
2. (; —;)(r+s)
(a2_b2)2m

" (a+b)2m(a—b)m

Beispiel 4.18 (Das Kleiber-Gesetz). In der Biologie beschreibt das Kleiber-Gesetz den Zusammen-
hang zwischen der Stoffwechselrate R und der Kérpermasse M eines Tieres durch die Formel:

3

R~c-M+

Wobei ¢ eine Konstante ist.

3
a) Schreiben Sie die Potenz M+ mithilfe von Wurzeln um.

b) Ein Tier A ist 10*-mal schwerer als Tier B. Berechnen Sie mithilfe der Potenzgesetze, um wel-
chen Faktor die Stoffwechselrate von Tier A hoher ist als die von Tier B.

Beispiel 4.19 (Verdiinnungsreihen im Labor). Fiir ein Experiment wird eine Stammlésung schritt-
weise verdiinnt. Bei jedem Schritt wird die Konzentration um den Faktor 10~ verringert (Verhéltnis
1:10).

a) Wie hoch ist die Konzentration nach 6 Verdiinnungsschritten im Vergleich zur Stammlosung?
Nutzen Sie Zehnerpotenzen und das entsprechende Prifix (z. B. Mikro, Nano, ...).

b) Sie haben eine Losung mit 10'? Partikeln pro Milliliter (Pico-Bereich bezogen auf das Volu-
men). Wie viele Schritte sind nétig, damit theoretisch nur noch 10° Partikel pro Milliliter vor-
handen sind?

Beispiel 4.20. Vorbemerkung: Es soll die Loschmidtsche Zahl (Avogadrosche Zahl) ndherungs-
weise bestimmt werden. Diese Zahl gibt an, wie viel Molekiile sich in einem Mol einer Substanz
befinden. Um den Versuch zu verstehen, stellen Sie sich vor, Sie konnten die Molekiile einer gewis-
se Menge des Stoffes auf einer Ebene flach nebeneinander ausbreiten. Diese Schicht wire dann ein
Molekiil dick, und wenn d die Dicke der Schicht ist, ist d* ungefihr das Volumen eines Molekiils.
(Das wire exakt, wenn ein Molekiil ein festes Wiirfelchen wire, so gilt es nur als Ndherung.) So-
bald das Volumen eines Molekiils bekannt ist, kann leicht ausrechnet werden, wie viele Molekiile
in einem bestimmten Volumen des Stoffes vorhanden sind. Eine solche Schicht mit der Dicke eines
Molekiils kann gebildet werden, in dem eine 6lige Substanz genommen und vorsichtig auf Wasser
ausgegossen wird. Auf der Oberfliche bildet sich ein diinner Olfleck. Um die Dicke der Schicht zu
bestimmen, wird das ausgegossene Olvolumen durch die Oberflidche der Schicht dividiert. Aus die-
sen Gedankengiingen ergibt sich der folgende sogenannte Olfleckversuch:

Olséure hat eine molare Masse von 282,47 g¢/mol und eine Dichte von 0,89 g/cm3. Eine 0,05-
prozentige Losung von Olsiure in Leichtbezin wird angefertigt. Ein Tropfen von 0,02 cm? wird auf
eine ruhende Wasserfldche in einer Wanne vorsichtig aufgetragen. Es bildet sich ein kreisformiger
Olfleck mit Radius 6,5 cm. Berechnen Sie, wie viel Molekiile sich in 1 mol Olsdure befinden.
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Beispiel 4.21. Ein rotes Blutkorperchen (Erythrozyten) ist ungefihr scheibenformig mit einem
Durchmesser von 7 um und einer Dicke von 2 um. Ein gesunder Mann hat ungefdhr 5 Millionen
rote Blutkorperchen pro mm? Blut. Wie viel Prozent von einem mm? Blut bilden die roten Blutkor-
perchen.

Beispiel 4.22. Zur Zeit des Kommunismus wurden viele Zufliisse zum Aralsee umgeleitet (zur Stoff
und Nahrungsmittelproduktion) und damit wurde eine gewaltige Naturkatastrophe ausgelost. Im
See sind heute nur noch 105 km3, das sind nur noch 9,6 % des urspriinglichen Volumens.

« Bestimmen Sie wie grof3 das Volumen des Sees vor der Wasserentnahme war.

+ Die heutige Wassermenge im See entspricht 7,88 - 1072 % der gesamten Siiiwassermenge auf
der Erde. Berechne Sie wie viel Prozent der gesamten Siifiwassermenge der See urspriinglich
beinhaltete!

Beispiel 4.23. Die durchschnittliche Entfernung zwischen Mond und Erde betrdgt ungefdhr 384 400 km,
wobei der Minimale Abstand 363 300 km betrédgt und der Maximale mit 405 500 km gemessen wur-

de.

Geben Sie die angegebenen Lingen in m an, und schreiben Sie dieses Ergebnis in technischer und
wissenschaftlicher Notation.

Beispiel 4.24. Ein Wassermolekiil H,O hat eine Masse von ca. 2,99 - 1072 Gramm. Berechnen Sie
wie viele Wassermolekiile sich in einem Gramm Wasser befinden. Bestimmen Sie weiters, wie viele
Wassermolekiile sich in einem Liter Wasser befinden.

Beispiel 4.25. Ein aus der Hohe h fallen gelassener Gegenstand hat eine Aufprallgeschwindigkeit
vonv =4/2-g-h.

« Bestimmen Sie um wie viel Prozent sich die Aufprallgeschwindigkeit &ndert, wenn man den
Gegenstand aus der doppelten Hohe fallen ldsst.

« Bestimmen Sie um wie viel man die Fallhhe erh6hen muss um die Aufprallgeschwindigkeit
zu verdoppeln!



Gleichungen IGsen

5.1 Gleichungen mit einer Unbekannten

Fakt 5.1. Eine Gleichung wird nach einer Unbekannten (zum Beispiel x) aufgelost, indem man
auf die linke und rechte Seite der Gleichung stets dieselben Operationen anwendet, solange bis die
Unbekannte isoliert ist.

Man kann sich eine Gleichung wie eine altertiimliche Waage vorstellen. Solange man links und
rechts das Selbe tut, bleibt es im Gleichgewicht!

Abbildung 5.1: Waagen-Model

Anmerkung 5.2. Eigenartige Umformungen: Beim obigen Faktum muss beachtet werden, dass
nicht jede Operation die Lésungsmenge der Gleichung unverédndert ldsst (auch wenn das Bild der
Waage im Gleichgewicht bleibt). Betrachten wir folgende Umformung:

x=17 (A2 (5.1)
=> x2=49 |/ (5.2)
> x==7 (5.3)

Die Gleichung hat genau eine Lbsunﬂ natiirlich x = 7, jedoch wurde durch das Umformen die
Losungsmenge in Gleichung vergrofiert, ndmlich zu x = +7. Man muss also vorsichtig sein,
und in jedem Schritt berticksichtigen ob man sich nicht ein Problemchen eingehamstert hat.
Daraus kann man erkennen, dass nicht alle Operationen gleich berechtigt sind. Deswegen hat man
frither in der Schule Aquivalenz-Umformungen als spezielle Operationen kennengelernt. Diese Ope-
rationen lassen die Losungsmenge in jedem Fall unveridndert.

1Das ist so offensichtlich das es schon fast verwirrend ist, klar ...oder?

37
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Fakt 5.3. Beim Losen der Gleichung X = Y unterscheiden wir zwischen Operationen, die die Lo-
sungsmenge immer gleich lassen, und solchen, die eine Uberpriifung erfordern:

Operation Ausfiihrung Konsequenz / Risiko
Strichrechnung X+a=Y+a Immer erlaubt.
Punktrechnung X-a=Y abzw % = E Nur erlaubt fiir a # 0.
Exponentieren aX =a¥ Erlaubt fiir Basis a > 1.
Potenzieren Xt=Y" Vorsicht: Kann Losungen hin-
zufiigen (z.B. x?). Probe notig!
Wurzelziehen \'f)_( = \"/rl_/ Vorsicht: Kann Losungen eli-

minieren oder ist fiir negative
Werte nicht definiert.

Goldene Regel: Im Zweifelsfall immer die Probe machen, um Scheinldsungen zu entlarven!

Anmerkung 5.4. Wie 16st man die Gleichung x" = a?
Hierfiir gibt es einige verschiedene Fille:

« Falls a = 0 ist, so ist die Losung x = 0.

Ist n gerade (also = 2,4,6...) und a positiv, so hat man zwei Losungen x = +/a.

Ist n ungerade (also = 3,5,7...) und a positiv, so hat man eine Losungen x = \’/E.

Ist n gerade und a negativ, so hat man keine Ltisun

« UND ist n ungerade und a negativ, so hat man eine Losungen x = —+/|a|.

Wo keine Gefahr beziiglich der Anwendung von Potenzregeln besteht, wird die obige Losungsformel
fiir monomische Gleichugen kurz als n-te Wurzel auf beiden Seiten ziehen beschrieben, auch wenn
dies insbesondere im Hinblick auf bestimmte Unterfille nicht ganz korrekt ist.

Beispiel 5.5. Losen Sie die folgende Gleichung nach ¢ auf:
(2t +7)* = 81.
Losung.

2 +7)? =81
=23 4+7=49

nach der Losungsformel fiir Wurzeln aus Anmerkung[5.4] Nun miissen wir eine Fallunterscheidung
machen, zuerst fiir die positive Losung:

2t34+7 =9 |aufbeiden Seiten — 7
> 2347-7=9-7
= 2t3>=2 |aufbeiden Seiten + 2
263 2

= 373

= =1 |aufbeiden Seiten /-
> V=11

> =1

’In den reellen Zahlen R, wir betrachten in diesem Umfeld die komplexen Zahlen C nicht.
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Man kann natiirlich die Rechnung auch kiirzer anschreiben, da man vieles einfach im Kopfrechnen
kann (z.B.: 7—7 = 0).
In dhnlicher Form machen wir es fiir die negative Losung (nur etwas schneller):

213 +7 = -9 | aufbeiden Seiten — 7
= 2t3=-16 |aufbeiden Seiten =2

= 3=-8 |aufbeiden Seiten~/-
> t=-2

Nun miissen wir noch die Probe machen:

2-13+72=92=381
Q2-(=2*+7? =(-16+7)*=(-9)* =81

Womit wir zwei Losungen gefunden haben. O

Beispiel 5.6. Losen Sie die folgende Gleichung nach x auf:

Vx2—1+2x=\/ﬂ

Losung.

VXx2—1+42x=V2x | A2

x> —1+42x=2x | —2x
x>—-1=0 | +1
x2=1 |4
x ==l

Nun noch die Probe machen:

x=1:

Viz—142-1=42-1

V-3

VD2 -142-(-D) =2 (-1
V-2=v-2

Hat die urspriingliche Gleichung v x2 — 1 + 2x = 1/2x also zwei Losungen, x = 1 und x = —1?
Nein! Denn die Probe fiir die negative Losung fiihrte zum Term v —2 welchenicht definiertist. []

Anmerkung 5.7. Interessante Uberlegung: Ausflugin mathematische Theorie: Als Operation auf
beiden Seiten der Gleichung ist Teilen durch 0 nicht erlaubt, warum eigentlich? Klar, die Antwort
ist, denn Teilen durch 0 ist nicht definiert. Aber warum? Sie wissen vielleicht aus der Schule, dass es
moglich ist ein neues Symbol i (die imagindre Einheit) einzufiihren so, dass die Gleichung x? = —1
l6sbar ist. Wir gucken uns an, warum das Einfiihren eines entsprechenden Symbols fiir Teilen durch
0 nicht funktioniert. Angenommen es gibe ein neues Symbol Q so, dass % = Q funktioniert. Wir

3Wiederum betrachten wir nur R.
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wollen aber natiirlich, dass wir gleich rechnen konnen wie mit anderen Zahlen (das klappt ja fiir die
imagindre Einheit i). Zum Einen, wenn ich mit 0 multipliziere mochte ich, dass 0 rauskommt, also:

0-Q=0. (5.4)
Wenn ich mit dem Kehrwert multipliziere mochte ich , dass 1 rauskommt, also

1
—.0=1
Q

Nun konnen wir die zweite Gleichung betrachten, Q einsetzen und den Doppelbruch aufldsen:

1 1 0
1=50=7-Q=7-0=0-Q=0

0
Wobei das letzte = 0 wegen gilt. Also bekommt man 1 = 0 was natiirlich nicht stimmt.

(Falls das ein Algebra-Professor liest: Die ganz ganz ganz ganz ganz bdsen Spezialfille betrachten wir nicht ;-) )
Natiirlich k6nnten wir an bestimmten Stellen unserer Argumentation immer neue Symbole einfiih-
ren (zum Beispiel fiir den Kehrwert von Q). Dieser Ansatz wiirde aber auch immer weiter zu Proble-
men fuhren, nur dann eben fiir die neu eingefiihrten Symbole statt fiir Q. Die Hauptbotschaft ist ist
also, nicht dass das Teilen durch Null nicht definiert ist, sondern dass es nicht sinnvoll definierbar
ist. Deswegen ist Teilen durch 0 bei Gleichungen 16sen immer eine nicht sinnvolle Operation.

5.2 Quadratische Gleichungen

Fakt 5.8. , Losungsformeln fiir quadratische Gleichungen*
Seien a,b,c,p,q gegebene Zahlen und a # 0. Folgende quadratische Gleichungen lassen sich nach x
mit den angefiihrten Formeln auflsen:

Gleichung:ax®*+bx+c=0

—b+Vb%2—-4ac

2a

2 Losungen: x =

Gleichung: x2 + px+qg =0

ssungen: x = —2 41/ 2 _
2 Losungen: x = > + 7 q

Die erste Formel wird gerne auch Mitternachtsformel genannt, besser ist jedoch Formel nach
Brahmagupta (indischer Mathematiker). Die zweite Formel wird gerne auch kleine Losungsformel
genannt, besser ist jedoch Satz von Vieta (franzgsicher Mathematiker), Ubrigens gentigt es, sich eine
der beiden Formeln zu merken. Jede quadratische Gleichung lésst sich leicht auf jede der beiden
Formen bringen.

Beispiel 5.9. Losen Sie die quadratische Gleichung nach s auf:
45> —20s+24 =0

Losung. Um zu verdeutlichen dass beide Formeln hier anwendbar sind, rechen wir die Losung
zwei Mal aus. Die erste Formel kann direkt angewendet werden mit a = 4, b = —20, und ¢ = 24.
Daher ist die Losung:

= =3,
S_20¢V202—4-4-24_201\/16_ 8
= = g =

2-4
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Um die zweite Formel anzuwenden, dividieren wir die ganze Gleichung durch 4:
s?—55+6=0

daher ist p = —5 und g = 6. Damit:

/(5)2 5 / \/’51_3,
27 2527 2

Die quadratische Gleichung besitzt zwei Losungen 3 und 2. ]

Beispiel 5.10. Losen Sie die quadratische Gleichung nach u auf:
w+4u—-12=0

Losung. Weil p = 4 und q = —12 gilt, ist

4 [x 2
=24 /T o(c12)=—2+V16=] "
u=—3E\ 7 -1 =-2£V16 {—6.

Die quadratische Gleichung besitzt zwei Losungen 2 und —6. ]

Beispiel 5.11. Losen Sie die folgende Gleichung nach z:

4 -2z
—2= .
z z—3
Losung.
4 -2z
—2=
z z—3

(z=2)(z—-3)=4-2z
22 —2z2—-3z24+6=4-2z
z2-3z+2=0
(p=-3,9=2)

2
_2:{1
O

Anmerkung 5.12. Quadratische Gleichungen kénnen zwei, eine oder gar keine Losungen besitzen,
je nach dem ob der Term in der Wurzel (die sogenannte Diskriminante) grofier, gleich oder kleiner
Null ist.

zZ===4

le
1o

5.3 Interpretation von Losungsmengen

Beim Losen von Gleichungen geht es nicht nur darum, am Ende eine Zahl stehen zu haben. Das
Ziel ist es, die Losungsmenge L zu bestimmen. Dabei konnen drei grundlegende Fille auftreten,
die man am Ende einer Umformungskette erkennt.

Fakt 5.13. Die drei Ergebnistypen:

+ Eindeutige Losung: Die Umformung fiihrt zu einem Ergebnis wie x = 5. Die Gleichung ist
nur fiir diesen einen Wert wahr. L = {5}.

+ Unlésbare Gleichung (Widerspruch): Die Umformung fiihrt zu einer offensichtlich falschen
Aussage, wie 0 = 12. Es gibt kein x, das die Gleichung 16st. L = .

+ Allgemeingiiltige Gleichung (Identitiit): Die Umformung fiihrt zu einer stets wahren Aus-
sage, wie 0 = 0 oder x = x. Jeder zuldssige Wert fiir x ist eine Losung. L = R.
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5.3.1 Aufgaben zur Interpretation

In den folgenden Beispielen ist der Rechenweg bereits vorgegeben. Entscheiden Sie: Was ist die
Aussage liber die Unbekannte?

Beispiel 5.14. Interpretieren Sie das Ergebnis der folgenden Umformung:

3x+5=3(x+2)—-1
3x+5=3x+6-1
3x+5=3x+5 |—3x
5=5
Losung. Dies ist eine allgemeingiiltige Aussage. Unabhingig davon, welche Zahl man fiir x

einsetzt, die linke Seite wird immer denselben Wert wie die rechte Seite haben. Losungsmenge:
L=R. O

Beispiel 5.15. Interpretieren Sie das Ergebnis der folgenden Umformung:

2(x—4)=2x+10
2x —8=2x+10 |—2x
—-8=10 4%

Losung. Dies ist ein Widerspruch. Es gibt keine Zahl x, die beim Verdoppeln und Abziehen von
8 dasselbe ergibt wie beim Verdoppeln und Addieren von 10. Losungsmenge: L = {J (die leere

Menge). [

Beispiel 5.16. Interpretieren Sie das Ergebnis im Kontext der Probe:

Vi=-2 |"2

x=4

Probe: \/Z =2# -2

Losung. Obwohl die Rechnung formal x = 4 ergibt, zeigt die Probe, dass dies eine Scheinlésung
ist (hervorgerufen durch das Quadrieren). Da der einzige Kandidat nicht passt, bleibt die Gleichung
in R unlosbar. Losungsmenge: L = (). ]

Beispiel 5.17. Stoffwechselrate und Sauerstoffgehalt

In einem Forschungslabor wird die Sauerstoffaufnahme y (in mg/h) eines Wasserorganismus in
Abhingigkeit von der Sauerstoffkonzentration x im Wasser untersucht. Fiir eine bestimmte Spezies
wurde folgendes Modell fiir den Bereich niedriger Konzentrationen aufgestellt:

y =—0,5x> +4x + 2

Das Modell gilt nur fiir den biologisch sinnvollen Bereich, solange die Aufnahme y steigt.
Aufgaben:

a) Modellierung: Das Tier benotigt fiir seine Basis-Aktivitdt eine Sauerstoffaufnahme von ge-
nau 10 mg/h. Stellen Sie die zugehdrige Gleichung auf.

b) CAS-Lésung: Ein CAS berechnet fiir 10 = —0,5x% +4x + 2 die Losungen x; = 4— 2\/5 ~ 2,59
und x, = 4 + 212 ~ 541.

c) Interpretation: Welche Aussagen lassen sich biologisch schlussfolgern? (Mehrere Antworten
moglich)



5.4. BEISPIELE ZUM VORBEREITEN 43

d Es gibt zwei verschiedene Konzentrationen, bei denen das Tier exakt 10 mg/h aufnimmt.
d Wenn die Sauerstoffkonzentration x = 0 ist, findet keinerlei Aufnahme statt (y = 0).

d Eine Aufnahme von 15 mg/h ist laut diesem Modell rein rechnerisch nicht méglich (Wi-
derspruch in der Biologie).

1 Der Wert x, =~ 5,41 liegt vermutlich bereits im Bereich der Sattigung, wo das Modell seine
Giiltigkeit verliert.

Losung. Zua): —0,5x*+4x+2=10 < -05x’>+4x—-8=0.
Zu c) Interpretation:

« Wahr: Mathematisch gibt es zwei Schnittpunkte mit der Geraden y = 10.

« Falsch: Setzt man x = 0 ein, ergibt sich y = 2. Dies kdnnte eine minimale Restaufnahme oder
ein Messfehler im Modell sein.

« Wahr: Das Maximum der Parabel liegt bei x = —b/(2a) = —4/(—1) = 4. Der maximale y-
Wert ist y(4) = —0,5(16) + 4(4) + 2 = 10. Eine Aufnahme von 15 wiirde zu einer Gleichung
ohne reelle Losung fiihren.

« Wahr: Da das Maximum bei x = 4 erreicht wird, sinkt die Kurve danach ab. Da die Aufnahme
bei steigendem Sauerstoffgehalt biologisch nicht sinkt, sondern stagniert (Sittigung), ist das
Modell dort nicht mehr anwendbar.

L]

5.4 Beispiele zum Vorbereiten
5.4.1 Gleichungen
Beispiel 5.18. Losen Sie die Gleichung

4x—6

T3y 2 (5.5)
fir x € R.

Losung:

Beispiel 5.19. Losen Sie die Gleichung fiir x € R.
(Tipp: tippen Sie mal 25 - 25 in den TR ein @)

1 6252015
2. x — % 252016

252015 Cx =
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Losung:

5.4.2 Quadratische Gleichungen
Beispiel 5.20. Losen Sie die folgende Gleichung nach u:

2u—6u+3=0

Losung:

Beispiel 5.21. Losen Sie die folgende Gleichung nach u:

u?—6u+10=0

Losung:

Anmerkung 5.22. In der Biologie werden hiufig mathematische Modelle genutzt, um das Wachstum

von Populationen (z. B. Bakterien oder Wildtiere) vorherzusagen. Dabei spielen Kapazitidtsgrenzen
des Lebensraums eine wichtige Rolle.

Beispiel 5.23. Der Schiitzenfisch-Teich

In einem kiinstlich angelegten Teich wird eine Population von Schiitzenfischen ausgesetzt. Die An-
zahl der Fische N nach t Monaten kann durch folgende Gleichung modelliert werden:

1000

N(t) = ——————
0= o eoae
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Hierbei ist N(t) die Anzahl der Fische und ¢ die Zeit in Monaten.
Aufgaben:

a) Modellierung: Stellen Sie eine Gleichung auf, um zu bestimmen, wann die Population genau
500 Fische erreicht.

b) CAS-Losung: Nutzen Sie ein CAS (z. B. Geogebra), um die Gleichung aus a) zu l6sen. Das
System liefert t ~ 10,986.

c) Interpretation: Kreuzen Sie an, welche biologischen Aussagen aus dem Modell und den Be-
rechnungen folgen:

d Nach etwa 11 Monaten ist die Hélfte der maximal moglichen Kapazitit erreicht.

(1 Die Population stirbt nach 20 Monaten aus, da der Nenner der Gleichung gegen Null geht.
1 Zu Beginn (t = 0) befinden sich genau 100 Fische im Teich.
0

Das Modell zeigt, dass die Population niemals {iber 1000 Fische steigen kann.

5.5 Weitere Beispiele zum Uben

Beispiel 5.24. Lose die Gleichung

x24+5x4+6

0
x+2

Beispiel 5.25. Losen Sie die folgenden Gleichungen nach x auf:
1. 4x* —5=31
2.ax—-b=0

Beispiel 5.26. Losen Sie die Gleichung

\/x+7—\/x—8=\/;

Beispiel 5.27. Losen Sie die Gleichung

5x3 —31x2+31x—5=0

Beispiel 5.28. Der Schiitzenfisch jagt Insekten, indem er/sie einen Wasserstrahl ausspuckt welcher
ein Insekt ins Wasser fallen lasst.

Der Verlauf eines Wasserstrahls ldsst sich durch die Gleichung
7

— 13 2
h(x) = 3 +2x

beschrieben werden. Darin ist h(x) die Hohe des Wasserstrahls iiber der Wasseroberfldche in m und
x die Entfernung vom Fisch in m.
Berechnen Sie die Spuckweite des Fischs, sowie die Maximale Hohe des Wasserstrahls.

Die folgenden zwei Beispiele sind nicht leicht zu diskutieren.

Beispiel 5.29. Losen Sie die Gleichung

x2+lx—1— x—l <x+1>3
6 6 3 2

Beispiel 5.30. Losen Sie die Gleichung

\/\/x+2—\/x—2=\/—5x—10
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Umformen von Formeln

Naturgesetze werden sehr oft durch Gleichungen beschrieben. Ja nach Problemstellung muss dann
eine der vorkommenden Grofien durch die Anderen ausgedriickt werden. Das geschieht dann, in-
dem die gegebene Gleichung nach der gesuchten Grofie aufgeldst wird.

Beispiel 6.1. Ein ideales Gas ist ein Gas, in dem zwischen den Molekiilen keine Anziehung oder
Abstoflung besteht, und dessen Molekiile so klein sind, dass ihr Volumen vernachlédssigt werden
kann. Sind m Mol dieses Gases in einem Raum vom Volumen V bei einem Druck von p und einer
absoluten Temperatur von T eingeschlossen, so gilt die allgemeine Gasgleichung:

pV = mTR.

Dabei ist R eine feste Konstante, die sogenannte allgemeine Gaskonstante, die in geeigneten Ta-
bellenwerken nachgeschlagen werden kanrﬂ Drucken Sie die Grofien p, V, T, m jeweils durch die
anderen Grofien aus.

Losung. Wir miissen nur die allgemeine Gasgleichung jeweils nach p, V, T, m auflosen. Es ergeben
sich nach kurzer Rechnung:

_ mTr
P=
VzmTR

p

_pv
M= TR

_pv
T_mR

O

Beispiel 6.2. In einem chemischen Zerfallsprozess m-ter Ordnung miissen m Molekiile eines Stof-
fes X aufeinandertreffen, damit die Zerfallsreaktion stattfindet und sie in andere Stoffe zerfallen.
Die Konzentration u = [X] des Stoffes X in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ folgt dem Gesetz

1
u=(kt+dy m

Dabei ist k eine Konstante, die vom jeweiligen Stoff abhéngt, und d eine zweite Konstante, die sich
aus der Gesamtmenge zu Beginn der Reaktion bestimmt.
Bestimmen Sie ¢ in Abhdngigkeit von u.

Losung.
1
u=(kt+d) m1
u=m=D =kt +d
u=m-D _d =kt

% (u=m=D _q) =

IR = 8,31446261815324—— [5]
mol-K

47
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6.1 Interpretation von Formelzusammenhingen

In den Naturwissenschaften ist das Umformen einer Formel oft nur der erste Schritt. Die entschei-
dende Leistung besteht darin, aus der neuen Form der Gleichung abzulesen, wie sich Anderungen
einer Grofie auf das Gesamtsystem auswirken.

Beispiel 6.3. Allometrie: Herzschlag und Korpermasse

In der Biologie beschreibt das Kleiber-Gesetz oft Zusammenhénge zwischen physiologischen Gro-
en. Fiir die Herzfrequenz f (Schldge pro Minute) eines Sdugetiers in Abhéngigkeit von seiner Kor-
permasse M gilt ndherungsweise:

1

f=k-M: (k> 0)
Aufgaben:

a) Umformung: Losen Sie die Formel nach der Masse M auf.

4
b) CAS-Check: Ein CAS liefert fiir die Umformung M = (;) .

c) Interpretation: Welche biologischen Schliisse lassen sich aus den Formeln ziehen?

1 Je schwerer ein Tier ist (M steigt), desto niedriger ist seine Herzfrequenz f.
(d Wenn sich die Herzfrequenz f halbiert, muss das Tier laut Modell 16-mal so schwer sein.

(1 FEin Tier mit der Masse M = 0 hitte eine unendlich hohe Herzfrequenz (mathematischer
Grenzwert).

d Der Zusammenhang zwischen f und M ist linear.

_1 f _1 4 k4
Losung. Zua):f=k-M 4:»;=M 4:(;) =M:»M=<?).

Zu c) Interpretation:

« Wahr: Wegen des negativen Exponenten —i sinkt f, wenn M steigt.

Wabhr: Setzt man % finM = (;)4 ein, ergibt sich durch den Exponenten 4 der Faktor 2* = 16.

« Wahr: Da M im Nenner stiinde (f = geht f gegen unendlich, wenn M gegen 0 geht.

k
W)’

Falsch: Es handelt sich um eine Potenzfunktion, nicht um eine Gerade.

O

Beispiel 6.4. Logistisches Wachstum: Die Kapazititsgrenze
Die Wachstumsrate R einer Population kann oft durch die GleichungR =r - N - (1 — %) beschrie-

ben werden, wobei N die aktuelle Individuenzahl, r die Wachstumsrate und K die Kapazitit des
Lebensraums ist.
Aufgaben:

a) Umformung: Losen Sie die Gleichung nach K auf.

r-N?
rN-R’

b) Interpretation: Interpretieren Sie die umgeformte Gleichung K =

(d Wenn die Wachstumsrate R gegen Null geht, ndhert sich die Population N der Kapazitit
K an.
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d Die Kapazitit K ist unabhéngig von der aktuellen Populationsgrofie N.

(1 Fallsr-N = R gilt, wire die Kapazitit rein rechnerisch nicht definiert (Teilen durch Null).

_ 2
Losung. Zua):£=1—£:£=1—£:rN Rog=""
r . K K rN rN rN—R
Zu b) Interpretation:
2
+ Wahr: WennR =0, wird K = % = N. Das System ist im Gleichgewicht.
r

« Falsch: K ist zwar oft eine Konstante der Umwelt, aber in dieser Gleichung besteht eine ma-
thematische Verkniipfung zu N.

« Wahr: Dies entspriche dem Fall, dass die Population ungehindert wichst (R = rN), was nur
bei unendlicher Kapazitit moglich wire.

O

6.2 Drei aufwendigere Beispiele

Beispiel 6.5. Wird statt idealen Gases in Beispiel |6.1| ein Gas mit Wechselwirkung zwischen den
Teilchen betrachtet und wird auch beriicksichtigt, dass die Gasteilchen nicht unendlich klein sind,
sodass sich das Gas nicht auf beliebig kleine Volumina komprimieren ldsst, muss die Gasgleichung
modifiziert werden. Eine bewéhrte Variante ist die folgende Van der-Waals-Gleichung:

am?
(p+ 2 )(V—bm)=mRT

Darin kommen folgende Grof3en vor:

Druck des Gases,

Volumen, in dem das Gas eingeschlossen ist,

Temperatur des Gases,

Menge des eingeschlossenen Gases (Mol),

allgemeine Gaskonstante, fiir alle Gase gleich,

Konstante, die die Anziehung der Gasmolekiile beschreibt,
Konstante, die das Volumen der Gasteilchen beschreibt.

e mw3I 89

Berechnen Sie jede der verdnderlichen Grofien p, V, T, m aus den anderen.

Losung. Die Rechnung fiir T und p erweist sich als einfach:

2
<p+a$ )(V—bm)szT
<p+ a:zlz)(V—bm)
e mR =T

Fiir p brauchen wir nur einen Schritt mehr:

am?
(p+ 2 )(V—bm)szT

N +am2_ mRT
P =V "bm
mRT am?

“V_bm V2

=P
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Nun l6sen wir die Gleichung nach V. Hierfiir versuchen wir einfach alle V’s auf einer Seite der
Gleichung auferhalb von Klammern und Briiche zu bringen:

2
(p+a$ )(V—bm)=mRT B2

V2

(pV2+am?)(V—bm)=mRTV?

pVi+am?V —pbmV?—abm?=mRTV?
pV3—(mRT+pbm)V2+am?V —abm?® =0

2
V2 (p+ am )(V—bm):mRTV2

Dies ist eine Gleichung dritten Grades: Die unbekannte V kommt in Potenzen bis zu 3 vor. Es gibt
sehr aufwendige Formeln zum Losen von Gleichungen dritten Grades, im Regelfall jedoch 16st man
sie in der Praxis durch N@herungsverfahren auf dem Computer. Gleichungen hoheren Grades sind
iiberhaupt nur durch Niherungsverfahren losbar.

Auflésung nach m: Wenn man die Auflésung nach V nur in anderer Reihenfolge anschreibt, erhilt
man ebenfalls eine Gleichung dritten Grades:

abm?*—aVm?+ (RTV2+bpV>)m—pV3=0
O

Diese Beispiele fithren auf Minimierungs-Aufgaben, die mit der Differentialrechnung gelost wer-

den konnen. Am Ende steht die Losung einer relativ aufwendigen Gleichung. Die Losung von Minimierungs-

Aufgaben und Differentialrechnung ist nicht Priifungsstoff, doch soll an dieser Stelle gezeigt werden,
wie das Losen von Gleichungen, in grofiere Probleme eingebettet, immer wieder als Grundtechnik
benotigt wird.

Beispiel 6.6. Ein Hund benétigt pro Stunde eine gewisse Nahrungsmenge n, die von der Geschwin-
digkeit v abhingt, mit der er sich fortbewegt. Das Gesetz dieser Abhéngigkeit lautet (mit geeigneten
konstanten Gréfien a und b) niherungsweise

n=av’+b
Nun sei ein Nahrungsvorrat N vorgegeben.

« Wie weit kommt der Hund, wenn er die Geschwindigkeit optimal w#hlt?

« Welche konkreten Werte ergeben sich fiir N = 3kg, b = 0,1kg/h,und a = 2,5-10~*kgh/ km™?

Losung. Wenn der Hund mit einer Geschwindigkeit von v km /h 14uft, legt er in ¢ Stunden den Weg
s = tv zuriick, und verbraucht die Nahrungsmenge

t(av? + b)
Da er seinen ganzen Nahrungsvorrat auftbraucht, um moglichst weit zu kommen, gilt

N = t(av?> + b), also
N
av?+b
Damit kénnen wir den zuriickgelegten Weg s bestimmen:

Nv

>8§=I0=———
avZ+b
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Nun soll die Geschwindigkeit v so gew#hlt werden, dass der Weg maximal ist. Daher ist die erste
Ableitung von s nach v gleich Null zu setzen. Unter Verwendung von Bruch und Kettenregel gilt

0= N(av? + b) — Nv(2av)

(av? + b)?
0 = N(av? 4+ b) — Nv(2av)
0 = bN — Nav?
b
vV=1/—
a

Wir haben jetzt die optimale Geschwindigkeit. Setzen wir noch fiir den Weg ein:

Damit ergibt sich als grofite erreichbare Weglinge s = X
2v/ab

In konkreten Zahlen:

[ 01 : o
V= m =20km/h optimale Geschwindigkeit,

s = -3 =300km erreichbare Strecke,
24/0,1 - 0,00025
300 .

t= >0 = 15h Laufzeit.

Beispiel 6.7. Ein Hund kann auf einer geradlinigen Strafle mit einer Geschwindigkeit v; laufen, im
angrenzenden Gelidnde mit der (kleineren) Geschwindigkeit v,. Im Garten steht ein Teller mit Wiir-
sten zum Grillen bereit, der Besitzer ist derzeit im Haus beschiftigt. Um die Wiirste zu erreichen,
konnte der Hund die Linge a die Strafie entlang laufen, und dann rechtwinkelig in den Garten ab-
biegen und die Lange b durch den Garten laufen, jedoch wird er schneller sein, wenn er nur x < a
Meter die Strafle entlang lduft, und dann schief durch den Garten seinen Weg fortsetzt. Wie lange
muss der Hund noch auf der Straf3e bleiben, damit er méglichst schnell (und vor dem Besitzer) beim
Waurstteller anlangt?
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Abbildung 6.1: Lecker Schmecker

Losung. Die erste, und oft bereits die entscheidende Stufe in der Problemldsung ist die mathema-
tische Formulierung: Die Benennung der Langen wird am besten durch eine Zeichnung dargestellt.

- Strasse

Abbildung 6.2: Lageskizze

a Abstand Hund-Wurst langs Straflenrichtung
Abstand Strafie-Wurst

v; Geschwindigkeit Hund auf Strafie

v, Geschwindigkeit Hund im Garten

x Abstand, nach dem der Hund in den Garten einbiegt

ey

Die Aufgabe lautet: Bestimmen Sie den Punkt x so, dass die Zeit, die der Hund braucht, um den Weg
zuriickzulegen, moglichst klein wird.
Es ergeben sich daraus folgende Wege und Zeiten:

X Weg des Hundes auf der Strafle,
X Zeit, die der Hund auf der Strafie lduft,

U1

v (a—x)2+ b2 Wegdes Hundes im Garten,

V0azxp+b? Zeit, die der Hund im Garten lduft,
%]
1/ —x)2 2
Z=2+ V0amxp+b? Gesamtzeit, die der Hund lduft.
Uy v,

Die Strecke x wird so gewihlt, dass die Gesamtzeit minimiert wird, also muss die Ableitung (Diffe-
rential) der Gesamtzeit nach x Null ergeben.
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Die erste Ableitung der Gesamtzeit nach x ist (unter Anwendung der Kettenregel)

—2(a—x) [(a - x) + b2 3
Z/(x) = — + 2 = i — a-x

U1 U2 U1 vy(a—x)?+ b2

Wir setzen die Ableitung gleich Null und formen die Gleichung um:

1 - . . .
— = a-X =0 mit dem Nennern multizieren
U1 uvy(a—x)2+ b2
vLV@—x2+b2—-v(a—x)=0
> wV(la—x)2+b2=v(a—x) quadrieren:

= vl [(a—x)*+b*| =vi(a—x)>

Zuerst die Terme mit (a — x)? auf eine Seite bringen und diesen Term herausheben:

= (v —vi)(a—x)* = vib?

, vlb?
> (a—x)y=
v —v?
2 1
v;b o
> a-xXxX=+— a — x muss laut Grafik aber positiv sein
2.2
LU
vZb?
> a—-x=
2 _ .2
LY
v3b?
> Xx=a-
2.2
LU
. Uzb2 . 2
Der Hund muss also bis zum Punkt a — 2 2aufderStraﬁeblelben O
LY

20der, er machts wie jeder normale Hund und rennt schnurstracks zur Wurst ©
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6.3 Beispiele zum Vorbereiten

Beispiel 6.8. Thermodynamik in der Biologie: Der Q,,-Wert

Die Reaktionsgeschwindigkeit-Temperatur-Regel (RGT-Regel) besagt, dass sich biologische Prozesse
bei einer Temperaturerhhung um 10 °C etwa verdoppeln bis verdreifachen. Dieser Faktor wird als
Qqo-Wert bezeichnet. Die Formel lautet:

10
R2 Tr-T1
Qi = (R_1>

Dabei sind R; und R, die Stoffwechselraten bei den Temperaturen T; und T,.
Aufgaben:

a) Umformung: Ein Forscher mdchte die Stoffwechselrate R, vorhersagen. Stellen Sie die For-
mel nach R, um.

T-T1

b) CAS-Check: Das CAS liefert das Ergebnis: R, = R; - QmT .
c) Interpretation: Beurteilen Sie folgende Aussagen basierend auf der Formel:

(d Wenn die Temperaturdifferenz T, — T; genau 10 °C betrigt, entspricht das Verhiltnis der
Raten % exakt dem Q,,-Wert.
1

1 Ein Q,o-Wert von 1 bedeutet, dass der biologische Prozess vollkommen unabhingig von
der Temperatur ist.

d Wenn Q;, > 1 ist, fiihrt eine Senkung der Temperatur (T, < T;) mathematisch zu einer
Erhohung der Rate R,.

(1 Der Zusammenhang zwischen der Temperaturerhohung und der Steigerung der Stoff-
wechselrate ist exponentiell, nicht linear.

Losung:

Beispiel 6.9. Lose die Formel

nach c auf.
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Losung:

Beispiel 6.10. Eine Sammellinse mit Brennweite f bildet einen Gegenstand, der sich im Abstand
g > f von der Linse befindet, auf ein Bild im Abstand b von der Linse ab (Siehe Grafik).

4

/
/|
o II! ||||||
]
Ji
,.-’f

Abbildung 6.3: Sammellinse

durch die Linsengleichung gegeben:

Der Zusammenhang zwischen Brennweite und den Abstdnden von Gegenstand und Abbild wird

=
|
oQ |

S =

Berechnen Sie jede der Grofien f, b, g aus den beiden anderen.
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Losung:

Beispiel 6.11. Die Sinkgeschwindigkeit von Staubpatikel kann durch die Gleichung

_ d*(pp —pc)g
ST 18,

beschrieben werden. Stellen Sie die Gleichung auf d und p; um.

Losung:

Beispiel 6.12. Durch folgende Gleichung kénnen Reibungsverluste in Leitungen (vereinfachte Adern)
beschrieben werden:
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Stellen Sie die Gleichung auf p um.

Losung:

6.4 Weitere Beispiele zum Uben

Beispiel 6.13. Losen Sie das Lennard-Jones (12-6)-Potential V' mit
12

v=«l(®)-(5)]

nach r auf, unter der Voraussetzung, dass V, € und o positiv sind.

Beispiel 6.14. Losen Sie die Gleichung

1 b

\/1+a:\/1—a

, mit0<a<1,0<b

nach a auf. Fiihren Sie die Probe durch um das Ergebnis zu iiberpriifen.

Beispiel 6.15. Lose die Formel
K?+aK +b =11+ j)"

nach K, a, b, L und nach j auf.

Beispiel 6.16. Lose die Formel
K=L1+i)"

nach K, L, und i auf.
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Beispiel 6.17. Formen Sie die Formel

. n
l
Fn—F0<1+m>

jeweils nach F und i um.

Beispiel 6.18. Lose die Formel
Vi-(v+1)1'=R, V>0R>0

nach V auf.

Beispiel 6.19. Der (arithmetische) Mittelwert ldsst durch

— 1
x=N§xi

berechnen. Bestimmen Sie die Grofien N und xpy_;.

Beispiel 6.20. Die Stromungsgeschwindigkeit v an einer Drosselstelle ldsst sich durch

_ 2(p1 — p2)
V=ac "
_ P2 2002
Pz(l P1 A%as>

beschreiben. Bestimmen Sie daraus die Grofien p, und a.



Exponentialfunktion und Logarithmus

7.1 Definition und Eigenschaften der Exponentialfunktion
Anmerkung 7.1. Von der Potenzrechnung kennen wir bereits, dass

a"=axax--Xa
N————— e
m Faktoren

Ist a > 0 so konnen wir mittels Briichen und Wurzeln die Potenz a* auch fiir negative ganze x und
Bruchzahlen definieren. Mit etwas mehr theoretischem Aufwand lédsst sich die Potenzfunktion fiir
alle reellen Zahlen x (Zahlen auf der Zahlengeraden) einfiihren. Die Rechenregeln der Potenzrech-
nung bleiben dabei giiltig.

Definition 7.2. Die Funktion

X +—a®
heif3t Exponentialfunktion zur Basis a.
Definition 7.3. Eigenschaften von Funktionen:

+ Eine Funktion heif3t monoton steigend, wenn gilt: Ist x < y, dann ist f(x) < f(y).

Eine Funktion heifit monoton fallend, wenn gilt: Ist x < y, dann ist f(x) > f(y).

Eine Funktion heifit konvex, wenn die Verbindungsstrecke zweier Punkte auf der Kurve, wel-
che die Funktion darstellt, immer oberhalb der Kurve verlauft.

« Eine Funktion heif3t konkav, wenn die Verbindungsstrecke zweier Punkte auf der Kurve, wel-
che die Funktion darstellt, immer unterhalb der Kurve verlauft.

Fakt 7.4. Seia > 0, die Exponentialfunktion hat folgende Eigenschaften:

] a<l1 \ a=1 \ a>1
positiv: a* > 0 positiv: a* > 0
streng monoton fallend | konstant 1 | streng monoton steigend
konvex gerade konvex
a’=1 1°=1 a®=1
lim =0 lim = oo
X—>0 X—>0
lim = o0 lim =0
X—>—00 X=>—00
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0.5% 0.33* Y ’ Yy  2.5% 2
0.67* 1.5*
\ N .
(a) Basis a kleiner 1 (b) Basis a grofier 1

Abbildung 7.1: Exponentialfunktion a*

Definition 7.5. Die Eulersche Zahl
e = 2.71828182846 ...

ist so definiert, dass die erste Ableitung der Funktion e* wieder e* ergibt.

Fakt 7.6. Sei A eine feste reelle Zahl. Die Funktion
X —— et

ist eine Exponentialfunktion zur Basis e.
Uberlegung: wenn wir e* = a setzen, so kénnen wir folgende Umformung machen

et = (e})" = a*.
Damit gelten folgende Aussagen:
e Ist1<0,s0ister =a<1
« IstA=0,s0iste’ =a=1
« IstA>0,s0iste? =a > 1.

Damit gilt die selbe Tabelle wie in Fakt[7.4] wobei es sich nur durch das A unterscheidet.

e ¥ =2 y y o2 X e’

—0,5-x

N - .

(a) Basis e* = a kleiner 1 (— 1 < 0) (b) Basis e* = a grofler 1 (= 1 > 0)

Abbildung 7.2: Exponentialfunktion e**
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Anmerkung 7.7. Die Exponentialfunktion zur Basis e hat, die Eigenschaft, dass Sie sich bei der Ab-
leitung selbst erzeugt. Das fiihrt dazu, dass viele Prozesse in Technik und Wissenschaft mithilfe der
Exponentialfunktion e** beschrieben (modelliert) werden. Kennwerte (wie z.B. das Wachstum) wer-
den in der Regel iiber 4 in e** definiert und nicht zu einer beliebigen Basis a, das hat vor allem histo-
rische Griinde (Computer sind geschichtlich betrachtet noch immer recht neu),e ist daher elementar
in den Wissenschaften verankert. Jedes gingige Computersystem kann (natiirlich) unmittelbar ei-
ne Exponentialfunktion a* in die Form e umformen, dennoch ist es in der Praxis unerlisslich
mithilfe der Exponentialfunktion zur Basis e rechnen zu konnen und beschreiben zu kénnen was
die Eigenschaften der Funktion sind.

Darum werden wir im Folgenden hauptsichlich mit der Exponentialfunktion e** rechnen.

Beispiel 7.8. In der Praxis ist es oft wichtig unterscheiden zu konnen ob etwas die Form einer
Exponentialfunktion hat oder nicht (es kénnte sich auch um Gesetzte der Formy = ax+b oder (y =
Cx“) handeln). Bei welchen der folgenden Funktionen kdnnte es sich um Exponentialfunktionen
der Form y = c e™* handeln?

=T 15+ p
///
/” 1 //;/
10 +
05
/
S/ O L
5 //
05
oF ar
1 05 0 0.5 1 -1 05 0 0.5 1
X X
f1 fa
25
1k |
el - \ //
2+ N\ /
08t ]
//
06 - e )
/ 15 )
04 - ya ] —_—
/
// 1
0.2 S
Y
°r 05t
02—
0
15 1 0.5 0 05 1 15 -1 05 0 05 1
X X

f3 fa
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Losung.
+ f1(x) = Ce** kann gelten mit C = 2 (denn f;(0) = 2) und A > 0 (denn f; ist steigend).
« f, ist nicht iiberall positiv. Keine Exponentialfunktion.
 f3ist nicht iiberall konvex. Keine Exponentialfunktion.
« f,ist weder iiberall steigend noch iiberall fallend. Keine Exponentialfunktion.
+ fs5(x) = Ce** kann gelten mit C = 3 (denn f5(0) = 3) und 4 < 0 (denn f ist fallend).

+ f¢ ist fallend (spricht fiir negatives 1), aber lim,_, ., fs(x) # 0. Keine Exponentialfunktion.

7.2 Definition und Eigenschaften des Logarithmus

Anmerkung 7.9. Diese Zusammenhinge kennen Sie sicherlich aus der Schule:

] | Rechenoperation | | Umkehrung |
Addition: a+b=x = x—b=a :Subtraktion
Multiplikation: a-b=x = % =a :Division
Potenzieren: ab =x =3 Vx=a :Wurzelziehen
Winkelfunktion: sin(b) = x < | arcsin(x) = b | :Inv-Winkelfunktion
Integrieren: Sf(xX)=F(x) | e | F/(x)= f(x) | :Ableitung

Wobei wir der Einfachheit nur einen passende Definitions und Bildbereich betrachten. In der Ma-
thematik gibt es das sehr verbreitete Konzept, dass zu einer Rechenoperation die Umkehrung ge-
sucht bzw. verwendet wird. Diese Idee bringt uns zum Logarithmus, dieser ist genau so definiert
dass er die Umkehrung der Exponentialfunktion ist.

Definition 7.10. Seia > 1. Der Logarithmus zur Basis a (geschrieben log , ist definiert durch

log,(x) =y = a’ = x.

Anmerkung. Diese Definition des Logarithmus liefert die Eigenschaft, dass log,(a*) = x ergeben
muss. Also die Umkehrung der Exponentialfunktion. Es gilt dann (iibrigens) auch a'°&® = x.
Wichtig zu beachten: Der Logarithmus ist zu einer explizit gegebenen Basis a definiert!

Anmerkung 7.11. Insbesondere sind folgende Logarithmen bedeutend:
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« log,, (x): dekadischer Logarithmus,
+ In(x) = log,(x): natiirlicher Logarithmus,
+ log,(x): bindrer Logarithmus (in der Informationstheorie).

Fakt 7.12. Sei a > 1. Der Logarithmus log (x) gibt es nur fiir x > 0. Es gilt:

log,(x) <0falls0 < x <1,
log,(x) =0fallsx =1,
log,(x) > 0Ofalls1 < x

Das ist leicht zu verstehen. Es bedeutet ja log (x) = y dasselbe wie a” = x. Nun ist a” immer positiv,
also muss x positiv sein. Au3erdem ist a® = 1, und @’ > 1 falls y > 0.

Beispiel 7.13. Finden Sie die dekadischen Logarithmen der folgenden Zahlen, falls sie existieren:
100; 10000; 0,1; 0,001; eine Million; 1; —2; 0
ohne den Taschenrechner zu benutzen.

Losung.

log,,(100) = 2 denn 10? = 100. log,,(10°) = 6 denn 10° = 10°.

log,,(10000) = 4 denn 10* = 10000.

log, ,(0) existiert nicht, denn 10” ist nie 0.

= — -1 = i =
log,,(0,1) = —1 denn 10 " 0,1.

log,,(1) = 0denn 10° = 1.

_ 1 . . o
log,,(0,001) = —3 denn 10~* = o = log,,(—2) existiert nicht, denn 10” ist im-

0,001. mer positiv.

O

Fakt 7.14. Sei a > 1. Die Logarithmusfunktion zur Basis a hat die folgenden Eigenschaften:
+ log,(x) existiert nur fiir 0 < x < co
+ Im Definitionsbereich:
<0 fallso<x<1
log,(x){ =0 fallsx=1
>0 fallsl<x
+ Die Logarithmusfunktion ist monoton steigend und konkav.
« Im Grenzprozess:
chi_l’)I(l) log,(x) = —c0
lim log (x) = co
X—>00

« Die Logarithmusfunktion log (x) wiéchst schnell fiir kleine x und sehr langsam im Bereich
grofler x.
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Die folgende Grafik zeigt die Kurven des dekadischen und des natiirlichen Logarithmus. Beachten
Sie, dass eine Kurve in die andere iibergefiihrt werden kann, indem man die y-Achse streckt oder
staucht.

0
| i logio(x) | T

Dekadischer log, ,(x) und natiirlicher In(x) Logarithmus

7.3 Rechenregeln fiir Logarithmen

Fakt 7.15. Seia > 1. Fiir den Logarithmus zur Basis a gelten die folgenden Rechenregeln:
log, (x - y) = log,(x) + log,(y)
X
log, (5 ) = log, () ~ log, )

log, (x™) = m log,(x)
log, (x +y) = 7Keine Regel!

Anmerkung 7.16. Achten Sie beim Logarithmieren immer darauf, wie sich die Rechenoperationen
dndern. Aus Multiplikation wird Addition, aus Potenz wird Multiplikation. Das ist eine hdufige Feh-
lerquelle!

Beispiel 7.17. In der Chemie und Physik werden exponentielle Zusammenhénge oft durch Loga-
rithmieren linearisiert”, um Kennzahlen leichter bestimmen zu kdnnen. Ein klassisches Beispiel ist
die Arrhenius-Gleichung:

Eq

k=A~e_ﬁ

Dabei ist A der Frequenzfaktor, E, die Aktivierungsenergie und R die Gaskonstante.
Wenden Sie den natiirlichen Logarithmus auf die gesamte Gleichung an und zerlegen Sie die rechte
Seite der Gleichung (In(k) = ...) mithilfe der Logarithmenregeln so weit wie moglich.

Losung. Wir wenden die Rechenregeln fiir Produkte und die Eigenschaft des natiirlichen Loga-
rithmus (In(e*) = x) an:

In(k) = In (A : e‘fﬁ)

=1In(A) +In (e_l%) | Regel: In(x - y) = In(x) + In(y)
=In(A) — RE-aT | Regel: In(e/) = f
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Anmerkung 7.18. Diese Form

E, 1
ln(k) = _f : T + ln(A)

entspricht einer Geradengleichung
y=m-x+b.

Wenn man In(k) gegen % auftriigt, kann man aus der Steigung die Aktivierungsenergie E, berech-

nen. Wir werden dies im Abschnitt iiber die Lineare Regression noch genauer besprechen.

Beispiel 7.19. Zerlegen Sie den folgenden Logarithmus in Logarithmen moglichst einfacher Aus-

driicke:
(\3/ 5a2 )
In

c3

Losung. Wir wenden schrittweise die Rechenregeln fiir Logarithmen an:

In (@) =In (@) —In(c?) | Quotientregel: In (%) = In(u) — In(v)

c
=In ((5a*)'/?) — 31n(c) | Potenzregel: In(uX) = k - In(u)
= %ln(Saz) —31n(c) | Potenzregel erneut angewandt
= % [In(5) + In(a?)] — 31n(c) | Produktregel: In(u - v) = In(u) + In(v)
= % [In(5) + 21In(a)] — 31In(c) | Potenzregel fiir In(a?)
= % In(5) + % In(a) — 31In(c) | Klammer auflésen

O

Beispiel 7.20. Fassen Sie den folgenden Ausdruck mithilfe der Logarithmengesetze zu einem ein-
zigen Logarithmus zusammen:

1 X x2 1 X
~In|=4++4/=-1]+=In| ——— | +1n \/E
2 (a a2 ) 2 <x+ x2—a2) ( )

Losung. Indiesem Fall wenden wir die Logarithmischen Rechenregeln nur in die umgekehrte Rich-
tung an. Wir konnen die Regeln ja auch von rechts nach links lesen!

Schritt 1: Herausheben und auf gemeinsamen Nenner bringen.
Zuerst heben wir den Faktor 2 heraus und bringen den Ausdruck unter der Wurzel auf ge-
meinsamen Nenner:

= % [ln<g + x2a—2a2) +1n(x+;> + 21n(\/z)l

Schritt 2: Summen als Logarithmus eines Produkts schreiben
Nach der Regel In(u) +In(v)+In(w) = In(u-v-w) fassen wir zusammen (wobei wir 2'ln(\/a) =

In (\/ a2> = In(a) nutzen):
(x+ x2—a2).( X >.al
a x+Vx2—a?

1
==1
2n
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Schritt 3: Kiirzen innerhalb des Logarithmus

Wir sehen, dass sich der Term (x +V x2 — a2) im Zdhler und Nenner weghebt, ebenso wie das
a im Nenner und Zdhler:

In X —a? . X @
= X —a?

In(x) bzw. ln(\/;)

N = N

O

Fakt 7.21. Zur Umrechnung von Logarithmen und Exponentialfunktionen verschiedener Basen
gelten die Formeln:

logb (x)

log, (a) ’
a* = blogb(a)x’

log (x) =
a* = eln(a)-x.

7.4 Losen von Gleichungen mit Exponenten und Logarithmen
Beispiel 7.22. Losen Sie die folgende Gleichung
542t =10.

Losung. Wirisolieren zunédchst den Exponentialausdruck mitder Unbekannten, und nehmen dann
auf beiden Seiten den Logarithmus. Nach Anwendung der Rechenregeln fiir den Logarithmus und
einigen weiteren Schritten steht die Unbekannte isoliert als Ausdruck mit mehreren Logarithmen
da. Letztlich rechnen wir diesen Ausdruck mit dem Taschenrechner oder Computer aus.

5+2t1=10 |-5
& 2Xl=35 | In(-)
& In(2*") =1n(5)

< (x+1In(2)=1In(5) | +1In(2)
o xt+1=00 | -1
In(2)
w= O 4 41310
In(2) ’

Beispiel 7.23. Losen Sie die folgenden Gleichungen:

54 2%+l = 10.

Losung.
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1.
e =4 | In(-)
In(e3*) = In(4)
3x = In(4) | +3
X = M =~ 0,4621
3
2.

7

4973 =2 |In@)
In (4”2_5) = In(2)

(u2 _ %) -1In(4) = In(2) | +1In(4)

g2 1@
2 In(4)
2 _ 7 In(2) les gilt: In(2) _ In(2) _
2 In(4) "In(4) 2-1n(2)
w2=ly1
22
w?=4  |x4/
u=4+2

Beispiel 7.24. Losen Sie die folgende Gleichung

25 In (x — 3) = 100

Losung.
25-In(x —3)=100 |+25
In(x-3)=4 e
eln(x—3) — e4
x—3=¢ | +3

x =e*+ 3~ 57,598

67

1

2

Hierbei ist insbesondere wichtig zu beriicksichtigen, dass wir priifen miissen, ob die Losung auch
wirklich eine Losung ist (anders formuliert, eine Probe machen). Da der Logarithmus (in R) nur auf

positiven Zahlen definiert ist. Bei dieser Aufgabe funktioniert die Probe.

Beispiel 7.25. Losen Sie die folgenden Gleichungen:
1. 2—In(26) =In(4R — 1) — In(R)
2. 92100 = 10000

Losung.

O
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2 —1In(26) = In(4R — 1) — In(R)
2 =1n(26) + In(4R — 1) — In(R) |Logarithmengesetze anwenden

. ln<26(41;— 1))
2 _ 26(4R—1)

‘R
R |
e? - R = 104R — 26 | — 104R
R(e?> —104) = —26 |- (=1)
R(104 —e?) = 26 | - (104 — e?)
2
-2 0,2691
104 — e2

ylg(y) = 10000 [1g(+)
1g (y'8)) = 1g(10000)
lg(y) - 1g(y) = 4 |Zusammenfassen

g2 =4 |+
lgy)=+2 100
y = 10¥2 = y; = 100, y, = 0,01

7.5 Beispiele zum Vorbereiten

Beispiel 7.26. Stellen Sie

2z
e70x . 5—0,3y . (l)
e

durch einen einzigen Exponentialausdruck der Form e* dar.

Losung:

Beispiel 7.27. Losen Sie die Gleichung

25172 =1
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Losung:

Beispiel 7.28. Losen Sie die Gleichung
4log,, (x) — 3log,, (2x) = 4

Losung:

7.6 Weitere Beispiele zum Uben

7.6.1 Logarithmen

Beispiel 7.29. Der dekadische Logarithmus von 2 ist ungefdhr log;,(2) =~ 0,3010. Bestimmen Sie
ohne Benutzung eines Taschenrechners ndherungsweise:

1 5
loglo <§> ; logw (5); loglo (20); loglo <§>

Tipp: log,, (4) = log,, (2 - 2) = log,, (2) +log,, (2) = 2 - log,,(2) = 2 - 0,3010 = 0,620
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Beispiel 7.30. Vereinfachen Sie
xy\?
In ((xyz)?) —In (<7> ) — (In(x) +In(2%))
Beispiel 7.31. Driicken Sie
1 1 1
3 (log4(a) —3 log,(a —b) — 3 log,(a +b) + log4(c))

durch einen Logarithmus aus.

Beispiel 7.32. Vereinfachen Sie fiir y > 0 den Ausdruck

log (;) + log (1 [1+ l) +log., ()
10 W 10 y2 10 :

Beispiel 7.33. Welche Zahl ist grofer 20152916 oder 2016215, Begriinden Sie Ihre Antwort durch
eine geeignete Rechnung.

Beispiel 7.34. Um wie viel verdndert sich der pH-Wert einer wissrigen Losung, wenn die H*-Ionen
Konzentration halbiert wird?
7.6.2 Gleichungen mit Exponenten

Beispiel 7.35. Losen Sie die Formel
eK2+aK+b =1In (LZ) 1+ p)_s
nach K, a, b, L und nach p auf.
Beispiel 7.36. Losen Sie folgende Gleichungen:
(a) 9% 1 =27
(b) 2¥ +3-2%F1 =28
(C) 2x—7 — 32x—4
(d) V10=2
1 1
(e) 2: =51 =0
Beispiel 7.37. Losen Sie folgende Gleichungen:
1
(a) log,, (x) = I log,, (81)
(b) log,, (50x) —2log,, (3 — x) = 2 —log,, (2x + 3)
(c) logg(x+3)=2
(d) log, (x?) + log, (x*) = log, (243)
Beispiel 7.38. Losen Sie die Gleichung:

In(x+1)—In(x*+5)

-1
In(x +2)

Beispiel 7.39. Losen Sie die Gleichung:

e“+e =14

Beispiel 7.40. Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung
(log,, (x) + 7)* + 5(log,, (x) + 7) = —log,, (10*x°)



Anwendungen von Exponential und Logarithmusfunktionen

8.1 Logarithmische Skalen

Logarithmische Skalen sind in zwei Fillen duflerst niitzlich:

« Wenn ein Bereich mit enormen Groéfienunterschieden um mehrere Zehnerpotenzen abge-
deckt werden soll.

» Wenn es auf das Verhiltnis zwischen Intensitidten, nicht deren Differenz ankommt.
In dieser Lehrveranstaltung erwdhnen wir zwei der wichtigsten logarithmischen Skalen.

Definition 8.1. Der Sduregrad einer wisserigen Losung wird durch die Konzentration der positi-
ven Wasserstoffionen bestimmt: Je mehr H*, desto saurer die Losung. Neutrales Wasser hat eine
Ionenkonzentration von 10~"mol/Liter. Der pH-Wert einer Losung ist der negative dekadische Lo-
garithmus der H*-Konzentration:

pH = - IOglo([H+]),
[H*] = 107PH,
Beispiel 8.2. + Wie hoch ist die Wasserstoffionenkonzentration in einer milden Lauge mit pH-
Wert 8,5?
« Wie hoch ist der pH-Wert einer starken Sdure mit einer H*-Konzentration von 5mmol/Liter?
Losung.

« Bsgilt 10783 ~ 3,16 - 1079, also ist die H*-Konzentration in der Lauge 3,16 - 10~° mol/Liter.

o Esist— loglo(0,00S) ~ 2,3, der pH-Wert der Sdure betrégt 2,3.

Beispiel 8.3. Die folgenden Grafiken zeigen die selben Pufferreaktionen im Boden, in Abhéngig-
keit vom Séuregrad.

71
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Eisenpuffer
pH mol/1H"
0,001
9 mol/1 H' - 0,0009 -
2 5
g 0,000 00001 3 0,0008 %
Carbonatpuffer - @
7 0,000 000 1 0.0007 -
6 - 0,000 001 0,0006 -
Silikatpuffer ’
5 0,000 01 0,0005 - Aluminiumpuffer
Tonentauscher
41 0,0001 0,0004 -
Aluminiumpuffer ’
3 0,001 0,0003 -
3 <
. g .8
2 Eisenpuffer 0,01 E 0,0002 - §
11 ‘ i 0,0001 -
Ionentauscher  Sjlj
o Slhkatpuff%arbonatpuffer
pH-Wert logarithmische Darstellung Ionenkonzentration in absoluten Zahlen
vergleichbare Darstellung uniibersichtliche Darstellung
Losung.

biologisch-chemisch: Der pH-Wert eines Acker- oder Waldbodens ist ein entscheidender Para-
meter fiir das Gedeihen der Pflanzen; verschiedene Arten gedeihen auf verschieden sauren
Boden. Durch die Umweltprobleme mit dem sauren Regen ist der pH-Wert stark ins ffentli-
che Interesse geriickt. Der pH-Wert des Bodens stabilisiert sich selbst, indem iiberfliissige Was-
serstoffionen eingefangen und gegen Metallionen ausgetauscht werden. Im basischen Bereich
geschieht das durch Bicarbonat (CaHCO3). (Bei Ubersduerung des Bodens hilft Kalkung.) Bi-
carbonat wird aber leicht ausgewaschen und sinkt mit dem Sickerwasser in tiefere, fiir Pflan-
zen unerreichbare Regionen ab. Ist der Bicarbonatpuffer erschopft, wirken die Huminstoffe
als Puffer. Das sind Makromolekiile auf Siliziumbasis, an denen zahlreiche Ionen angelagert
sind, darunter auch Alkali- und Erdalkaliionen, welche gegen Wasserstoffionen ausgetauscht
werden konnen. Wenn dieser Puffer erschopft ist, wirken Aluminiumoxide als Puffer. Alumi-
niumionen, die in Losung gehen, sind aber toxisch fiir die Feinwurzeln. Und das gilt ebenso
fiir die Eisenionen, die in Losung gehen, wenn der Aluminiumpuffer erschopft ist. Deshalb
zerstort saurer Regen die Feinwurzeln.

mathematisch:

« Die linke Grafik zeigt die Bereiche, in denen die einzelnen Puffer wirksam sind. Beach-
ten Sie, dass diese Grafik nur auf Grund der logarithmischen pH-Skala eine verstindli-
che/lesbare Gestalt hat.

o In der rechten Grafik wurde senkrecht die H*-Konzentration linear auftragen, der Ei-
senbulffer ist in dieser Darstellung nicht mehr auf der Skaler, und alle anderen als der
Aluminiumpuffer sind am unteren Rand zusammengepresst.

Beachten Sie auch, dass bei Addition von 1 zum pH-Wert die Wasserstoffkonzentration durch
den Faktor 10 dividiert wird.

O

Definition 8.4. Die Intensitédt von Schall wird nach der Dezibelskala angegeben. Referenzdruck ist
der Schalldruck von p, = 20uPa (mikroPascal), an der Grenze der Wahrnehmbarkeit. Das dB-Maf3
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eines Schalldruckes p wird dann definiert durch

p
dB =20 lo (—)
B0 Po
P _ 1pdB/20
Po

Fakt 8.5.
« Addition von 20dB entspricht einer Verzehnfachung des Schalldruckes.

« Addition von 6dB entspricht in etwa einer Verdoppelung des Schalldruckes.

Beispiel 8.6. « Um welchen Faktor erhoht sich der Schalldruck bei einer Erhohung des dB-
Wertes um 10 dB?

« Das dB-Maf} hat sich nicht nur als Maf3 des Schalldruckes, sondern fiir alle Arten von Verhilt-
nissen von Intensitéten in der Signalverarbeitung eingebiirgert. Ein guter Audio-Verstirker
kann eine Rauschspannungsabstand (Verhiltnis Nutzsignal zu Rauschsignal) von 100 dB er-
reichen.

Wenn der Verstédrker bei Volllast eine Spannung von 30 V an die Lautsprecher liefert, wie hoch
ist dann die Spannung des Rauschsignals?

Losung.

« Wir erhohen einen beliebigen Dezibelwert dB um 10 und nutzen die Potenzrechengesetze:

dB+10 dB 10 dB 1 dB

dB
10 % =102 "2 =10» - 102 =V10-10% ~ 3,16 - 10

Also entsprechen 10 dB einem Faktor von 3,16.

« Es gilt 10'%%/20 = 10°. Das Verhiltnis von Nutzsignal zu Rauschsignal <£> ist also 10°, bei
Po
30V gibt es also 300 uV Rauschspannung. Rechnerisch:
30V
— =10°© p, =30V -107> = 300uV
Po
Anmerkung: Bei Spannungen ist die Notation p, natiirlich nicht iiblich (Elektrotechnik), die
Rechnung ist natiirlich unabhéngig von der Namensgebung der Variablen.

O

Beispiel 8.7. Die folgende Tabelle zeigt ungefahr das dB-Ma# fiir verschiedene Schallquellen an.

dB Druck | Schallquelle
130 63,2 Pa | Schmerzgrenze

120 20 Pa | Probelauf von Diisentriebwerken
110 6,32 Pa | Hochstlautstirke eines Symphonieorchesters
100 2 Pa | Pressluftbohrer

90 632 mPa | LKW im Stadtverkehr
80 200 mPa | PKW im Stadverkehr
70 | 63,2 mPa | Schreibmaschine

60 20 mPa | Radio in Zimmerlautstirke
50 | 6,32 mPa | normale Unterhaltung
40 2mPa | Hintergrundgerdusche im Haus

30 632 uPa | Fliistern

20 200 uPa | Ticken einer Standuhr
10 | 63,2 uPa | Blitterrascheln

0 20 uPa | Horschwelle
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Losung. Der Horbereich umfasst Groflenordnungen vom Mikropascal-Bereich bis zu Pascal. Im
Bereich der Schmerzgrenze gilt der Faktor 10° = 120dB, was bedeutet, dass unser Ohr einen Druck-
bereich von einer Million abdeck Die logarithmische Skala ist geeignet, einen so grofien Bereich
abzudecken. Auflerdem wird nach dem Weber-Fechnerschen Gesetz der Zuwachs einer Sinnes-
wahrnehmung linear wahrgenommen (gleiche Intensitit kommt in gleichen Zeiteinheiten dazu)
wenn die Energie exponentiell wichst (in gleichen Zeiteinheiten multipliziert sich die Energie mit
demselben Faktor). Lautstirkeregler in Audioverstirkern sind logarithmisch ausgelegt: Verdreht
man den Regler um gleiche Winkel, multipliziert sich der Widerstand mit den gleichen Fakto-

ren. |

8.2 Modellierung von exponentiellem Wachstum bzw. exponentiel-
ler Abnahme

Definition 8.8. Eine Grofie u(t) hinge von der ,,Zeit” ¢ ab. Wir sagen: Die Grofie u erfiillt ein ex-
ponentielles Wachstumsgesetz, wenn gilt: In gleichen Zeitabstinden wird u mit demselben Faktor
multipliziert. Ist der Faktor grofier als 1, so wichst die Grof3e u exponentiell. Ist er kleiner als 1, so
klingt sie exponentiell ab.

Beispiel 8.9. Ein Kapital von 100 000 Euro wurde im Jahr 2022 angelegt, sodass es jahrlich mit 6%
verzinst wird. Wie vermehrt sich das Kapital in 2, 3, 4,... Jahren?

Losung.
Jahr Kapital
2020 100 000
2021 1,06 -100000 = 106 000
2022 1,06 - 106000 = 112 360 = 1,067 - 100000
2023 1,06-112360 = 119101,6 = 1,06 100000
2024 1,06-119101,6 = 126247,696 = 1,06*- 100000
2020+ n 1,06" - 100 000
In jeweils n Jahren vervielfiltigt sich das Kapital um den Faktor 1,06". O

Anmerkung 8.10. Eine zentrale und wichtige Eigenschaft des exponentiellen Wachstums ist, dass
die Vervielfiltigung in gleichen Zeitabstdnden gleich bleibt. Bei unserem letzten Beispiel bedeutet
das:

112360
2020 — 2022: 100000 = 1,1236
119101,6
2021 — 2023: Togo00 - 1,1236
126 247,696
2022 — 2024: T30 - 1,1236

Anmerkung 8.11. Praktische Anwendungen der exponentiellen Wachstums- und Zerfallsgesetze gibt
es wie Sand am Meer. Zum Beispiel:

« Zinseszinsen, Inflation iiber Zeitriume, in denen sich die Bedingungen des Finanzmarktes
nicht wesentlich dndern.

« Wachstum kleiner Populationen, solange keine Ressourcenknappheit oder Ubervilkerungsef-
fekte das Wachstum einbremsen: Jedes Individuum hat pro Zeiteinheit im Durchschnitt eine
bestimmte Zahl Nachkommen.

1Beeindruckend wenn man mal so dariiber nachdenkt.



8.2. MODELLIERUNG VON EXPONENTIELLEM WACHSTUM BZW. EXPONENTIELLER ABNAHME?75

+ Radioaktiver Zerfall oder spontaner chemischer Zerfall eines Stoffes, soweit jedes Molekiil
spontan und ohne Wechselwirkung mit anderen Molekiilen zerfdllt (Reaktion erster Ord-
nung).

Fakt 8.12. Wenn eine Grofie u(t) in Abhingigkeit von der Zeit t exponentiell wichst oder abklingt,
so gilt mit geeigneten Zahlen C und k das Exponentialgesetz

u(t) = cekt.
Dabei gilt:
« C = u(0) der Wert von u zum Zeitpunkt t = 0.
« Der Parameter k bestimmt, ob und wie stark u wichst.
+ Die Grofie u wichst, wenn k > 0 ist und sie fillt, wenn k < 0 gilt.

Beispiel 8.13. Die Biomasse B(¢) (in Gramm) einer Bakterienkultur am Tag ¢ folgt einem exponen-
tiellen Wachstumsgesetz:

B(t) = 4025t
1. Wie grof3 war die Biomasse am Tag ¢ = 0, als die Kultur angelegt wurde?
2. Wie grof3 wird die Biomasse am Tag t = 8 sein?

3. Um welchen Faktor vervielfacht sich die Biomasse in 6 Tagen?

4. In wie vielen Tagen verdoppelt sich die Biomasse?

Losung. Wir stellen klar: In dieser Formel bedeutet ¢ die Zeit in Tagen, und B die Biomasse. Der
Ausdruck B(t) driickt aus, dass die Biomasse vom Zeitpunkt ¢t abhéngt.

1. Wir setzen einfach den Tag ¢t = 0 in die Formel ein:
B(0) =4¢e%0 =4¢% =4

Am Tagt = 0 betrug die Biomasse 4 Gramm.

2. Ebenso fiir den achten Tag ¢t = 8:
B(8) =4e%%8 =4.¢2~29,56¢

Also betrédgt am Tag t = 8 die Biomasse 29,56 Gramm.
3. Innerhalb von 6 Tagen vervielfacht sich (unabhingig von welchen 6 Tagen) die Biomasse um

einen konstanten Faktor. Wir rechnen nach, um welchen Faktor sich die Biomasse von Tag

0 auf Tag 6 vervielfacht hat, indem wir die Tage t = 6 und ¢ = 0 in die Exponentialformel
einsetzen und die beiden Biomassen dividieren:

B(6) _ 4e026  4el»

= = = el ~ 4,4817.
B(0)  4e0.250 4

In 6 Tagen vervielfacht sich die Biomasse um den Faktor 4,4817.
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4. An welchem Tag hat sich die Biomasse seit ihrer Anlage verdoppelt? Wir benennen diesen
Zeitpunkt mit t,. Der folgende Ansatz sagt aus, dass die Biomasse zum Zeitpunkt ¢, doppelt
so grof} ist wie zum Zeitpunkt ¢.

B(t,) — 9
B(0)
Wir setzen jetzt fiir B(t,) und B(0) in die Formel ein und erhalten eine Gleichung, die wir nach
t, auflosen:
490’25 ty
400250
20250
20,250

e =2  jede Zahl hoch O ist 1
t, = 41n(2) ~ 2,7726

Die Verdoppelungszeit betrdgt ungefihr 2,8 Tage.
O

Definition 8.14. Eine Grofie u(t) entwickle sich nach einem exponentiellen Wachstumsgesetz.
Wenn die Grofie exponentiell wichst, so ist die Verdoppelungszeit jene Zeit, in der sich die Gro-
3e verdoppelt. Wenn die Grof3e exponentiell abklingt, so ist die Halbwertszeit jene Zeit, in der sich
die Grof3e halbiert.

Anmerkung 8.15. Darstellung der Verdoppelungs und Halbwertszeit. Wichtig zu beachten, die Zeit-
schritte bleiben gleich grofd die Werte der Funktion halbieren/verdoppeln sich.

y(0)

Yo
4y

Yo
2Yo
Yo

Yo

T2 2Ty 2

Abbildung 8.2: Vergleich von Wachstum und Zerfall: Nach jeweils einem weiteren Intervall T, bzw.
T/, hat sich der Wert erneut verdoppelt bzw. halbiert.
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Anmerkung 8.16. Wenn sich eine Grofie u nach einem Exponentialgesetz
u(t) = Cekt

entwickelt, dann hangen Halbwertszeit und Verdoppelungszeit nur vom Parameter k ab. Der Faktor
C kiirzt sich aus allen Rechnungen, die die Halbwertszeit und Verdoppelungszeit betreffen.

Beispiel 8.17. Das radioaktive Kohlenstoffisotop C'* hat eine Halbwertszeit von ungefihr 5600 Jah-
ren. Ein bestimmter Anteil der Kohlenstoffatome im CO, der Atmosphiire besteht aus C'#. Entspre-
chend ist auch der gleiche Anteil von C'* im Kohlenstoff der pflanzlichen Biomasse zu finden. Da
die Pflanze regelmiif3ig Kohlenstoff aus der Atmosphire aufnimmt, passt sich der C'4-Anteil in der
Pflanze dem Anteil in der Atmosphire an. In einem toten Pflanzenstiick kann C'# zerfallen, ohne
ersetzt zu werden. Der Anteil von C'* im Kohlenstoff eines Fossils sinkt daher unter den Anteil in
der Atmosphire.

Der C'*-Anteil in einem Fossil sei ungefihr ein Zehntel des Anteils in der Atmosphire. Wie alt ist
das Fossil?

Losung. Fiir den C'*-Anteil u(t) in einem abgestorbenen Pflanzenstuck zur Zeit ¢ (in Jahren) gilt
ein Exponentialgesetz

u(t) = Cekt.

Der Parameter k ldsst sich aus der Halbwertszeit berechnen: Wir setzen an, dass sich in 5600 Jahren
der C'*-Anteil halbiert.

u(5600) _ 1

u(0) 2

C65600k 1

TCek 2

1

5600k _ —

e =3

5600k = —1n (2) (=1In (%))

_ In(2)
5600

Beachten Sie, dass es insbesondere fiir Zahlen im Exponenten geftihrlich ist zu runden, da dabei der
Rundungsfehler sehr schnell signifikant wird.

Nun berechnen wir die Zeit ¢, die der radioaktiven Zerfall braucht, damit der Kohlenstoffanteil auf
ein Zehntel sinkt:

u(t) 1
u(0) 10
Cekt _ i
Ce0k 10
1
kt — L
“ T 10
kt = —1In (10)
1 1
__ n (10) _ _ln (10) _ 5600elog 0 ~ 18602
k _h@ In(2)

5600

Das Fossil ist ungefdahr 18000 Jahre alt. O
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8.3 Zwei aufwendigere Beispiele

Im folgenden Beispiel wird gezeigt wie die in den letzten drei Kapiteln kennengelernte Methoden
verkniipft werden konnen um komplexe, biologische Vorginge zu beschreiben.

Beispiel 8.18. Einem Forsterteam kann in einer Forstkampagne 10 ha Wald pflanzen. Dabei neh-
men wir an dass die Dauer der Kampagne so kurz ist, dass Sie fiir weitere Betrachtungen nicht ins
Gewicht féllt. Weiter nehmen wir an, dass Sie immer nur 1 Mal im Jahr (z.B. immer im Friihling)
durchgefiihrt werden kann. Zuletzt gehen wir davon aus, dass vor der ersten Forstkampagne kein
Wald vorhanden ist.

1. Angenommen der Wald wichst nicht von alleine weiter, wie viele Jahre muss die Forstkam-
pagne durchgefiihrt werden damit 640 ha Wald bepflanzt werden?

2. Angenommen der Wald wichst um 2% jahrlich wie lange muss der Forster warten damit der
Wald nach einer einmaligen Kampagne auf die gewiinschten 640 ha anwéchst?

3. Wievielejidhrliche Kampagnen miissen durchgefiihrt werden, wenn ein jahrliches Waldwachs-
tum von 2% angenommen wird?

Losung. 1. Der Wald wichst um einen festen Wert (10 ha) pro Kampagne an. Damit handelt
es sich um lineares Wachstum beziiglich der Kampagnenanzahl n. Das Gesetz fiir den Wald-
wachstum ist also

F,=Fy+n-a

mit Fy = 0, a = 10ha und F,, = 640 ha. Damit ergibt sich fiir die Anzahl der Kampagnen die
Gleichung 640 = 10 - n, oder n = 64. Die Kampagne muss also 64 Mal durchgefiihrt werden.
Beachten Sie dass also die gewiinschte Fliche nach 63 Jahren nach der ersten Kampagne er-
reicht wird. Wenn wir also das Gesetz fiir Waldwachstum so ansetzen, dass n fiir die Anzahl
der Jahre ab ersten Kampagne steht, dann ist F, mit 10 ha anzusetzen. Womit aus dem gleich
aussehenden Gesetz F,, = F, + n - a die Gleichung 640 = 10 + n - 10 fiir die Anzahl der Jahre
folgt. Diese hat die schon erwihnte Losung n = 63.

Dieses Beispiel verdeutlicht, warum es immer notwendig ist neben dem Wachstumsgesetz die
Bedeutung der Symbole in diesem mitanzugeben.

2. Der Wald wichst um einen festen Faktor (2%) pro Jahr an. Damit handelt es sich um expo-
nentielles Wachstum. Das Wachstumsgesetz lautet also

F,=F,-(1+a)"

Die Startfliche F, ist nun die Fliche die in einer Forstkampagne gepflanzt wird, d.h. 10ha,

a = 2% = 0.02 und wieder F,, = 640 ha. Damit ergibt sich die Gleichung 640 = 10 - 1.02",
In(64)

In(1,02)

~ 210 hat. Der Forster muss ca. 210 Jahre warten.

welche die Losung n =

3. Fiir diese Aufgabe werden wir ein neues Wachstumsgesetz herleiten miissen. Die spannen-
de Frage dabei ist ob das gleichzeitige Zupflanzen und die natiirliche Flichenvergréfierung
insgesamt ein Waldwachstum ergeben dass noch schneller als exponentiell ist? Grundsétzlich
wissen wir aus den Uberlegungen im ersten Teil, dass hochstens 64 Kampagnen durchgefiihrt
werden miissen. Wir gucken uns zur besseren Ubersicht zuerst das Waldwachstum fiir die
ersten Jahre an. Direkt nach der ersten Kampagne ist die Waldfldche

F, = 10.

Nach einem Jahr ist diese Fliche um 2% gewachsen und zusétzlich kommen 10 ha Neupflan-
zung dazu, insgesamt gilt also

F,=10-1,024 10 = 10 - (1,02 + 1).
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Nach zwei Jahren hat sich die gesamte Vorjahresfliche um 2% erh6ht und es sind wieder 10 ha
dazugekommen, d.h.

F,=10-F;-1,02+10 =10 (1,022 + 1,02 + 1).
Ahnlich nach 3 Jahren
F;=10-F, 1,02+ 10 = 10 - (1,023 + 1,022 + 1,02 + 1).
Wir fiihlen uns sicher genug das folgende allgemeine Gesetz zu fordern
F,=F, ;-(1+a)+F,

Der letzte Term ,,+F, “ist also der Unterschied zu einem exponentiellen Wachstum. Gleich-
zeitig muss nach der Betrachtung des auftretenden Musters auf der rechten Seite der Fldchen
F,, Fy, F,, F5 gelten:

F,=F[0+a*+(0+a)" '+ 1+a+(Q+a)+1].

Konnen wir fiir die Summe in der eckigen Klammer auch einen einfacheren Ausdruck finden?

Nebenrechnung: Geometrische Reihe
Nachdenken iiber dieses Problem liefert, dass eine dhnliche Summe mit einem
Term der die niachsthohere Potenz enthilt sich auf zwei Arten schreiben ldsst:

1: ¢ +q"+q¢" '+ +¢*+q+1=q-(@"+q" '+ +¢*+q+1)+1
20 "4+ "+ ¢ P+ 1=+ (@ P+ g+ D)

anders geschrieben
g (@ +¢" P+ o+ +q+ D +1=q¢""+(@"+ ¢+ + P+ g+ 1)

damit es iibersichtlicher ist schreiben wir Q = ¢" + ¢"~! + .- + ¢*> + ¢ + 1, womit
wir die gleiche Gleichung erhalten, die wir dann einfach auf Q umformen kénnen:

q-Q+1=¢""+Q
q-Q-Q=g""-1
Q-(g-D=g""-1
n+1_1
o=1_—-

qg—1

Q zuriick eingesetzt erhalten wir:

n+1_1

n n—1 e 2 = —
R R AR S e

Wir konnen mit dieser Nebenrechnung unsere Reihe 16sen, mit g = a + 1. Damit erhalten wir

A+ amtt -1

_FO n
T A+a) -1 =g [G+ayt-].

Fy
Wie erwartet wiachst der Wald nicht genau exponentiell. Andererseits sehen wir, dass der Wald
pro Jahr trotzdem um etwa den Faktor (1 + a) zuwichst. Damit ist das Wachstum fiir grofie n
also ,,im Wesentlichen“exponentiell allerdings bezogen auf die Startgrofie F,/a.
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Nach diesen Uberlegungen sind wir bereit die Frage der Teilaufgabe zu beantworten. Wenn n
die Zahl der Jahre nach der ersten Kampagne ist dann miissen wir die Gleichung

— 10 n+1
640 = 0,02(1’02 1)

16sen.

640 = 500(1,02"*1 — 1)
1,28 = 1,021 —1

2,28 = 1,02"+1
In(2,28) = (n+1)1n(1,02)
In (2,28)
In(1,02)
n =~ 40,6

Alsoistn = 40,6. Damit erreicht der Wald 40,6 Jahre nach der ersten Kampagne die gewiinsch-
te Grofie. Wir konnen also die in der Aufgabe gestellte Frage so beantworten:

Es sind 41 Kampagnen notig. Der Wald erreicht vor der Durchfithrung der 42-sten Kampagne
die gewiinschte Grofie.

O

Beispiel 8.19. Fibonacci-Folge
Eine Kaninchenzucht wachse nach folgenden drei Gesetzen:

1. Ein geschlechtsreifes Kaninchenpaar wirft pro Monat genau ein neues Paar an Kaninchen
(stets Midnnchen + Weibchen).

2. Ein neues Kaninchenpaar braucht zwei Monate zur Geschlechtsreife.
3. Uber keinen anderen Weg kommen Kaninchen dazu oder weg.

Betrachte die Entwicklung der Zucht unter der Annahme dass diese mit einem neuen Kaninchen-
paar startet.

Losung. Natiirlich vermuten wir, dass das Wachstum exponentiell ist. Zu Beginn der Zucht (Mo-
nat 1) besteht die Zucht aus 1 Pdrchen. Nach einem Monat (Monat 2) ist das Parchen noch nicht
geschlechtsreif, damit ist die Zucht weiter 1 Pdrchen grof3. Nach zwei Monaten (Monat 3) wirft das
Pirchen ein neues Piarchen, die Zucht besteht aus zwei Parchen. Nach drei Monaten haben wir ein
geschlechtsreifes Pirchen, welches ein neues Pdrchen wirft; und das im letzten Monate geborene
Pirchen welches nun 1 Monat alt ist; insgesamt also 3 Parchen. Nach vier Monaten haben wir zwei
geschlechtsreife Pdrchen, und damit zwei neue Parchen, und ein ein Monat altes Pdrchen, insgesamt
also 5 Pirchen. Die Sache wird schnell uniibersichtlich deswegen tragen wir ab jetzt die Entwicklung
bis Monat 11 in einer Tabelle zusammen:
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| Monat [1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Alter0 |1 1 1 2 3 5 8 13 21 34
Alter 1 1 1 12 3 5 8 13 21
Alter 2 1 1 1 2 3 5 8 13
Alter 3 1 1 1 2 3 5 38
Alter 4 1 1 1 2 3 5
Alter 5 1 1 1 2 3
Alter 6 1 1 1 2
Alter 7 1 1 1
Alter 8 1 1
Alter 9 1
Alter 10 1

[ Zucht |1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89

Damit ergibt sich also folgende Entwicklung der Zuchtgrofie in Parchen:

n (Monat) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
F, (Zuchtpidrchen) |1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89

Falls die Entwicklung der Kaninchen einem exponentiellen Wachstum gehorcht dann muss F,,; /F,,
ein fester Wert sein

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
F,.1/F, | 1,000 2,000 1,500 1,667 1,600 1,625 1,616 1,619 1,618 1,618 1,618

Wir erkennen also dass der Wert sich nach anfinglichem Schwanken auf etwa den Wert 1,618 ein-
zupendeln scheint. Ungliicklicherweise bedeutet die anfangliche Schwankung dass das Wachstum
nicht exakt exponentiell ist. Andererseits, vermuten wir aufgrund des ,,Einpendelns*“dass ein unge-
fihr exponentielles Wachstum vorliegt.

Um das exakte Wachstumsgesetz zu ermitteln miissen wir also nochmals in die Tabelle reingucken.
Betrachten wir zum Beispiel die Spalte fiir Monat 11, dann sehen wir dass der Teil, welcher die Ka-
ninchen im Alter 2-10 Monaten beschreibt genau die Spalte fiir Monat 9 ist (vgl. rote Zahlen im
Monat 9 und 11). Damit ist also nicht verwunderlich dass die Anzahl der neuen Pirchen im Monat
11 genau der Anzahl der Pidrchen insgesamt im Monat 9 ist (vgl. magenta Zahlen im Monat 9 und
11). Weiter, durch Betrachten der roten der blauen Zahlen im Monat 11 und Monat 10 sehen wir dass
die Population im Alter 1-10 im Monat 11 genau die volle Population im Monat 9 ist. Da aber die
gesamte Population im Monat 11 aus der Parchen im Alter 0 und der Pirchen im Alter 1-10 besteht
folgt insgesamt dass:

FlO =F9+F8

Genaueres betrachten der Tabelle liefert dass dieses Gesetz analog fiir alle Monate ab Monat 3 gilt
und auch fiir alle nachfolgenden Monate gelten wird. Insgesamt

F,=F, 1+F,,

und zuséitzlich wissen wir, dass

Falls exponentielles Wachstum fiir F,, so mussten wir Zahlen C und a finden, so dass
F,=C-a"
gilt.

Offensichtlich liefert das Ansetzen dieser Formel auf die Bedingungen F; = 1 und F2 = 1, dass
C = 1und a = 1 und damit F,, = 1 was nicht unserem Wachstum entspricht. Das, das so nicht
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klappen konnte war aber klar, denn wir haben ja schon festgestellt dass am Anfang die Zucht nicht
exponentiell ist.

Wir nutzen daher alleine das Gesetzt fiir grofiere n also F,, = F,_; + F,_, und versuchen das mit
dem Prototyp F,, = C - a" in Einklang zu kriegen. Einsetzen der Formeln ineinander liefert

C-a"=C-a"14+C-a"?
nach Teilen durch C - a2 erhalten wir die Gleichung
a?=a+1.

Das ist nun eine wunderschone quadratische Gleichung und die konnen wir 16sen. Die Gleichung
liefert zwei Losungen fiir den Parameter a, und zwar

=1+\/§ _1—\/3.

2 Q="

a

Das heifit wir suchen ein C, so, dass F,, = Ca; oder wir suchen ein C, so, dass F,, = C,a}. Welche
Losung ist nun die richtige? Leider existiert aber sowohl kein C; wie auch kein C, so dass beide
Bedingungen F; = 1 und F, = 1 gleichzeitig erfiillt sind. Damit reicht also eine Losung alleine
nicht um unser Problem zu losen.

In unserer Verzweiflung setzen wir einfach F,, als die Summe der beiden Teilansdtze an, d.h.

F}’l = Cl a? + Czag.
Wenn wir diese Formel in die Bedingung F; = 1 einsetzen so erhalten wir

1+4/5 1-4/5
2

+C, >

1=F1=C1

analog, aus F — 2 = 1 erhalten wir

1=C (1+2\/§)2+C2 (1_\5)2

2

Durch Einsetzen kann iiberpriift werden, dass die Werte

1

a; —a
1

a; —a

Clz

C2=—

die Gleichungen ldsen.
Damit haben wir insgesamt die Formel

af —al i(1+\/§>n 1 (1—\/§)n

Vs

~ —0,618 kleiner als 1 ist, wissen wir dass die Entwicklung

145

n
von F,, fiir grof3e n von dem Term % (T) bestimmt wird. Das heift fiir grofie n ist
1 <1 +4/5
i\ 2

Damit ist auch letztendlich der Fakt, dass F,,/F, sich dem Wert 1,618 fiir grofie n nidhert erklirt.
Die Zahlen F,, heifien Fibonacci Zahlen. O

=g e = 2 2

a; —a, \/g

Da der Absolutbetrag des Werts 1_7\/3

n
F,~ ) ~ 0,447 - 1,618".
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8.4 Beispiele zum Vorbereiten

Beispiel 8.20. Im Jahre 0 hat Mandy Cohen (Brian’s Mutter in The life of Brian) fiir ihren Sohn Brian
ein Sparbuch bei der Bank NeverKonkurso ertffnet, sie hatte nur einen Cent (= 0,01 Euro) darauf
einbezahlt und zu einem effektiven Fixzinsﬂ von 4% veranlagt.

Ungliicklicherweise hat sie das Sparbuch verloren! Heute 2025 Jahre spéter finden Sie das Sparbuch
und gehen zur Bank NeverKonkurso um es einzulGsen.

« Berechnen Sie wie viel Euro Sie fiir das Sparbuch ausbezahlt bekommen wiirden.

« Ohne das Ergebnis der vorherigen Aufgabe zu spoilern: Wenn eine Unze Gold 2700 Euro ko-
steﬂ eine Unze 31,1034768 g wiegt, und die gesamte Erde 5,9722 - 10**kg wiegt. Wie viele
Erden aus purem Gold miisste die Bank Thnen ausbezahlen

Losung:

Beispiel 8.21. Um wie viel Dezibel sinkt der Schalldruckpegel bei Absenkung des Schalldrucks auf
zwei Drittel des urspriinglichen Wertes?

Losung:

Beispiel 8.22. Ein radioaktives Isotop zerfillt mit einer Halbwertszeit von 6 Minuten. Sei m(t) die
Masse (in Gramm) des Isotops, die zum Zeitpunkt ¢ (in Minuten) vorhanden ist. Es gilt das Expo-
nentialgesetz

m(t) = Cekt

2effektiv meint hierbei, dass keine weiteren Kontogebiihren und Steuern anfallen.

3ca. Stand 2025

“Falls Sie sich fragen was dieses Beispiel in einem Skript fiir BiologInnen sucht: Dieser Grundgedanke ist dafiir ver-
antwortlich, dass wir das 6. Massenaussterben der Erdgeschichte auslosen ......
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« Bestimmen Sie k.
« Zum Zeitpunkt t = 0 sind 10 g des Isotops vorhanden. Bestimmen Sie C.

Losung:

Beispiel 8.23. Eine Bakterienkolonie wiéchst exponentiell um 30% in 10 Stunden, wie lange braucht
Sie um um 50% zu wachsen?

Losung:

8.5 Weitere Beispiele zum Uben

Beispiel 8.24. Die Seismische Energie (nach Richter) eines Erdbebens mit Magnitudenstirke M
ist gegeben durch

E = 101,5~MS+4,8 (81)
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« Bestimmen Sie um welchen Faktor sich die Energie eines Erdbebens dndert, wenn sich die
Magnitude um 2 erhoht.
« Formen Sie die Gleichung (8.1]) auf M; um.
Beispiel 8.25. Weltweit sterben derzeit téglich ca. 0,0008 % der Arten aus.
Wir nehmen vereinfacht an, dass die Aussterberate konstant bleibt.
a) Formulieren Sie ein Modell der Form f(t) = C e* welches den Artenschwund beschreibt.
b) Berechnen Sie wie viele Jahre es dauert bis nur noch die Hilfte aller Arten der Welt verbleiben.
¢) Berechnen Sie wie viele Jahre es dauert bis 30 % der Arten verbleiben.
Beispiel 8.26. Im Jahr 1967 wurden bei Nowaja Semlja zahlreiche Fisser mit Atommiill aus einem

sowjetischen Kernreaktor in die Barentssee gekippt. Eines der Fisser enthielt unter anderem 200 kg
des Plutonium-Isotops Pu’®42, das eine Halbwertszeit von 380 000 Jahren hat.

1. Durch welches Gesetz mit zwei Parametern C und k ist die zu einem Zeitpunkt ¢ im betref-
fenden Fass jeweils vorhandene Menge des Isotops bestimmt?

2. Bestimmen Sie den Wert von C und berechnen Sie k.
3. Wie viele Kilogramm Pu®42 befanden sich im Vorjahr (2002) noch in diesem Fass?
Beispiel 8.27. In einem Experiment wurde eine Bakterienpopulation angesetzt, die sich in einer

bestimmten Néhrlosung alle 110 Minuten verdoppelt. Gegenwirtig besteht die Population aus etwa
100000 Individuen.

1. Durch welches Gesetz mit zwei Parametern C und k ldsst sich die zu einem Zeitpunkt ¢ jeweils
vorhandene Anzahl von Individuen bestimmen?

2. Bestimmen Sie den Wert von C und berechnen Sie k.
3. Welche Gréfie hatte die Population, mit der das Experiment vor 11 Stunden gestartet worden

war?

Beispiel 8.28. In einem fossilen Pflanzenstiick betrage der C14-Anteil 6% des Anteils, der an leben-
den Exemplaren beobachtet wird. Wie alt ist das Fossil? (Halbwertszeit von C* ca. 5600 Jahre).

Beispiel 8.29. Bakterienkolonie wiichst exponentiell. Heute um 19:00 betrug die Anzahl der Bakte-
rien 10.000 Individuen. Die Population wichst exponentiell um 10% in 70 min. Welche Population
war heute um 8:00 gegeben?

Beispiel 8.30. Im Verlauf eines Experiments vermindere sich die Masse M(¢) eines Isotops aus-
schliefllich durch radioaktiven Zerfall. Vom Isotop sind nach 10 Sekunden nach Beginn des Experi-
ments bereits 10 Prozent zerfallen.

1. Berechnen Sie die Konstante k im Zerfallsgesetz M(t) = Ce*!.
2. Zu welchem Zeitpunkt ist nur noch ein Zehntel der zu Beginn vorhandenen Masse iibrig.

3. Berechnen Sie die Halbwertszeit des Isotops.

Beispiel 8.31. Messprotokoll einer Bakterienkultur:
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Uhrzeit 10:00 12:00
Masse [g] 10 11

Angenommen die Masse gehorcht dem Wachstumsgesetz M(t) = Ce*! (¢ ist Zeit in Stunden gemes-
sen):

1. Berechnen Sie die Konstante k im Wachstumsgesetz.
2. Berechnen Sie die Verdoppelungszeit der Bakterienkultur.

3. Das Experiment begann um 8:00 Uhr. Um wie viel Uhr ist die zu Beginn vorhandene Masse
um 10% gewachsen?

Beispiel 8.32. Das Wachstum einer Bakterienkultur verdreifacht sich in 40,4 Stunden. Acht Tage
nach Beginn des Experiments sind 2 - 10* Bakterien in der Kultur.
Bestimmen Sie ein Exponentialgesetz der Form f(t) = B, e*! welches das Wachstum der Bakterien
beschreibt. Dabei soll B, die Anfangsmenge (zu Beginn des Experiments) der Bakterien sein. Wie
lange dauert es bis 2 000 000 Bakterien in der Kultur sein werden?



Lineare Regression

Anmerkung. In diesem Kapitel wollen wir Messpunkte durch Geraden approximieren. In einer x,y-
Ebene wird eine Solche durch eine Gleichung der Form

y=kx+d

beschrieben.
Eine Gerade zeichnet man, indem man zwei Punkte festlegt. Zu Punkten auf der Geraden kann man
auf mehrere Arten gelangen:

« Zu jedem Wert von x erhdlt man den passenden Wert von y, indem man in die Geradenglei-
chung y — kx + d einsetzt.

« Befindet sich x = 0 (also die y-Achse) auf dem Bild, erhilt man insbesondere sofort den Punkt
x=0,y=d.

« Hat man einen Punkt (x,y) der Geraden gegeben, kann man mit Hilfe von k einen zweiten
Punkt erhalten, indem man von x weitere h Einheiten nach rechts auftrigt, und in senkrechter
Richtung von y weitere k - h Einheiten senkrecht auftrédgt. (Die Strecke 4 kann man sich dabei
so aussuchen, dass die Zeichnung ausreichend grof3 und genau ausfillt).

9.1 Die Methode der kleinsten Quadrate

Typischerweise hat man in der Biologie Daten, die nicht exakt zu einer mathematischen Formel pas-
sen. Trotzdem wird gar nicht selten der wesentliche Zusammenhang zwischen zwei Grofien durch
eine Geradengleichung (oder auch eine komplexere Formel) treffend wiedergegeben. Wir sprechen
von einem mathematischen Modell, welches die Wirklichkeit zwar nicht exakt abbildet, aber trotz-
dem wesentliche Aspekte gut darstellt.

Wenn ein Datensatz von Punkten (x;,y;), -+ ,(x,,y,) gegeben ist, kann man eine Gerade anpassen,
indem man die Parameter k und d so geschickt wihlt, dass die Gerade mdglichst gut zu den Punk-
ten passt. Man spricht von Parameteranpassung. Weil aber die Daten normalerweise nicht exakt auf
einer Geraden leben, muss auch die beste Anpassung mit einem gewissen Fehler auskommen. Ein
Ma$ fiir den Anpassungsfehler ist der quadratische Fehler:

Definition 9.1. An einen Datensatz(x;,y;), -+ ,(X,,,y,) soll eine Gerade y = kx + d angepasst wer-
den. Der quadratische Fehler wird folgendermafien definiert:

» Anjedem Datenpunkt errechnet sich der Einzelfehler als die Differenz des Wertes y; aus dem
Datensatz und des Wertes y; = kx; + d, den die Gerade vorhersagt:

ep=y;—¥% mit y =kx;+d
« Der quadratische Fehler ist die Quadratsumme der Einzelfehler.
2

— 52
E=e+-+e

87



88 KAPITEL 9. LINEARE REGRESSION

Die Methode der kleinsten Quadrate bestimmt jene Parameter k, d, fiir die der quadratische Fehler
am kleinsten ausfillt.

Wird eine Gerade nach der Methode der kleinsten Quadrate an Datenpunkte angepasst, spricht man
von der Regressionsgeraden.

(x3,3)

(x1,y1)

/ N (x2:¥2)

€4

(X45Y4)

Abbildung 9.1: Einzelfehler bei Anpassung einer Gerade

Den quadratischen Fehler und die Methode der kleinsten Quadrate gibt es natiirlich auch fiir
kompliziertere Modelle als nur die Gerade. Komplexere Modelle passt man mit Hilfe von Compu-
terprogrammen an. Fiir die Gerade lernen wir dagegen ein Verfahren kennen, das mit Bleistift und
Papier nachgerechnet werden kann.

9.2 Berechnung der Regressionsgeraden

Algorithmus 9.2. Gegeben sei ein Satz von n Datenpunkten:

X X1 X, Xn
Y Y1 Y2 o Vn

Zu bestimmen sind Parameter k, d, fiir welche die Gerade kx + d die Datenpunkte am besten wie-
dergibt. Nach der Methode der kleinsten Quadrate sind folgende Schritte durchzufiihren:

1. Erstellen Sie eine Tabelle mit den Werten i, x;, y;, xl.z, X;y; und bestimmen Sie den Wert von n.

2. Summieren Sie die Spalten der Tabelle und dividieren Sie durch den Stichprobenumfang n:

=1
I

=X+ +x,),
y==01+ - +yn),
Spe= 7 (2 +3).

1
Sxy = E(xlyl + o X)) -

Beachten Sie, x und y sind die Mittelwerte von x und y.
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3. Die Parameter der Regressionsgerade bekommt man dann durch:

ko SoTxY
Sex — XX
d=y—kx

Beispiel 9.3. Berechnen Sie die Regressionsgerade und das Bestimmtheitsmaf der Daten

x|0 1 2
1 2

4
y 1 5

3
6

Losung. Wir fiihren der Algorithmus Schritt fiir Schritt aus (wenn Sie fortgeschritten sind,
konnnen Sie natiirlich mehrere Schritte auf einmal 16sen):

1. Wir erstellen eine Tabelle mit den Datenpunkten:

Indexi | x y x* xy
1 0 1

2 1 1

3 2 2

4 3 6

n=>5 4 5

Summe

durch 5

2. Nun kénnen wir die Werte der Spalten berechnen, dann die Summen der Spalten bilden und
schliefilich erhalten wir die Mittelwerte indem wir durch n = 5 dividieren:

Indexi | x y x° xy
1 0 1 0 0
2 1 1 1 1
3 2 2 4 4
4 3 6 9 18
n=>5 4 5 16 20
Summe | 10 15 30 43
durch5| 2 3 6 8,6

3. Damit kdnnen wir die Werte der Regressionsgerade berechnen, wobei
X=2;, y=3; S=6; Sy, =856
gilt, somit:

86—-2-3
== " =" =13
k=522 ’
d=3-13-2=04

Damit erhalten wir die Regressionsgerade als

y=13x+04

Wir konnen nun natiirlich die Gerade mit den Datenpunkten zeichnen:
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Abbildung 9.2: Einzelfehler bei Anpassung einer Gerade

O

Fakt 9.4. Eine gute Regression durch eine Gerade ist dann erreicht, wenn die Punkte teils iiber,
teils unter der Geraden liegen, als wiren sie zufillig um die Gerade verstreut. Nicht alle Datensétze
passen gut zu einer Geraden. Die Regressionsgerade ist die bestmogliche Losung, aber nicht immer
gut. Weiter geht die Gerade immer durch den Punkt (x,y).

9.2.1 Bestimmtheitsmaf} der Linearen Regression

Anmerkung 9.5. Die lineare Regression ist verfiihrerisch anzuwenden, sie ist einfach umzusetzen
und ist in sehr vielen Fillen eine gute Wahl um ein Messresultat in ein mathematisches Model um-
zuformulieren.

Jedoch muss man beachten, dass nicht jedes Beobachtung einem linearen Zusammenhang hat. Um
zu ermitteln, ob man einen linearen Zusammenhang anwenden kann ist es notwendig den Fehler
der Regression abzuschitzen und zu interpretieren.

Definition 9.6. Das Bestimmtheitsmaf} eines Datensatzes

X | X1 Xp . Xy
Y| Vi Yo o In

ist definiert als

, (ELe-De-9)
S =%  EL, 00 =)’

Anmerkung 9.7. Fiir das Bestimmtheitsmaf} gilt 0 < R? < 1. Je niher R? bei 1 liegt, desto besser
approximiert die Gerade den Datensatz. Ein Wert von R? = 0 bedeutet, dass zwischen x und y kein
linearer Zusammenhang besteht, wihrend R?> = 1 bedeutet, dass alle Wertepaare (x;, y;) exakt auf
der Geraden liegen.
Interessante Beobachtung:

Das Bestimmtheitsmaf} ist unabhéngig davon, ob man y in Abhéngigkeit von x betrachtet oder um-
gekehrt. Obwohl man in unterschiedliche Richtungen minimiert (einmal die vertikalen, einmal die
horizontalen Abstinde), bleibt die statistische Giite des linearen Zusammenhangs identisch. Dies
liegt daran, dass R? dem Quadrat des Pearson-Korrelationskoeffizienten entspricht, welcher mathe-
matisch symmetrisch aufgebaut ist.

r
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Beispiel 9.8. CAS-Anwendung: Bestimmtheitsmaf3
Untersuchen Sie den Zusammenhang zwischen der Diingermenge x (in g) und dem Ertrag y (in
Einheiten) fiir den folgenden Datensatz:

x| 1 2 3 4 5 6
yl21 38 42 65 71 89

Berechnen Sie mithilfe eines CAS-Systems die Regressionsgerade sowie das Bestimmtheitsmaf} r?
und interpretieren Sie das Ergebnis.

Losung. Schritte im CAS (z.B. GeoGebra):
1. Erstellen Sie eine Liste der Punkte: L = {(1,2.1),(2,3.8),(3,4.2),(4,6.5),(5,7.1),(6,8.9)}.

2. Verwenden Sie den Befehl TrendPoly (L, 1) oderRegressionsgerade(L),um die Parameter
zu erhalten.

3. Das CAS liefert die Gerade: y ~ 1,314 x + 0,833.
4. Verwenden Sie den Befehl Bestimmtheitsmaf (L, f), wobei f die Regressionsgerade ist.
5. Ergebnis: r? ~ 0,967.

Interpretation: Da r? ~ 0,967 sehr nahe bei 1 liegt, beschreibt das lineare Modell den Zusam-
menhang sehr gut. Etwa 96,7% der Varianz in den Ertragsdaten konnen durch die lineare Abhén-
gigkeit von der Diingermenge erklirt werden. O

Anmerkung9.9. Als Beispiel fiir eine problematische Anwendung der Regression und des Bestimmt-
heitsmaf} betrachten wir folgende Abbildung:

Nach ca. 3 Monaten Ubertragt sich die Inflation der gewerbl
Erzeugerpreise zu etwa 40% in die Inflation der Giiterpre

10

Inflationsraten der
Y(t) = 0,38 x(t-3) + 1,7
monatlichen RUROIBDX(t-3)+ 1,
Verbraucherpreise

Inflationsraten der monatlichen Erzeugerpreise

Abbildung 9.3: Problematische Anwendung der Regression und des Bestimmtheitsmaf3 [3]]

Wichtig: Man muss das Bestimmbheitsmaf} mit Vorsicht verwenden, es zeigt lediglich an wie die
Qualitdt der linearen Approximation ist, jedoch sagt es nichts dariiber aus ob wirklich eine lineare
Kausalitdt vorliegt. In dieser Prisentation wird der Zusammenhang zwischen zwei Grofien formu-
liert, die schlicht und einfach nicht zusammenhingen miissen. Wenn Sie sich bei einem Modell
nicht sicher sind ob ein linearer Zusammenhang vorhanden ist und Thr Bestimmheitsmaf3 unter
0,9 liegen sollte (in diesem Beispiel gerade einmal 0,47) so ist es fraglich ob wirklich ein lineares
Modell anwendbar ist. Falls moglich fithren Sie mehr Messungen durch und iiberpriifen erneut die
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Bestimmtheit. Alternativ kdnnen Sie versuchen eine andere Form der Regression anzuwenden, die
wir (leider) in dieser VU nicht besprechen werden.

Und schliefllich kann man natiirlich den Algorithmus und den Algorithmus ?? in einer
grof3en Tabelle vereinen, wenn man beide Berechnungen durchfiihren mochte.

Beispiel 9.10. Korrelation vs. Kausalitit (Das Feuerwehr-Paradoxon)
Ein hohes Bestimmtheitsmaf} R? gibt an, wie gut eine Variable eine andere vorhersagen kann, sagt
aber nichts iiber die Ursdchlichkeit (Kausalitit) aus.

1. Beobachtung: Eine statistische Auswertung von Branddaten zeigt eine extrem hohe Korre-
lation zwischen der Anzahl der eingesetzten Feuerwehrleute (x) und der Hohe des entstan-
denen Sachschadens (y). Das Bestimmtheitsmaf liegt nahe bei R? ~ 1.

2. Interpretation der Regressionsgerade: Die mathematische Gleichung y = f(x) liefert ei-
ne hervorragende Prognose. Man konnte filschlicherweise schlussfolgern: "Wenn wir weniger
Feuerwehrleute schicken, sinkt der Brandschaden.”

3. Die Realitiit (Drittvariablenproblem): Die Korrelation ist mathematisch korrekt, aber die
Kausalitit ist falsch. Es existiert eine dritte Variable, die Grof3e des Brandes, welche beide
Werte beeinflusst:

« Ein grof3er Brand verursacht einen hohen Sachschaden.
« Ein grofier Brand erfordert den Einsatz vieler Feuerwehrleute.

Fazit: Das R? misst die Stiirke des linearen Gleichlaufs. Ob x die Ursache fiir y ist, muss durch
fachliche Logik und nicht durch reine Statistik gekldrt werden.
9.2.2 Regression einer Exponentialfunktion und Potenzfunktion

Anmerkung 9.11. Man kann die lineare Regression auch auf ein exponentielles Modell und Potenz
Modell anwenden indem man folgende einfache Umformung mithilfe des Logarithmus durchfiihrt:

Exponentialgesetz

B(t) = By et

In (B(1)) = In (B, e*)

In (B(1)) = In (By) + In (e!)
In (B(t)) = In(By) + At

In (B(1)) = At + In (By)

Potenzgesetz

C(t)=Cy-th

In(C(t)) =In(Cy - t4)

In (C()) = In(Cy) + In (¢*)
In (C(t)) = In(Cy) + A1n(¢)
In (C()) = A1n (¢) + In (Cy)

Nun kénnen wir eine Beobachtung iiber die Verdnderlichen (B(¢), C(¢) und t) machen: Beim Ex-
ponentialgesetz steht die Verdnderliche links im Logarithmus und rechts ohne Umrechnung da,
beim Potenzgesetz steht die Verdnderliche links und rechts im Logarithmus, jedoch haben beide
Formeln Ahnlichkeit zu einer Geradengleichung:

Exponentialgesetz Potenzgesetz
In(B(t)) = A t +1n (By) In(C(1) = A1n(¢) + In (Cy)
y=kx+d y=kx+d
N k=2 N k=21
d = In(B,) d =1n(Cy)

Damit erkennen wir insbesondere, dass, wenn wir das Exponentialgesetz semilogarithmisch be-
trachten (nur die Verdnderliche der linke Seite hat nen Logarithmus) und das Potenzgesetz dop-
pellogarithmisch betrachten (die Veridnderlichen links und rechts haben Logarithmen) so konnen
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wir im der Semi bzw. doppellogarithmischen Darstellung die Regression durchfiihren, und anschlie-
end auf die Grofien A und B, bzw. 4 und C,, schlief3en. Der Logarithmus ist (in R) nur fiir positive
Zahlen definiert, daher konnen wir diese Umrechnung fiir das Potenzgesetz natiirlich nur fiir posi-
tive ¢ durchfiihren.

Wichtig: Bitte beachten Sie, die Rechnung fiir die Exponentialfunktion klappt nur so wenn wir den
natiirlichen Logarithmus anwenden.

Das Exponentialgesetz in der Form B(t) = B, - a* mit a > 1 behandelt man ebenso, wenn man statt
der natiirlichen Logarithmen den Logarithmus zur Basis a (= log,(-)) nimmt.

Fiir das Potenzgesetz ist es irrelevant welchen Logarithmus Sie verwenden, jedoch miissen Sie
beim Umrechnen von k = log (C,) den Logarithmus verwenden, den Sie zum Umrechnen benutzt
haben!

Die Abbildung|9.4|zeigt Ihnen anhand eines Beispiels, wie sich die Darstellung einer Exponential-
funktion @ndert, wenn man diese in ein Semilogarithmisches Diagramm iibertrégt.

Die Abbildung9.5|zeigt Ihnen anhand eines Beispiels, wie sich die Darstellung einer Potenzfunktion
dndert, wenn man diese in ein Doppellogarithmisches Diagramm iibertragt.

B(0)
In (B(1))
2 ——
1 ——
0
} f f f t
0 2 3 4
_1 |
A
(a) Exponentialfunktion (b) Exponentialfunktion
B(t) = 3 - 0! In(B(1)) = 0.6 +1n?)

Abbildung 9.4: Darstellung Exponentialfunktion normal und semilogarithmisch

B()
T In (B(1))

4 —

3 —

2 —

1 —_

0

} } } } t
0 1 2 3 4
(a) Potenzfunktion (b) Potenzfunktion
B(t) =206 In(B(t)) = 0,6 In(¢) + In(2)

Abbildung 9.5: Darstellung Potenzfunktion normal und doppellogarithmisch



94 KAPITEL 9. LINEARE REGRESSION

Wir wollen noch kurz einige Begriffe zusammenfassen, die wir hierbei brauchen bzw. gebraucht
haben.

Definition 9.12. Ein (semi-)logarithmisches Diagramm der Grofie u {iber ¢ erstellt man, indem
man waagrecht die Werte von ¢, und senkrecht die Werte von In (u) oder log, , (u) auftrégt.

Ein doppelt logarithmisches Diagramm der Grof3e u iiber ¢ erstellt man, indem man waagrecht
die Werte von In (¢) oder log,, (¢), und senkrecht die Werte von In (u) oder log, , (u) auftragt.

Fakt 9.13. Die Grofie u(t) erfiillt genau dann ein Exponentialgesetz: u(t) = C ek

wenn im logarithmischen Diagramm eine Gerade entsteht: In (u(t)) = kt + d.

Dabei ist k die Steigung der Geraden (dasselbe k wie im Exponentialgesetz), und d = In(C) der
Achsenabschnitt der Geraden an der senkrechten Achse

Fakt 9.14. Die Grofe u(t) erfiillt genau dann ein Potenzgesetz: u(t) = C t

wenn im doppel logarithmischen Diagramm eine Gerade entsteht: In (u(t)) = k In (t) + d. Dabei ist
k die Steigung der Geraden (dasselbe k wie im Exponentialgesetz), und d = In (C) der Achsenab-
schnitt der Geraden an der senkrechten Achse

Beispiel 9.15. Passen die folgenden Daten eher zu einem Exponentialgesetz oder einem Potenzge-
setz?

t|1 3 5 7 9
u|5 14 33 102 255

Losung. Um zu untersuchen welches Gesetz besser passt, rechnen wir die Werte zuerst in semi-
und dann doppellogarithmisch um.

2

Index i t u y=Inm) > ty Index i t u x=In(t) y=mn@ x xy
1 1 2 1,61 1 1 2 0,00 1,61

2 3 14 2,64 2 3 14 1,10 2,64

3 5 33 3,50 3 5 33 1,61 3,50

4 7 102 4,62 4 7 102 1,95 4,62

5 9 255 5,54 5 9 255 2,20 5,54

Summe Summe

durch 5 durch 5

(a) Exponentialgesetz (b) Potenzgesetz

Nun bilden wir die Regressionsgeraden fiir die Semilogarithmische Darstellung beziiglich der
Daten (t,y) = (t,In (u)) und in fiir die Doppellogarithmische Darstellung beziiglich der Daten (x,y) =

(In(t),In(u))

Indexi | t u y=In(u) t? ty Indexi | t u x=In(t) y=Iln(u) x° xy
1 1 2 1,61 1 1,61 1 1 2 0,00 1,61 0,00 0,00
2 3 14 2,64 9 7,92 2 3 14 1,10 2,64 1,21 2,90
3 5 33 3,50 25 17,48 3 5 33 1,61 3,50 2,59 5,63
4 7 102 4,62 49 32,37 4 7 102 1,95 4,62 3,79 9,00
5 9 255 5,54 81 49,87 5 9 255 2,20 5,54 483 12,18
Summe | 25 17,91 165,00 109,26 Summe 6,85 17,91 12,41 29,70
durch5 | 5 3,58 33,00 21,85 durch 5 1,37 3,58 2,48 5,94
(a) Exponentialgesetz (b) Potenzgesetz

Nun kénnen wir die Werte der Regressionsgeraden bestimmen:
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21,85 —5-3,58 5,94 — 1,37 - 3,58
k=—"——"""0,4925 k== ’ — ~1,7062
33,00—5-5 2,48 — 1,37 - 1,37
d=3,58-0,4925-5~1,1199 d=3,58—1,7062 - 1,37 ~ 1,2444
C=et =e1% ~ 3,06 C=el =2 347
(a) Exponentialgesetz (b) Potenzgesetz

Mit diesen Werten erhalten wir nun die Regressionsgeraden und die Modelle als:

y =0,4925 ¢t +1,1199 y =1,7062 - t + 1,2444
u(t) = 3,06 - 049231 u(t) = 3,47 - 117062
(a) Exponentialgesetz (b) Potenzgesetz

Vergleichen wir nun unsere Resultate:

[ (u(®) y In (u(t)) Re

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ t 1+ ‘ ‘ ‘ ‘ In (l’)k

2 4 6 8 10 0.5 1 1.5 2 2.5
(a) Exponentialgesetz (b) Potenzgesetz

y =0,4925-t +1,1199 y =1,7062 - t + 1,2444

Abbildung 9.10: Logarithmische Darstellung Regressionsgeraden mit Datenpunkten

Wir konnen bereits in den logarithmischen Darstellungen [9.10al und [9.10b| erkennen, dass die
Punkte Py, ...,Ps in der semi-logarithmischen Darstellung eine Gerade bilden, jedoch in der
doppellogarithmischen Darstellung|9.10beine Gerade schlecht approximieren.
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300 1

200 |

100 +

—P5 : :
2 4 6

(a) Exponentialgesetz
u(t) = 3,06 - 04923

200 |

100 |
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u(t) Ps

2 4 6 8 10
(b) Potenzgesetz
u(t) = 3,47 - 17062

Abbildung 9.11: Modelle mit Datenpunkten

Schliefilich sieht man in den Modellen[9.11] dass die Exponentialfunktion die Punkte wesentlich
besser wiedergibt.

O
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9.3 Beispiele zum Vorbereiten

Beispiel 9.16. Berechnen Sie die Regressionsgerade und das Bestimmtheitsmaf} der Daten

x || 23 3,1 1,3

8,1

0,3

y [ =22 =1,5 | =3,7

4,7

=5

97

mithilfe eines CAS Systems (oder Excel). Erhalten Sie ein anderes Ergebnis, wenn Sie die Werte von

x und y vertauschen?

Wenn ja, warum? Und macht das Ergebnis dennoch Sinn?

Losung:

Beispiel 9.17. Gegeben Sei die folgende Tabelle der Kérpermasse und des stiindlichen Sauerstoft-

verbrauches verschiedener Tierarten

Art Korpermasse O, Verbrauch
kg 1/h
Spitzmaus 0,0048 0,0355
Maus 0,025 0,042
Katze 2,5 1,7
Schaf 42,7 9,59
Elefant 3833 268

Gibt es einen Potenzzusammenhang zwischen Masse m und Sauerstoffverbrauch v

v =Cmk?

Bestimmen Sie die Regression und urteilen Sie.
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Losung:

Beispiel 9.18. Folgende Grafik zeigt den Living-Planet-Index,

0,20

0,10 - "73 %

&= Living Planet Index

Living Planet Index (1970 = 1)

[ 95-Prozent-Konfidenzintervall
0,05+

T T T T T T T T T T T

1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020
Jahr

Abbildung 9.12: Living-Planet-Index des WWF [6]

dieser ist ein Maf3 fiir die Biodiversitit auf der Erde. Welchen Schluss konnen Sie aus dieser
Grafik ziehen? Wie kénnen Sie sich erkldren, warum das Konfidengzintervall grofier wircﬂ?

Losung:

Tnsbesondere, da sich die Messtechniken ja verbessert haben.
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9.4 Weitere Beispiele zum Uben

Ubungsaufgaben: Regressionsanalyse und Modellwahl

1. Modellwahl durch Giitevergleich (Bakterienwachstum) Ein Biologe beobachtet die Ver-
mehrung einer Bakterienkultur in einer Petrischale. Er misst die bedeckte Fliche A (in cm?)
in Abhingigkeit von der Zeit ¢ (in Stunden):

Zeit t (h) 1| 2] 3 4 5
Fliche A (cm?) | 2,1 | 45|92 | 18,1 | 37,0

Aufgabe: Bestimmen Sie mithilfe eines CAS-Systems eine lineare (y = ax + b) und eine
exponentielle Regression (y = a - b¥).

« Vergleichen Sie die Bestimmtheitsmafle R?. Welches Modell beschreibt den Prozess bes-
ser?

« Warum ist das exponentielle Modell hier auch aus biologischer Sicht sinnvoller?

2. Das Potenzgesetz (Bremsweg eines Fahrzeugs) Bei einer Testreihe wurde der Bremsweg
s (in m) eines PKW in Abhiéngigkeit von der Geschwindigkeit v (in km/h) gemessen:

v(km/h) | 30 | 50 70 | 100 | 130
s (m) 4,5 | 12,5 | 24,5 | 50,0 | 84,5

Aufgabe: Testen Sie eine lineare Regression und eine Potenzfunktion (y = a - xP).

« Welches Modell liefert ein R niher an 1?

« Diskutieren Sie das Ergebnis: Welchen Wert hat der Exponent b bei der Potenzfunktion
ungefihr? Entspricht dies der physikalischen Erwartung (s ~ v?)?

3. Das Storchen-Paradoxon (Kausalititspriifung) In einer Region wurden iiber mehrere Jah-
re die Anzahl der Storchenpaare (x) und die Anzahl der geborenen Kinder (y) dokumentiert:

Storchenpaare x | 10 | 15 | 22 | 30 | 38
Geburtenratey | 102 | 118 | 135 | 152 | 167

Aufgabe:

« Berechnen Sie die lineare Regressionsgerade und das Bestimmtheitsmaf} R2.
« Interpretieren Sie den Wert von R?. Wiirden Sie sagen, die Stérche bringen die Kinder?

« Suchen Sie nach einer moglichen Drittvariable (dhnlich wie beim Feuerwehr-Beispiel),
die sowohl die Storchenpopulation als auch die Geburtenrate in 14ndlichen Regionen
beeinflussen konnte.

Beispiel 9.19. Berechnen Sie die Regressionsgerade y = k + d zu

x|[1] 4 [ 7 | 10
y[2]53]69]10,7

Zeichnen Sie die Datenpunkte und die Gerade.
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Beispiel 9.20. Die Konzentration eines radioaktiven Stoffes in einer Losung wurde zu 6 aufeinan-
derfolgenden Zeitpunkten gemessen.

Zeit t 0
Konzentration u(t) | 8

Zur Bestimmung des Exponentialgesetzes fiir die Konzentration u(t) zur Zeit t:
u=Cek

 Zeichnen Sie ein logarithmisches Diagramm und iiberzeugen Sie sich, dass ein Exponential-
gesetz einigermafien gut passt.

» Bestimmen Sie die Parameter der Regressionsgeraden aus dem logarithmischen Diagramm.
» Bestimmen Sie daraus k und C fiir das Exponentialgesetz.

Beispiel 9.21. Bei einer Horde von Westlichen Flachlandgorilla (Gorilla gorilla gorillaﬂ) wurde fol-
gende Charakteristik fiir tiglichen Nahrungsbedarf beobachtet:

Gewicht [kg] 100 120 170 200
tagl. Nahrung [kg] | 12 15 17 25

1. Es wird folgender Zusammenhang angenommen:
tdgl. Nahrung = k - Gewicht + d.

Bestimme k und d mithilfe der linearen Ausgleichsrechnung.

2. Zeichnen Sie die Datenpunkte und die Ausgleichsgerade. Wihlen Sie die Einheiten so dass
100 kg Gewicht bzw. 10 kg Nahrung je mindestens 5 cm entsprechen.

3. Der Zoo von San Diego hat ein Gorilla-Exemplar mit einem Gewicht von 275 kg. Welcher
tdgliche Nahrungsbedarf ist bei diesem Tier zu erwarten?

Beispiel 9.22. Berechnen Sie zu folgenden Daten eine angepasste Exponentialfunktion y = C e**:

1 1,5
3 4

t| -1 0
y|l 1 2

2Mal ohne Scheif3: Das ist echt der wissenschaftliche Name.



Tabellenkalkulationen

10.1 Elementare Berechnungen

Es gibt (natiirlich) viele Computerprogramme mit deren Hilfe man Berechnungen vereinfachen und
effizienter gestalten kann. Wir wollen hier anhand von |LibreOffice Calc (oder Excel) zeigen wie man
dies umsetzten kann.

Um in LibreOffice Calc Berechnungen durchzufiihren sollte man zuerst verstehen, dass man
immer in Referenz auf eine Zelle arbeitet.
Um zum Beispiel 15% von 315 zu berechnen kann man einfach = 315 % 15% in eine Zelle eingeben.

cs | fy 2~ =] =a5m15%
A | s
_1 ]
_2 |
3 | Angabe Anwendung:
4

5 314 [ 47.1 |
i}

Achten Sie auch darauf, dass man Zahlen durch verweisen (in diesem Beispiel = A5) verwenden
kann bzw. auch so verwenden soll! Es funktionieren natiirlich die Rechenoperationen wie Addi-
tion/Subtraktion/Multiplikation/Division wie zu erwarten mit den Ublichen Tasten (Operatoren)
auf den Nummernfeld.

10.2 Verweisen und wiederverwenden von Resultaten

LibreOffice Calc ist nur dann sinnvoll verwendet wenn man Eingaben von Zahlen minimiert und
moglichst immer versucht mit Referenzen auf Zellen zu arbeiten. Zur Demonstration wollen wir
17% von 118 berechnen lassen:

| A ] C A B | c
1 118 =A1*10%§, 1 11.8
2 2
(a) Zellenwerte durch Verweisen berechnen (b) Berechnete Werte

H&ufig mochte man Zellen automatisiert wiederverwenden. Wenn Sie nun die Zelle A1 markie-
ren und auf die rechte untere Ecke der Umrahmung der Zelle klicken, konnen Sie den Wert in die
Nachbarzellen update-en lassen.
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A | : A B <
K 118 11.8 118 11.8
2| 119 119 11.9
G 120 120 12
| 121 : 121 12.1
5 122 122 12.2
[« | 123 1 : 123 12.3
7] 124 124 12.4
| 125 : 125 125
| 126 : 126 126
0] 127 : 127 12.7
(a) Zahlen werden um 1 (b) Formeln werden entsprechend Zeile/Spalte
erhoht angepasst.

In Spalte A wird jeder Wert um 1 erhoht (default), in Spalte B wird hingegen die Formel in der
ersten Zeile so gedndert, dass der Verweis auf Al in der ersten Zeile zu A2 in der zweiten Zeile wird.
Damit kann man die Formel unmittelbar auf die néchsten Zeilen anpassen. Das funktioniert in glei-
cher Form fiir die Spalten, nur dass dann aus Al die Zelle B1 wird.

In vielen Fillen mochte man einzelne Zellen beim Ziehen fixieren. Um das zu erreichen, dann
man die Zeile bzw. Spalte fixieren lassen:

« Al Zeile und Spalte konnen verdndert wer-« $A1 Zeile kann verdndert werden, Spalte ist
den. fixiert.

+ AS$1 Zeile ist fixiert, Spalte kann verdndert
werden. « $A$1 Zeile und Spalte ist fixiert.

Wenn man im obigen Beispiel die Formel von Al auf A$1 dndert, so wird beim Ziehen immer auf
den Wert in Al verwiesen:

A [ A | B | c

118 =A$1*10% i 118 11.8
2| 119 11.9 2| 119 11.8
B 120 12 - | 120 11.8
4] 121 12.1 | 121 11.8
5| 122 12.2 | 122 11.8
5 123 12.3 6| 123 11.8
7] 124 12.4 7 124 11.8
8| 125 12.5 | 125 11.8
s | 126 12.6 | 126 11.8
10| 127 12.7 o 127 11.8

(a) Veridnderte Formel (b) Nach dem Ziehen

In vielen Fillen mochte man einzelne Zellen beim Ziehen fixieren.
Beachten Sie: Man kann auf unterschiedliche Sheets in LibreOffice Calc verweisen, wenn Sie mehr
als eines in der Datei haben (Sheets sind ganz unten im Screen).

10.3 Zellen Formatieren

Wenn man eine oder mehrere Zellen markiert, diese mit der rechten Maustaste anklickt, so kann
man unter Zellen formatieren ein hilfreiches Menii finden. Unter anderem kann man Zahlen ange-
passt darstellen lassen. Die Technische Notation: Zum Beispiel konnen Sie die Darstellung der
Zehnerpotenzen in |LibreOffice Calc einstellen. Aktiviert man die Engineering notation so bekommt
man unmittelbar die technische Notation als Ausgabe.
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Al ~|| fx & ~ = o.0000000000005

E

|A|w|~ -
>
tn
ik
=
(2]
(=]
m
-

5 || Numbers Font Font Effects Alignment Borders Background Cell Protection
6
7 Category Language
s | A Default - English (UK) -
9 User-defined
10 Number
1 |Percent
1211 |currency
% - Ipate
51 (Time
il
17 Fraction
18 Boolean Value
SR [Tt S.00E-13
=Y | )
21
5| Options
_23 || Decimal places: |2 2| [ Negative numbers red
24 —
25 | Leading zeros: 1 2| [J Engineering notation
26 || Format Code
o
28 | 0.00E+00
29
_30 ]
31
% Help Reset oK Cancel
= |

10.4 Gleichungen losen

Simple Gleichungslosungssysteme sind in vielen Programmen integriert, so auch in LibreOffice
Calc. Wir betrachten eine einfache lineare Gleichung:

y=-9x+3
Und wollen diese fiir einen gesuchten Wert 16sen.
Liberation Sans ~| (10pt |~ B I
B7 vl fy & v =|=8385:84
D
1
2 | Argument Value
3 k: -9
4 d: 3
5 X 2
&
y[ __ -1§

Nun konnen wir in dieser Form die Gleichung fiir jedes x berechnen lassen, wir wollen die Glei-
chung jedoch 16sen. Um dies zu tun, kénnen Sie unter: Tools — Goal-Seek (auf Deutsch: Zielwerts-
uche) die Gleichung I6sen lassen:

Liberation Sans
L1
2 | Argument Value
3 k: -9
4 d: 3 | Default Settings
5 X: 2|
6 | | Formulacell: |$B%7 =
:
y 1 '\ Targetvalue: |3.1254
|9 | Variable cell: 3835 =
10
1 |
12 | Help oK Cancel
13
14

Hierfiir miissen Sie in der ersten Zeile Formula cell die Zelle angeben in der Sie die Gleichung for-
muliert haben, in der zweiten Zeile Target value jenen Wert den Sie fiir y haben wollen und in der
Zeile Variable cell die Zelle der Formel die verdnderlich ist (bei uns das x).

Wir haben in diesem Beispiel den Zielwert als 3,1254 gewihlt und das System liefert uns, dass
x = —0,01393 sein muss.
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10.5 Exponential und Logarithmusfunktion

Die Darstellung von Funktionen ist in den Wissenschaften eine tdgliche Notwendigkeit, dies kann
man natiirlich auch mit LibreOffice Calc.

Man kann das System bei einer grafischen Darstellung unmittelbar auf eine Logarithmische Darstel-
lung umstellen lassen. Schreiben Sie dafiir die x-Werte der Funktion in eine Spalte, und daneben die
zugehorigen Bildwerte (y-Werte) und markieren dann beide Spalten. Unter Insert — Chart kon-
nen Sie eine Grafische Darstellung einbinden, wéhlen Sie dann X-Y- (Scatter). (Achtung: NICHT
Line wihlen!).

Mit einem Doppelklick auf die y-Achse erscheint ein Eigenschaftsfenster, worin Sie unter Scale eine
Logarithmische Darstellung wihlen kénnen (vgl. [10.5)).

B1 v|l fx L v = -106a1)

A c | D | E | F G H

1 . |

2 | 2 0301020096 2%
3 3 0477121255 1g
4 | 4 0.602059991
5 | 5 0.608070004 16
"6 | 6 0.77815125
7] 7 084500804, 14
"8 | 8 0.003080087,
o 9 0954242509
10| 10 i1 Y
11| 11 1.041392635" ——ColumnB
12 | 12 1079181246/ 0.8
13 | 13 1113043352
T4 | 14 1146128036 06
15 | 15 1176091259, , ,
16 | 16 1204119983
17| 17 1230448021 02
18 | 18 1255272505
19 | 19 1278753601 0@
20 20 1301029996 0 10 20 30 40 50 60

Abbildung 10.4: Funktionen zeichnen mit Libre-Office

Scale Positioning Line Label Numbers Font Font Effects

Scale
O Reverse direction

B Logarithmic scale

Minimum 0 > | 8 Automatic
Maximum 2 2| @ Automatic
Major interval 0.2 2 B Automatic
Minor interval count |2 =l - Automatic

Abbildung 10.5: Logarithmische Scalen mit Libre-Office

10.6 Lineare Regression

Die Regression ist eine Standardrechnung, welche sich in fast allen Mathematischen Computerpro-
grammen wiederfindet, so auch in |LibreOffice Calc.

Beispiel 10.1. Bestimmen Sie die Exponentielle Regression durch die Datenpunkte der Aufgabe
9.15]
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t|1 3 5 7 9

u|5 14 33 102 255

Losung. Um dies zu tun iibertrigt man die Datenpunkte in zwei Spalten eines LibreOffice Calc
sheets. Anschlieflend, markiert man beide Spalten — Insert — Chart —» X — Y (Scatter) - Nur

Punkte wihlen.

Dies fiigt eine Grafik der Datenpunkte ein, anschlieffend markiert man einen Datenpunkt — rechte
Maustaste auf den Datenpunkt — Insert Trend Line.
Dort kann man verschiedene Regressionen wihlen, insbesondere Kénnen wir eine Exponential-

funktion einfiigen:

|~ DN < D E F G
1 | Index t u
B 5.00
3 2 14.00)
4 3 33.00
5 4 102.00)
6 5 255.00)
? [ ] [ ] -
—s | 300.00
0 f(x) = 3.06441334074662 exp( 0.492478337455883 x )
10 R? = 0.098707001334507
— 1| 2000 r
12 /
13
—o | 2000 /
16 1 15000 / ® CoumnC |
% / Exponential (Column C)
e /
191 | 10000 -4
20 e
21 //
22 50.00 /’
L3 A
|24 | B
| 25 | 0.00 —B=—
| 26 | 1 2 3 4 5 B T & 9 10
27 | = . i

10.7 Befehle

Abbildung 10.6: Modell mit Datenpunkten

Fiir die hier angefiihrten Berechnungen haben wir folgende Befehle verwendet:

= Beginn einer Berechnung
% Prozent (Hunderstel) der Zahl
LN natiirlicher Logarithmus In()
L0G10 | dekadischer Logarithmus log,
LOG | Logarithmus zu beliebiger Basis, wo-
bei der zweite Input Parameter die
Basis ist.
EXP | Eulersche Funktion (z.B.: =EXP(3)—
e3
A Hochzahl eingeben, z.B. = 10 A 4 —
10*.

Eine Ubersicht iiber die moglichen Funktionen finden Sie unter Insert — Function finden. Dort ist
auch eine kurze Beschreibung der Befehle angefiihrt.
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10.7.1 Marcos
Aktivieren und Aufzeichnen

Bei hdufigem verwenden von [LibreOffice Calc ist es sinnvoll zu versuchen immer wiederkehrende
Arbeitsschritte zu automatisieren. Hierfiir sind Macros duf3erst niitzlich. Um Macros zu verwenden
miissen Sie zuerst erlauben, dass experimentelle Operationen ausgefiihrt werden kénnen.

Gehen Sie hierfiir auf Tools — Options — im Abschnitt Libre Office — Advanced. Hier sind beide
Optionen, record Macro und Use experimental Functions zu aktivieren.

Nach den Neustart konnen Sie nun unter Tools — Macros — Record Macro ein Macro aufnehmen.
Alle Schritte die Sie nun ausfiihren werden gespeichert. Wenn Sie mit Threm Arbeitsablauf fertig
sind klicken Sie auf Stop Recording, und vergeben Sie im erscheinenden Fenster Threm Macro einen
Namen.

Wenn Sie nun die Arbeitsschritte, die Sie aufgezeichnet haben, erneut ausfiihren wollen, so miissen
Sie nur unter Tools — Macros — Run Macros ihr Macro wihlen, und es werden alle Schritte erneut
ausgefiihrt.

Langfristig geht’s aber noch besser: Sie konnen Thr Macro auf eine Tastenkombination legen: Tools
— Customise — Keyboard. Hier wihlen Sie eine Tastenkombination, welche noch nicht belegt ist.
Im Abschnitt Category wihlen Sie nun das von Ihnen erstellte Macro und weisen es der Tastenkom-
bination zu.

Wenn Sie nun die Tastenkombination verwenden, werden alle Arbeitsschritte, welche Sie aufge-
zeichnet haben, unmittelbar ausgefiihrt.

Eigene Macro Funktionen

Hiéufig mochte man eigene Macrofunktionen schreiben, welche man mit einem = in einer Zelle
aufrufen kann.

Gehen Sie hierfiir unter Tools — Macros — Organize Macros, und wihlen Sie Basic.

Nun koénnen Sie wihlen wo das Macro gespeichert werden soll, wihlen Sie New und fiigen Sie das
Macro der Datei hinzu.

Nun o6ffnet sich ein Editor, in dem Man Source-Code schreiben kann. Sie konnen folgenden Code:

Function AddiereZahlen(a As Double, b As Double) As Double
AddiereZahlen = a + b
End Function

einfligen. Wenn Sie nun in irgendeine Zelle Ihres Dokuments klicken und =AddiereZahlen(10,15)
eintippen, so wird die Summe von 10 und 15 in der Zelle berechnet werden.

10.8 Beispiele zum Vorbereiten

Beispiel 10.2. Sie benotigen 250 ml eine Cyanwasserstoff Losung mit einer Konzentration von 0,2 mg/1.
Thnen stehen hierfiir eine Losung A mit einer Konzentration von 0,05 mg/1 und B mit 0,02 mg/ml
zur Verfiigung.

Verwenden Sie LibreOffice Calc um Volumina der Losungen A und B zu bestimmen welche ver-
mengt die gesuchte Losung ergeben.

Beispiel 10.3. Wir betrachten folgende Gleichungen

_2+x?
T ox—1

Verwenden Sie LibreOffice Calc um all jene x zu bestimmen fiir die y die Werte 5, 18 und 10> an-
nimmt.
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Beispiel 10.4. Erstellen Sie ein Macro, welches die Zahlendarstellung in einer Zelle
« Horizontal und Vertikal zentriert
« Nur zwei Nachkommastellen darstellen lésst.
 Die Hintergrundfarbe auf Griin dndert
« Und der Zelle einen Rahmen verpasst.

Belegen Sie nun eine Tastenkombination, welche Thr Macro ausfiihrt.

Beispiel 10.5. Die folgenden Punkte (x,y)

x|[-1 1 2 3 4
y|2 7 13 24 44

liegen in der Nédhe einer Exponentialfunktion
f(x)=Cek*, C>o.

Verwenden Sie das passende (logarithmische oder doppelt logarithmische) Diagramm und berech-
nen Sie dort die lineare Regressionsgerade, aus der Sie dann eine gute Approximation der Parameter
Cund k von f herleiten.

Vergleichen Sie Ihr Resultat mit dem Resultat aus der Option Trendlinie eines Diagrammes.

10.9 Weitere Beispiele zum Uben

Beispiel 10.6. Erstellen Sie ein |LibreOffice Calc Shee und 16sen die Aufgabe erneut. Verglei-
chen Sie Thr per Hand berechnetes Ergebnis mit der Excel-Losung (Sie sollten natiirlich gleich sein).
Zusatzaufgabe: Gestalten Sie Thre Losung so, dass diese auch ansehnlich ist

Beispiel 10.7. Erstellen Sie ein Sheet um die Mischungsrechnung umzusetzen. Erstellen Sie die
Tabelle so, dass Sie unmittelbar benétigten Volumina nicht bekannt sind, jedoch die Konzentratio-
nen bekannt sein miissen um Aufgabe [2.2|effizienter 16sen zu konnen.

Losen Sie die Aufgabe erneut, jedoch mit folgenden gednderten Angaben:

1. Losung A: 8 mol/1, Lésung B: 22 mol/1, Gemisch: 150ml mit 17 mol/1 Konzentration.
Ergebnis:

A=.....l1
B=....1

2. Losung A: 1,25 mol/1, Losung B: 33,77 mol /1, Gemisch: 1,5861 mit 25,2 mol /1 Konzentration.
Ergebnis:

A=.....l
B=....1

ISie konnen natiirlich auch Microsoft Excel verwenden. Sollten Sie Apple Numbers verwenden wollen, so achten
Sie bei der Abgabe von Ubungen darauf, dass Sie die Datei konvertieren, sodass die Funktionen auch bei Excel und
LibreOffice funktionieren, da Apple zu Apple zwar super funktioniert, jedoch ist das Softwaredesign von Apple leider
vollkommen inkompatibel mit anderen Systemen!

*Wenn Sie Zellen markieren, anschlieffend mit der rechten Maustaste darauf klicken kénnen Sie unter Zellen Forma-
tieren (bzw. auf Englisch sprachlichen Systemen Format Cells) die Zellen gestalten: Rahmen, Hintergrundfarbe, Textfarbe
etc.


https://www.libreoffice.org/
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3. Losung A: 58 mol/1, Losung B: 5mol/l, Gemisch: 1538751 mit 57,68 mol /1 Konzentration.
Ergebnis:
A=......1
B=......1

4. Losung A: 10 mol/1, Lésung B: 50 mol/1, Gemisch: 3,51 mit 65 mol/l1 Konzentration.
Ergebnis:

A=.....l
B=....1

Zusatzaufgabe: Bei diesem Beispiel sollte bei Threr Losung etwas sonderbar sein! Lassen Sie
automatisch markieren, dass bei solchen Lésungen etwas nicht funktioniert ]
Beispiel 10.8. Wir betrachten folgende Gleichungen

3—Xx
x+5

y=7x+9;, y=

Verwenden Sie LibreOffice Calc um all jene x zu bestimmen fiir die y die Werte —2, — 1 und 0,5
annimmt.

Beispiel 10.9. Stickoxide sind sehr wirksam in der Blutdruckregulation. In einem pharmakologi-
schen Experiment zerfillt eine organische Substanz Y spontan, wobei NO abgegeben wird. Es wird
vermutet, dass es sich um eine Reaktion erster Ordnung handelt. Wenn das der Fall ist, musste die
Konzentration u(t) des Stoffes Y (in umol/1) zum Zeitpunkt ¢ (in Sekunden) einem Exponentialge-
setz geniigen:

u(t) = Cekt

Die folgende Tabelle gibt die Messwerte alle 100 Sekunden nach Beginn der Reaktion wieder. Kann
ein Exponentialgesetz passen?

t 1 100 200 300 400 500 600 700 800 900
u(t) | 9,968 74 56 39 29 20 15 10 08 0,6

Verwenden Sie LibreOffice Calc um die Daten zusammen mit einer Regression als Exponential und
Potenzfunktion darzustellen.

SHinweis: Unter Zellen Formatieren gibt es eine Option. Sie kénnen es auch gerne anders umsetzen.
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Dimensionen und Einheiten
Teil A

Anmerkung 11.1. In der Praxis ist es oftmals wichtig zu verstehen, welche Eigenschaften einer Va-
riable anhaften. Sie stellen Sich zum Beispiel die Frage, welche Einheit das Ergebnis einer Rechnung
haben muss, wenn die Messwerte, die Sie messen, anders sind als in der Gleichung angegeben.

Als einfachstes Beispiel betrachten wir die Rechteckfldche, in der Formel

A=a-b

kennen Sie die Seite a als 0,75 m, und sie verwenden fiir b die Einheit cm. In diesem Zusammenhang
ist die Problemstellung noch leicht 16sbar, Sie miissen einfach umrechnen.

Schwieriger wird es schon wenn Sie Sievert messen, welche sich als Wert in einer Gleichung befindet,
wie zum Beispiel:

E=Zwt ZwRDT,R
T R

worin Gewichtungsfaktoren wr, wg sind und die Absorbtionsdosen Dy z vorkommen. Der Zusam-
menhang der Einheiten ist in dieser Formel markant schwieriger zu erkennen.

Um nun zu verstehen, wie sich Einheiten analysieren lassen, und welchen Einfluss abweichende
Einheiten auf das Ergebnis haben, beschéftigen wir uns mit der Dimensionsanalyse.

11.1 Dimensionen, Einheiten und das SI-System

Definition 11.2. Die Dimension einer Grofie gibt an, welche Art von Objekt diese Grofie beschreibt:
Lange, Masse, Kraft, Stromstédrke, usw. Ein System von Mafeinheiten weist jeder Dimension eine
passende Maf3einheit zu.

Diese etwas abstrakte Definition wird klarer, wenn wir das SI-Einheitensystem vorstellen:

Definition 11.3. Das SI-Einheitensystem baut auf folgenden Dimensionen auf, welchen folgende
Einheiten zugewiesen werden:

Dimension Einheit
L Lange m Meter
T Zeit s Sekunde
M Masse kg Kilogramm
® Temperatur K Kelvin
I  Stromstdarke | A Ampere
n Teilchenzahl | mol Mol
Lichtstdarke | cd Candela

Anmerkung 11.4. Die anderen Dimensionen werden auf die Grunddimensionen des SI-Systems|11.3
zuriickgefiihrt, und daraus ihre Einheiten abgeleitet, und zwar nach folgender Regel: Werden Gro-
en miteinander multipliziert (durch einander dividiert), so werden auch die entsprechenden Di-
mensionen und Einheiten multipliziert (dividiert).

Wir zeigen im folgenden Beispiel, wie die wichtigsten mechanischen Gréf3en auf die Grunddimen-
sionen zuriickgefiihrt werden.

109
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Beispiel 11.5. Tabelle der wichtigsten mechanischen Grofien:

Dimension Ableitung aus Grundd_l MEnsIonen | Name der Einheit
Formel Dimension Einheit
Geschwindigkeit | Weg/Zeit LT! =
Beschleunigung | Geschwindigkeit / Zeit LT~ %
S
Kraft Masse x Beschleunigung ~ MLT 2 kg—zm N  Newton
S
2
Arbeit Kraft X Weg ML2T—2 kglzn J  Joule
S
2
Leistung Arbeit/Zeit ML*T3 kgin W Watt
S
Fliche Linge X Lidnge L? m?
Volumen Linge X Linge X Linge L3 m?
Druck Kraft / Fliche ML™T2 k—gz Pa  Pascal
ms

Anmerkung 11.6. Wir konnen die Ableitung von Grofien aus den SI-Basiseinheiten auch grafisch
darstellen:

Basis
Meter (m) N Geschw.
o m/s
Sekunde (s)
/ Beschl.
N 2
: m/s Abgeleitet
Kilogramm (kg)
Joule (J) | Watt (W)
N-m J/s
N /ﬁ ewton (N)
kg - m/s?
Pascal (Pa)
- N/m?

Abbildung 11.1: Fluss der Einheitenableitung von den SI-Basiseinheiten zu komplexen Gréfien.

Anmerkung 11.7. Beachten Sie, wir kiimmern uns in diesem Kapitel nicht darum wie grofe der
numerische Wert vor der Einheit ist, wir sind ausschliefilich an den Einheiten interessiert.
Folgendes Beispiel erscheint auf den ersten Blick simple, aber beachten Sie, wir wollen die Einheiten
verstehen lernen!

Beispiel 11.8. Ein Rechteck hat die Seitenlingen 1 m und 40 cm. Wie grof3 ist der Umfang, welche
Dimension hat der Umfang, welche Einheit hat der Umfang?

Losung.
« Nun, der Umfang eines Rechtecks sollte noch fiir alle schaffbar sein:
U=2-a+2-b=2-1m+2-40cm =2m + 80cm

Beachten Sie, dass diese Rechnung sinnvoll ist, denn wir addieren am Ende die selbe Di-
mension, eine Lange L. Wir diirfen die Addition der Zahlenwerte jedoch noch nicht ausfiih-
ren, da die Einheiten unterschiedlich sind, dies lésst sich einfach 16sen:

U=2m+0,8m =2,8m
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Wir erkennen also, dass der Unterschied von Dimension zu Einheit jener ist, dass die Dimen-
sion entscheidend ist, ob eine Rechnung Sinn ergibt. Es ist also sinnvoll Lichtjahre zu Nano-
meter zu addieren, es wire jedoch nonsens Lichtjahre und Minuten zu addieren. Die Einhei-
ten miissen nur gleich sein, wenn man die Addition/Subtraktion der Werte explizit ausfiihren
mochte.

« Die Dimension ldsst sich aus den Einheiten ablesen: U = 2,8 m, es handelt sich also um eine
Léange L.

« Die Einheit ldsst sich unmittelbar aus dem Ergebnis ablesen: Meter m (beachten Sie: die Ein-
heit ist nicht 2,8 m)

O

Anmerkung 11.9. Beachten Sie, es ist Unsinn, zu behaupten, eine Gréfie habe die Einheit 5 Meter.
Beispiel 11.10. Die physikalische Grofie W sei definiert durch
W=V-p

worin V ein Volumen und p ein Druck ist. Welche Einheit hat W?

Losung.
Grofie Dimension Einheit
Druck ML™'T—2 £
ms
Volumen L3 m3
kgm?

Druck X Volumen ML™IT™2x L3 = ML2T2

s2
Das ist die Dimension der Arbeit, die Einheit ist ein Joule. Physikalisch ist das leicht zu verstehen:
Wenn ein Volumen gegen einen Druck weiter verdichtet wird, wird Arbeit geleistet. O

Beispiel 11.11. Welche Dimension hat das Verhiltnis der Linge der Diagonale zur Seitenldnge
eines Quadrates?

Losung. Das Verhiltnis entsteht durch Division der Diagonalenlinge durch die Seitenlidnge, die
Dimension ist also % = 1. Das ist eine dimensionslose Grofie. ]

Definition 11.12. Eine Grofle, in deren Dimension sich alle Dimensionen der Grundgrofien gegen-
seitig wegkiirzen, sodass nur 1 bleibt, heif3t eine dimensionslose Grofie, und wir schreiben 1 fiir die
Dimension.

11.2 Rechenregeln fiir dimensionierte Grofden

Anmerkung 11.13. Soll ein mathematischer Ausdruck eine sinnvolle (physikalische, biologische, ...)
Interpretation besitzen, miissen die Dimensionen der Grofien in passender Beziehung zueinander
stehen. Zum Beispiel darf nicht eine Fldche mit einer Lange gleich gesetzt werden, oder man darf zu
einer Masse nur eine andere Masse, und keine Stromstirke addieren. Einen Ausdruck, in dem die
Dimensionen in passender Beziehung miteinander stehen, nennt man homogen in der Dimension:

Definition 11.14. Ein Ausdruck, der dimensionierte Gréfien enthilt, heif3t homogen in der Dimen-
sion, wenn folgende Regeln erfiillt sind:

= Aufder linken und rechten Seite einer Gleichung stehen Gréfien mit der gleichen Dimension.



112 KAPITEL 11. DIMENSIONEN UND EINHEITEN TEIL A

I+

Nur Grofien mit der gleichen Dimension diirfen zueinander addiert oder voneinander subtra-
hiert werden. Die Summe (die Differenz) hat dann dieselbe Dimension wie jeder der Sum-
manden.

X Grofien beliebiger Dimension diirfen miteinander multipliziert oder durcheinander dividiert
werden. Die Dimension des Produktes (Quotienten) ist dann das Produkt (der Quotient) der
Dimensionen der einzelnen Faktoren.

J Groflen beliebiger Dimension diirfen iiber Variablen beliebiger Dimension integriert oder nach
Variablen beliebiger Dimension differenziert werden. Die Dimension des Integrals ist das Pro-
dukt der Dimension des Integranden und der Variablen, iiber die integriert wird. Die Dimen-
sion der Ableitung ist der Quotient aus der abgeleiteten Grof3e durch die Variable, nach der
differenziert wird.

f InWinkelfunktionen, Exponentialfunktion, Logarithmus (und die meisten anderen Funktionen,
die nicht direkt durch Grundrechnungsarten geschrieben werden kénnen) diirfen nur dimen-
sionslose Grofien eingesetzt werden. Das Ergebnis der Funktion ist ebenfalls dimensionslos.

Diese Regeln konnen lassen sich in folgender Tabelle zusammenfassen:

Fakt 11.15. In der folgenden Tabelle bedeuten x, y, z dimensionierte Gréfien, und [x], [y], [z] ihre
Dimensionen. Es gilt:

Regel Ausdruck Zusammenhang der Bedingung:

Nr. Dimensionen nur erlaubt wenn
L: x=y [x] = [y] [x] = [y]

2: Z=Xx+y [z] = [x]=[¥] [x] = [y]

3 z=x—-Yy [z] = [x] = [y] [x] = [y]

4: z=Xx-y [z] = [x] - [y]

5: z=x/y [z] = [x]/[y]

6: z=x" [z] = [x]™ m ganz, dimensionslos
7. z = [ydx [z] = [y]-[x]

8  |z=2 [z] = [y)/I]

9: z = f(x) [z]=1 [x]=1

10: f(x) = a*,log,(x)

11: sin(x) oder dhnliches

Anmerkung 11.16. Wenn man mathematische Modelle fiir physikalische, biologische und andere
Vorgédnge entwickelt, ist es eine gute Probe, die Homogenitit in der Dimension zu iiberpriifen. Wenn
einer der Ausdriicke nicht homogen in der Dimension ist, hat man bei der Entwicklung der Formel
einen Fehler gemacht.

Beispiel 11.17. Das Schlagvolumen Vg der linken Herzkammer ist das Blutvolumen, das die Kam-
mer mit einem einzigen Schlag transportiert. Das enddiastolische Volumen V', ist das Volumen, zu
dem die Herzkammer am Ende der Diastole, also bei Beendigung der Entspannungs- und Fullpha-
se, aufgefiillt ist. Je stiarker die Kammer angefiillt ist, desto straffer sind die Muskeln vorgedehnt,
und desto effizienter arbeiten sie beim gesunden Herzen. Desto grofier ist also auch das Schlagvo-
lumen. Andererseits kdmpft der Herzschlag gegen den Druck P, in der Aorta an. Je hoher also der
Druck in der Aorta, desto geringer das Schlagvolumen. In der Herzphysiologie hat sich das Frank-
Starlingsche Gesetz als gute Ndherung der tatsdchlichen Sachverhalte bewihrt:

Dabeiist S, die sogenannte Kontraktilitit, eine Konstante, die den allgemeinen Zustand (Gesundheit
und Muskelkraft, Stirke der nerV(')'sen Anregung) des Herzens beschreibt.

Die beiden Volumina sind in m* gegeben, der Druck in Pascal Pa = kgm~'s—2.

Welche Einheit hat die Kontraktilitit S?
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Losung. Ein einfaches Beispiel, denn es kommen nur Multiplikationen und Divisionen vor, und
die geschehen mit den Einheiten genauso wie mit den Grofien selbst. Wir wollen nur Einheiten
betrachten:

Vb
Vg = sE
Vb
=> [Vg] = [SP— | wegen Regel Nr. 1
A
_ e Vbl
=> [Vs] =[S] il | wegen Regel Nr. 3 und 4
A

Nun haben wir eine Gleichung mit Einheiten (keine Zahlwerte) in der nur noch Multiplikationen,
Divisionen und Hochzahlen vorkommen (hier ist jeder Exponent 1). In dieser Situation gibt es zwei
Moglichkeiten die Einheit von S zu bestimmen:

1. Wir setzen alle Einheiten ein, die wir bereits kennen:

_ 1 Vol
m3
=> m? = [S] rgm 52

Nun kann man erkennen, dass S die Einheit
kg
[S]=—
ms
haben muss, damit die Gleichung stimmt.

2. Wenn man die Einheiten in einer Form hat, in der keine Additionen, Subtraktionen und
Funktionen (z.B. e*) vorkommen, darf man vorgehen wie beim normalen Formelumformen.
Aber Achtung: Es handelt sich nicht um Formelumformen! Wir versuchen Einheiten und Di-
mensionen zu analysieren:

S [Vel=IS] %
= [Vel-[Pal=IS]- VD]
Vel [Pal
= ol

Und nun konnen wir die bekannten Einheiten einsetzten:

3, ks
[S] — m m s? — kg
m3 m s2

L]
Beispiel 11.18. Hiufige Fehlerquellen! Ein Rechteck hat den Umfang U (Einheit Meter) und die
erste Seitenldnge a in Metern. Welche Einheit hat die zweite Seitenldnge b?

Losung. Wir wissen natiirlich bereits, dass die zweite Seitenlinge in Meter gemessen wird (vgl.
Beispiel [11.8)). Wir wollen uns dennoch folgende Dimensionsanalysen ansehen:



114 KAPITEL 11. DIMENSIONEN UND EINHEITEN TEIL A

Typische Fehler:
U=2a+2b Wir wollen Dimensionen analysieren (11.1)
[U] = [2a] + [2b] 2a und 2b haben natiirlich dieselben Einheiten wie a und b. (11.2)
[U] = [a] + [b] Die Einheit von U und a sind laut Angabe je Meter. (11.3)
m = m + [b] Subtrahiere auf beiden Seiten Meter! (11.4)
0= [b] Subtrahiere auf beiden Seiten Meter! (11.5)
Also ist die Einheitvon b ...... 0221177

Hierbei sind gleich zwei elementare Dinge falsch angewendet worden: Zum Einen in (11.2))
wurde die Dimensions-Klammer einfach auf die Summe aufgeteilt! Wenn Sie die Tabelle[11.15]
genauer betrachten, so kénnen Sie sehen, dass man diesen Schluss NICHT ziehen darf.

Zum Anderen wurde in m — m als Dimension gleich 0 gesetzt, was natiirlich falsch ist.
Selbst beim Berechnen von Werten (was wir hier nicht tun) wire die Rechnung: 1m —1m =
0m was noch immer die Einheit Meter hat!

Dimensionen bestimmen ist ein anderer Vorgang als Gleichungen 16sen. Die Regel fiir Addi-
tion und Subtraktion ist: Alle Summanden und Summe (bzw. Differenz) haben dieselbe Di-

mension.
Richtige Analyse:
U=2a+2b
[U] =[a] =[b] Wegen Regel Nr. 2
m=m = [b]
Weitere typische Fehler:
U=2a+2b U und a sind je in Meter gegeben! (11.6)
m=2m+ 2[b] Wir subtrahieren 2m! (11.7)
—m = 2[b] Division durch 2 (11.8)
—3m=b] (11.9)

Das ist natiirlich falsch, zu behaupten die Dimension wire —-m. Hierbei sind wiederum zwei

2
Fehler passiert. In (11.7)) wurde den Einheiten ein Zahlwert zugewiesen, bei der Dimensions-
analyse spielen die Zahlwerte jedoch tiberhaupt keine Rolle! In (11.8)) wurde wiederum wie
im vorangegangenen Beispiel die Einheit subtrahiert.

O

11.3 Beispiele zum Vorbereiten

Beispiel 11.19. Der Winddrucks kann iiber die Gleichung
WD =Cp gvz

bestimmt werden. Der Winddruck W, ist in N/m?, die Geschwindigkeit v in m/s und p die Luft-
dichte in kg/m? gegeben. Welche Einheit hat cp?

. . kgm
Hinweis: N = ==,
S
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Losung:

Beispiel 11.20. Der Scheinwiderstand in einer Parallelschaltung kann durch die Formel
1
7 =
K
RG  X¢

bestimmt werden, worin Z ein Widerstand in Ohm (= [Q]) ist. Bestimmen Sie die Einheiten von R,
und Xc.

Losung:

11.4 Weitere Beispiele zum Uben

Beispiel 11.21. Die Zentripetalkraft wird bestimmt durch

F,, = —ma?*r

worin m die Masse in kg, r der Radius der Kreisbahn in m und F, P die Kraft in N ist. Welche Einheit
hat die Winkelgeschwindigkeit w?

Beispiel 11.22. Der Elastizitdtsmodul E driickt aus, mit welcher Spannung o (in k—gz ) ein Material
ms
auf eine Dehnung A reagiert. Es gilt

oc=EA.
Dabei ist

ﬂ,:E,

wobei [, die Lange des ungedehten Materials, | die Lange des gedehnten Materials ist (beide in Me-
ter). Welche Einheiten haben A und E?
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Beispiel 11.23. Ein System moge Energie nur durch Wirme speichern. Die Enthalpie H errechnet
sich aus Temperatur T (in Kelvin K), spezifischer Wiarme ¢, Druck p (in Pascal k—gz), Dichte p (in
ms

%) und Volumen (in m?) durch
H =cpTV + pV.

Welche Einheiten haben H und c?

Beispiel 11.24. Die Entropie H eines Systems sei definiert durch
H = —p log,(p) — (1 — p) log,(1 — p).

Bestimmen Sie die Einheit von H.
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Teil B

Beispiel 12.1. Die Van-der-Waals-Gleichung bringt einen Zusammenhang zwischen Druck, Tem-
peratur, Teilchenzahl und einschlielendem Volumen fiir ein nicht ideales Gas, also ein Gas, des-
sen Teilchen nicht unendlich klein angenommen werden diirfen, und dessen Molekiile aufeinander

Krifte ausiiben:
nRT = P+—2 V—-Bn
V2 ( )-

Dabei bedeuten die Grofien und ihre Einheiten:

Allgemeine Gaskonstante, fiir alle Gase gleich
Konstante (Wechselwirkung zwischen den Gasteilchen)
Konstante (Grofie der Gasteilchen)

™IS N

Grofde Einheit
Druck kgm=!s—2
Volumen m3
absolute Temperatur K
Anzahl der Gasteilchen mol

Welche Einheiten haben die Konstanten R, « und 5?

Losung. In diesem Beispiel kommen Additionen und Subtraktionen vor. Wir diirfen nicht einfach
so vorgehen wie beim Losen von Gleichungen. Beachten Sie aber, dass jeder Rechenschritt in der
Van-der-Waals-Gleichung erlaubt und sinnvoll sein muss, insbesondere die beiden Klammern.

« Wir beginnen mit der zweiten Klammer:

(V—-3n) muss sinnvoll sein, mit Regel 3 folgt
[V]=[Bn] mit Regel 4 diirfen wir die Multiplikation aufteilen
[V]=[B]In] nun sind nur noch Multiplikationen iibrig!
[ﬁ 1= H nun koénnen wir die Einheiten einsetzen

n

3

m

1Bl = -

117
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« Nun betrachten wir die erste Klammer:

2
an
(P + W) muss sinnvoll sein, mit Regel 3 folgt

an?
[P]=|— mit Regeln 4,5 und 6 diirfen wir aufteilen
V2
2
[«] [n] . o
[P] = 3 nun sind nur noch Multiplikationen {ibrig!
V]
2
[P] [V] i o
[a] = — nun kénnen wir die Einheiten einsetzen
[n]
(] = (kgm™'s72)-(m*? kg -m’

(mol)? "~ s2mol2

+ Nun betrachten wir die gesamte Gleichung. Zuerst beobachten wir mit Regel 3, dass fiir beide
Klammern rechts

[(V-Bnw)]=[V]=m’ (12.1)
2 k
(P + o%) =[P] = m—‘i (12.2)

gilt. Nun folgt:

2
an
nRT = ( P+ W) (V-8n) muss sinnvoll sein, mit Regel 4 folgt

[V —Bn] mit der Uberlegung und Regel 4 folgt

[n][R][T] =[P] [V] nun sind nur noch Multiplikationen iibrig!

kg 3
VIl we™  kgm?

[
[n][T]  mol-K  s2molK

O

Beispiel 12.2. In einer Losung laufen 2 chemische Reaktionen ab: Eine organische Substanz, ge-
nannt Donor (Spender, ndmlich NO-Spender) zerfillt spontan in einer Reaktion erster Ordnung,
wobei Stickoxid NO entsteht. Je 2 Molekiile NO reagieren mit dem Sauerstoff in der Losung und
ergeben NO,:

Donor — NO + Rest
2NO + 0, — 2NO,

Fiir die Konzentrationen co(t), cp(t) und cyo(t) von O,, Donor und NO in der Losung zum Zeitpunkt
t gilt die folgende Mengenbilanz

d
_ 2
CNo = kycp — ko cocyo
dt —_

Gewinn durch Donorzerfall  verlust durch Oxidation

Dabei sind kp und k, zwei Parameter, die die Geschwindigkeit der Donor-Zerfallsreaktion und der
Oxidation von NO beschreiben.

Die Konzentrationen werden in mol/1 (Mol pro Liter) angegeben, die Zeit in s Sekunden. Welche
Einheiten haben kp und kg?
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Losung. Die Einheiten miissen so bestimmt werden, dass die gesamte Gleichung homogen in der
Dimension ist. Auf der linken Seite der Gleichung steht eine erste Ableitung einer Konzentration
nach der Zeit, mit Regel 8 folgt

[ic ]_ [enol _ mol
dt NO| —

Auf der rechten Seite stehen zwei Terme, und die werden addiert, um die linke Seite zu ergeben.
Somit bekommen wir mit Regel 2, dass

mol d
T = [ECNO] = [kacp] = [ko co o]

Damit bekommen wir:
acol = 2% = kal lepl = 2% = [eg] B2 = % = ieg] =
sowie
kococtol =% = Tolleo] feyol? = 22
S kol mlol (mlol>2 _ n;us)l 5 kol ml(;l3 _ n;z_;)l
2
> lkol= m(l)lzs

12.1 Beispiele zum Vorbereiten

Beispiel 12.3. In diesem Beispiel rechnen wir mit den Einheiten V' (Volt), A (Ampere) und s (Se-
kunden). An eine Spule wird zum Zeitpunkt ¢t = 0 (in s) eine konstante Gleichspannung U (in V')
angelegt. Der Strom I (in A), der {iber die Spule flief3t, berechnet sich nach der Formel:

Dabei ist R der Widerstand des Spulendrahtes, und L die Induktivitit der Spule (abhédngig von der
Anzahl der Windungen, Eisenkern usw.). Welche Einheiten haben R und L?

Losung:
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Beispiel 12.4. In einer chemischen Reaktion verbinden sich drei Molekiile einer Substanz X zu
einem Molekiil Y. Seien cx(t), cy(t) die Konzentrationen von X und Y zum Zeitpunkt t. Wir geben
t in Sekunden (s) und die Konzentrationen in Mol pro Liter (mol/1) an. Bei konstanter Temperatur,
wenn keine weiteren Stoffe in die Reaktion eingreifen, gilt die Gleichung:

L er() = kex(0)?

Bestimmen Sie die Einheit von k.

Losung:

12.2 Weitere Beispiele zum Uben

Beispiel 12.5. Die physikalische Arbeit ist die Summe aus allen aufgewendeten Kréiften mal dem
Weg in der sie (die Krifte) angewandt wurden. Im Grenzprozess fiihrt dies zu folgenden Integral

S
W:/ Fds
N

1

worin s, 1, S, Distanzen in Meter, und die Kraft F in N gegeben ist. Rechnen (bzw. begriinden) Sie,
dass auch in dieser Rechnung die Arbeit das Produkt aus Kraft und Weg ist.

H30
Beispiel 12.6. Wir betrachten die saure Rohrzuckerinversion: R + H,0 — Glucose + Fructose.
Die Geschwindigkeit mit der Rohrzucker (R) invertiert wird ist gegeben durch:

dR
_E = kR CHZO CH3O

wobei Cp,o und Cp, o die Konzentrationen von H,0 und H;0 in mol/1 sind. Weiters ist die Zeit ¢ in
Sekunden gegeben. Bestimmen Sie die Einheit von k.

Beispiel 12.7. Die Dieterici-Gleichung fiir reale Gase hat die Form

aT ex (_ c )
vV, —b P\Tqv, T

dabei ist p der Druck ([p] = kg - m~! - s72) und T die Temperatur in Kelvin. Die Grof3e V,, hat die
Einheit m3 - mol~". Bestimme die Einheiten von a (Gaskonstante), b (Kovolumen) und ¢ (Adhisi-
onsdruck).

p:

Beispiel 12.8. Gegeben sei die Reaktionsgleichung CS,+30, — CO,+250,. Weiter seien ucs,, U, , Uco,» Uso,
(zeit-abhiingige) Konzentrationen der einzelnen Stoffe (in mol/m?) und die Zeit ¢ sei in Sekunden
s. Dann folgt, dass

1 3
5 auso2 =a-ucs, +B- (“02) .

Bestimmen Sie die Einheiten der Reaktionskonstanten « und S.
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Beispiel 12.9. In der Biochemie beschreibt die Michaelis-Menten-Gleichung die Geschwindigkeit
v einer enzymkatalysierten Reaktion:

Dabei ist v die Reaktionsgeschwindigkeit in mol - 1 '. sl und [S] die Substratkonzentration in
mol - 1. Bestimmen Sie die Einheiten der Konstanten Umax (Maximalgeschwindigkeit) und K,
(Michaelis-Konstante).

Beispiel 12.10. Das Wachstum einer Bakterienkultur in einem begrenzten Lebensraum kann durch
die logistische Gleichung beschrieben werden:

dN N
E—I"N(l—f)

Dabei ist N die Anzahl der Individuen (dimensionslos bzw. Individuen), ¢ die Zeit in Sekunden (s).
Welche Einheiten haben die Wachstumsrate r und die Kapazitdtsgrenze K?

Beispiel 12.11. Das erste Ficksche Gesetz beschreibt den Teilchenstrom J (Stoffmenge pro Fldche
und Zeit) aufgrund eines Konzentrationsunterschieds:
dc
J=-D.-—
dx
Die Einheiten sind gegeben als: [J] = mol - m~2 - s7!, [c¢] = mol - m~3 (Konzentration) und [x] = m
(Ort). Bestimmen Sie die Einheit des Diffusionskoeffizienten D.



122 KAPITEL 12. DIMENSIONEN UND EINHEITEN TEIL B



Wahrscheinlichkeitsrechnung
Die vier Feldertafel

13.1 Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeit

Definition 13.1. Ein Ereignis ist jede Aussage, welche entweder falsch oder wahr ist.

Anmerkung 13.2.

Beispiele fiir Ereignisse: ,, Herr Meyer ist an Krebs erkrankt.” ,»Bei Frau Meyer wurde Krebs
diagnostiziert.“

Keine Ereignisse: ,,Geburtsort von Herr Meyer“, Abiturnote von Frau Meyer*

Definition 13.3. Sei A ein Ereignis. Das Symbol P(A) bezeichnet die Wahrscheinlichkeit mit der A
wahr ist.

Fakt 13.4.
o (P(A)) ist eine Zahl zwischen 0 und 1 (0 und 100%).

« Ob das Ereignis A eintritt, hingt vom Zufall ab. Wiirde man sehr viele unabhingige Versuche
machen, ob das Ereignis A eintritt, wiirde das Ereignis im Anteil P(A) aller Fille eintreten.

« P(A) = 1heif}t, dass das Ereignis sicher eintritt. P(A) = 0 heif3t, dass das Ereignis sicher nicht
eintritt.

Anmerkung 13.5. Eine mathematisch befriedigende, korrekte Definition von Ereignis und Wahr-
scheinlichkeit konnen wir hier aus Zeitgriinden nicht geben.

Definition 13.6. Sind A und B zwei Ereignisse, so konnen wir dadurch weitere Ereignisse definie-
ren. Wir bedienen uns der Schreibweise der Mengenlehre.

A (,Nicht A*) Das Ereignis A tritt nicht ein.

« AN B(,Aund B“) Das Ereignis A und das Ereignis B treten beide ein.

« AUB (,,A oder B“) Mindestens eines der Ereignisse tritt ein (A oder B oder auch beide).
Wir definieren der Vollstindigkeit halber zwei ,,triviale“Ereignisse:

« () (leere Menge:) Das sogenannte unmdogliche Ereignis, das nie eintritt.

« Q Das sogenannte sichere Ereignis, das immer eintritt.
Mit diesen Schreibweisen gelten die folgenden Rechenregeln fur Wahrscheinlichkeiten:
Fakt 13.7. Seien A und B Ereignisse. Es gilt:

1. P(A) =1 - P(A).

2. P(AUB) = P(A) + P(B), falls A und B nicht gleichzeitig eintreten kénnen
(d.h. P(ANB) =0).

123
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3. P(LAUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB).
4. P(A) = P(ANB) + P(ANB).
5. P(@) =0.

6. P(Q) = 1.

13.2 Berechnen und Darstellen der WSK

13.2.1 Die Vierfeldertafel

Eine iibersichtliche Methode, die verschiedenen Kombinationen fiir das Eintreten und Ausbleiben
zweier Ereignisse darzustellen, ist die Vierfeldertafel:

Algorithmus 13.8. Seien A und B zwei Ereignisse. Die Vierfeldertafel gibt die Wahrscheinlichkei-
ten von A und B sowie aller vier moglichen Kombinationen des Eintretens oder Ausbleibens der
Ereignisse A, B an:

s | B | |

P(ANB) P(ANB) P(A)

A A tritt ein A tritt ein A tritt ein
B tritt ein B tritt nicht ein

B P(ANB) P(ANB) PA)

A || A tritt nichtein | A tritt nicht ein A tritt nicht ein
B tritt ein B tritt nicht ein

P(B) P(B) 1

B tritt ein B tritt nicht ein

Am rechten und unteren Rand der Vierfeldertafel stehen die Wahrscheinlichkeiten fiir das Eintreten
und Ausbleiben von A bzw. B allein. Im Inneren der Tabelle stehen die Wahrscheinlichkeiten fiir
die verschiedenen Kombinationen.

Beispiel 13.9. In einem fernen Land kandidiert eine Ultralinke Partei. 1% der Wahlberechtigten
wihlt ultralinks. Die Partei gibt ihr Parteiblatt ,,Der Rote Revolver“heraus. 2% aller Wahlberechtig-
ten lesen das Parteiblatt. Insgesamt 0,8% der Wahlberechtigten lesen das Blatt und wihlen ultralinks.
Eine wahlberechtigte Person wird zufillig ausgewidhlt und befragt.

Betrachten Sie die Ereignisse:

« U Die befragte Person wihlt ultralinks.
» R Die befragte Person liest den Roten Revolver.
Stellen Sie die Vierfeldertafel fiir U und R auf.

Losung. Hiufig entscheidend ist es, dass man die Angaben richtig versteht. Aus der Angabe kann
man folgende Wahrscheinlichkeiten ablesen:

« P(U) = 0,01 . Wahrscheinlichkeit, dass die Person ultralinks wihlt.
« P(R) = 0,02 . Wahrscheinlichkeit, dass die Person den R.R. liest.

« P(UNR) = 0,008.Wahrscheinlichkeit, dass die Person ultralinks wihlt und den R.R. liest.
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Diese Wahrscheinlichkeiten von U und R tragen wir am rechten und unteren Rand der Vierfelder-
tafel ein. Die Wahrscheinlichkeit von U N R kommt ins linke obere Eck der Tabelle. (Im rechten

unteren Eck steht immer 1.)

| R R__| |
U 0,008 0,01
U
0,02 1

Das niitzliche an der Vierfeldertafel ist es, dass man die Formeln aus Fakt nutzen kann, um die

verbleibenden Wahrscheinlichkeiten zu erstellen. Mit der ersten Formel erhalten wir:
« P(U)=1-PU) =0,99.
« P(R)=1—-P(R) =0,98.

Diese Werte konnen wir unmittelbar in die Tafel {ibertragen:

| | ® R |
U 0,008 0,01
U 0,99
0,02 0,98 1

Formel 4 aus Fakt[13.7]liefert uns:
PUNR)+P(UNR)=P(U) < P(UNR)=PU)-PUNR)

Damit kénnen wir berechnen:

P(UNR) =0,01 —0,008 = 0,002
Analog erhalten wir

P(UNR) =0,02 —0,008 = 0,012
Und schliefilich:

P(UNR)=PU)—P(UNR)=0,99 —0,012 = 0,978

Diese Zahlen lassen sich nun in die Vierfeldertafel iibertragen:

| | = [ R |
U 0,008 0,002 0,01
U 0,012 0,978 0,99

0,02 0,98 1

(13.1)

(13.2)
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Damit ist die Vierfeldertafel fertig. ]

Anmerkung 13.10.

« Man kann sich die Gleichung auch anders iiberlegen:
Die Ultralinks-WihlerInnen teilen sich in zwei Gruppen: solche, die das Parteiblatt lesen, und
solche, die es nicht lesen. Insgesamt wéahlen 1% der Bevolkerung ultralinks. 0,8% der gesamten
wahlberechtigten Bevolkerung sind Ultralinks-WihlerInnen, die den R.R. lesen. Damit ver-
bleiben 0,2% der gesamten wahlberechtigten Bevilkerung, die zwar ultralinks wihlen, aber
das Parteiblatt nicht lesen. Sie sehen: Die erste Zeile des Tabelleninneren addiert sich zum
Wert am Rand daneben.

« Analog kann man sich Gleichung iiberlegen:
Insgesamt sind 2% der gesamten wahlberechtigten Bevolkerung R.R.-LeserInnen, aber nur
0,8% der Wahlberechtigten lesen R.R. und wihlen zugleich ultralinks. Damit verbleiben 1,2%
der gesamten wahlberechtigten Bevolkerung, welche den R.R. lesen, aber nicht ultralinks
wihlen. Sie sehen: Die erste Spalte des Tabelleninneren addiert sich zum Wert am Rand dar-
unter.

« Die Vierfeldertafel bietet eine {ibersichtliche Moglichkeit die Ereignisse in Zusammenhang zu
bringen. Es gilt, dass wenn man die Spalten addiert, man als Ergebnis die letzte Spalte erhilt.
Ebenso gilt, dass wenn man die Zeilen addiert, man als Ergebnis die letzte Zeile erhilt:

s 5| |

> |

P(ANB)

|
A P(ANB) @ P(ANB) P(A)
(+) @ fﬂ (+)

P(B) P(B) 1

13.2.2 Bedingte Wahrscheinlichkeit

In diesem Kapitel wollen wir uns eine Sonderform der Wahrscheinlichkeit widmen, der bedingten
Wabhrscheinlichkeit. Bisher haben wir nur Wahrscheinlichkeiten betrachtet, welche sich auf die
Gesamtmenge der moglichen Grundmenge bezieht. Im letzten Beispiel war die Wahl der Person auf
die wir die Wahrscheinlichkeit beziehen vollkommen beliebig. Nun schrinken wir diese Menge ein!
In der Prozentrechnung bezeichnet man das, als eine Verdnderung der Grundmenge.

Beispiel 13.11. Wir betrachten die Situation aus Beispiel Eine Person wird zufillig ausgewihlt
und befragt.

« Die Person liest den Roten Revolver. Wie grof3 ist nun die Wahrscheinlichkeit einzuschétzen,
dass diese Person ultralinks wihlt.

« Eine andere Person wird befragt. Sie wihlt ultralinks. Wie grof3 ist nun die Wahrscheinlichkeit
einzuschitzen, dass sie den Roten Revolver liest.

Losung. Wir beziehen uns auf die oben errechnete Vierfeldertafel, die wir hier wiederholen:
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| | R R |
U 0,008 0,002 0,01
U 0,012 0,978 0,99
0,02 0,98 1

« Insgesamt 2% der Wahlberechtigten lesen den R.R., darunter befinden sich 0,8% (bezogen auf
alle Wahlberechtigten), welche zugleich R.R. lesen und ultralinks wiihle Bezogen auf die
R.R.-LeserInnen allein sind das 0,008/0,02 = 0,4 = 40%. Also wihlen 40% des Leserkreises
des R.R. die ultralinke Partei.

« Insgesamt 1% aller Wahlberechtigten wihlt ultralinks, darunter befinden sich 0,8% (bezogen
auf alle Wahlberechtigten), welche zugleich R.R. lesen und ultralinks wéhle Bezogen auf
die Ultralinks-WéhlerInnen allein ergibt das 0,008/0,01 = 0,8 = 80%. Also lesen 80% der
Ultralinks-WahlerInnen das Parteiblatt.

O

Anmerkung 13.12. Sie sehen, dass sich durch Information {iber eines der Ereignisse die Einschit-
zung der Wahrscheinlichkeit des anderen ganz drastisch dndert. Diese neu eingeschitzten Wahr-
scheinlichkeiten unter Vorinformation nennt man bedingte Wahrscheinlichkeiten.

Definition 13.13. Seien A, B zwei Ereignisse. Wir fiithren die bedingte Wahrscheinlichkeiten
ein.
P(B|A) ist die Wahrscheinlichkeit von B, wenn bekannt ist, dass A eintritt:

P(ANB)

P(B|A) = — 7

Anmerkung 13.14. Die unbedingte Wahrscheinlichkeit P(A) bezieht sich auf die Gesamtheit aller
Versuche. Der Anteil P(A) aller Versuche fillt zu Gunsten von A aus.

Dagegen bezieht sich die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) nur auf die Gesamtheit jener Versu-
che, in denen B eintritt: Welcher Anteil jener Versuche, in denen B eintritt, geht zu Gunsten von A
aus? Von allen Versuchen erfiillt nur der Anteil ANB, dass er zugunsten von A ausgeht und zugleich
in die Gesamtheit der Versuche mit Ausgang B mitgerechnet wird. Bezogen auf die Gesamtheit aller
Versuche mit Ausgang B gibt das also den Anteil

P(ANB)

P(A|B) = @

Wenn sich durch die Vorkenntnis {iber ein Ereignis die Einschdtzung der Wahrscheinlichkeit
des anderen Ereignisses nicht dndert, dann heifien die Ereignisse unabhéngig:

Definition 13.15. Zwei Ereignisse A und B heifien unabhéngig, wenn eine der drei folgenden Ei-
genschaften gilt. Wenn eine davon gilt, dann gelten alle drei.

P(A|B) = P(A),
P(B|A) = P(B),
P(ANB) = P(A) - P(B).

!Beachten Sie, wir betrachten eine Teilmenge aller Wahlberechtigten
“Beachten Sie, wir betrachten wieder eine Teilmenge aller Wahlberechtigten
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Drogenhund Bello

Beispiel 13.16. Der brave Drogenhund Bello bellt 90% der DrogenschmugglerInnen aus, die einen
bestimmten Grenziibergang zu passieren versuchen. Leider verbellt er auch 5% der anderen Passan-
tInnen. An diesem Grenziibergang kommt ein/e DrogenschmugglerIn auf 999 harmlose PassantIn-
nen. Ein Passant kommt voriiber.

« Erstellen Sie eine Vierfeldertafel fiir die Ereignisse

- D Der Passant schmuggelt Drogen.
- B Der Passant wird ausgebellt.

« Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Passant ein Drogenschmuggler ist und ausgebellt
wird?

« Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Passant ausgebellt wird?

« Der Passant wurde ausgebellt. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass er Drogen schmug-
gelt?

Losung.
« Unsere Angaben beinhalten die folgenden Informationen

- P(B|D) = 0,9. Bedingte Wahrscheinlichkeit: Wenn die Information gegeben ist, dass D
eintritt, wird die Wahrscheinlichkeit von P mit 0,9 angegeben!

- P(B|D) = 0,05.

- P(D) = 0,001. Unbedingte Wahrscheinlichkeit! Von 1000 Passanten - iiber die wir noch
nicht mehr wissen - ist einer Drogenschmuggler.

Wir erstellen zunidchst schrittweise die Vierfeldertafel. Direkt aus den Angaben kdnnen wir
die Wahrscheinlichkeit P(D) und die Wahrscheinlichkeit P(D) = 1 — P(D) eintragen:

B B[l

Aus der Formel fiir bedingte Wahrscheinlichkeit (Definition [13.13]) folgt

P(BAD
P(B|D) = % P(B D) = P(D) - P(B|D) = 0,001 - 0,9 = 0,0009
— P(BND — _ _
paD) = TBOD) o pBAD)=PD)- PBID) = 0.999 - 0,05 = 0,04995
P(D)
| | B [ B | |
D 0,009 0,001
D 0,04995 0,999
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Nun konnen wir die Zeilen und Spaltensummen vervollstdndigen:

| | B B | |
D 0,0009 0,0001 0,001
D 0,04995 0,94905 0,999
0,05085 0,94915 1

« Nun konnen wir die Wahrscheinlichkeiten ablesen:

- P(D n B) Die Wahrscheinlichkeit, dass der Passant ein Drogenschmuggler ist und ausge-
bellt wird, ist 0,0009. (Linke obere Ecke der inneren Tafel).

- P(B)Die Wahrscheinlichkeit, dass der Passant ausgebellt wird, ist 0,05085. (Unterer Rand,
links.)

- P(D|B) Die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass der Passant ausgebellt wird, wenn be-
kannt ist dass er Drogen schmuggelt, ist 0,0009/0,05085 = 0,0177.

13.3 Beispiele zum Vorbereiten

Beispiel 13.17. In einer Versuchsanordnung muss eine Maus in einem Labyrinth ein Stiick Speck
finden. Von hundert Mdusen macht jede zweimal den Versuch. Es stellt sich heraus, das 36 Méduse
bei beiden Versuchen den Speck finden. 90% der Miuse, denen der erste Versuch gelingt, schaffen
auch den zweiten Versuch. Die Hilfte der Mduse, denen der erste Versuch nicht gelingt, schafft
trotzdem den zweiten Versuch.

Erstellen Sie die Vierfeldertafel fiir die Ereignisse

- E Erster Versuch gelingt.

- Z Zweiter Versuch gelingt.

Wie grof} ist der Prozentsatz aller Miduse, denen der erste Versuch gelingt?

« Wie grof3 ist der Prozentsatz aller Mduse, denen der zweite Versuch gelingt?

« Welcher Prozentsatz aller Miuse, denen der zweite Versuch gelingt, hat auch im ersten Ver-
such bestanden?
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Losung:

Beispiel 13.18. Es soll die Widerstandsfihigkeit einer neuen Hithnerzuchtrasse gegen Kokzidiose
erprobt werden. Es werden hierfiir 2830 Hithner der Rasse Ross 308 und 3520 Hiihner der neuen
Mutation Ross 308a untersucht. Man stellt fest, dass 15% der Hithner mit Kokzidiose erkrankten.
528 Hiihner waren erkrankt und von der Art Ross 308a.

Erstellen Sie eine Vierfelder-Tafel welche die Untersuchung beschreibt. Wihlen Sie hierfiir die Er-
eignisse E: das Huhn ist erkrankt und A: das Huhn ist von der mutierten Art Ross 308a.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein Huhn der Art Ross 308 nicht erkrankt ist.
Argumentieren Sie zusitzlich ob die Ereignisse A und E unabhéngig sind.
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Losung:

13.4 Weitere Beispiele zum Uben

Beispiel 13.19. In einer Studie wurde der Befall von Ratten mit Milben der Typen A und B unter-
sucht. 250 Ratten wurden eingefangen, 75 davon waren von Milben des Typs B befallen. 60% der von
Typ B befallenen Ratten waren auch von Milben des Typs A befallen, wihrend 37,5% der von Typ A
befallenen Ratten auch von Milben des Typs B befallen waren. Eine Ratte wird zufillig ausgewihlt,
A bezeichne das Ereignis ,,Befall mit Milben vom Typ A“, B das Ereignis ,,Befall mit Milben vom

rIyp B“.

1. Welche der folgenden drei Behauptungen finden sich in der Angabe (ankreuzen)?

P(B|A) =0,6; P(ANB) =0,6; P(A|B) = 0,6

2. Erstellen Sie eine Vierfeldertafel fiir die Ereignisse A und B und tragen Sie passende Zahlen-
werte ein.

3. Es sei bereits festgestellt, dass die ausgewihlte Ratte von Milben des Typs A nicht befallen ist.
Wie grof3 ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass sie von Milben des Typs B befallen ist?

Beispiel 13.20. Bei einer Studie zur Wirksamkeit einer Katzen-Impfung gegen eine Erkrankung
wurden folgende Daten erhoben: 52,2% aller Katzen sind nicht geimpft, 45,3% aller Katzen sind
erkrankt. Unter den erkrankten Katzen sind 52,3% geimpft.

1. Bestimmen Sie eine Vierfeldertafel fiir die zwei Ereignisse
E: Eine zufillig gewidhlte Katze ist erkrankt.
G: Eine zufillig gewidhlte Katze ist geimpft.

2. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine geimpfte Katze erkrankt ist.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine nicht geimpfte Katze nicht erkrankt ist?

4. Analysieren und argumentieren Sie, ob die Ereignisse E und G abhédngig oder unabhingig
sind!

w



132 KAPITEL 13. WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG DIE VIER FELDERTAFEL

Beispiel 13.21. Zwei verschiedene Marillen-Ziichtungen sollen auf Monilia-Resistenz untersucht
werden. Hierfiir untersucht man 1578 Pflanzen, wovon 750 der Sorte A sind, und der Rest der Sorte
B. Man stellt fest, dass eine Pflanze der Sorte A mit einer Wahrscheinlichkeit von 27% gegen Monilia
resistent ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine beliebige Pflanze der Sorte B ist und resistent gegen
Monilia ist liegt bei 8%.

« Erstellen Sie eine Vier-Felder-Tafel welche die Versuchsanordnung beschreibt.
« Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Pflanze der Sorte B resistent gegen Monilia ist?

+ Gibt es einen Zusammenhang zwischen der Sortenwahl und der Resistenz (bzw. sind die Er-
eignisse unabhingig)?



Im folgenden Beispiel wollen wir den Ereignisbaum verstehen lernen:

14

Wahrscheinlichkeitsrechnung

Der Ereignisbaum

Beispiel 14.1. Zwei Getreidesorten, von denen eine gentechnisch manipuliert ist, sind unterschied-
lich sensibel gegen einen bestimmten Schadstoff. In einer Studie werden viele Proben beider Ge-
treidesorten dem Schadstoff ausgesetzt. Wir greifen eine Pflanze aus der Probe zufillig heraus und

betrachten die zwei Ereignisse:

» G Die Pflanze gehort zur gentechnisch manipulierten Sorte.

+ S Die Pflanze zeigt Schidden nach der Schadstoffbehandlung.

Die Ergebnisse der Studie finden Sie in folgender Vierfeldertafel:

| | s [ s |
G 0,1 0,5 0,6
G 0,2 0,2 0,4
0,3 0,7 1

1. Bestimmen Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten und interpretieren Sie, was sie bedeuten:

P(G), P(G n S), P(G|S),P(S|G).
Sind die Ereignisse S und G unabhingig?

2. Erstellen Sie einen Ereignisbaum welcher die Beobachtung beschreibt.

Losung.

1. Es bedeuten:

» P(G) Die Wahrscheinlichkeit, dass die Pflanze zur gentechnisch manipulierten Sorte ge-

hort. Wir konnen den Wert direkt aus der Tabelle ablesen:
P(G) = 0,6 (obere Zeile, rechter Rand).

« P(G n S) Die Wahrscheinlichkeit, dass die Pflanze gentechnisch manipuliert ist und

gleichzeitig Schiden zeigt. Auch diesen Wert konnen wir direkt ablesen:

P(G n S) = 0,1 (links oben).

« P(G|S) Die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass es eine gentechnisch manipulierte Pflanze

ist, wenn bekannt ist, dass sie Schéiden zeigt.

Um diese Wahrscheinlichkeit zu erhalten, miissen wir das Verhiltnis aus P(G N S) und

P(S) bilden:

P(G|S) =

133

P(GNS) 0,
P(S)

=03 =
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« P(S|G) Die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass die Pflanze Schidden zeigt, wenn bekannt
ist, dass sie gentechnisch manipuliert ist. Um diese Wahrscheinlichkeit zu erhalten, miis-
sen wir das Verhiltnis aus P(G N S) und P(S) bilden:

P(GNS) 0,1
P(G) ~ 0,6

P(S|G) = =0,16.

« Die Ereignisse sind nicht unabhéngig, denn mit Vorkenntnis der gentechnischen Lage
dndert sich die Wahrscheinlichkeit, dass die Pflanze durch den Schadstoff beeintréchtigt
wird:

P(S) =0,3 # P(S|G) = 0,16.

2. Wenn man die bedingen Wahrscheinlichkeiten bereits kennt, ist es manchmal einfacher/{iber-
sichtlicher die Ereignisse in einem Ereignisbaum darzustellen. Hierfiir trdgt man die Ereig-
nisse in zwei Spalten ein (natiirlich kann man das auch als Zeilen machen), wobei man die
Aufspaltung mit 1 beginnt (bzw. beginnen lassen kann).

Nun trigt man die Wahrscheinlichkeiten fiir S und S bei den Ereignissen (und auf den Ver-
bindungsstrecken ein):

P(S)=10,3

Beachten Sie, dass die Aufspaltung der Pfade in Summe immer 1 ergeben muss. Man kann
das so lesen, die Beginnende 1 beschreibt den gesamten Ereignisraum (also das irgendwas
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passiert). Nun gibt es zwei Moglichkeiten, S kann eintreten oder eben nicht S, daher muss die
gesamte WSK 1 ergeben.

Nun betrachten wir die zweite Spalte. Wenn wir den Pfad betrachten, der von S beginnt, so
betrachten wir nur noch Wahrscheinlichkeiten, bei denen vorausgesetzt ist, dass S eingetre-
ten ist — wir haben also bedingte Wahrscheinlichkeiten. Somit ist er erste Pfad die WSK, dass
G eintritt, vorausgesetzt, dass S gilt! Analog gilt das fiir die anderen Pfade. Schlie3lich erhalt
man in der letzten Spalte die ,,und“Wahrscheinlichkeiten der Pfade:

P(G|S)=0,3
P(GNS)=0,3-0,3=0,1

P(S)=0,3

P(S)=0,3 _ .
P(G|S) = 0,6

P(GNS)=0,3-06=02

P(G|S) ~ 0,71

P(GNS)=0,7-0,71=0,5

P(G|S) ~ 0,29

P(GNS)=0,7-029 =0,2

Drogenhund Bello

Beispiel 14.2. Wir betrachten die Fragestellung aus Darin hatten wir folgende Angabe: Der
brave Drogenhund Bello bellt 90% der DrogenschmugglerInnen aus, die einen bestimmten Grenz-
iibergang zu passieren versuchen. Leider verbellt er auch 5% der anderen PassantInnen. An diesem
Grenziibergang kommt ein/e DrogenschmugglerIn auf 999 harmlose PassantInnen. Wir haben am
Ende die 4-Feldertafel:

| | B B | |
D 0,0009 0,0001 0,001
D 0,04995 0,94905 0,999
0,05085 0,94915 1

erstellt. Nun wollen wir daraus einen Ereignisbaum erstellen.

Losung.

Die meisten Wahrscheinlichkeiten konnen wir ablesen, und die verbleibenden Wahrscheinlichkei-
ten konnen wir mit dem Satz von Bayes|13.13|bestimmen:
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P(B|D) = 0,9
P(BN D) =0,001-0,9 = 0,0009

P(D) = 0,001

P(D) = 0,001 _
P(B|D) = 0,1

P(BN D) =0,001-0,1 =0,0001

P(B|D) = 0,05

P(D) = 0,999 _
P(BND) = 0,999 - 0,05 = 0,04995

P(D) = 0,999 P(§|B) =0,95

P(BND) = 0,999 - 0,95 = 0,94905

Anmerkung 14.3. Vorbemerkung: Vor einigen Jahren gab es ein Pandemie namens Covid—lﬂ Im
Rahmen dieser Pandemie wurden PCR-Tests durchgefiihrt um erkrankte Personen zu identifizieren.
Die Testgenauigkeit wurde {iberpriift und verglichen:

Tabelle 2
Index Test Beschreibung Anzahl der Sensitivitat Spezifitat
Klasse inkludierten
Vergleiche
Automatisierter Integrierter, hochfrequenter 10 0.95 (0.94- 0.99(0.99-
RT-PCR vollautomatisiertes 0.99) 1.00)
Arbeitsprozess-System
Kommerzielle Manuelle kommerzielle 25 0.94 (0.89- 1.00(0.72-
RT-PCR Kits Reagenzien basierend auf 0.97) 1.00)
RT-PCR Technologie
POCT Systeme Automatisierte Schnelltests 29 0.95 (0.91-0.98) 1.00 (0.99-
(point of care) 1.00)
Verschiedene Hauseigene, im  Labor 23 0.97 (0.93-0.98) 1.00 (0.98-
RT-PCR erstellte Tests mit 1.00)
Methoden Variationen in der
Analysetechnik  und -
methode, basierend auf RT-
PCR Technologie

Abbildung 14.1: Auswertung PCR-Testgenauigkeit

Diese Liste zeigt die Testgenauigkeit welche durch Sensitivitdt und Spezifitidt angegeben wird und
wurde erstellt um die Testmethoden zu selektieren nach der entschieden wird ob eine Person als
infiziert bezeichnet wird (positive Covid19 Case).

Sensitivitit: Beschreibt die Wahrscheinlichkeit eine erkrankte Person als krank zu identifizieren.

Spezifitit:
wird.

Beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass eine gesunde Person als nicht erkrankt erkannt

'Méglicherweise haben Sie schon mal was davon gehort ©.
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Anmerkung zu dieser Tabelle: Zum Einen wird in dem Dokument [2] darauf hingewiesen, dass die
Uberpriifung der Testgenauigkeit an verhiltnismiig wenigen Proben iiberpriift wurde. Zum Ande-
ren muss man anmerken, dass eine Spezifitidt von 100% auf eine optimale Testumgebung hindeutet.
Eine reale Messung hat immer einen Messfehler. Daher ist ein realistischer Kandidat der Automa-
tisierter RT-PCR Test. Wir werden fiir unsere Uberlegungen diesen heranziehen.

Weiters bendtigen wir eine realistische Annahme fiir die Anzahl an Infizierten, wir nehmen an,
dass 1% der Bevolkerung an Covid-19 erkrankt ist, was in etwa der Infektionslage im Janner 2022
entspricht[]

Beispiel 14.4. Erstellen sie einen Ereignisbaum welcher die Testgenauigkeit erkrankter und gesun-
der Personen der Covid-19 Pandemie abbildet.

Eine beliebige Person macht einen PCR-Test, das Testergebnis ist positiv! Wie hoch ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass diese Person wirklich an Covid-19 erkrankt ist?

Losung. Zuerst definieren wir zwei Ereignisse welche das Problem beschreiben:

K: eine Person ist an Covid-19 erkrankt.

T: der PCR-Test ist positiv.

Mit diesen beiden Ereignissen konnen wir nun Wahrscheinlichkeiten aus der Infektionslage, der
Sensitivitidt und der Spezifitdt ableiten:

P(K) = 0,01
P(T|K) =0,95 Sensitivitit
P(T|K)=0,99  Spezifitit

P(T|K) = 0,95

P(T NK) = 0,01-0,95 = 0,0095
P(K) = 0,01

0,01 _
P(T|K) = 0,05

P(T nK) = 0,01 - 0,05 = 0,0005

P(T|K) = 0,01

P(K) =099 P(T nK) = 0,99 - 0,01 = 0,0099

0,99 —_
P(T|K) = 0,99

P(T nK) = 0,99 - 0,99 = 0,9801

Nun konnen wir uns der zweiten Fragestellung widmen. Zuerst miissen wir erkennen, dass die
Wahrscheinlichkeit P(K|T) gefragt ist. Die Formel von BAYES benétigt hierfiir P(T), welche wir
aus dem Ereignisbaum berechnen kénnen:

P(T) = P(T nK) + P(T N K) = 0,0095 + 0,0099 = 0,0194
Damit erhalten wir die gesuchte Wahrscheinlichkeit als

P(KNT) _ 0,0095
P(T) ~ 0,0194

P(K|T) = = 0,4897 ~ 49%

O

2Durch folgende Uberlegung, wenn pro Tag 10000 neue Fille hinzukommen und wir annehmen, dass eine Person 7
Tage erkrankt bleibt so erhélt man 7-10000 = 70000 erkrankte Personen, was in etwa 1% der Osterreichischen Bevolkerung
entspricht.
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Anmerkung 14.5. Diese Rechnung ist natiirlich lange bekannt, und ist ein Standardbeispiel der
Wahrscheinlichkeitstheorie. Man kann die Testgenauigkeit einfach erhthen, indem man ein zweites
mal testet. Dies fiihrt dann zu einer Wahrscheinlichkeit P(K|T; N T5) ~ 99%.

14.1 Beispiele zum Vorbereiten

Beispiel 14.6. Eine Stichprobe von 100 Personen bestand aus 40 Médnnern und 60 Frauen. 20%
der Ménner und 15% der Frauen waren iibergewichtig. Eine Person wird zuféllig ausgewdhlt. Wir
betrachten die Ereignisse: M ,,Die Person ist mdnnlich“und U ,,Die Person ist {ibergewichtig®.

1. Erstellen Sie ein Baumdiagramm.
2. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Person iibergewichtig ist.

3. Aus den iibergewichtigen Personen wird zufillig eine Person ausgewihlt. Wie grof} ist die
‘Wahrscheinlichkeit, dass es ein Mann ist?

Losung:

14.2 Weitere Beispiele zum Uben

Beispiel 14.7. In einer bestimmten Pflanzenart hidngt die Bliitenfarbe von einem einzelnen Gen
ab, das zwei Allele hat: ein dominantes Allel R fiir rote Bliiten und ein rezessives Allel r fiir weifie
Bliiten. Eine Pflanze hat rote Bliiten, wenn sie mindestens ein R-Allel besitzt (also RR oder Rr), und
weifde Bliiten, wenn sie rr ist.

Ein(e) Géartner(in) kreuzt zwei Pflanzen, die beide heterozygot sind, also den Genotyp Rr haben.
Wir mochten die Wahrscheinlichkeit fiir die verschiedenen Phénotypen (rote oder weifie Bliiten)
der Nachkommen berechnen, wenn wir wissen, dass die Wahrscheinlichkeit fiir das Allel » doppelt
so hoch ist wie fiir R. Erstellen Sie hierfiir einen Ereignisbaum, welcher die Kreuzung abbildet. Wie
grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die gekreuzte Pflanze rote Bliiten hat?

Anmerkung: Da beide Eltern den Genotyp Rr haben, kdnnen sie zwei Arten von Gameten (Keimzellen) erzeugen: R und

r.



14.2. WEITERE BEISPIELE ZUM UBEN 139

Beispiel 14.8. Eine Schachtel enthilt drei Miinzen X, Y, Z. X ist eine faire Miinze, zeigt beim Wer-
fen also mit gleicher Wahrscheinlichkeit ,,Kopf“bzw. ,,Adler®, Y ist so manipuliert, dass beim Wer-
fen die Wahrscheinlichkeit fur ,,Adler“gleich § ist, und Z zeigt auf beiden Seiten den Adler. Es wird
folgender Versuch durchgefiihrt: Eine Miinze wird zuféllig der Schachtel entnommen und gewor-
fen.

« Skizzieren Sie das Baumdiagramm fiir den Versuch.
« Mit welcher Wahrscheinlichkeit erscheint ,,Adler*?

« Mit welcher Wahrscheinlichkeit handelt es sich um die faire Miinze, wenn ,,Kopf“erscheint?

Beispiel 14.9. In einer Population von Schmetterlingen gibt es zwei Varianten: eine mit Fliigeln,
die ein Muster haben, das sie vor Fressfeinden tarnt (M), und eine ohne Tarnmuster (m). Das Allel
M ist dominant {iber m. Eine Studie untersucht eine Population, in der 60% der Schmetterlinge das
Genotyp MM haben, 20% Mm und 20% mm.

Ein(e) Forscher(in) fangt zufillig zwei Schmetterlinge aus dieser Population und mdochte die
Wahrscheinlichkeit berechnen, dass mindestens einer der gefangenen Schmetterlinge das Tarnmu-
ster hat.

Bestimmen Sie aus dem Ereignisbaum die gesuchte Wahrscheinlichkeit.
Konnen Sie anhand Ihrer Rechnung eine einfachere Berechnung der WSK erkennen?
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Statistik

15.1 Merkmale

Anmerkung 15.1. Statistik handelt von Gesamtheiten und Merkmalen. Eine Gesamtheit ist eine
Menge von Individuen oder Objekten, an denen bestimmte Merkmale beobachtet werden. Die In-
dividuen der Gesamtheit werden daher auch als Merkmalstriger bezeichnet. Die statistische Unter-
suchung dient der Erkundung der Merkmale in einer Grundgesamtheit. Jedoch steht als Beobach-
tungsmaterial meist nicht die ganze Grundgesamtheit, sondern nur eine Stichprobe zur Verfiigung.
Jeder Merkmalstréger besitzt das Merkmal in einer bestimmten Ausprigung.

Definition 15.2. Ein Merkmal hat das Skalenniveau (den Skalentyp)

» nominal: wenn sich auf das Merkmal weder eine Rangordnung noch Berechnungen griinden
lassen.

« ordinal: wenn das Merkmal eine Rangordnung begriindet, aber keine Zahlenwerte fiir sinn-
volle Rechnungen liefert.

« metrisch: wenn das Merkmal in Zahlen angegeben ist, mit denen Berechnungen sinnvoll sind.
Insbesondere miissen Differenzen von Ausprigungen sinnvoll gebildet werden konnen.

Beispiel 15.3. Eine Konsumentenzeitschrift beurteilt Motorrdder. Zu den publizierten Daten geho-
ren folgende Merkmale mit ihren Ausprdgungen. Teilen Sie die Merkmale in die drei Skalenniveaus
ein.

Merkmal mogliche Auspriagungen

Marke BMW, Honda, Kawasaki, Laverda, ...

Typ R100, Gold Wing, ...

Motorleistung Zahlenwert in kW

Motorbauart Reihe, V, Boxer

Hubraum Zahlenwert in cm?

Hochstgeschwindigkeit Zahlenwert in km/h

Anzahl der Zylinder ganze Zahl

Testurteil sehr gut, gut, durchschnittlich, weniger gut, mangelhaft
Losung.

« Merkmale sind nominal: Marke, Typ, Motorbauart.
« Ordinal ist: Testurteil.
» Metrisch sind: Motorleistung, Hubraum, Hochstgeschwindigkeit, Anzahl der Zylinder.

« Das Skalenniveau entscheidet, welche statistischen Methoden auf ein Merkmal anwendbar
sind. Die schirfsten Methoden, die auf Zusammenrechnung von Merkmalen (z.B. Mittelwert-
bildung) beruhen, lassen sich nur fiir metrische Merkmale anwenden. Fiir ordinale Merkmale
gibt es spezielle (sogenannte parameterfreie) Methoden, die auf Rangordnungen beruhen. Es
gibt auch Verfahren, die sogar auf nominale Daten anwendbar sind.

141
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« Jedes metrische Merkmal impliziert eine Rangordnung (der Grofe nach). Daher kann man al-
le statistischen Methoden, die fiir ordinale Merkmale geeignet sind, auch fiir metrische Merk-
male verwenden. Ebenso ldsst sich jedes metrische Merkmal und jedes ordinale Merkmal auch
wie ein nominales Merkmal behandeln.

« Wenn ein Merkmal durch eine Zahl angegeben wird, muss es noch lange nicht metrisch sein.
Beispielsweise sind Bestellnummern in Versandkatalogen nominal, Schulnoten sind ordinal.
(Allerdings werden gelegentlich ordinale Merkmale, etwas unexakt, wie metrische behandelt,
zum Beispiel bei der Berechnung eines Notenmittelwertes.)

O

Anmerkung 15.4. Ein wichtiges Ziel der Statistik ist die Bestimmung der typischen Ausprédgung ei-
nes Merkmals (auch bekannt als Lokalisierung oder zentrale Tendenz) und der iiblichen Abwei-
chung von dieser Ausprigung (sogenannte Variabilitit oder Streuung).

15.2 Haufigkeiten

Definition 15.5. Sei x ein Merkmal, das in einer Gesamtheit (kann auch eine Stichprobe sein) in
verschiedenen Ausprigungen Xy, ... ,X,, auftritt. Wir fithren die folgenden Bezeichnungen ein:

« Der Umfang n der Gesamtheit (Stichprobenumfang, wenn die Gesamtheit eine Stichprobe ist)
ist die Anzahl der Merkmalstréger in der Gesamtheit.

« Die absolute Héaufigkeit a; der Ausprigung Xx; ist die Anzahl der Merkmalstriger in der Ge-
samtheit, die die Ausprigung x; tragen.

« Die relative Hdufigkeit r; (manchmal auch p; oder f;) der Auspriagung x; ist der Anteil der
Merkmalstriager mit Auspragung x;, bezogen auf den Umfang der Gesamtheit:

a;
Vi = —.
n

« Ist das Merkmal ordinal oder metrisch, so gibt es auch die textitkumulative absolute Hiufig-
keit K;, das ist die Anzahl der Merkmalstrédger, deren Auspriagung hochstens X; ist.

« Ebenfalls fiir ordinale oder metrische Merkmale gibt es die textitkumulative relative Hiufig-
keit F;. Diese ist der Anteil der Merkmalstriger mit Ausprigungen von hochstens x;, bezogen
auf den Umfang der Gesamtheit.

Beispiel 15.6. Ein Tierheim ist unter Verruf geraten. Von den 241 Katzen, die das Heim bewoh-
nen, wird eine zufillige Stichprobe von 20 Katzen entnommen. Erhoben wird (unter anderem) der
Bestand an Flohen, die sich bei sorgfiltiger Untersuchung auf jeder Katze finden. Die folgenden
Tabelle zeigt das Ergebnis der Untersuchung:

Anzahl an Flohe | Anzahl der Katzen mit x Flohen
Xi

2

AU A W HRO
O O W u NN

mehr
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Was sind in dieser Studie: Die Grundgesamtheit, die Stichprobe, das Merkmal, die Ausprdgungen,
die absoluten, relativen, kumulativen absoluten und kumulativen relativen Haufigkeiten?

Losung. Die Grundgesamtheit sind die 241 Katzen des Tierheims, die Stichprobe die 20 untersuch-
ten Katzen, mit einem Stichprobenumfang von n = 20. Das Merkmal ist die Anzahl der Flohe (mog-
liche Auspriagungen: 0,1,2, ...; metrisch). Jede Katze ist ein Merkmalstrdger. Fiir die Hiufigkeiten
erstellen wir folgende Tabelle:

Merkmal Hiufigkeiten

absolut relativ abs. kumulativ rel. kumulativ
X; a; ri K; F;
0 4 0,20 4 0,20
1 6 0,30 10 0,50
2 5 0,25 15 0,75
3 3 0,15 18 0,90
4 1 0,05 19 0,95
5 0 0,00 19 0,95
6 1 0,05 20 1,00
gesamt 20 1,00

O

Definition 15.7. Ein Stabdiagramm stellt die Hiufigkeitsverteilung eines Merkmals grafisch dar.
Auf der waagrechten Achse werden die Auspridgungen errichtet. Auf der senkrechten Achse wird
eine Skala fiir entweder die absoluten oder relativen (oder beide) Hiufigkeiten eingeteilt. Uber jeder
Ausprigung wird senkrecht ein Balken mit der Hohe der absoluten oder relativen Hiufigkeit erstellt.

Anmerkung 15.8. Ob als Haufigkeiten die absoluten oder relativen Hidufigkeiten verwendet werden,
macht nur einen Unterschied fiir die Zahlenwerte auf der Skala, die Form des Stabdiagrammes bleibt
dieselbe.

Beispiel 15.9. Erstellen Sie ein Stabdiagramm fur Beispiel

Losung. Waagrecht werden die Auspriagungen (0 bis 6) eingeteilt. Eine Skala fiir die absoluten Hiu-
figkeiten muss mindestens Werte von 0 bis 6 umfassen. Dann wird {iber jeder Ausprigung ein Balken
errichtet: Mit 0 Flohen (Auspridgung x = 0) wurden 4 Katzen (absolute Hiufigkeit a = 4) gefunden,
also reicht der Balken bis zur Hohe 4, usw.

Hiufigkeiten

0 1 2 3 4 6
Anzahl Flohe

Diese Darstellung hat die Ausprdagung 5 Flohe (welcher die Hiufigkeit 0 zukommt) nicht mitgenom-
men. Man kann bezweifeln, dass dadurch die Ubersichtlichkeit des Diagrammes erhht wird. Dies
wird iibrigens auch fiir alle M6glichkeiten, dass es mehr als 6 Flohe sind gemacht. Wir kénnten das
Stabdiagramm natiirlich auch mit relativen Héaufigkeiten erstellen. Beachten Sie, dass sich nur die
Skala dndert:
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rel. Haufigkeit

0 1 2 3 4 6
Anzahl Flohe

Als alternative, ebenfalls oft verwendete Darstellung, geben wir noch ein Kreisdiagramm an. Der

Kreis wird in Sektoren aufgeteilt, deren Anteil an der Kreisflache jeweils die relative Haufigkeit der
Ausprigung entspricht:

Relative Hiaufigkeiten

O

Anmerkung 15.10. Manchmal nennt man das Stabdiagramm auch etwas ungenau Histogramm, ob-
wohl ein Histogramm, streng genommen, etwas anders gebaut ist. (Siehe Definition|15.34)

« Im Stabdiagramm entspricht die Hohe des Balkens der Haufigkeit der Klasse.

« Im Histogramm entspricht die Hohe des Balkens der Hiufigkeit, gebrochen durch die Klas-
senbreite. Die Fliche des Balkens entspricht damit der Hiufigkeit der Klasse.

+ Gelegentlich werden (etwas ungenau) auch Stabdiagramme als Histogramme bezeichnet, denn
wenn alle Klassen gleich breit sind, sehen Stabdiagramm und Histogramm gleich aus.

15.3 Mittelwert und Standardabweichung

Definition 15.11. In einer Gesamtheit von n Merkmalstrigern (kann auch eine Stichprobe sein) ist
ein metrisches Merkmal mit den Auspriagungen x, X,, ... ,X,, vertreten.

o Der Mittelwert des Merkmals innerhalb dieser Gesamtheit ist

— 1
XZE(XI+XZ+"'+X,1)
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« Die Varianz des Merkmals innerhalb dieser Gesamtheit ist

1 — _ _
o2 Z[(xl—x)2+(x2—x)2+...(xn—x)2]

1o 2 21_ =2
=E[x1+x2+---+xn]—x

« Die Standardabweichung des Merkmals innerhalb dieser Gesamtheit ist die Quadratwurzel
der Varianz:

O, =1/0

Anmerkung 15.12. Achtung, viele Autoren definieren von Haus aus die Varianz mit dem Nenner
n — 1 statt n. Statistikpakete wie SPSS errechnen auch die Varianz mit dem Nenner n — 1. Das ist
dann angebracht, wenn die Varianz einer Stichprobe berechnet wird, aber damit die Varianz der
Grundgesamtheit geschitzt werden soll.

Fakt 15.13. Mittelwert und Varianz kann man auf verschiedene Weise berechnen:

« Wenn eine Tabelle der n einzelnen Merkmalstrdger und ihrer Auspridgungen x,, ... X, gegeben
ist:

=|
I

1
Gy )

=N

S ) - T

« Wenn eine Tabelle der m moglichen Auspridgungen xy, ... ,x,,, und ihrer absoluten Hiufigkei-
ten ay, ... ,a,, gegeben ist:

n=a;+--+a,

=|
I

1
E(xlal + - +xmam)

1 —2
g% =+ (xfay + - + xpa,) — X

« Wenn eine Tabelle der m moglichen Ausprigungen X, ... ,X,, und ihrer relativen Hiufigkeiten
1, .- »F, gegeben ist:

In folgendem Beispiel wollen wir diese verschiedenen Moglichkeiten zur Berechnung zeigen.

Beispiel 15.14. Zwar sind Noten ein ordinales Merkmal, trotzdem werden oft Mittelwerte der Noten
wie fiir ein metrisches Merkmal bestimmt. Bestimmen Sie Mittelwert und Varianz der Noten aus
folgender Gesamtheit:

Andrea 1
Bernhard 2
Claudia 2
Dieter 3
Ewald 1

Losung. Der Stichprobenumfangistn = 5. Wir erstellen eine Tabelle der Zahlen, die zu summieren
sind:
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SchiilerIn Note
X, xi—x (x;—x)
Andrea 1 -0,8 0,64
Bernhard 2 0,2 0,04
Claudia 2 0,2 0,04
Dieter 3 1,2 1,44
Ewald 1 -0,8 0,64
Summe 9 2,80
durchn=5| 1,8 0,56
(=x) (=03)

Damit ist der Mittelwert 1,8, und die Varianz ist 0,56. Die Standardabweichung ist 4/0,56 ~ 0,75.

Wir zeigen die zweite Variante der Rechnung, die dasselbe Ergebnis liefert, aber etwas bequemer
ist:

SchiilerIn Note
X; x;
Andrea 1 1
Bernhard 2 4
Claudia 2 4
Dieter 3 9
Ewald 1 1
Summe 9 19
durchn =5 1,8 3,8
(=Xx)
)
—X —3,24
0,56
(=09

Als dritte Variante: Man kann statt mit der Tabelle der einzelnen Merkmalstrdger auch mit ei-
ner Tabelle der moglichen Auspridgungen mit ihren Hiufigkeiten ausgehen. Man darf aber nicht
vergessen, dass Ausprigungen, die mehrfach vorkommen, auch mehrfach gezahlt werden miissen:

Note  Hiufigkeit
X; a; Xioa X
1 2 2 2
2 2 4 8
3 1 3 9
Summe 5 9 19
(=n)
durch n: 1 1,8 3,8
(=x)
2
% —3,24
0,56
(=0d)

Beginnt man mit einer Tabelle der relativen Hiufigkeiten, erspart man sich am Ende die Division
durch n:
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Note  Héufigkeit
X; ri X X
1 0,4 0,4 0,4
2 0,4 0,8 1,6
3 0,2 0,6 1,8
Summe 1 1,8 3,8
(=x)
—2
—X —3,24
0,56
(=0d
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O

Beispiel 15.15. Bestimmen Sie Mittelwert und Standardabweichung des Merkmals ,,Anzahl der

Flohe* aus Beispiel

Anzahl an Flohe | Anzahl der Katzen mit x Flohen
X; a;
0 4
1 6
2 5
3 3
4 1
5 0
6 1
mehr 0

Losung. Wir gehen also diesmal von einer Tabelle mit absoluten Hiufigkeiten aus:

Ausprigung Hiufigkeit
X; a; Xi-a X -q
0 4 0 0
1 6 6 6
2 5 10 20
3 3 9 27
4 1 4 16
5 0 0 0
6 1 6 36
Summe 20 35 105
(=n)
durch n: 1 1,75 5,25
(=x)
X —3,0625
2,1875
(=03

Eine Katze hat im Durchschnitt 1,75 Flohe. Die Varianz betrigt 2,19 Quadratflohe, die Standardab-
weichung ist die Wurzel der Varianz und betrédgt 1,48 Flohe.

O

Beispiel 15.16. Mit einem fairen Wiirfel wird gewiirfelt. Berechnen Sie Mittelwert und Varianz der

Augenzahl.

Losung. Wir erstellen eine Tabelle der moglichen Augenzahlen mit ihren relativen Hiufigkeiten.
Da der Wiirfel fair ist, sind alle Augenzahlen gleich haufig.
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Augenzahl Hiufigkeit
X; ri Xior X -r
1 1/6 1/6 1/6
2 1/6 2/6 4/6
3 1/6 3/6 9/6
4 1/6 4/6 16/6
5 1/6 5/6 25/6
6 1/6 6/6 36/6
Summe 1 21/6 91/6
=3,5 =~ 15,17
) (=%
—X —12,25
2,92
(=03)
Der Mittelwert betrégt 3,5, die Varianz 2,92, die Standardabweichung \/m ~ 1,71. O

Fakt 15.17.

« Der Mittelwert ist eine Kenngroéfie der Lage, er gibt den Durchschnittswert des Merkmals in-
nerhalb der betrachteten Gesamtheit an.

« Varianz und Standardabweichung sind Kenngréfien der Streuung. Je weiter und ofter die Da-
ten vom Mittelwert abweichen, desto grofler sind Varianz und Standardabweichung.

« Die Varianz ist immer positiv. Sie ist nur dann gleich 0, wenn alle Merkmalstriger exakt den-
selben Wert als Ausprdgung haben.

Anmerkung 15.18. Die Bedeutung der Varianz kann man leicht aus der Formel ablesen:

2:

o2 [(e; =X+ (6 = %) + - + (x, — X)?].

S|=

Summiert werden die Quadrate der Abweichung der einzelnen Ausprigung vom Mittelwert. Diese
Quadrate sind alle positiv. Die Summe Null kann nur entstehen, wenn alle Summanden gleich null
sind, also alle Merkmalstriger als Auspridgung genau den Mittelwert haben. Je hiufiger grofie Ab-
weichungen der einzelnen Ausprigungen vom Mittelwert sind, desto grofier fallt auch die Summe
aus.

Wihrend der Mittelwert leicht zu interpretieren ist, ist die Aussage: ,,Je mehr die Daten streuen,
desto grofier ist die Standardabweichung“noch zu vage, um sich aus einer Zahl eine Vorstellung zu
machen, wie stark die Daten streuen. Hier hilft die Faustregel aus folgendem Fakt:

Fakt 15.19. Zur Interpretation der Standardabweichung gilt die folgende Faustregel: Ist ein me-
trisches Merkmal anndhernd normalverteilt (d.h., das Histogramm hat ungefihr die Form einer
Gaufischen Glockenkurve) mit Mittelwert x und Standardabweichung o, so finden sich

« Im Intervall x € [x — 0,x + o] circa 68 Prozent der Merkmalstréger.
o Im Intervall x € [x — 20,x + 20] circa 95 Prozent der Merkmalstrager.
o Im Intervall x € [x — 30,x + 30] circa 99,7 Prozent der Merkmalstréiger.
Beispiel 15.20. Bei Messungen an vielen Wasserproben wurde ein mittlerer Schadstoffgehalt von

5mg/1 bei einer Standardabweichung von 2 mg/1 festgestellt. Sind Proben mit einem Schadstoffge-
halt von mehr als 9 mg/1 selten?
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Losung. Wir iiberpriifen, um welches Vielfache der Standardabweichung der Wert 9 mg/1 vom Mit-
telwert abweicht:

Abweichungen um die doppelte Standardabweichung sind laut Faustregel in 5% aller Fille zu er-
warten. Davon wird die Hilfte der Abweichungen nach oben, die andere nach unten gehen. Also
schétzen wir grob, dass in ungefdhr 2,5% aller Messungen ein Ergebnis grofier als 9 mg/1 heraus-
kommen wird. ]

Beispiel 15.21. Die Tageshochsttemperatur an sonnigen Tagen in einer Stadt wird mit Mittelwert
36 Grad bei einer Standardabweichung von 3 Grad angegeben. Interpretieren Sie dieses Ergebnis.

Losung. An circa 68% aller sonnigen Augusttage hat in dieser Stadt die Tageshdchsttemperatur
einen Wert zwischen 33 und 39 Grad. An circa 95% aller sonnigen Augusttage liegt die Tageshochst-
temperatur zwischen 30 und 42 Grad. O

15.4 Median, Quartile und Perzentile

Wir betrachten eine Stichprobe des metrischen Merkmals ,,Anzahl der Flohe“bei 15 Katzen
6,0,2,2,4,6,5,2,1,2,6,5,5,6,0

Das Ziel ist nun einen Wert fiir die Anzahl der Flohe zu finden, so dass die Anzahl der Katzen die
mehr Flohe als dieser Wert haben genauso grof3 ist wie die Anzahl der Katzen die weniger Flohe
als dieser Wert haben. In anderen Worten der Wert soll die Stichprobe in zwei gleich grof3e Mengen
teilen. Dieser Wert steht also in der Mitte der Stichprobe, daher auch der Name Median.

Um diesen Wert leicht zu finden wird die Stichprobe sortiert. Dies liefert:
0,0,1,2,2,2,2, 4, 5,5,56,6,6,6

Dann ist klar dass dass die Ausprdgung 4 der Median ist weil 7 Katzen weniger und auch 7 Katzen
mehr Flohe haben.

Was wire aber bei einer Stichprobe passiert bei der nur die ersten 14 Katzen beobachtet worden
wiren, d.h. die letzte Katze mit 0 Flohen wire nicht in der Stichprobe. Das sortieren liefert

0,0,1,2,2,2,2, 4,5,5,5,6,6,6

Kein Wert liegt genau in der Mitte. Was ist der Median in diesem Fall? Der Grundgedanke ist es
einen Scheidewert zu finden der die (sortierte) Stichprobe in zwei grofie Teile teilt. Grundsétzlich
wiirde jeder Wert der grof3er als 2 und kleiner als 4 ist diese Funktion erfiillen, zum Beispiel 3. Diese
Uberlegungen fiihren zu folgender Definition.

Definition 15.22. Sei x ein ordinales oder metrisches Merkmal und x;, x,, ..., X, eine aufsteigend
sortierte Version der Stichprobe dieses Merkmals. Der Median der Stichprobe ist dann

)lc(,H_l) /2) fiir n ungerade

Median = ! (Xna + Xn2e1) fiir n gerade °

Oft ist die Stichprobe aber nicht explizit gegeben sondern nur iiber eine Tabelle von Auspridgungen
und zugehorigen absoluten Haufigkeiten:

Definition 15.23. Sei x ein ordinales oder metrisches Merkmal mit (aufsteigend sortierten) Aus-
prigungen X, X, ... . Falls die kumulative relative Hiufigkeit F; den Wert 0,5 nicht annimmt, so ist
der Median der kleinste Wert bei dem F; den Wert 0,5 iibersteigt. Falls F; den Wert 0,5 annimmt so
wird der Mittelwert der kleinsten Ausprdgung fiir die dies der Fall ist und der ndchstgrof3eren in der
Stichprobe vorhandenen Ausprigung als Median der Stichprobe definiert
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Analog kann man die Idee iibertragen indem man in die Stichprobe in zwei ungleich grofie Mengen
teilt. Diese Idee fiihrt zu sogenannten Quantilen/Perzentilen.

Definition 15.24. Sei a eine Zahl zwischen 0 und 1 Das a-Quantil (100 a%-Perzentil). Falls die ku-
mulative absolute Hiufigkeit F; bei keiner Ausprigung den Wert a erreicht wird der kleinste Wert
bei dem F; den Wert a iibersteigt als a-Quantil definiert. Falls F; den Wert a annimmt, so wird der
Mittelwert der kleinsten Auspragung fiir die dies der Fall ist und der nichstgrof3eren in der Stich-
probe vorhandenen Auspridgung als a-Quantil der Stichprobe definiert. Fiir a = 0 das Minimum
also die kleinste Auspridgung in der Stichprobe als a-Quantil definiert. Fiir a = 1 wird Maximum
also die grofite Auspriagung in der Stichprobe als a-Quantil definiert.

Die Definition wird etwas klarer wenn eine Zahl fiir a gewihlt wird, z.B. das 20%-Perzentil bzw. das
0,2-Quantil soll die Stichprobe so teilen, dass etwa 20% der Stichprobe unter diesem Wert liegen und
etwa 80% iiber diesem Wert liegen.

Anmerkung 15.25. Die Definition des Quantils ist in der Literatur nicht einheitlich, es gibt minde-
stens acht iibliche Definitionen (vgl. ,,Quantile“in der englischen Wikipedia [T ).

Definition 15.26. Einige Perzentile haben spezielle Namen:

o 25% Erstes Quartil
o 50% Zweites Quartil oder Median

o 75% Drittes Quartil

Beispiel 15.27. Wir betrachten die Stichprobe von Katzen aus Beispiel Zu Threr Bequemlich-
keit wird hier die Haufigkeitstabelle des Merkmals ,,Anzahl der Flohe auf der Katze* wiederholt:

Merkmal Hiufigkeiten

absolut relativ abs. komulativ rel. komulativ
X; a; T K; F;
0 4 0,20 4 0,20
1 6 0,30 10 0,50
2 5 0,25 15 0,75
3 3 0,15 18 0,90
4 1 0,05 19 0,95
5 0 0,00 19 0,95
6 1 0,05 20 1,00
gesamt 20 1,00

Wo liegen das Minimum, Maximum, Median, die sonstigen Quartile, 30%-Perzentil und 1%-Perzentil,
dieses Merkmals?

Losung.

Perzentil Ausprigung
Minimum (0%) 0 Flohe
Maximum (100%) 6 Flohe
Median (50%) 1,5 Flohe
1. Quartil (25%) 1 Floh

3. Quartil (75%) 2,5 Flohe
30%-Perzentil 1 Floh
1%-Perzentil 0 Flohe

Wir erkldren einige Ergebnisse: Minimum und Maximum sind der kleinste (0) und der grofite (6)
Wert, der in der Stichprobe angenommen wird. Die kumulative relative Hiufigkeit nimmt den Wert
0,5 bei 1 Floh an. Da wir einen geraden Stichprobenumfang haben ist der Median der Mittelwert
aus 1 und 2. Die néchstgrofiere in der Stichprobe vorhandene Ausprigung. Im 30%-Perzentil iiber-
schreitet die kumulative relative Haufigkeit erstmals den Wert 0,3. ]
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Beispiel 15.28. Das 90%-Perzentil der Korpergréfie von Kindern eines bestimmten Alters liegt bei
120 cm. Was heift das?

Losung. Das heif3t, bei 120 cm liegt die Grenze zwischen den unteren 90% und den gréfiten 10%
der Kinder. Ein Zehntel der Kinder ist gréfier als 120 cm, 9/10 der Kinder sind kleiner. ]

Definition 15.29. Fiir ein metrisches Merkmal definieren wir:
« Die Spannweite ist die Differenz zwischen Maximum und Minimum.

o Der Quartilsabstand ist die Differenz zwischen drittem und erstem Quartil.

Beispiel 15.30. Fiir das Gewicht von Apfeln einer gewissen Sorte wird angegeben:

Median 80g
Spannweite 50g
Quartilsabstand 20g

Was bedeutet das?

Losung. Die Hilfte der Apfel dieser Sorte ist leichter als 80 g. Der Gewichtsunterschied zwischen
dem schwersten und leichtesten Apfel betrigt 50 g. Lisst man von den Apfeln das leichteste und
schwerste Viertel weg, so unterscheiden sich die Gewichte der verbleibenden Apfel um hochstens
20g. [

Fakt 15.31.

« Der Median ist eine Kenngrof3e der Lage. Er gibt die Grenze zwischen der unteren und oberen
Hiilfte der Merkmalstriiger an.

+ Quartilsabstand und Spannweite sind Kenngrofien der Streuung, sie sagen aus, wie stark die
einzelnen Daten voneinander abweichen.

« Maximum, Minimum und die Spannweite beziehen sich auf die extremen Fille, und reagieren
damit sehr empfindlich auf ,,Ausreifier. Dagegen sind Median, Quartile und Quartilsabstand
sehr unempfindlich gegen Ausreif3er.

15.5 Klassifizierte Daten

Algorithmus 15.32. Sind sehr viele verschiedene Auspridgungen eines Merkmals mdglich, so fasst
man die Daten in Klassen zusammen. (Das ist vor allem hiufig bei metrischen Merkmalen.)

Die Klassenbreite ist der Abstand von der kleinsten zur grofiten Auspridgung innerhalb einer Klasse.
Wenn kein triftiger Grund fiir anderes Vorgehen besteht, wiahlt man gerne alle Klassen gleich breit.

Ob man eine feine oder grobe Einteilung (viele schmale oder wenige breite Klassen) wéhlt, hdngt
von der Anwendung ab:

« Einteilung mit wenigen Klassen: Vorteil: Ubersichtlich, Zufallseffekte werden unterdriickt.
Nachteil: Information geht verloren.

« Einteilung in viele Klassen: Vorteil: Genaue Information bleibt erhalten. Nachteil: Uniiber-
sichtlich. Bei Aufteilung von wenigen Merkmalstrdgern in sehr vielen Klassen kann es eher
ein Zufallstreffer sein, welche Klassen stark besetzt sind und welche nicht.

« Tipp: Etwa 7 Klassen fiir eine iibersichtliche Darstellung.

Beispiel 15.33. An 120 Libellen der Art Megaloprepus coerulatus wurden die Fliigelspannweiten
vermessen. In Klassen der Breite 0,5 cm eingeteilt, ergaben sich folgende Hiufigkeiten:
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Spannweite cm 16,0—-16,5 16,5-170 170-17,5 17,5—18,0 18,0—18,5
relative Hiufigkeiten 0,075 0,125 0,375 0,325 0,100

« Wie viel Prozent der Libellen hatten eine Spannweite von héchstens 17 cm?
« Stellen Sie diese Daten in einem Stabdiagramm mit absoluten Hiufigkeiten dar.
Losung.
« Wir bilden die kumulative relative Hdaufigkeit bis 17 cm:
0,075+ 0,125 = 0,2 = 20%
Also haben 20% der Libellen eine Spannweite bis 17 cm.

+ Zunichst geben wir die absoluten Hiufigkeiten. Da der Stichprobenumfang 120 ist, ergeben
sich die absoluten Hiufigkeiten als 120x die relativen Hiufigkeiten

Ausprdgung rel. H. abs. H.
16,0 —16,5 0,075 9
16,5—-17,0 0,125 15
17,0-17,5 0,375 45
17,5-18,0 0,325 39
18,0 - 18,5 0,100 12

gesamt 1,000 120

Wir erstellen nun das Stabdiagramm. Waagrecht umfasst die Skala der Auspriagungen den Bereich
von 16,0 bis 18,5. Die senkrechte Skala der absoluten Hiufigkeiten geht von 0 bis 45. Die 5 Klassen
sind Intervalle der Breite 0,5, die direkt aneinander anschlieflen. Wir zeichnen die Stdbe so, dass sie
iiber der ganzen Breite der Klassen aufgebaut sind, sodass sie direkt aneinander anschliefien.

50

40

30

20

10

16 165 17 175 18 18.5

Tatsdchlich ldsst sich dieses Stabdiagramm auch im strengen Sinn (siehe unten) als Histogramm
auffassen, weil die Klassen gleich breit sind. ]

Definition 15.34. Ein Histogramm stellt die Hiufigkeitsverteilung eines metrischen Merkmals,
welches in Klassen geteilt ist, grafisch dar. Die waagrechte Skala umfasst simtliche Klassen der
Ausprigung. Uber jeder Ausprigung wird iiber die volle Klassenbreite senkrecht ein Balken erstellt,
sodass die Fliche des Balkens der relativen Haufigkeit der Klasse entspricht.

Anmerkung15.35. Sind alle Klassen gleich breit, sieht das Histogramm genau wie das Stabdiagramm
aus, wenn die Stdbe so breit gewdhlt sind, dass sie aneinander anstofien.
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Beispiel 15.36. Bestimmen Sie Mittelwert, Varianz und Standardabweichung der Fliigelspannweite
von Libellen aus Beispiel [15.33]

Spannweite cm 16,0 — 16,5 16,5-17,0 17,0-17,5 17,5-—18,0 18,0—18,5
relative Haufigkeiten 0,075 0,125 0,375 0,325 0,100

Losung. Als reprisentativen Zahlenwert fiir jede Klasse nehmen wir den Mittelpunkt der Klasse,
z.B. 16,25 fiir das Intervall 16 — 16,5. Damit erhalten wir folgende Tabelle:

Spannweite Hiufigkeit
X; ri X; -1 X2 -1
16,25 0,075 1,21875 19,80469
16,75 0,125 2,09375 35,07031
17,25 0,375 6,46875 111,58594
17,75 0,325 5,76875 102,39531
18,25 0,100 1,82500 33,30625
Summe 1 17,37500 302,16250
(=X)  301,89063
0,27188
(=03)
Die mittlere Fliigelspannweite betriigt 17,375 cm, bei einer Varianz von 0,27 cm? und einer Stan-
dardabweichung von 0,52 cm?. ]

Beispiel 15.37. Bestimmen Sie Maximum, Minimum, Median, Quartile, Quartilsabstand und Spann-
weite fiir die Spannweiten von Libellen aus Beispiel [15.33

Spannweite cm 16,0 - 16,5 16,5-170 170-17,5 17,5-18,0 18,0-—18,5
relative Haufigkeiten 0,075 0,125 0,375 0,325 0,100

Losung. Wir bendtigen zunichst die relativen kumulativen Héaufigkeiten:

Ausprigung rel. H. rel. kom. H.
16,0 —16,5 0,075 0,075
16,5—-17,0 0,125 0,200
17,0-17,5 0,375 0,575
17,5-18,0 0,325 0,900
18,0—-18,5 0,100 1,000

Wir erhalten folgende Ergebnisse

Minimum 16,0
Maximum 18,5
Spannweite 2,5
Median 17,25 (stellvertretend fiir die Klasse 17,0 — 17,5)
1. Quartil 17,25 (stellvertretend fiir die Klasse 17,0 — 17,5)
3. Quartil 17,75 (stellvertretend fiir die Klasse 17,5 — 18,0)
Quartilsabstand 0,5

O

Anmerkung 15.38. Statistikpakete verwenden eine modifizierte, feinere Variante der Berechnung
von Perzentilen von metrischen Daten, welche in Klassen geteilt sind. Diese Methode wurde auch im
obigen Beispiel verschiedene Werte fiir den Median und das erste Quartil errechnen. Wir begniigen
uns hier mit der Anmerkung, dass es das gibt.
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15.6 Beispiele zum Vorbereiten

Beispiel 15.39. Auf mehreren Almen wurde die Population der Rote Waldameise (Formica rufa)
tiberpriift. Man konnte mithilfe der Messmethode aus[1.7|folgende Tabelle erstellen:

Population (in hunderttausend) | 0—2,5 | 2,5—-5 | 5—-7,5| 7,5—10 | 10 — 12,5
Anzahl an Kolonien 2 16 35 21 8

Stellen Sie die Daten durch ein Histogramm mit relativen Héufigkeiten dar.

Bestimmen Sie den Modal.

« Berechnen Sie das erste Quartil.
« Berechnen Sie den Mittelwert.

» Berechnen Sie die Standardabweichung.

Losung:
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15.7 Weitere Beispiele zum Uben

Beispiel 15.40. Bei einer Herde afrikanischer Elefanten (Loxodonta africana) wurde die Gesamt-
linge jedes Tieres von der Riissel- bis zur Schwanzspitze mit folgendem Ergebnis vermessen:

Linge(m) | 0—1,5|15—-3 |3—-45|45—-6 | 6—7,5
Anzahl 8 14 19 12 3

Stellen Sie die Daten durch ein Histogramm mit relativen Haufigkeiten dar.

Bestimmen Sie den Modal.

« Berechnen Sie das erste Quartil.

« Berechnen Sie den Mittelwert.

Berechnen Sie die Standardabweichung.

Beispiel 15.41. Bei einer Horde von 32 Schimpansen (Pan satyrus) wurde die Korperldnge jedes
Tieres mit folgendem Ergebnis vermessen:

Linge(m) [0-0,3]03-06]06—-09|09-12|12-1,5
relative HK | 0,25 0,375 0,1875 0,125 0,0625

Stellen Sie die Daten durch ein Histogramm mit absoluten Haufigkeiten dar.
+ Bestimmen Sie den Modal.
« Berechnen Sie das dritte Quartil.

« Berechnen Sie den Mittelwert.

Berechnen Sie die Standardabweichung.
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Losungen

Proof of Beispiel 1.7} Es befinden sich 2000 Arbeiterinnen im Bienenstock! O

Proof of Belspiel T3

« Wenn wir eine konstante Aussterberate annehmen, so konnen wir den Schluss

130 Arten...1d
15-10° Arten ... x

aufstellen. Wir erhalten
_15-10°
130
Es wiirde in etwa 316 Jahre dauern, bis alle Arten auf der Erde verschwunden sind.
Anmerkung: ich rechne dies gerade zum ersten Mal nach, und bin wirklich schockiert iiber dieses Ergebnis.

=115385d = 316a.

« Die Rate miisste iiber den gesamten Zeitraum konstant bleiben. Dies kann jedoch nicht an-
genommen werden, da Tierarten voneinander abhingig sind (d.h.: Der Gepard hédngt von der
Antilope ab, sonst verhungert er.). Daher ist die Annahme, dass wenn ich einen Tag warte,
genau 130 Arten verschwinden nicht korrekt. Was die Sache leider nicht besser, sondern noch
schlechter macht.

O
Proof of Beispiel 1.9, Zuerst rechnen wir ein Jahr in Sekunden um:
la=365-24-60-60s = 31,536-10%
Damit kénnen wir die Einheit durch eine Schlussrechnung umrechnen:
1s..... 3-10°km

31,536 - 10%s....... x km
Womit wir x = @ - 31,536 - 10%s ~ 9,5 - 10'2km erhalten. O
Proof of Beispiel 1.10] Pro Tag werden 54 795kJ produziert.
Das Feld konnte =~ 5,5 Menschen ernihren. O
Proof of [Beispiel 1.11] 50 m>. O

157
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Proof of|Beispiel 1.12

KAPITEL 15. STATISTIK

1Zelle 0,1 X 0,05 x 0,05mm? = 0,00025mm? Verdiinnung
80 Zellen 80 X 0,00025 = 0,02mm?* Verdiinnung
0,02
80 Zellen iTO = 0,0001 mm3 unverdiinntes Blut
Und damit
390 Erythrozyten 0,0001 mm? Blut
390 - 3
0,000 — 3,9 Millionen Erythrozyten 1mm-~ Blut
Es muss nur die ausgezihlte Erythrozytenzahl der 80 Zellen mit 10000 multipliziert werden. Der
Proband hat eine Animie. Normal sind 4 — 5 Millionen Erythrozyten pro mm?. O
Proof of|Beispiel 1.13] Er hatte urspriinglich 2 Kilogramm Cocain. O

Proof of|Beispiel 1.14 k =

150
3

Modellgleichung: y = 50.000 - x
Fiir x = 7,5: y = 375.000 Zellen.

Proof o k=2 = 600 ml/m’
Fiir 0,55m?: y = 600 - 0,55 = 330 ml

Proof of Belsplel 116

Modellgleichung: y = 0,015 - x
Fiir 2.000 Lux: y = 30 Bldschen/min.

9% _ 50.000

Proof of Beispiel 2.6] Allgemeines Gleichungssystem:

. (I)x+y=mges

cIDx-pr+y-pp= Mges * Dziel

U
12
02
O
k=—— =0,015
1.200
U
Proof of|Beispiel 2.4, Man benotigt 40 ml von A und 60 ml von B.
Proof of Beispiel 2.5] Das Gemisch hat eine Konzentration von 11% Volumsprozent.
Aufgabe Menge x Menge y
1 244,44l (v. 60%) | 255,56 ml (v. 15%)
2 0,751 (Wodka) 1,251 (Saft)
3 62,16 g (V. 999) 37,84¢ (V. 333)
4 2,671 (V. 55%) 3,331 (v. 10%)
5 6,67 kg (v. 20%) 13,33 kg (v. 8%)
U

Proof o

« Losung 1: x (Menge der 80%-igen) = 101. Endmenge = 201.

+ Losung 2: 233,33 kg von A (10%) und 266,67 kg von B (25%).

« Losung 3: x (Wasser) = 168 1. (Endmenge ist 2881).

« Losung 4: 74,291 (5%-ige Losung) und 34,291 (25%-ige Losung).
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+ Losung 5 (Das 3x3 System):
(D x +y + z = 30 (Gesamtmenge)
(IT) 0,20x + 0y + 0z = 30 - 0,10 (Glucose-Bilanz)
(IIT) 0x + 0,15y + 0z = 30 - 0,05 (Salz-Bilanz)
Ergebnis: x = 151 (Lsg A), y = 101 (Lsg B), z = 51 (Wasser).
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O

Proof o Die selbe Menge Tracer, die wir injizieren, ist nach der Wartezeit auf das ganze
Plasma verteilt. Wir berechnen zuerst die injizierte Stoffmenge (letzte Spalte), und dann das Plas-

mavolumen nach der Formel

Tracermenge
Volumen = ——
Konzentration
Volumen [ml] | Konzentration [mmol/ml] | Menge Tracer [ml]
Injektion 0,5 10
Plasma > =400 0,0125
0,0125

Nun folgt das Blutvolumen mittels Schlussrechung/Dreisatz (oder Prozentrechnung):

60%... ... 400 ml
100%... ... ymg
Und damit entsprechen 100% Blut 400 - % ~ 666 ml

Proof of[Beispiel 2.9] 25 Volumsprozent.

Proof of[Beispiel 2.10} 1,51von A und 0,51 von B.

Proof of Beispiel 2.11] 0,008 kg/1.

Proof of Beispiel 2.12] Machen Sie eine Probe um sich zu tiberpriifen!
Proof of Beispiel 2.13] Machen Sie eine Probe um sich zu tiberpriifen!
Proof of Beispiel 2.14] Folgende Tabelle beschreibt das Problem:

Name Volumen [ml] | Konzentration [g/ml] | geloste Menge [g]
Pfirsich p z 2

1 3
Orange o - -

4 4
Wasser w 0 0
Saft 1000 % 200

Mit der Angabe bekommt man folgende 3 Gleichungen:

S5p=o
p+o+w =1000
p o
=+ - =200
2+4

Welche dann geldst zu p = 114,29 ml, 0 = 571,43 ml und w = 314,29 ml fiihrt.

Proof of|Beispiel 2.15| Es gibt mehr als eine mogliche korrekte Antwort!
Proof of[Beispiel 3.6] 600 PatientInnen!

O o o o o o
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Proof of Bespiel 37

Jahr | Abteilung | Angestellte | Prozent Frauen | Anzahl Frauen
A 200 20% 40
2010 B 300 60% 180
gesamt 500 44% 220
A 1000 25% 250
2020 B 500 70% 350
gesamt 1500 40% 600

Obwohl der relative Frauenanteil in jeder Abteilung gestiegen ist, ist er im gesamten Betrieb ge-
sunken. Dieses scheinbar paradoxe Ergebnis kommt daher, dass die Abteilung mit dem geringeren

Frauenanteil viel stirker expandiert hat als die Abteilung mit dem hohen Frauenanteil. O
Proof ofBeispiel 3.7} « Szenario b): Obwohl beides Flichen sind (Hektar), ist die Blattoberfl4-

che keine Teilmenge der Grundstiicksfldche, sondern eine biologische Kenngréfie. Ein Pro-
zentsatz liber 100 % wire hier irrefiihrend, da die Blitter die Flaiche mehrfach iiberlagern.

« Szenario e): Die Luftfeuchtigkeit ist eine intensive Zustandsgroéfie der Luft und kein Anteil
an der Anzahl der Tiere.

+ Szenario f): Hier muss beachtet werden, dass die Einheiten (g und mg) vor der Berechnung
. . A o .
angeglichen werden miissen, da p = el 100 % einheitenlos ist.

O
Proofo
1. 18,75%.
2. 50%.
3. 60%.
O
Proof o Prozentsatz der Raucher unter allen Passagieren 40 %.
Prozentsatz der Passagiere erster Klasse unter allen Passagieren 20 %.
Prozentsatz der Passagiere erster Klasse unter den Rauchern 12,5 %.
Prozentsatz der rauchenden Passagiere 1.Klasse unter allen Passagieren 5 %.
O
Proof of|Beispiel 3.11
1. 500 Fille.
2. 280 Fille.
O
Proof of|Beispiel 3.12
Wasseraufnahme Wasserabgabe
ml % ml %
Oxidationswasser | 54,0ml | 90 Urin 13,5 | 22,5
Absorbiertes Wasser | 6,0 ml 10 Kot 2,58 | 4,3
Verdunstung | 43,92 | 73,2
gesamt 60,0 100 gesamt 60,0 | 100
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Proof of|Beispiel 4.12 « Wir wissen, dass eine Stunde 3600 Sekunden hat (= 60 - 60), daher be-
kommen wir

1kVh =1-10°V - 3600$,s = 3,6 - 10° Vs

« Wir wissen, dass Nano fiir 1072 steht, daher bekommen wir

1nm?=1(10""m)? =107 ¥ m?

« Um diese Aufgabe zu I6sen, miissen wir nur die beiden vorangegangenen Punkte vereinen:

kVh _36-10°Vs . 4 Vs

1, = =
kVh _ 10°V -3600s _ ,  10°Vs _ 36.10% Y8
nm?  (10m)2 7 10-18m2 m?

Proof o Der Wirkstoffgehalt der Verdiinnungen folgt einer Zehnerpotenzenreihe:

1ml D1 .. 0,1ml  Wirkstoff
1ml D2 .. 001ml Wirkstoff
1ml D3 .. 0,001ml Wirkstoff
1ml Dn .. 107"ml Wirkstoff

Ein Molekiil des Wirkstoffs hat ungefihr das Volumen 45 - 10~2*ml. Damit ergibt sich folgende
Schlussrechnung fiir eine D4 Verdiinnung:

45-107%*ml... .. 1 Molekiil
10~*ml.... ...y Molekiile

und damit sind
45.10—23

~ 2,2 - 1017 Molekiile in der Verdiinnung,.
Analog konnen wir fiir D23 nachrechnen:

45.107%ml...... 1 Molekiil
10723ml...... y Molekiile

und damit sind ~ 2,2-1072 Molekiile in der Verdiinnung. Wenn Sie die Anzahl an Molekiile

in einer D23 Verdunnung als Zahl angeben miissten, was wiirden Sie schreiben? O
Proof of|Beispiel 4.14 .

wiss:  a = 2,3522515426 - 10%°
tech: a = 23,522515426 - 10°
wiss: b =1,25-10"3

tech: b=1,25-1073

wiss: c¢=2

tech: ¢c=2

wiss:  d = 2,000000000001 - 108
tech: d = 200,0000000001 - 10°
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tech: a = 23,522515426 GK
tech: b =1,25mK

tech: c¢=2K

tech: d = 200,0000000001 MK

O
Proof of|Beispiel 4.15
Y
5-1020°°+9-( )
2000 ~1000Y2
5-1077 +(3-0.1777)" 9500 = 0L/ 9500/250
2 - (101.5)1334 2 . 102001
5.10200 4 g. (101000)2
— .92
- 2 . 102001 ?
5. 102000 4+9. 102000
- 2. 102001 81
_(5+9)-102% o1
T 2.10 - 102000
14
= — .81 = 56,7
20 ’
O
2.4 3
Proof of|Beispiel 4.16 . L \5/\;_;_
. ql7/6p=3/2
O
Proof of Belsplel 417
1. a"~™bP™4
s(r+s)
2. -
3. (a—b)"
O

Proof of Beispiel 4.17| Zu Kleiber-Gesetz:
«a)M Z = W
« b) Faktor = (104)3 = 104'3 = 103 = 1000. Die Stoffwechselrate steigt also nur um den Faktor
1000, obwohl das Tier 10.000-mal schwerer ist.
O

Proof of|Beispiel 4.20, Wir berechnen zunéchst die Grofie eines Molekiils:

Eingetropftes Olvolumen 0,02 - 0,0005=2-10"2-5-10"* =10">cm?

Fliche der Olschicht 6,52- 1 = 132,7cm?

Dicke der Olschicht 1073/132,7 =7,54-10"%cm
Lénge eines Molekiils (ist gleich der Dicke der Schicht) = 7,54-1078cm
Volumen eines Molekiils (7,54 -107%)° =428,7-10"*cm?
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Wir berechnen nun, welches Volumen ein Mol Olsdure besitzt, und daraus, wie viele Molekiile darin
sind. Die Dichte sagt aus, dass 1.cm? Olsdure 0,89 g wiegt.

Volumen von 1 Gramm Olsidure
Volumen von 1 mol Olsidure

Anzahl der Molekiile in 1 mol

1/0,89 =~ 1,12cm?
1,12 - 282,47 = 316,4cm?
316,4
428,7-10-24

~ 7,38 - 10% Teilchen /mol

Genauere Verfahren fuhren zu einem tatsichlichen Wert der Loschmidtschen Zahl von 6,022-10?* Teilchen/mol.

O

Proof o Wir bringen alle Einheiten auf mm, da wir am Ende mit mm? Blut rechnen.
Zuerst berechnen wir das Volumen eines Blutkdrperchens, und dann multiplizieren wir mit der
Anzahl aller Blutkérperchen in einem Kubikmillimeter Blut.

Radius der Grundflidche

Grundfliache
Dicke der Scheibe

Volumen eines Erythrozyten
Volumen von 5 Millionen Erythrozyten

(3,5- 10> mm)? - 7mm?

2. um
2-1073mm - 38,5 - 10~°mm?
5-10°-77-10"°mm?3

Der Anteil der Erythrozyten im Blut betrédgt etwa 40 Volumsprozent.

Proof of|Beispiel 4.22

+ Die gesamte Siifiwassermenge ist 1,332, - 10° km3, und damit

Proof of|Beispiel 4.23

durchschnittlich wiss:
durchschnittlich tech:

minimal wiss:
minimal tech:
maximal wiss:

maximal tech:

. ~1094km®

1094
1,332 ,-100

384400 km = 384400000 m = 3,844 -

384400 km = 384400000 m = 384,4

363300 km = 363300000 m = 3,633 -
363300 km = 363300000 m = 363,3 -
405 500 km = 405 500 000 m = 4,055 -
405 500 km = 405 500 000 m = 405,5 -

Proof o In einem Gramm: ~ 3,3444 - 10%? Molekiile
In einem Liter: = 3,3444 - 10%° Molekiile

Proof o . 41%

« Man muss die Hohe vervierfachen.

Proof of|Beispiel 5.18 x=§
Proof of|Beispiel 5.19

g,um =3,5-10"3mm
= 38,5 - 10 °mm?
=2-10"3mm
=77 -107mm3
= 385-10">mm3
O
-100 = 0,08 %
O
108 m
-10°m
108 m
10°m
108 m
10°m
O
O
O
O
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Proof of|Beispiel 5.20, Weil p = —6 und q = 9 gilt, ist

(-0 V(=62 -4-2-3 6x12
u= 2.2 =T 4

Damit erhalten wir die Losungen u; = 2,37 und u, = 0,63. O

Proof o Weil p = —6 und g = 10 gilt, ist

- [(=6)2
u=—76i (4) —-10=3+Vv-1

Diese Gleichung besitzt keine Losung, da die Wurzel einer negativen Zahl nicht definiert ist. O
Proof o Zu a): Man setzt N(t) = 500:
1000
500 = ———
14+9.e02t

Zu c) Interpretation:
« Wahr: N(11) ~ 500. Da der Zéhler 1000 ist, sind 500 genau die Hilfte.

« Falsch: Der Nenner 1 + 9 - e=%% wird fiir ¢ > 0 niemals Null, da die e-Funktion stets positiv
ist.

« Wahr: N(0) = 110—2 - % = 100.

« Wahr: Da der Nenner immer grofier als 1 ist (1 + etwas Positives), bleibt das Gesamtergebnis
immer unter dem Zihler von 1000. Dies nennt man die Sittigungsgrenze oder Kapazitit.

Proofo x=-=3 [
Proofo

1. 4x = +3

2. x=2fallsa # 0 und alle x € R 16sen die Gleichung falls a = 0 gilt.

a

Proofof BespIeT 528, x =9
Proof o

Proof of|Beispiel 5.28

x = 0,8077m
h(0,4038) = 0,7067 m

O

Proof of|Beispiel 5.29] Losungshinweise: Wenn man die Funktion links und rechts zeichnet, erhilt
man folgendes Bild:
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25
15

05

0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14

Blau ist die linke Seite der Gleichung und Orange dir Rechte. Durch Ablesen kdnnen wir sehen,
dass wir eine bis zwei Losungen mindestens erwarten wiirden, eine konnte bei circa 0,3 sein und
eine sicherlich bei circa 1.

« Die Potenzen rechts auszupotenzieren wird das Problem nicht einfacher machen, Sie sollten
folgende Rechnung (ausfiihrlicher) nachrechnen kénnen:

3

x2+1x—l— \/x—l (x+l>3
6° 6 3 2

<

3
x2+1x—1— (x—l><x+l>
6~ 6 3 2

<

N =

3 X
2+=—-=x*+

ol &

@)
AN =

« Eine Gleichung der Form \3/5 = a hat genau 3 mogliche Losungen, das sind Kandidaten fiir
die Losung.
Falls a # 0 ist, gilt

Va=a

= a=a’
= 1=a?
> a=+1

Also erhalten wir die 3 moglichen Losungen {—1,0,1} da wir 0 durch Probe iiberpriifen konn-
ten.

+ Also miissen wir 3 Quadratische Gleichungen lsen:

5, x 1
——-=-10,1
x+6 6

denn wir haben im letzten Schritt gesehen, dass der Ausdruck unter der Wurzel diese 3 Be-
dingungen erfiillen muss.

« Also erhalten wir 6 Kandidaten fiir mogliche Losungen. Schlie3en Sie mit der Probe falsche
Losungen aus.
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Die Gleichung besitzt genau zwei Losungen in R: x = % und x = 1. Es gibt noch 4 weitere Losungen:

X = —% X = —g dabei scheitert die Probe iiber R und x = —1—12 + % , X = —1—12 - %i welche
komplexe Losungen sind und wir nicht besprechen. O
Proof of|Beispiel 5.30, Keine (reelle) Zahl 16st diese Gleichung. O

Proof of |Beispiel 6.8 Zu a):

10

R T,—-T
Qq = ( Ri)TZ n | Potenzieren mit %
Ty—Tq
W _R
Q" = R_l |- Ry
I-T
R2 = Rl . Qlow

Zu c) Interpretation:
« Wabhr: Der Exponent wird zu % =1,also R, = R; - Qq.
« Wahr: Da 1* immer 1 bleibt, wire R, = R; - 1, die Rate bliebe also gleich.

« Falsch: Wenn T, — T negativ ist, wird der Exponent negativ. Bei einer Basis > 1 (wie Qo ~ 2)
fiihrt ein negativer Exponent zu einem Wert zwischen 0 und 1, die Rate R, sinkt also.

« Wahr: Die Temperatur steht im Exponenten der Gleichung, was ein exponentielles Wachstum
der Rate beschreibt.

Proof of Befspiel 69 ¢ = | [ 2 0
Proof of|Beispiel 6.10

1 bg
f=1 1_b+g
_+_
g b
1 bf
85T 17b-7
f b
po L _ 8
1.1 g-f
oo
O
Proof of Beispiel 6.11]
d= 18 vy Mg
(pp — P8
18v; 7
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Proof of|Beispiel 6.12

2w,
p= AV (1 —a2)v?
]
Proof o
r=—2%
6 [ e+Ver+eV
2¢

Falls Sie mehrere Losungen haben sollten, die negativen Losungen lassen sich ausschliefien, da r
eine positive reelle Zahl sein muss. O

Proofo

_1-b?

T 1+ b2
Um die Probe zu machen, setzten Sie dieses a in die urspriingliche Gleichung ein und formen diese
solange um, bis offensichtlich links und rechts das Selbe steht. O
Proof of|Beispiel 6.15]

a a? )
K——Ei\/j—b+L2(1+])m
_L(G+1D)"-b-K?
= K
b=L*1+j)"—-K?-aK

K2+aK+b
L=+,| —————

1+ jym
I=N T T

C
Proof of|[Beispiel 6.16] K ist schon gegeben, L = (lfi)" und i = \"/? -1 O
Proof of Befspiel 6.7
i =100 (/i:z -1
O
Proof of BepIe6.18] V,, = VKR O

Proof of Beispiel 6.19 « N= éZf\il X;
= L=
N-2

i—1 Xi ~XN

* Xy_1=Nx—2
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Proof o
v? P2 Ag
DP2=DP1— 57 55P2 1——'—2“252
A
1

2a%g? 01
p20?
a= =
262(py — po) + V222 - 222
P1 A1
Pl"OOfO e70x—0,3y1n(5)—22 0
2—-In(25
Proof of Bapil 727 t = 22 5 _.2438 =
Proof o x = 80000 O
1
Proof o log,, <§> ~ —0,301; log,, (5) ~ 0,699; log,, (20) ~ 1,301;
5
log,, <§> ~ —0,204 O
Proofo In(y) O
. vac
Proof o log, | ——— 0
Va—-bVa+b
Proof o 0 O

Proof o Eine geeignete Rechnung ist natiirlich dehnbar, z.B.:

20151 > 2016215 & 2016 - log,, (2015) > 2015 - log, , (2016)

2016 log,, (2016)
2015 log,, (2015)

Wenn man die letzte Aussage nachrechnen erhélt man ein korrektes Ergebnis.

Proof o pH steigt um ca. 0,3. O

2
Proof o cK=—24\[Z—b+In(©

_In(e)—b+K>
a= K

e b=In(c)—K?—-akK

d
« Mitd = eK+ak+b st [, — ¢2

_ 5] In(L?) 1
'\ eK?+aK+b -
Proof of BERPRIT38, () 2.5
(b) 2
(c) ~ —0,30423

(d) ~ 3,321928
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(e) ~ —0,24839

Proof of Beispiel 7.37,  (a) 3
(b) 1,2
(c) 22
(d) 3

Proof o x=1 O
Proof o x = +1,31696;
Proof o

x;=10"7  x,=10"18

Proof o

« Das Sparbuch ist 3,1082224 - 1032 Euro wert. Dies entspricht 310,82224 Quinquillionen Euro.
Oder anders formuliert 310,82224 Billiarden Billiarden.

« Sie wiirden mehr als 599,55 Erden aus massivem Gold bekommen! Irgendetwas sagt mir,
dass die Bank die Echtheit des Sparbuchs anzweifeln wird.

Proof o ca.3,5dB
Proof o e« k~ —0,1155.
« C =10.

Proof o ca. 15,54 Stunden. O
Proof o

« Die Energie vertausendfacht sich.

log,(E)—4.8

e« M. =
§ 1,5

Proof o

a) f(t) = 100% - e!n(0:999992)¢
b) ~ 86643 Tage ~ 237 Jahre

c) & 150496 Tage ~ 412 Jahre

Proof of [Beispiel .26
1. M(t) = Cek
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2. C = 200, k = —0,000001824

3. 199,987kg

Proofo
1. P(t) = Cekt
2. C =100000, k = 0,0063

3. 1563

Proof of|Beispiel 8.28 ca. 22700 Jahre. O
Proof of|Beispiel 8.29| Es waren 4071 Bakterien. O

Proof of|Beispiel 8.30 1. k = n©9)

10

2. t =218,5s

3.ty =6579s

In(1,1)
2

Proofo L k=
2. t=218,5s

3. Um 10 : 00 Uhr.

Proof of|Beispiel 8.32

3

M(t) = 108 - es '
Es dauert 361,36 h ~ 15,06d O

Proof of|Beispiel 9.16] Die Regressionsgerade fiir diese Daten ist y = 1,23 x — 5,27 mit einem Be-
stimmtheitsmaf} von R? = 0,9988.

Wenn man die Daten vertauscht erhilt man x = 0.809 y + 4.266 mit einem Bestimmtheitsmaf von
R? =0,9988.

O
Proof of[Beispiel 9.17] Das Potenzgesetz lautet: v = 0,85588 - m %6811
Und ja, der Zusammenhang ist gerechtfertigt mit einem Bestimmtheitsmaf} von 0,9913. O

Proof of Beispie[ 9.18] Es handelt sich um eine logarithmische Skala. Da die Abbildung optisch auf
ein Gerade hindeutet, kann man ablesen, dass die Biodiversitit exponentiell abnimmt. Das Ver-
trauensintervall wird gréfier, da im Logarithmischen dieses Intervall scheinbar breiter wird, die
Echt-Werte weisen jedoch eine kleinere Abweichung auf. O

Proof of|Beispiel 9.18, 1. Losung: Bakterienwachstum

« Lineares Modell: A = 8,36 - t — 10,9 mit R?> ~ 0,8761
« Exponentielles Modell: A = 1,03 - 2,04’ mit R? ~ 0,9998
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+ Interpretation: Das Bestimmtheitsmaf} des exponentiellen Modells liegt extrem nah bei
1. Biologisch ist dies sinnvoll, da sich Zellen durch Teilung vermehren (Wachstumsrate
proportional zum Bestand).

2. Losung: Bremsweg

« Lineares Modell: s = 0,795 - v — 24,7 mit R? ~ 0,9685
« Potenzfunktion: s = 0,005 - v2> mit R?> = 1,0000 (Exakte Parabel)

« Interpretation: Obwohl das lineare Modell ein hohes R? aufweist, zeigt die Potenzfunk-
tion eine perfekte Ubereinstimmung. Der Exponent b = 2 bestitigt das physikalische
Gesetz der kinetischen Energie (Ey;, ~ v?).

3. Losung: Storchen-Paradoxon

« Regressionsgerade: y = 2,34 - x + 80,4
« Bestimmtheitsmaf3: R? ~ 0,9967
« Interpretation: Mathematisch besteht ein fast perfekter Zusammenhang.

» Drittvariable: Ein moglicher Erkldrungsansatz ist die Landlichkeit der Region. In
landlichen Gebieten gibt es mehr geeignete Nistplitze (Scheunen, Naturschutz) und gleich-
zeitig oft eine hohere Geburtenrate pro Haushalt als in urbanen Ballungszentren. Die
Korrelation ist echt, die Kausalitit (Stdrche bringen Babys) jedoch absurd.

O
Proof o y =0,923x + 1,146

O
Proof of[Beispiel 9.20] u = 8,70 ¢~0:64! O
Proof o Gerade: y = 0,1135 - x + 0,502
Erwarteter Bedarf: 31,73 kg O
Proof of [Beispiel 9.22] y = 1,80854 - ¢%338653x

O

Proof o Losungshinweis: Sie kdnnen einfach das Mischungskreuz anwenden! Dieses
wird im Kapitel Gleichungen Losen ??

1. 4.
A =0,05361
B = 0,09641 A =-1,31251
5. B =4,81251
A =0,4181
B =1,1681

Das Sonderbare ist natiirlich, dass man ein
3. negatives Volumen hat. Man kann durch
Vermischen keine hohere Konzentration
A = 152946l erhalten, als jene in den einzelnen Volumi-

B =9291 na.
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Proofo Losung Regression:

Index t u 1200
1 1 9.97
2 100 7.40 f(x) = 10.1779407141188 exp( - 0.00319663207461372 x )
3 200 560 1000 W R*=0.998510650564449
4 300 3.90
5 400 2.90 \
6 500 2 800
7 600 15 \
8 700 1 .
9 800 08 6.00
10 900 0.6

400 \

2.00 \.\I

i |
L -
0.00
0 100 200 300 400 500 600 700 800 00 1000

Abbildung 15.1: Losung Exponentialfunktion

O O
Index t u 1200
1 1 0.07
2 100 7.40 f(x) = 17.35083401 10061 x"-0. 363558448825665
3 200 560  10.00 Rf= 05773123647 32751
4 300 3.90
5 400 2.00
6 500 2 800
7 600 15 n
B 700 1
9 800 08,_ 600
|
10 000 06 \ .
4.00 \ 5]
S~ (]
2.00 Te—  m
o
LI |
0.00
0 100 200 300 400 500 600 700 800 000 1000
mn m

Abbildung 15.2: Losung Potenzfunktion

O
Proof of Beispiel 11.19) cp ist dimensionslos. O
Proof of [Beispiel 11.20} Beide Gréfien miissen die Einheit [Q] haben. O
Proof of Beispiel 11.21] [w] =s™* O
Proof of[Beispiel 11.22} A ist Dimensionslos (Dimension 1), [E] = %. O
Proof of[Beispiel 11.23] [H] = kg—mz, [c] = Ly O

52 s2K

Proof of|Beispiel 11.24, H ist dimensionslos.

Bitte beachten Sie hierbei die Formulierung sei definiert. Das bedeutet in diesem Zusammenhang
wurde die Entropie so gewdhlt (nur falls jemand das Ergebnis mit der Definition der Physik ver-
gleicht). O

v

Proof of Bespiel 123 [R] =% [1]=" 0

Proof o [k] =

mol? s
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Proof of |Beispiel 12.5] Mit der Regel fiir Dimensionen der Integralrechnung gilt

52
/ Fds|=[F][s]=N-m
51
O
Proof of Beispiel 12
12
k] = ——
s - mol
O
Proof of[Beispiel 1277+ [a] = kgm®s™2mol ' K~}
e [b] =m3 mol™
e [c] =kgm’ s~ mol >
O
Procf of BERpEl 128, + lal = ™!
« [B]=m° mol *s7!
O
Proof of[Beispiel 12.9] « [K,,] = mol - 17" (wegen der Addition im Nenner mit [S])
e [Ujax] = mol - 17! .s1 (damit die Einheiten links und rechts identisch sind)
O

Proof of|Beispiel 12.10 « [K] = 1 (bzw. Individuen", da der Term N /K innerhalb der Klammer
dimensionslos sein muss)

« [r] =s7'(da[dN/dt] = 1/sund rechts [r] - 1- (1 — 1) steht)

Proof of|Beispiel 12.11

2,1

2,1

(D] = [7]  mol-m™2-s —m

= = .S
[de/dx] mol - m—*
O

Proof of|Beispiel 13.17} In der Angabe stehen folgende Daten: P(E n Z) = 0,36; P(Z|E) = 0,9 und
P(Z|E) = 0,5.

| [k | |
YA 0,36 0,30 0,66
Z 0,04 0,30 0,34
0,40 0,60 1
Daraus kann man leicht ablesen: P(E) = 0,4; P(Z) = 0,66; P(E|Z) ~ 0,545. O

Proof of|Beispiel 13.18
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| I 4 A | |
E 0,083 0,067 0,15
E 0,471 0,379 0,85
0,554 0,449 1
P(E|A) = 22 = 0,85018 ~ 0,85
0,544 L _
Die Ereignisse sind unabhingig, da P(E|A) = 0,85 = P(E) gilt. O
Proof of|Beispiel 13.19
1. P(A|B) = 0,6.
2.
| L4 A | |
B 0,18 0,12 0,3
B 0,3 0,4 0,7
0,48 0,52 1
3. P(B|A) ~ 0,231.
O
Proof of|Beispiel 13.20,
1.
| L 5 5| |
G 0,237 0,241 0,478
G 0,216 0,306 0,522
0,453 0,547 1
2. P(E|G) ~ 0,496.
3. P(E|G) ~ 0,589.
4. P(E|G) ~ 0,496 # 0,453 = P(E) und daher sind die Ereignisse abhéngig.
0

Proof of|Beispiel 13.21
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| [ A | |
R 0,128 0,08 0,208
R 0,347 0,445 0,792
0,475 0,525 1

« P(R|A) = 0,152

. P(R|Z) = 0,152 # 0,208 = P(R) und daher sind die Ereignisse abhédngig.

Proof of Beisplel 17

1. Das Baumdiagramm beginnt mit der Aufspaltung in M und M. P(M) = 0,4, P(M) = 0,6. Jeder
der beiden Fille teilt sich in die Félle tibergewichtig oder nicht, mit den bedingten Wahrschein-
lichkeiten P(U|M) = 0,2; P(U|M) = 0,8; P(U|M) = 0,15; P(U|M) = 0,85. Durch Multipli-
kation ergeben sich am Ende die Wahrscheinlichkeiten P(U N M) = 0,08; P(U N M) = 0,32;
P(UNM)=0,09; P(UNM) =0,51.

2. P(U) =0,17.

3. P(M|U) = 8/17.

O
Proof of|Beispiel 14.7) Die Ereignisse R-Allele und r-Allele stehen nicht im Zusammenhang, sind
also unabhingig. Das ist (natiirlich) fiir die Erstellung des Baums zentral:
P(R|R) = %
PRNR) =35 =1
P(riR) = 2
roam=3 =
P(RIF) =
PRAN=;-3=2
P(rin = 2
onn=31-
Die Wahrscheinlichkeit fiir eine rote Bliitenfarbe ist dann
P(RIR) + P(r|R) + P(R|r) = g ~ 56%
O

Proof o
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ada) P(X) = P(Y) = P(Z) = 1/3,P(XNA) = 1/6, P(XNA) = 1/6, P(YNA) = 1/9, P(YNA) = 2/9,
P(ZNA)=1/3,P(ZnA)=0.

adb) P(A) = 13/18.

adc) P(X|A) =3/5.

Proof o Die Ereignisse MM, Mm und mm stehen nicht im Zusammenhang, sind also
unabhingig. Das ist (natiirlich) fiir die Erstellung des Baums zentral:

P(RIR) =

P(RIR) = 0,2 0,12
P(R) = 0,6
P(RIR) = 0,6 0,12
P(R) = 0,2 -
P(RIR) =
(RIR) =70 0.04
P(RIR) = 0,6 0,12
P(RIR) = 0,2
Mm ) 0,04
P(R|R) =°0;
0,04

Nun kénnen wir die Wahrscheinlichkeit bestimmen:
P(M) =0,36 4+ 0,12 + 0,12 + 0,12 4+ 0,04 + 0,04 + 0,12 + 0,04 = 0,96.
Offensichtlich klappt’s einfacher wenn man die Gegenwahrscheinlichkeit bestimmt:

P(M)=1-P(M)=1-0,2% = 0,9.

Proof of [Beispiel 15.39, .
Population (in hunderttausend) | 0—2,5| 2,5—-5 | 5—-7,5| 7,5—10 | 10 — 12,5
rel. Hiufigkeiten 0,02 0,2 0,43 0,26 0,1
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0.5

0.4

0.3

0.2

rel. Haufigkeit

0.1

0 | | | | |
0 2 4 6 8 10 12

Population

Der Modal ist der am Hiufigsten auftretende Messwert, was in unserem Fall die Population
5 — 7,5 hunderttausend ist.

Das erste Quartil: In Summe wurden 82 Kolonien untersucht, ein Viertel ist dann bei 20,5.
Damit ist das erste Quartil der Mittelwert aus dem 20 und 21-ten Messwert. Beide sind im
Merkmal 5 — 7,5 hunderttausend. Damit ist das auch das erste Quartil.

« X =6,77-10°.

. 322=0,779

Proof of|Beispiel 15.40, Losung offen! O
Proof of|Beispiel 15.41} Losung offen! O
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