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Projektbeschreibung

Durch das im Jahr 1948 erschienene Buch Zen in der Kunst des
Bogenschiel3ens hat der Autor Eugen Herrigel das Konzept im Westen
eingefuhrt, dass das Bogenschief3en (als Metapher der Aktivitaten des
Lebens) einem mihelos und akkurat gelingt, wenn eine Bilanz zwischen
bewusster und unbewusster Steuerung erreicht wird. Durch diese Erkenntnis
ist der Ausdruck entstanden: Das Ziel bist Du selber. Jedoch stellt sich die
Frage, was ist das Heikle an der Aufgabe, das flr den Geist so
herausfordernd ist, sich mit dem physikalischen System in Einklang zu
bringen? Dazu gehdrt ein Phanomen, das fir den Neuling paradox
erscheinen mag.

Dieses Paradox hat damit zu tun, dass (flir einen einfachen Apparat) der Pfeil
auf der Seite des Bogens vorbei laufen muss. Dieser Kontakt fihrt zu einer
anfanglichen Biegung des Pfeils, die die Flugrichtung stért. Es entstehen
dann Schwankungen im Pfeil, die zu einer ausgleichend gebogenen
Flugbahn fuhren. Die Ausrichtung des Pfeils im Vollauszug kann doch mit
dem Weg zum Ziel zusammenfallen, und das Ziel genau erreicht werden,
aber nur wenn Bogen, Pfeil und Mensch im Einklang sind. Fir eine filmische
Darstellung des Phadnomens siehe dieses Video. Im diesem Projekt wird der
Ablauf des BogenschieBBens simuliert, um diese Gegenwirkungen zu
verdeutlichen.


https://youtu.be/O7zewtuUM_0
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Bewegung einer Masse in Schwerkraft Jz(u, v, W)
hN

F
X y

» Laut dem Newton ist das bekannte Grundmodell:
(Masse x Beschleunigung) ma= F (angewendete Kraft)

> Sei w(t) die senkrechte Auslenkung einer me
Masse m zur Zeit t von einer Null-Position: o w(t) T

» Die Geschwindigkeit der Masse ist

w(t+7)— w(t) 0

(durchschnittlich in [t, t + 7]) w'(t)

wobei w/(t) die Ableitung von w(t) bezeichnet.
» Die Umkehroperation von Ableiten ist Integrieren:

t
w(t) — w(0) :/0 w'(T)dr

» Siehe das Skriptum fir weitere Details.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/mathqw.pdf

Bewegung einer Masse in Schwerkraft

» Die Beschleunigung der Masse ist

W(t+7) = (1) g
T

(durchschnittlich in [t, t + 7])

Wl/(t)
wobei w’(t) die zweite Ableitung von w(t) bezeichnet.

» Sei mg > 0 die konstante senkrechte Schwerkraft, ¢
der die Masse m > 0 ausgesetzt ist: —mg |

» Das Modell der Bewegung der Masse laut Newton ist
mw'(f)=-mg, w(0)=p, w(0)=gq

wobei p und g die anfanglichen Position bzw.
Geschwindigkeit bezeichnen.



Bewegung einer Masse in Schwerkraft
» Mit den Anfangsbedingungen, w(0) = p und w'(0) = q,
wird die Geschwindigkeit und dann die Position der Masse
zur Zeit t durch Integration bestimmt:

t
w'(t)—w'(0) = | w'(r)dr
-
= —/0 gdr = —g(t—0) = —gt

oder w/(t) = g — gt mit w/(0) = q. Mit w(0) = p,
t
w(t) — p= w(t) — w(0) = / w'(1)dr
. 0
= /0 (g —gr)dr = gt - g?/2

oder die Trajaktorie ist parabolisch, (hangt von m nicht ab!)

w(t) = p + qt — gt?/2.
» Siehe das Skriptum fir weitere Details.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/mathqw.pdf

Bewegung einer Masse mit Anstofl3
» Nun sei die Schwerkraft vernachlaBigt, z.B. waagerechte
Bewegung im All: u = u(t), v=w = 0.
» Sei f > 0 der gesamie Impuls, dem die Masse im
Zeitintervall [0, h] ausgesetzt wird, d.h. die angewendete

Kraft ist h 0.4 z
_ ) t € 07 me(Us Vs W)
() = { 0, t>h. /k.\\

F
X y

» Fur t € [0, h] wird die Position der Masse nach wie vor (mit
—mg ersetzt durch f/h) folgendermassen gegeben:

U(t)=q+ ft/(mh), u(t)=p+ qt+ ft2/(2mh).
» Fir t > hund mit der Auswertung u’'(h) = g+ f/m,
t
U(t) - (q+f/m) = u'(t) — U/ () :/ (7)dr
h

_ 1 " Emar Lo
— o | Foart



Bewegung einer Masse mit Anstofl3
oder fir t > h
u(ty=q+f/m.
» Mit der Auswertung u(h) = p+ gh+ fh/(2m),

t

u(t) = (p+ gh+ fh/(2m)) = u(t) — u(h) = /h u(r)dr

t
= / (q+ f/m)dr = (q+ f/m)(t — h)
h
oder fur t > h,
u(t)y=(p+gh+ fh/(2m)) + (g + f/m)(t — h).
» Wenn der Anstol3 sehr impulsiv ist, ergeben sich mit h — 0
Uty=q+f/m, u(lt)y=p+(g+f/m)t, t>0.

d.h. die Geschwindigkeit ist sofort konstant und die
Position hangt linear von der Zeit ab. Aquivalentes System:

u"(t) =0, u(0)=p, U(0)=qg+f/m.



Masse-Feder System

>

>

Sei w < 0 die Position der Masse mim
Ruhestand ohne Schwerkraft.

Die Masse wird der Schwerkraft

—mg < 0 und einer elastischen Kraft

felas einer Feder ausgesetzt.

Wenn die Masse vom Ruhestand auslenkt,
wird ihre senkrechte Position mit w(t) bezeichnet.
Das einfachste (und wohl bekannteste) Modell flr die
elastische Kraft hangt linear von der Auslenkung ab,

felaS(t) — —K(W(t) _ V_V) { > 07 ’W(t)’ > |W|

< 0, sonst
wobei « > 0 die sogenannte Federkonstante ist.
Laut Newton kann die Bewegung der Masse beztiglich
Auslenkungen so modelliert werden,

mw’ (1) = m(w(t)—w)" = f(t)—mg = —r(w(t)—W)—mg



Masse-Feder System

10

oder
(x) mw"(t) = —kw(t) + xkw —mg, w(0)=p,w(0)=q
Ein Lésungsansatz besteht darin, die Form

w(t) = asin(wt) + bcos(wt) + ¢

einzusetzen und die Konstanten a, b, ¢, w zu bestimmen.

Aufgabe: Fir den vereinfachten Fall, xw — mg = —2,
m,x=1,p= -3, q=—1, zeige, die Lésung ist gegeben
durch

w(t) = —sin(t) — cos(t) — 2

Herausforderung: Bestimme die allgemeine Lésung!

Diese harmonischen Schwingungen sind nicht realistisch,
da es innere Reibung in der Feder gibt, die zu einer
Dampfung fihrt.


https://www.wolframalpha.com/input?i=w%27%27%5Bt%5D%2Bw%5Bt%5D%3D%3D-2%2Cw%5B0%5D%3D%3D-3%2Cw%27%5B0%5D%3D%3D-1
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Masse-Feder System

» Das einfachste (und wohl bekannteste) Modell fur die
Reibungskraft hangt linear von der Geschwindigkeit ab,

FeR(t) = —p(w(t) — ) = —uw (1)

wobei 1 > 0 die Dampfungskonstante ist.
» Das realistischere Modell ist

(1) mw(t) = —uw/(t) — kw(t) + s — mg, w(0) = p,w(0) =q
» Aufgabe: Fir den vereinfachten Fall, kw — mg = -2,
mr=1,u=1,p=-38,qg=—1, zeige, die Ldsung ist
gegeben durch
w(t) = —e~/?[cos(V3t/2) + V/3sin(V3t/2)] — 2

d.h. gedampfte Schwingungen.
» Herausforderung: Bestimme die allgemeine Lésung!


https://www.wolframalpha.com/input?i=w%27%27%5Bt%5D%2Bw%27%5Bt%5D%2Bw%5Bt%5D%3D%3D-2%2Cw%5B0%5D%3D%3D-3%2Cw%27%5B0%5D%3D%3D-1

Bewegung einer Masse mit Feder-Beladenem Anstof3

12

» Nun betrachte die Bewegung einer Masse ohne

Schwerkraft und mit v = u(t), v = w = 0, wie el V. W)
auf Seite 7. % N,
Der Ruhestand der Masse liegt bei v = 0. x y

Gegen die Wirkung einer Feder wird die Masse
anfanglich zu einer Position u(0) = p < 0 gezogen.
Sei die angewendete Kraft gegeben durch das elastische

Modell (0. teon
—kKru(l), € [V,
Ft) = { 0, t>h

wobei die Zeit / die erste positive Nullstelle von u(t) ist.
Far t € [0, h] wird die Bewegung durch das Newtonsche
Modell bestimmt,

mu”(t) = F(t) = —rxu(t), u(0)=p,u(0)=0.
Die Lésung fur t € [0, h], h = (7/2)\/m/~k, ist

= pcos(t\/k/m) mit U'(t)=—psin(t\/x/Mm)\/k/m



Bewegung einer Masse mit Feder-Beladenem Anstof3

» Mit den Auswertungen der Lésung in t = h wird die
Bewegung fir t > h durch das Newtonsche Modell bestimmt:

mu"(t) = F(t) =0, u(h)=0, U(h)=-pvr/m

oder
U(t)=—pyr/m, u(t)=—-py/r/m(t—h), t>h
» Wie auf Seite 8 sei der Ansto3 sehr impulsiv mit
k—o00, p—0, h=(r/2)\/m/k =0, —p\/k/m—f/m

wobei f > 0 der gesamte Impuls ist, dem die Masse
ausgesetzt wird. Es ergibt sich

u(ty=ft/m, uJ(t)="~Ff/m

d.h. die Geschwindigkeit ist sofort konstant und die
Position hangt linear von der Zeit ab. Aquivalentes System:

J'(t) =0, u(0)=0, U (0)="f/m.
13



Numerische Losung

» Unsere Differentialgleichungen kénnen auch
naherungsweise numerisch geldst werden.

» Einfaches Beispiel: t € [0, T] (Aufgabe: Losungsweg)
(*) V()= —y(t) = f(t.y(1)), y(0)=1, Ldsung: y(t)=e".
Approximation: Fir h > 0, tX = kh, k = 0,1,..., K, T = Kh,

im [tkf17tk] : y(tk_1 + hz'_ y(tk_1) ~ y/(tkf1) — —f(z‘k’1,y(tk’1))

oder mit y* ~ y(t*) = e~ die numerische Lésung ist
Y= (1=hy T = 1=y 2 == (1= = (1 )

Es gilt e %" ~ (1 — h)* umso besser, je kleiner h ist.

> Mit der rechten Seite am Anfang des Intervalls [t~ tX]

ausgewertet, heif3t diese Methode vorwarts Euler.
14


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/mathqw.pdf
https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/numerik.pdf

15

Numerische Losung

> Mit der rechten Seite am Ende des Intervalls [t~ t4]
ausgewertet, heil3t die nachste Methode rickwarts Euler,

W =y*/h= 11"y, k=01, K
und mit f(t, y) = —y ist die entsprechende numerische Lésung
Y=y T/ Q+h) = YR/ (h? = = Y0 /(1) =1/ (1 + h)f

Es gilt e " ~ 1/(1 + h)X umso besser, je kleiner h ist.
» Diese ist die #-Methode, 0 € (0, 1),

(Vi —y* N h= (1 o)y ey, k=0,1,...,K

und mit f(t, y) = —y ist die entsprechende numerische Lésung

1—-(1=6)h ,_ 1—(1-0)h\*
k—7k1:...: _— 0
Y'="3yen ¥ ( 1+ 6h y

» Es gibt Funktionen in Matlab, die viel genauer sind, z.B.:



Numerische Losung
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» Beispiel: Lose (x) numerisch.
function ExpZerfall

yv0 = 1; % Anfangsbedingung
tspan = [0,1]; % Zeitintervall
[t,y] = oded5(@RechteSeite,tspan,y0); % numerisch
yexakt = exp(-t); % exakt
plot(t,y, " rx",t,yexakt, 'b’")
end
function £ = RechteSeite(t,y)
f = -y, % Loesung von vy’ (t) = f(t,y)
end Numerische und Exakte Loesungen
» ode45 l6st die Differentialgleichung 0
y'(t) = f(t, y) numerisch Uber das 08
Zeitintervall t span mit Anfangs- go07
bedingung y(0) = v0. Los
» plot macht die Grafik, deren 0.5
Eigenschaften mit Sonderbefehlen 04
bestimmt werden. 03, o5 .



Numerische Losung

» Die Matlab-Funktion ode45 ist nur fur
Differentialgleichungen y’(t) = f(t, y(t)) erster Ordnung,
d.h. nur die Ableitung y’ erster Ordnung erscheint.

» Differentialgleichungen zweiter Ordnung wie () oder (1)
missen in erste Ordnung umgeschrieben werden, um
ode45 anwenden zu kénnen.

» Dies erfolgt durch ein System x(t) = w(t), y(t) = w/(?),
zB.fir ;) mitmkrk=1,p=-8,g=—1,xw—mg= -2,

{x’(t) = w(t) = y(1)
yity = w't)=-w(t)-2 = —x(t)-2

oder mit Vekioren und Matrizen
X'(t)=AX(t)+ b, X(0)=Xo
=[5 %=[3] a=[ 28] o= 2]

. » Siehe das Skriptum fir weitere Details.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/mathqw.pdf

Numerische Losung
» Beispiel: Lése () numerisch fiir den Fall auf Seite 10.
function Harmonisch
X0 = [-3;-1]; tspan = [0,15];
[t,X] oded5 (GRechteSeite, tspan, X0) ;
W = X(:,1);
wexakt = —-sin(t)-cos(t)-2;
plot (t,w, " rx",t,wexakt, 'b’)
end
function dX = RechteSeite (t,X)
Numerische und Exakte Loesungen
A = 1[0,1;-1,0]; b = [0;-2]; 03
dX = A*X+b;
end

> X0 und b sind Spaltenvektoren. o

> w = X (:,1) nimmtdie erste
Spalte von X.

> wexakt ist auf Seite 10.

> 2 ist eine Matrix. % s 10 1

> dx = AxXistein Spaltenvekior.

2

wk,w(t)

-2.5

-3




Numerische Losung
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» Beispiel: Lose (t) numerisch fir den Fall auf Seite 11.

function Gedaempft

X0 = [-3;-1]; tspan = [0,15];
[t,X] = ode4d5 (@RechteSeite, tspan,X0);
w = X(:,1);

wexakt = —exp(-t/2) .«

(cos (sqrt (3) «t/2) +sgrt (3) *sin(sqrt (3) *xt/2))-2;
plot (t,w, " rx",t,wexakt, 'b’)

end
function dX = RechteSeite (t, X)

1N(ls.lmerische und Exakte Loesungen

A = [0,1;-1,-1]1; b = [0;-2];
dX = A*X+b; 8
end Qj
» x0 und b sind Spaltenvekioren. 2
> w = X(:,1) nimmtdie erste L
Spalte von x. 3
> wexakt ist auf Seite 11. 32
> A ist eine Matrix. T

» dx = AxXistein Spaltenvekior.



Masse-Feder-Kette, Langliche Auslenkungen /Ew,v,w)
hN

» Langliche Auslenkungen einer Kette mit

2 Massen und 3 Federn ohne Schwerkraft:
K3 mo K2 my K1

7} 1 _
Uz = ¢ = =2 up=0

SAVAVA VITIE ONavas
(1) us (1)
» Die elastischen Krafte (positiv von rechts nach links),
denen Massen my bzw. m, ausgesetzt sind, werden mit
Federkonstanten so modelliert: Au;(t) = u;(t) — u;,
m Uq/(t) = HQ[AUQ(t) — AU1(t)] — k1 AUy (t)
mauy(t) = ro[Aun(t) — Au(t)] — k3Auo(1)
» Zur Vereinfachung: m; = m, k; = k, U; = il/3,
muyi(t) = k[uz(t) — ()] — k[us (1) — To]
muy(t) = k[Us — U(t)] — Kluz(t) — ur(t)]

y




Langliche Auslenkungen einer Masse-Feder-Kette
» Mit Vektoren und Matrizen und Dampfung p > 0,

mU"(t) + pU'(t) = AU(t) + b,  U(0) = Up, U'(0) = U

mit Up = [u1(0); uz(0)], Uy = [u}(0); uy(0)] gegeben und

() B -2 1 B 0
w=[ 5] a=s[ % 2] o=s[?]
» |n erster Ordnung,
1) U@ =AUt +8, U0)=U

mit den Block-Vektoren und -Matrizen,

u(t):“f,((?)], A:{Aj _#”, 6=[fb], ufw?]

wobei Z = [0,0;0,0], / = [1,0;0,1] und z = [0;0].



Langliche Auslenkungen einer Masse-Feder-Kette
» Beispiel: Lose (1) numerisch ohne Dampfung.

function Kettelaeng
global AA bb

ka =1; m=1; mu = 0; 1 = 3;

A = kax[-2,1;1,-2]; b = kax[0;1];

z = [0,0;0,0]; I=[1,0;0,11; z = [0;0];
AA = [Z,I;A/m,-mu*I/m]; bb = [z;b/m];

U0 [0.75;2.25]; U1
Uu0 = [U0;Ul]; tspan =
[t,UU] = oded5 (@RechteSeite, tspan,UUO);
ul = UU(:,1); u2 = U0UU(:,2);

|
(@]

~
=
(@]

~

3 Kette: laengliche Auslenkungen

plOt (tlull,r’ItIuZI,b,) ohne Dampfung
end 2.5
function dU = RechteSeite (t,UU) 2N e N\
global AA bb s
dU = AAxUU + bb; 3
4 - N
en N\
_ 3 / o 0.5
> u(0) =37 <1,ui(0)=0
> Ux(0) =5 >2,u(0) =0 % : 10

22



Langliche Auslenkungen einer Masse-Feder-Kette

» Beispiel: Lose (f) numerisch mit Dampfung.

function Kettelaeng
global AA bb

ka =1; m=1; mu=1; 1 = 3;
A = kax*x[-2,1;1,-2]; b = kax[0;1];
z = [0,0;0,0]; I=[1,0;0,11; z = [0;0];
AA = [Z,I;A/m, mu*I/m] ; bb = [z;b/m];
U0 = [0.75;2.25]; Ul = [0;0];
Uu0 = [U0;Ul]; tspan = [0,10];
[t,UU] = oded5 (@RechteSeite, tspan,UUO);
Ul = UU ( S 1) 7 U2 = UU ( B 2) 7 Kette: laengliche Auslenkungen
plot(t,ul,’r’,t,u2,’b’") mit Dampfung
end 25
function dU = RechteSeite (t,UU) 2\
global AA bb 3.,
dU = AA+UU + bb; E
end 4
» Anfangsbedingungen gleich wie vor. ~ °*

» FlieBgleichgewicht ist Ruhestand. % 5

10



Masse-Feder-Kette, Quere Auslenkungen (0. vow)

» Quere Auslenkungen einer Kette mit
2 Massen und 3 Federn ohne Schwerkraft:

mo mH

» Seien die Feder so stark ausgedehnt, dass ihre Ruheldangen
praktisch Null sind. Seien F;, i = 1,2, 3, die Federkréfte.
» Dann gilt z.B., /1 ~ —r VU7 + wi. Die senkrechte
Komponente dieser Kraft ist /- sin(¢1), wobei tan(¢1) = wy /uy.
» Die senkrecht wirkende Kraft auf my ist Fysin(¢1) = —rqwjy.
» Analog sind —k(w2 — wy) und —r3ws senkrecht wirkende
o4 Krafte fir die Massen, wie im folgenden System gesehen:



Quere Auslenkungen einer Masse-Feder-Kette

> Also mit x; = x und m; = m werden die elastischen Krafte
(positiv von unten nach oben), denen die Massen
ausgesetzt sind, so modelliert:

mwi(t) = &[wa(t) — wi(t)] — kwi (1)
mwy(t) = r[wi(t) — wa(t)] — rwa(l)
» Mit Vektoren und Matrizen und Dampfung . > 0,
mW"(t) + pW'(t) = AW(t), W(0)=W,, W'(0)=W,
mit Wo = [wy(0); w2(0)], Wi = [wj(0); wy(0)] gegeben und
w. -2 1
W(t) = [ W;g” A:K;[ 1 _2}
» In erster Ordnung
# W) =Aw(t), W(0)=Wo
mit den Block-Vektoren und -Matrizen,
o =iy | A=[ ] o=

/ 1 _K
e W' (t) LYy, 'y



Quere Auslenkungen einer Masse-Feder-Kette
» Beispiel: Lose (¢) numerisch ohne Dampfung.

function KetteQuer
global AA
ka = 1; m=1; mu = 0; A = ka*x[-2,1;1,-2];
Z = [0,0;0,0]; I=[1,0;0,11; AA = [Z,I;A/m,—-muxI/m];
WO = [0.1;-0.1]1; W1 = [0;0];
WWO [WO;W1l]; tspan = [0,10];
[t,WW] = oded5 (@RechteSeite, tspan, WWO0) ;
wl = WW(:,1); w2 = WW(:,2);
plot(t,wl,’'r’,t,w2,’b’")

o 5I(e':t:e: senkrechte Auslenkungen

end ohne Dampfung
function dW = RechteSeite (t, WW)
global AA
dW = AAxWW; g
_ 1 / _
> wi(0) = ﬁ1> 0, w;(0)=0
_ ! _
> wp(0) = —75 < 0, wy(0) =0
> o= 0. ) t: 10



Quere Auslenkungen einer Masse-Feder-Kette
» Beispiel: Lose (t) numerisch mit Dampfung.

function KetteQuer

global AA

ka =1; m=1; mu = 1; A = kax[-2,1;1,-2];

Zz = [0,0;0,0]; I=[1,0;0,1]; AA = [Z,I;A/m,mu*xI/m];
W0 = [0.1;-0.11; W1 = [0;0];

WWO = [WO;Wl]; tspan = [0,10];

[t,WW] = oded5 (@RechteSeite, tspan,WW0) ;

wl = WW(:,1); w2 = WW(:,2);
plot(t,wl,’'r’,t,w2,’b’")
end mit Dampfung
function dW = RechteSeite (t, WW)

global AA
o>0c>-——_

o 5Kette: senkrechte Auslenkungen

dW = AAxWW;
end

wl,w2

» mu = 1,AA = [Z,I;A/m,muxI/m]
» Anfangsbedingungen gleich wie vor.
» FlieBgleichgewicht ist Ruhestand. %

4]

10



Potenzialenergie fir Masse-Feder System
» Betrachte das Masse-Feder System («),

w'(t) = *%[W(t) — W] —g=:f(w) o>w(t)

w(0) =p,w'(0) =q .

» Der Ruhestand in Schwerkraft w = w — g -
entspricht dem Minimum der Potenzialenergie,

o(w) = 5[ — W+ gw

und die Kraft im Newtonschen Modell ist f(w) = —¢'(w).
» Nun betrachte das System der flinf Massen,

. Y

Ws @ Wy Wa Wo @ W1

!

» Die Auslenkungen wy, wo, wy, ws, seien fixiert. wy = ?

28



Potenzialenergie fir Masse-Feder Kette

>
>

>

>

Der Mechanismus in (2) ist noch zu Uberlegen:

Angesichts dessen, wie soll der erwiinschte Ruhestand fir
ws gegeben werden, durch [ oder [1?

Was ist die entsprechende zu minimierende
Potenzialenergie, um ws zu bestimmen?

Falls jedes (?) einer Feder entspricht, ist die Kraft, der die
3. Masse ausgesetz ist, nach wie vor gegeben durch

mwy () = r[wa(t) — wa(t)] — r[wa(t) — wa(t)]  =: f(ws(1))

und die Potenzialenergie ¢3(w) mit f3(w) = —¢45(w) ist
gegeben durch
p3(w) =

=

y > K
(W4 — W) + é
Das Minimum ist w = (w» + wy)/2. Dieses Ergebnis
entspricht dem Zustand .

Wenn alle Massen und Federn frei zu bewegen sind, was
sind ihre entsprechenden Potenzialenergien ¢;, i = 1,2,4,5,
die das gesamte Newtonsche Modell bestimmen?

(W — wy)?

N



Potenzialenergie fir Masse-Feder Kette
» Analog

2

o1(w) = S(we — WP, ds(w) = S(w— ws)?

d2(W) = 5 (ws — WP + S(w - w)?

0a(w) = 5 (w5 — ) + Z(w — wa)?

» Das gesamte entsprechende Newtonsche Modell ist

mwy(t) = & wa(t) — w(t)]
mwy(t) = &l w(t) — 2wz (t) 4 wi ()]
mwy(t) = & wa(t) — 2wa(t) + wa(t) ]
mW"((l‘) = /i[ W5( ) 2W4(t) + W3(t) ]
mwg(t) = r[-ws(t) + wa(t) ]

» Mit Vektoren und Matrizen und Dampfung . > 0,

mW” (1) + pW'(t) = AW(1), W(0)= W, W/(0)= W



Potenzialenergie fir Masse-Feder Kette
mit Wo = {w;(0)} und W; = {w/(0)} gegeben und

4 1 0 0 0

wi (1) 1 -2 1 0 0

wity=| : |, L=x| 0 1 -2 1 0
wol S8

» In erster Ordnung
() W) =Lw(t), W(0) =W

mit den Block-Vektoren und -Matrizen

o= win | el ] oL

» Welche mdéglichst einfache Potenzialenergie ware fir den
Zustand [] geeignet?



Potenzialenergie fir Masse-Feder Kette
» Eine Antwort ist gegeben durch (o = Steifigkeitsparameter)

da(w) = Sl(ws — wa) — (wg — W)
+ Sl —w) = (w—w)?
+ Glw - we) — (wp — )P

wenn der Mechanismus in (?) ein Drehgelenk ist. Das Mini-
mum ist w = (W + ws) —

— g(wq + ws), eine Nullstelle von
—f3(w) = J(w) =
o[ws — 2wy + W] — 20[wg — 2W + W3] + o[w — 2Ws + wy]
» Das entsprechende Newtonsche Modell flr die 3. Masse ist
mws(t) = —ows(t) — 4wa(t) + 6ws(t) — dwo(t) + wi ()]

> Wenn alle Massen und Drehgelenke frei zu bewegen sind, was
sind ihre entsprechenden Potenzialenergien ¢;, i = 1,2,4,5,
a2 die das gesamte Newtonsche Modell bestimmen?



Potenzialenergie fir Masse-Feder Kette
» Analog

S1(w) = Zlws—wo)~(wo-w)P. ds(w) = Zl(w—wa)~(ws—ws)P

Ga(w) = Zl(ws—w) = (w—w)P?
+ Sl(wa—we) = (ws —w)P
Ga(w) = Zl(ws —w) — (w— ws)P?
+ Slw—ws) — (s~ wp)P

» Das gesamte entsprechende Newtonsche Modell ist

mwy(t) = —of wa(t) — 2wa(t) + wi (1)
mwy(t) = —of Wy (t) — 4ws(t) + Swa(t) — 2wy (t)
mwi(t) = —o[ ws(t) —4wa(t)+ 6ws(t) — 4wo(t) + wy(t)
mwy(t) = —o[-2ws(t) — Swy(t) — 4ws(t) + wo(t)

mwg(t) = —o[ ws(t)—2wa(t) + ws(t)

]
]
]
]
]



Potenzialenergie fir Masse-Feder Kette
» Mit Vektoren und Matrizen und Dampfung u > 0,

mW'(t) + pW'(t) = BW(1), W(0)= Wy, W'(0)= W
mit Wo = {w;(0)} und W; = {w/(0)} gegeben und
-1 2 -1 0 O

w1 (1) 2 5 4 -1 0
W(t) = ; , B=o| -1 4 -6 4 1
ws(t) 0 —1 4 -5 2

o 0 -1 2 -1
» In erster Ordnung
() W(t)=BWI(t), W(0)

mit den Block-Vektoren und -Matrizen

wo=[wd] =[5 g w-[]

Wo



Quere Auslenkungen einer Saite
» Beispiel: Lose (») numerisch ohne Dampfung.

function SaiteQuer

global LL

ka = 1; m = 1; mu = 0; Z = Oxeye(5); I = eye(5);

L = kax(-diag([1,2,2,2,1])+diag([1,1,1,1],+1)
+diag([1,1,1,11,-1)); LL = [Z,I;L/m,-muxI/m];

WO = [0.015;0.085;-0.2;0.1;0]; Wl = zeros(5,1);

WWO = [WO;Wl]; tspan = [0,10];

[t,WW] = oded5 (@RechteSeite, tspan,WW0) ;

plot (t,WW(:,1:5))

end 1k senkrechte Auslenkungen
function dW = RechteSeite (t, WW) 0.2
global LL 013
dW = LL*WW; g
end g oo
2 o0
> Z=0xeye(5), ]l =eye(5) 5 0.5
> Wo=[~0;= 11—0,—%;11—0;0] % o1 :3;
» W) =zeros (5,1) =[0;0;0;0;0] —ws
-0.2

35 » For L: “...” ist eine Fortsetzung 0 s 10

"



Quere Auslenkungen einer Saite
» Beispiel: Lose (v) numerisch mit Dampfung.

function SaiteQuer
global LL
ka = 1; m=1; mu = 1; Z = Oxeye(5); I = eye(5);
L = ka*(-diag([1,2,2,2,1])+diag([1,1,1,1],+1)

+diag([1,1,1,1],-1)); LL = [Z,I;L/m,-mu*xI/m];
wo = [0.015;0.085;-0.2;0.1;0]+1; Wl = zeros(5,1);
WW0 = [WO;Wl]; tspan = [0,10];
[t,WW] = oded45(@RechteSeite, tspan,WW0) ;
plot (t,WW(:,1:5))
end
function dW = RechteSeite (t, WW)
global LL 1B senkrechte Auslenkungen
dW = LL*WW; .
end 1.1 w3
“;’_1.05 -
"IHU, =1 ; 1
> Wy =[~0;~ 1, —1; 0] + 1 2o
0= 1=Y%~70" "5 70" g
» Wi =zeros(5,1) =[0;0;0;0;0] g 0o
» Die Auslenkungen konvergieren 085
zum urspringlichen Mittelwert = 1. % 10

.o



Quere Auslenkungen eines Balkens
» Beispiel: Lose (1) numerisch ohne Dampfung.

function BalkenQuer
global BB
sg =1; m=1; mu= 0; Z = Oxeye(5); I = eye(5);
B = sgx[-1,2,-1,0,0;2,-5,4,-1,0;-1,4,-6,4,-1;
0,-1,4,-5,2;0,0,-1,2,-11; BB = [Z,I;B/m,—muxI/m];

WO = [0.015;0.085;-0.2;0.1;0]; Wl = zeros(5,1);
WW0 = [WO;Wl]; tspan = [0,10];
[t,WW] = oded45(@RechteSeite, tspan,WW0) ;
plot (t,WW(:,1:5))
end
function dW = RechteSeite (t, WW)
global BB o senkrechte Auslenkungen
dW = BB+*WW; o.15 :x;
end w3
0.1 —w4
W5
» mu = 0 008

> Wo:[zo;%ﬂ—o,—%;ﬂ—o;O]
» Wi =zeros(5,1) =[0;0;0;0;0]

-0.05

wl,w2,w3,w4,w5
)

» Schwingungen sind starker 0.15
als auf Seite 35 fur (). % 10

LR



Quere Auslenkungen eines Balkens
» Beispiel: Lose () numerisch mit Dampfung.

function BalkenQuer

global BB

sg =1; m=1; mu = 1; Z = Oxeye(5); I = eye(5);
B = sg*[ 1,2,-1,0,0;2,-5,4,-1,0;-1,4,-6,4,-1;
-1,2,-1

0, - -5,2;0,0, , 1; BB = [Z,I;B/m,-mu*xI/m];
Wo = [0 015 0.085;-0.2;0.1;0]+1; Wl = zeros(5,1);
WWO0 = [WO;Wl]; tspan = [0,10];
[t,WW] = ode45 (@RechteSeite, tspan,WWO) ;
plot (t,WW(:,1:5))
end
function dW = RechteSeite (t, WW)
global BB L senkrechte Auslenkungen
dW = BB*WW; :x;
end 1 w3
—wa
>y = 1 ";:1.05 —w5
<
[~ ~ ] . 2
> WO—[NONm’ 570 0] +1 % os
» Wy =zeros (5, *[00000] s
. k] .
» Die Auslenkungen konvergleren nicht * *°
zum urspriinglichen Mittelwert! %
0.8

» Sondern gleichmaBig verteilt °
im FlieBgleichgewicht!

0]

10



Schwankungen Diskreter Stlicke
» Ein kontinuierlicher Kord mit Elastizitat und Steifigkeit

wird als Kette raumlich diskretisiert. z
> Waagerechte quere Auslenkungen der }'(,“\V v
diskreten Stlicke:
.‘>‘ X y
/”/’{./
/ f: B /’/\o
vi oder i e e
/’/\ b m
NG b !
/’/\. *
o\?/ )
Vn Vn—1 Vp-2 e VP e V3 Vo g

» Mit Vektoren und Matrizen,
MV"(t) +uV'(t) = (L+B)V(t)+ F, V(0)=V, V(0)=V
mit Kraft F, Vo = {v;(0)} und V; = {v{(0)},



Schwankungen Diskreter Stlicke

vi(t) o

V(t): : , M= :

V(1) 0

M —1 1 0 0 _
1 -2 1 - 0

L=x 0 : ol B=o
T -

. 0 -~ 0 1 —1] -

—1

—6
4
—1

4
—5
2

0
—1
2
-1

und Parameter der Dampfung i > 0, Elastizitat «, Steifigkeit o.

» |n erster Ordnung

G) V() =AV({H) +F, V0)=Vo= {

mit den Block-Vektoren und -Matrizen

V(1) Z

40

V() = { Vi(t) ] A= [ M-(L+B) —uM-T

|
]’f:{/w

z

]



Schwankungen Diskreter Stlicke
» Beispiel: Lose (§) numerisch mit p, k,0 > 0.

function Kord % odelbs ist filir Systeme mit simultanen
global AA F % Effekten sehr unterschiedlicher Zeitskalen
n = 21; sg = 1.0e3; ka = 1.0el; mu = 1.0e-1; tspan = [0,100];
m = ones(n,1l); Ml = spdiags(l./m,0,n,n); e = ones(n,1);
B = spdiags([-e 4%e —-6%e 4xe -e],-2:2,n,n);
B(l1,1) =-1; B(1,2) =2; B(2,1) = 2; B(2,2) =-5;

B(n-1,n)= 2; B(n-1,n-1)=-5; B(n,n) =
L = spdiags([e -2xe e],-1:1,n,n); L(1,1)=-1;

-1; B(n,n-1)= 2; B=sgx*B;
L(n,n)=-1; L=kaxL;

Z = Oxspeye(n); I = speye(n); AA = [Z,I;M1lx(B+L),-muxM1l];
V0 = zeros(n,1l); V1l = zeros(n,1l); z = zeros(n,1l); F = [z;z];

V1(9:13)=[1;4;6;4;11/6; VVv0 = [V0O;V1l];
[t,VV] = odel5s (@RechteSeite,tspan,VV0);
plot (VV(1:100:800,1:n)")

end

function dV = RechteSeite (t,VV)
global AA F 0.5
dV = AAXVV + F;

end

» spdiags macht eine sparse Matrix 5
» V, approximiert anfanglichen Anstof3!  -os
. . . (Seiten 8 & 13)
» Was sind die Wirkungenvon =

Dampfung, Elastizitat und Steifigkeit?

-1

1 Auslenkungen eines Kords

mit p,0,x>0

5 10 15 20
Position



Schwankungen eines Pfeils - Geschwindigkeitsprofil
» Beispiel: Lose (§) numerisch mit p, k,0 > 0.

function Cord
N = 50; M = 500; T = 100; dt = T/(M-1); dx = 1/(N-1);
x = linspace(0,1,N)’; t = linspace(0,T,M);
sg = 1.0e-2; ka = 1.0e-2; mu = 1.0e-1; th = 0.5;

m = ones(N,1); Ml = spdiags(l./m,0,N,N); e = ones(N,1);
B = spdiags([-e 4xe -6xe 4xe -e],-2:2,N,N);
B(l,1) =-1; B(1,2) = 2; B(2,1) = 2; B(2,2) =-5;
B(N-1,N)= 2; B(N-1,N-1)=-5; B(N,N) =-1; B(N,N-1)= 2; B=sgxB/dx"4;
L = spdiags([e -2xe e],-1:1,N,N); L(1,1)=-1; L(N,N)=-1; L=kaxL/dx"2;
Z = Oxspeye(N); I = speye(N); AA = [Z,I;Mlx(B+L),-muxM1l];
VO = zeros(N,1); V1 = 0.5xsin(pi*x(:)); V1 = V1 - mean(Vl1);
z = zeros(N,1); F = [z;z];
vVv0 = [VO;V1]; VV = VV0; v = VV(1:N); vsav = v;
AL = speye(2%N) - thxdtxAA; AR = speye(2xN) + (1-th)*dt=AA;
subplot (1,2,1)
plot (x,v); drawnow; £=100 Alle Schwingungen
for k=2:M 0.5
VV = AL \ (AR*VV + dtxF);
v = VV(1l:N); vsav=[vsav,Vv];
plot (x,Vv); drawnow;
end
subplot (1,2,2) —
surf (x,t,vsav’) > 0 V‘
end
» Die 0-Methode
wird verwendet. 05, o !
» V;(0) ist sinus- x

formig mit [ V4 =0und m; = 1.



Schwankungen eines Pfeils — Massenverteilung
» Beispiel: Lose (§) numerisch mit p, k,0 > 0.

function Cord
N = 50; M = 500; T = 100; dt = T/(M-1); dx = 1/(N-1);
x = linspace(0,1,N)’; t = linspace(0,T,M);
sg = 1.0e-2; ka = 1.0e-2; mu = 1.0e-1; th = 0.5;
m = ones(N,1); m(N)=2; Ml = spdiags(l./m,0,N,N); e = ones(N,1);
= spdiags([-e 4xe —-6xe 4xe -e],-2:2,N,N);
B(l,1) =-1; B(1,2) = 2; B(2,1) = 2; B(2,2) =-5;
B(N-1,N)= 2; B(N-1,N-1)=-5; B(N,N) =-1; B(N,N-1)= 2; B=sgxB/dx"4;
L = spdiags([e -2xe e],-1:1,N,N); L(1,1)=-1; L(N,N)=-1; L=kaxL/dx"2;
Z = Oxspeye(N); I = speye(N); AA = [Z,I;Mlx(B+L),-muxM1l];
V0 = zeros(N,1); V1 = zeros(N,1); V1(1l)=1; V1l = V1l - mean(m.*V1l)/mean (m);

z = zeros(N,1); F = [z;z];
vVv0 = [VO;V1]; VV = VV0; v = VV(1:N); vsav = v;
AL = speye(2%N) - thxdtxAA; AR = speye(2xN) + (1-th)*dt=AA;
subplot (1,2,1)
plot (x,v); drawnow; t=100 Alle Schwingungen
for k=2:M 0.5
VV = AL \ (AR*VV + dtxF);
v = VV(1l:N); vsav=[vsav,Vv];

plot (x,Vv); drawnow;

end EEE

subplot (1,2,2) > o >

surf (x,t,vsav’) m
end |

» Massenverteilung
ist nicht gleichmaBlig -, . |
> V4(0) ist impulsiv x

mlt j mV1 = 0 / mvy = / KVxx — [ oVioxx = f‘Vx\a - U'Vxxx\g) =0
43 = O fmvy=0 = [mv(t)=[mvw@0)=0 !




Schwankungen eines Pfeils — Federkraft
» Beispiel: Lose (§) numerisch mit p, k,0 > 0.

function Cord
N = 50; M = 500; T = dt = T/(M-1); dx =
x = linspace(0,1,N)’; linspace(0,T,M);
= 1.0e-2; ka = 1.0e-2; mu = 1.0e-1; th = 0.5;
ones(N,1); m(N)=2; Ml = spdiags(l./m,0,N,N);
spdiags ([-e 4xe -6xe 4xe -e],-2:2,N,N);

100; 1/(N-1);
t =

r = 1.0e0;

m = e = ones (N,1);

44

B (N

B(1,1)

=-1; B(1,2)

= 2;

-1,N)= 2; B(N-1,N-1)=-5;

B(2,1) = 2;

B (N, N)

L =

spdiags ([e -2xe

el,-1:1,N,N);

L(

-1;

B(2,2)

=-5;

B(N,N-1)= 2;

B=sg+B/dx"4;

1,1)=-1;

Oxspeye (N); I =
V0 = zeros(N,1); V1 =
z = zeros(N,1); £ = z; F =
vv0 = [VO;V1]; VV = VV0; v
AL = speye (2*N) - thxdtxAA;
subplot (1,2,1)
plot (x,v); drawnow;
for k=2:M
f(l)=-rxv(l); F =
VV = AL \ (AR*VV + dtxF);
VV(1:N);
plot (x,Vv);
end
subplot (1,2,2)
surf (x,t,vsav’)

v =
drawnow;

» V4(0) ist impulsiv
mit [ mV; # 0.

» Modellierte
Federkraft ist f(1)

speye (N); AA =
zeros

[z;MLxf];

vsav=[vsav,Vv];

(N, 1); vi(l)=1; %
[z;M1x£f];

= VV(1:N);
AR = speye (2%N) +

0.5

vl =

L(N,N)=-1;
[Z2,I;M1l% (B+L),-muxM1];
V1l - mean (m.*V1)/mean (m);

vsav = vj

L=kaxL/dx"2;

(1-th) «dt «AA;

t=100

—rv(1).

0.5

Alle Schwingungen




Simulation eines Pfeilfluges
» Lose (§) far v(x, t), kombiniere mit u(x, ) = x + gt und
w(x,t) = p — gt?/2, um den Flug eines Pfeils zu simulieren.

p=10; g=1; g =0.1; u = @(x,t) x(:)’ + gxt(:); w = Q(t) p - g*t(:)."2/2;
N = 50; M = 100; T = 20; dt = T/(M-1); dx = 1/(N-1);
x = linspace(0,1,N)’; t = linspace(0,T,M);
sg = 1.0e-2; ka = 1.0e-2; mu = 1.0e-1; th = 0.5; r = 1.0e0;
m = ones(N,1); m(N)=2; Ml = spdiags(l./m,0,N,N); e = ones(N,1);
B = spdiags([-e 4xe -6xe 4xe -e],-2:2,N,N);
B(1,1) =-1; B(1,2) = 2; B(2,1) = 2; B(2,2) =-5;
B(N-1,N)= 2; B(N-1,N-1)=-5; B(N,N) =-1; B(N,N-1)= 2; B=sg#B/dx"4;
L = spdiags([e -2xe e],-1:1,N,N); L(1,1)=-1; L(N,N)=-1; L=kaxL/dx"2;
Z = Oxspeye(N); I = speye(N); AA = [Z,I;Ml*(B+L),-mu*M1];
VO = zeros(N,1); V1 =sin(pi*x(:)); t=14.1414
V1l = V1 - mean(m.*V1)/mean (m); t=14.1414
z = zeros(N,1); f=z; F = [z;z]; 0.5 1
VvVv0 = [VO;V1]; VV = VVO0O;
AL = speye (2%xN) - thxdt*AA; 0.5
AR = speye (2%N) + (l-th)x*dt«AA; °
v = VV(1l:N); vsav = v; H
subplot (1,2,1) > 0SS = -0.5 \
plot (x,v); drawnow;
for k=2:M
f(l)=-r*v(l); F = [z;MLlxf];
VV = AL \ (AR#VV + dt*F); 14
v = VV(1l:N); vsav = [vsav,Vv];
subplot (1,2,1) '0'50 0.5 1 15
hold on; plot(x,v); x u 16 -1 °
drawnow; hold off; v
subplot (1,2,2)
plot3 (u(x,t(k)),v,w(t(k))+*ones(l,N));
grid on; view([k 30]); drawnow;
end



Kopplung zwischen Komponenten der Position

>

>

Rechnungen weisen darauf hin, dass das Elastizitatsmodell
in L keine erwiinschte Wirkung fur einen Pfeil hat.

Insbesondere sieht man auf Seiten 24-25 die nicht
passenden Annahmen, die fir die erste Formulierung der
queren Auslenkungen notwendig sind.

Ein realistisches Modell — fiir quere sowohl als auch
langliche Auslenkungen — ergibt sich durch das Kriterium,
dass die Lange des Pfeils sich nicht viel &ndern soll.

Der einfachste Weg zu diesem Kriterium basiert auf
Potenzialenergie wie auf Seite 29, aber hier werden alle
Komponenten der Auslenkung u = (u, v, w) miteinbezogen.

Analog zur Grafik auf Seite 39 seien {uy, ..., u,} die 3D
Positionen der diskreten Stlicken im Pfeil. In einer
anfanglichen waagerechten Restlage gilt u; = (x;,0,0) mit
x; = (i—1)/(n—1). Weiters sind die Restlangen der
Stucke gegeben durch ¢; =1/(n—1) = Ax = Xj1 1 — X;.
Angenommen ist die Gesamtlange des Pfeils ¢ = 1.



Lange Erhaltende Kraft

» Die zu minimierende Potenzialenergie ist

o({ur}) = 37 (I — url| = 1)+ -+ (|tn = U+ = C-1)?]

2 2
12 n,2 | (1u2—uil] |un — un|
= 1zA 7e =10 Wa~ Zo-Al
s RAX [( Ax 1] +--- 4+ Ax 1

wobei ausfihrliche Details auf Seiten 200-205 in diesem
Skriptum zu finden sind.
Die (partiellen) Ableitungen von ¢ nach u; = (uj, v;, w;) sind

8¢ [ AxUj_q Axui
— =k |(|AxUi_1]| = 1) —— — (|| Axu;|| — 1
aui (H xX™ '|H ) HAXU/'—1H (H X IH ) ”AXUIH
wobei k = RAXx und Axu; = (Uj 1 — u;)/AX.
-1 0
Mit der bidiagonalen (n—1) x n Matrix D=4 ]
-1 1

und der diagonalen (n—1) x (n—1) Matrix
C =diag{1—1/|Axuj| } ist die Lange erhaltende Kraft auf dem
Pfeil gegeben durch f=—{ 52}y kamp=—D" CDU fiir U = {u;},
—~DTCDV fir V = {v;} und —D" CDW fir W = {w;}.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/modnsc.pdf

Gekoppeltes System

» Wenn der Pfeil waagerecht fliegt, sind zeitabhangige

Aspekte von u und w leicht gegeben durch gt fir vorwarts
Bewegung bzw. p — gi?/2 fiir Bewegung in Schwerkraft.
Diese Komponenten werden explizit zum Schluss in der
grafischen Darstellung angefligt, und sonst wird die
Bewegung des Pfeils in seinem eigenen Koordinatensystem
folgendermaf3en modelliert: (C=CUu), v(t), W)

MV'(t)= —pV'(t) +(B+L)V() —rvie; —wW(t)
MW'(t) = —uW'(t) +(B+L)W(t) —rwie; +wV'(1)

wobei L = —D' CD nun die verallgemeinerte Form hat.
Die Terme —rviey und —rwyey mite; = {1,0,...,0}
modellieren die Federkraft wie auf Seite 44.

Die Terme —wW’ und wV’ erzeugen eine Drehung, analog
zu den harmonischen Schwingungen auf Seite 18.
Aufgabe: Erganze die genannten zeitabhangigen Aspekte
so, dass der Pfeil nicht immer waagerecht fliegen muss!

MU' (t) = —uU'(t) +LU(t)
(©) {



Simulation eines Pfeilfluges

> Lose () und fige die Effekte u + gt und w + p — gt?/2 an.

p = 10; g =1; g = 0.05;
x = linspace(0,1,N)’;
sg = 1.0e-2; ka = 1.0e2; mu =
= ones (N,1); e0 = e; e0(1)

r =1; om = 10;
t = linspace(0,T,M);
1.0e-1; th = ;
= 0; e0(N) = 0; 1 =e(l:N-1); z =
= e; m(N) = 2; Ml = spdiags(l./m,0,N,N); I speye (N); II = speye(2%N); Z =
= spdiags([-el el],0:1,N-1,N)/dx; K = D’*D; B = K’«+spdiags(e0,0,N,N)*K; B =
= x; ut = z;
z; vt = sin(pixx)/2; vt = mean (m.=*vt)/mean (m)
= z; wt = z;
= [ujut]; V =
or k=2:M

Fu = [z;z];

N = 50; M = 200000; T = 2;

dx = x(2)-x(1); dt = £(2)-t(1);
.5
e

o

0 zeros (N,1);
0+I;

—-sgxB;

- vt;

[vivt]; W = [w;wt];

hass<c U3
I

Fv =
Fw =
du =
dx =
% Lae
C =

spdiags (ka* (1-1./dX(:)),0,N-1,N-1);

L =

[-om*w; z]
[ omxv;z]
Dxu; dv =

; Fv(N+1) = -rxv(1l)/m(1);

Fw (N+1)
Dxv; dw

= —rxw(l)/m(1);
= Dxw;

sqrt (du.”2 + dv."2 + dw." 2);

nge = sum

—D’ *xCxD;

(dXxdx)

0.5

Laenge=0.99891

Au = [Z,I;Ml* L ,—muxM1];
Av = [Z,I;M1l*(L+B),-muxM1];
Aw = [Z,I;M1l*(L+B),-muxM1];
U = (IT - th xdt*Au)\
((IT + (1-th)=*dtAu)+U + dt+Fu); 0.5

10.4832
H

9.4832
0.5

-0.5

u,v,w - means

II -
II +
II -
II +
u = U(Ll:N);

subplot (1,2,1);
subplot (1,2,2);

th *dt*Av)\ ... [ 0.5 1 —

(1-th) *xdt*Av

th *dt*Aw
(1-th) *dt*Aw
v = V(1:N);
plot (x,
plot3(u

\ oL
*W + dt*Fw);

w = W(l:N);
u-mean(u),’r’,x,v-mean(v),’qg’,x,w-mean (w
+gxt (k) , v, w+p-g*t (k) "2/2,’b’); grid on;

)
)
) *V + dt*Fv);
)
)

), "7

view ([10 301);

0.9998 3 9998
u

drawnow;

drawnow;



Empirisches Modell der Pfeil-Schwankungen
» Fur die Schwankungen v(x, t) = 0(t)v(x) sucht man eine
schwingende aber auch dampfende Funktion ¢(t) der Zeit
t > 0 und eine Funktion v(x) des Orts x € [0, 1], wobei die
gewlnschten Eigenschaften fur v(x) sind:

V'(x)=0, x=0,1, v(x)=0, x=xp,1—Xx

fur fixiertes xo € (0, 1), und das Zentroid der Kurve v(x)

liegt an der Stelle (x.y) = (}.0), alternativ fo x)dx = 0.
» Nur wenn v(x) (stiickweise) linear ist, sind all d|eser Eigen-
schaften fir ein beliebiges Vielfaches vv(x) auch erfillt.
» Eine passende Form fir 6(t) ist

0(t) = exp(—t/10)sin(t), t>0
und dann gelten v(x,0) = 0 und v;(x, 0) = v(x) anfanglich.
> Eine passende Form fir v(x) mit Zentroid (}, 0) ist

v(X) = {gsin(rx) —a, o =0.063162931, x € [0,1].



Empirisches Modell der Pfeil-Schwankungen
» Esgelten v(0) = (1) = —a, 1/(%) = 11—0 - a,
V(x) = qgcos(mx), V'(0)=—-v(1)= 1

2

V'(x) = f%sin(ﬂ‘x). V"(0) = v'(1) =0.

» Das Zentroid (X, 7) ist gegeben durch

- / 1+ oR =14 7= /01v(x) 14+ [/ (R =0

wobei ¢ = fo V' 1+ [V (x)]2dx die Lange der Kurve ist.
» Das Zentroid der Kurve v(x, t) = 6(t)v(x) bezlglich x
andert sich im Lauf der Zeit.
> Alternativ mit o = £ gilt fo x)dx =0 und so fo x)ax 2 0.

» Ein einfaches Modell fiir den Flug ist gegeben durch

I

u(x,t) =x+qt, v(x,t)=uv(x)8(t), w(x,t)=p+ st—gt?/2

wobei Ut(X, t) =q, tht(Xa t) = —mg, W(X70) =p Wt(Xa 0) =S.



Empirisches Modell eines Pfeilfluges

» Implementierung des empirischen Modells:

N = 50; M= 50; a =0.063162931; p =10; g =1; g = 0.1; s = 0; T = (sqrt(2+g»p+s”2)+s)/g;
n0 = @(x) sin(pi*x)/10 - a; nl = @(x) pixcos(pixx)/10; th = @(t) exp(-t/10).xsin(t);
u=@(x,t) x + gxt; v=0@(x,t) th(t)*n0(x); vx=@(x,t) th(t)+nl(x); w=@(x,t) x+0 + p+sxt-g*t~2/2;
x = linspace(0,1,N); h = x(2)-x(1); xc (1.N 1)+h/2; t = linspace(0,T,M)’; yc = []
for k=1:M

u0 = u(xc,t(k)); w0 = w(xc,t(k));

v0 = v(xc,t(k)); vl = vx(xc,t(k)); L = hxsum(sqrt(l+vl."2));

X = hxsum(xc.*sqgrt (1+v1l."2))/L; Y = hxsum(v0.xsgrt (l1+vl."2))/L; yc = [yc,Y];

subplot (1,3,1); plot(xc,v0,’b’,X,Y,"r+"); drawnow;

subplot (1,3,2); plot3(uld,v0,w0,’b’,u(0.5,t(k)),Y,w(0.5,t(k)), rx");

grid on; view([k 30]); drawnow;
end

subplot (1,3,3); plot(t,yc,’r’,t,0xt, k:")

t=14.1421
t=14.1421 «10"% Schwerpunkt
0.5 2
0.5 -
o 2
> 0 v e ~ ‘é
-0.5 N
>
-1
14 1
035 0.5 1 15 0
. -1
X u 16 v




Empirisches Modell eines Pfeilfluges
» Nun wird der Parameter « in v(x) von der alternativen
Bedingung bestimmit, (Erinnerung: v¢(x,0) = v(x)!)
y(X) = fysin(nx) —a, a= [ &sin(zx)dx, [ v(x)dx =0.
> Laut Beobachtungen, dreht sich der Pfeil um die eigene Achse.
» Weiters zeigen Beobachtungen, dass der Pfeil zu jeder
Zeit tangent auf der Flugbahn liegt. Jedoch ist der Pfeil in
den bisherigen Simulationen immer waagerecht geflogen.
» Um diese vernachlaBtigten Effekte zu berlcksichtigen,
werden die Funktionen u, v, w folgendermafen erganzt,

u(x,t)=x+qt, v(x,t)=cos(wt)d(t)v(x),
w(x,t) = sin(wt)0(t)v(x) + (p + st — gt?/2) + (s — gt)x/q
» Das Paar (sin(wt), cos(wt)) erzeugt die Drehung.
> Die Bahn des FuBes ist (x(t), y(t)) = (gt, p + st — 3gt?)
mit dy/dx =y/x = (s — gi)/q.
» Die Orientierung des Pfeils ist durch (s — gf)x/q bestimmt.
Anfanglich ist der Pfeil p hoch im Fu3, p + s/q hoch im Kopf.



Empirisches Modell eines Pfeilfluges
» Implementierung des empirischen Modells:

N = 50; M = 500; a = linspace(0,1,N); a = mean(sin(pixa)/10);
p=10; g=1; s =1; g =0.1; om = 10xqg; T = (sqrt(2xg*p+s”~2)+s)/g;
n0 = @(x) sin(pixx)/10 - a; th = @(t) exp(-t/10).xsin(t);
u = @(x,t) x + gxt; v = @(x,t) cos(omxt)xth(t)=*n0(x);
w = @(x,t) sin(omxt)*th(t)*n0(x) + p + s*t - g*xt"2/2 + (s - g*t)=*x/qg;
x = linspace(0,1,N); t = linspace(0,T,M)’;
for k=1:M
ul = u(x,t(k)); ur = x;
v0 = v(x,t(k)); vr = cos(omxt (k))=*n0(x)=*th(t(k));
w0 = w(x,t(k)); wr = sin(omxt (k))*th(t(k))*n0(x);
subplot (1,3,1); plot(x,v0,’'m’,x,wr,’c’); drawnow;
subplot (1,3,2); plot3(ul0,v0,w0,’b’,g*t,0xt,p+s*xt-g*t."2/2,"k:"); drawnow;
subplot (1,3,3); plot3(ur,vr,wr,’b’); drawnow;
end
Zeit = 0.88
Flug des Pfeils
y,z-Perspektiven in 3D Drehung des Pfeils
des Pfeils von vorn gesehen
0.5 0.1
|j| - 0.05
o—— 0 \
-0.05
-0.5 -0.1
(V] 0.5 1 -0.1 (1] 0.1
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