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Grundlagen

» Was sind die Folgenden?
Determinismus, Indeterminismus,
Zufall, GesetzmaBigkeit,
Ursache, Wirkung,

Zustand, Wahrscheinlichkeit.

» Was ist mit “Natirliches Gesetz” gemeint?
Was ist ein Zufallsgenerator?

Was ist ein Experiment, in dem ein Ergebnis sich aus
Zuféllen ergibt, aber es ist so hoch wahrscheinlich, dass es
als gewiss verkannt werden kann?

v

v

v

Welches Beispiel interessiert Dich am starksten?
Verteilung von Teilchen im Gleichgewicht?
Verteilung von diffundierenden Teilchen?
Ubergang vom unscharfen bis zum scharfen Teilchen?



Grundlagen

» Determinismus ist die Auffassung, dass ausgehend von
einer vollstandigen Feststellung des gegenwartigen
Zustands eines Systems, alle zukinftigen und alle
vorherigen Zustande des Systems laut strengen
GesetzmaBigkeiten bestimmt werden.

» Die Ubliche Metapher des Determinismus ist eine Uhr, die

nach mechanischen Regeln lauft.
LSree L

» Das Konzept des Determinismus hangt offenbar von einem
Konzept des Zustands eines Systems ab.



Grundlagen

» FUr eine Uhr gelten die Zahnrader und die Folge ihrer
Schritte vielleicht selbstverstandlich als die Zustande bzw.
die Regeln des Systems.

» Jedoch fuhrt eine ndhere Betrachtung zu der Erkenntnis,
wie uneindeutig diese Vorstellung ist:

» Bestehen die Zahnrader aus Teilchen, Wellen,
verknoteten Saiten oder noch etwas?

» Was genau ist die Kette von Ursache und Wirkung, die
hinter den Schritten der Zahnrader zu finden ist?

» Was bedeuten Ursache und Wirkung, wenn die
Zustande und die GesetzmaBigkeiten unklar sind?

» Indeterminismus ist die Auffassung, dass nicht alle
Zusténde eines Systems aus einer vollstdndigen
Charakterisierung des gegenwartigen Zustands bestimmt
sind.

» Das Konzept des Indeterminismus hangt mit dem Konzept
eines Zufalls zusammen.



Grundlagen

» Wenn in gewissen alltdglichen Kontexten Uber Zufalle
gesprochen wird, wird mindestens implizit auf einen
Mangel an Wissen hingewiesen, als ob ein Ereignis wie
z.B. eine Begegnung voraussehbar gewesen ware, wenn
ausreichend Information Gber Rahmenbedingungen
vorgegeben worden waére.

» Eine tiefere Vorstellung eines Zufalls beschreibt ein
Ereignis, das nicht einmal im Prinzip eindeutig bestimmt
werden kann, egal wie viel Information aus Perspektiven
zur Verflgung steht, die in Raum und Zeit vom Ereignis
getrennt sind.
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Grundlagen

» Mit der Verwendung von Wahrscheinlichkeiten wird
versucht, Uber solche Zufélligkeiten genauer zu sprechen,
aber was genau wird damit gemeint?

» In einem deterministischen Kontext wird eine
Wahrscheinlichkeit als der Anteil der Rahmenbedingungen
beschrieben, die zu einem Ereignis flhren.

» Jedoch ist diese Vorstellung nicht sinnvoll, wenn
ausgewahlte Rahmenbedingungen nicht eindeutig zu
einem Ereignis fihren.

» Eine robustere Vorstellung basiert
auf Haufigkeit, wobei die
Wabhrscheinlichkeit darstellt,
wie oft ein Ereignis sich
ergeben wirde, wenn gewisse
Bedingungen wiederholt gerahmt
werden.




Grundlagen

» Implizit bei allen dieser Konzepte
sind Vorstellungen von Raum
und Zeit.

» Ausgehend von Newton gibt es
eine Ubliche Pragung, dass
Raum und Zeit mit einem
Achsensystem versehen sind,
wobei die rdumlichen Achsen
senkrecht auf einander stehen,
die Zeitachse in die Zukunft zeigt und der kirzeste Weg
zwischen zwei Raumzeitpunkten geradlinig ist.

» Weiters soll dieses Achsensystem gelten, unabhangig
davon an welcher Stelle in Raum und Zeit es gewurzelt
wird und unabhangig davon ob es Materie oder Bewegung
geben sollte.

future




Grundlagen

» Ausgehend von Einstein gibt es eine Aktualisierung dieser
Pragung, wobei das Achsensystem eine Krimmung
besitzt, die anders ist an verschiedenen Stellen in Raum
und Zeit, und der kirzeste Weg zwischen zwei
Raumzeitpunkten ist nicht mehr geradlinig.

» Weiters gibt es laut der Relativitatstheorie kein universales
Jetzt, das von allen Perspektiven in Raum und Zeit gelten
kann.

» Wegen der aktuellsten Herausforderungen in der
theoretischen Physik hat sich die Intuition entwickelt, dass
Raum und Zeit aus grundlegenderen Aspekten der Realitat
entstehen.

» Minimalistisch zeitlich spricht man Uber eine Folge von
Ereignissen, die Hier hinter einander ablaufen.

» Minimalistisch raumlich spricht man Gber eine Trennung
von Orten, die kein gemeinsames Hier teilen.



Programmieren

» Ein Matlab Code fir die Grafik ist

n = 2;
x = linspace(0,1,n); xP = 0.5;
yN = (3-4%xx)/2; yA = (-1+4%x)/2; yP = 0.5;

plot(x,yN,’g’,x,vyA,'r’,xP,yP,"bo");

» Die 2 Geraden sind gegeben durch 1

0.8)

4X + 2y == 3 0.6|
—4X —|— 2y = _1 04

4 2 3 X . :
S e V7

. Seite 184 . .
» Ein Mat1lab Code zur Losung dieses Gleichungssystems:
A= [4,2;-4,2];
b = [3;-1];
x = A\b;

y

Ax=D>b {

10


https://www.mathworks.com/
https://www.mathworks.com/
https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/mathqw.pdf
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Programmieren
» Seien {x1, X2, ..., Xn} geprobte Daten.
» Der Mittelwert 1 und die Standardabweichung o sind
1

H= (e x0) an :[—Zn](xf—u)z]

iz

» Beispiele: gleichméBig und normal verteilte Daten sind
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u=-—0.0214, U =—0.0626,
02 =3.1860 02 =1.0834
» Histogramm: Auf der senkrechten Achse ist die Anzahl der
Werte {x1, X2, ..., Xo} in einem Bin mit Randwerten auf
der waagerechten Achse.



Programmieren

» MATLAB Code fir diese Grafiken:
n = 501;

x = rand(1l,n); % gleichmaessig in [0,1]

X = 6% (x-0.5); % gleichmaessig in [-3,31]}
disp([’'Mittelwert=’',num2str (mean(x))])

disp ([’ Standardabweichung='",num2str (std(x))])

subplot (1,2,1);

histogram(x,30); % x-Histogramm mit 30 bins
axis([—-4 4 0 40]);

y = randn(l,n); % Gauss (normal)
disp([’'Mittelwert=',num2str (mean(y))])

disp ([’ Standardabweichung='",num2str (std(y))])
subplot (1,2,2);

histogram(y,30); % y-Histogramm mit 30 bins
axis([-4 4 0 401);

» Was sind z.B. rand (2, 3) und randn (4, 3) ?
» Wie andert man u und o?

12
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Programmieren
» Skalierung von Gauss Verteilung

n = 501;
X

randn(1l,n); % Gauss, mu=1l, sigma=1l

x = 0.5x(x - 3); % Skalierung, mu=3, sigma=0.5
disp(['Mittelwert=",num2str (mean(x))1])

disp ([’ Standardabweichung=',num2str (std(x))])
subplot (1,2,1);

histogram(x,30); % x—Histogramm mit 30 bins
axis([-4 4 0 100]);

y = (x-mean (x))/std(x); % Normalisierung von x
disp([’'Mittelwert=',num2str (mean(y))])

disp ([’ Standardabweichung='",num2str (std(y))])
subplot (1,2,2);

histogram(y,30); % y-Histogramm mit 30 bins
axis([-4 4 0 100]);

» Wie ist y bei einer anderen Skalierung fir x? z.B.
x = randn(l,n); x = 0.1*%(x + 2);



Programmieren

» Schleifen:
n = 101;
x = 0;
for i=1:n
X = X + randi(10);
end
X = xX/n;
y = sum(randi(10,1,n))/n;
z = mean (randi(10,1,n));

» Was sind z.B.
randi (10), randi (6,2, 3) und randi (2,4, 3)?

» Was ist der Unterschied zwischen x, y und z?

» Was ist der Einfluss von n auf den Unterschieden
zwischen x, y und z?

14



Wahrscheinlichkeiten
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Siehe das statistik Skriptum.

Was sind die Folgenden?

Kombination, Variation, Permutation, Zahlprinzip.

Was ist Wahrscheinlichkeit Gberhaupt?

Was ist eine Zufallsvariable?

ihr Erwartungswert? ihre Varianz?

Was sind Unabhangigkeit und Korrelation? Wann sind
Zufallsvariablen unkorreliert aber nicht unabhéangig?
Was sind die Bernoullische, Binomiale, Multinomiale,
gleichmaBige und GauBsche oder normale Verteilungen?
Was ist der Zentrale Grenzwertsatz (ZGS)? Was ist ein
Beispiel der Anwendung dieses Satzes?

Siehe das video. Was ist die Differenz zwischen dem
Mittelwert der Schatzungen und der Anzahl der

Geleebohnen, wenn die Anzahl der Schatzungen
unendlich grof3 wird?


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/statqw.pdf
https://youtu.be/iOucwX7Z1HU
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Wahrscheinlichkeiten

» Fir ein Minzwurfspiel sei X die Zufallsvariable,
X(K)=%€0, X(z)=¢€1
mit
P(X=€0)=1, P(X=€1)=1.
» Der Erwartungswert ist

ux =E(X)=P(X =€0)€0+ P(X =€1)€1 =<€0.50
und die Varianz ist
0)2( =V(X)=E(X—ux)?) = P(X==€0)(€0—<0.5)
+ P(X =#€1)(€1—€0.5)>=€0.25
» Flr das zweimal Spielen seien Xi und X, die
Zufallsvariablen flr das 1. Spiel bzw. das 2. Spiel.
» Diese seien gleich verteilt wie X,

P(X; = €0) = P(X; = €0) = P(X = €0)
P(X; =€1) = P(Xo =€1) = P(X =€1) =

N =N —



Wahrscheinlichkeiten
mit
[.1)2(1 :[.l)2(2 = ,u%( =€0.50
oy, =0y, = O0x = €0.25
» Weiters seien sie von einander unabhangig,
PXi=n&Xo=m)=P(Xi=n)-P(Xa=m), n,me{€0,€1}
» Deswegen gelten fiir Y(?) = Xj + X, (Siehe Rechenregeln)
E(Y®) =E(X1) +E(X2) = 2ux
V(Y®) =V(Xi) + V(Xz) = 202
und

E(Y®)/2) =E(X1/2) + E(X2/2) = ux/2 + Ux/2 = Ux
V(Y®)/2) = V(X1/2) + V(Xe/2) = 02/4 + 02/4 = 02 /2.

» Weiters gelten (Siehe Rechenregeln)
Y®/2—py2) y@y2 Hy@)
— = VI (L) —F(XX _ _Hx _ _Hx _
( Ty(2) (2)) (Oy(Z)) (Oy(2)) OX/1/_ ox/+V2
YE/2—2)y o 2 o /2
( Oy(2) )= o? V(Y®r2) = =1

17 v®)


https://www.crashkurs-statistik.de/rechenregeln-fuer-erwartungswert-und-varianz/
https://www.crashkurs-statistik.de/rechenregeln-fuer-erwartungswert-und-varianz/

Geleebohnen im Glasgefal3

» Siehe das video.

» Sei X eine Zufallsvariable
flr eine beliebige Schatzung
der Anzahl der Geleebohnen.

» Fir eine beliebige Person

in einer Menge € sei
X:Q— (0, 00).

Q und M = (0, o) heiBen Ergebnisraum bzw. Messraum.

Sei ux = 4510, d.h. der Erwartungswert ist die tatsachliche
Anzahl der Geleebohnen im Glasgefal3. Muss es so sein?

Sei of( die Varianz von X mit ox > 0. (Voraussetzung, ZGS)
Es gelten |ux|, ox < oo. (Voraussetzungen, ZGS)
» Seien {Xi, Xo, ...} unabhangige Zufallsproben, alle
gleich verteilt wie X. (Voraussetzungen, ZGS)
» Die Zufallsvariable Y(" = Xj + Xo + « -+ + X, erfilllt:
Hym =nlx, 0%, =no2. Warum?

v

v

v

v
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https://youtu.be/iOucwX7Z1HU

Geleebohnen im Glasgefal3
» Die Zufallsvariable
Y(”)/n_ Ux

ox/+/n
erfallt: Warum?
pz,=0, 0% =1.
» Die Zufallsvariable Z ~ N(0, 1) sei normal verteilt mit

Zn:

_ 2 _
Uz =0, 02_1.

g(x)

b
P(Z € [a b)) = f g(x)dx

a

a(x) = e X72/\/2n

X

Seite 89

» Lautdem Zentralen Grenzwertsatz (ZGS) ndhert sich

. die Verteilung von Z, der Verteilung von Z an, wenn n — oo.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/statqw.pdf

Geleebohnen im Glasgefal3

» Es folgt fur jede beliebig kleine Zahl € > 0,

g(x)
0.4} e y(n)
0.3 o P n — Hx
e\ﬁ;}ax=2
0.2}
0.4} = p
J .\_g x
-4 -2 2 4

(Wie?)

<€e|=Pl|Z)| < —
Ox

eV/nN\ o
|Z|g—)”_°>°1.

Ox

» Fir fixiertes n wird Y("/n mehrmals geprobt und alle Proben
mit Histogramm dargestellt. Fir n — oo sehen diese so aus:

50 50

40 40
n=10

30 30

20 20

10 10

0
0 4510 10000 0 4510

20

10000

d.h. Ve >0, P(|Y(/n— x| > €) =3 0.

50

4510

10000



Geleebohnen im Glasgefal3

» Sei die Zufallsvariable X modelliert mit der
Wahrscheinlichkeitsdichte f,

b
x/a@)e 3, x>0

f(x)dx, f(x) :{ ( 0, x<0

f(x)

P(X € [a, b]) = J

a

0.0001

2000 5000 10000

. Seite 150
wobei a = 4510/2 wegen der Inteérale,

e}

oo
Ux = f xf(x)dx =2a, 0% = J (x—2a)?f(x)dx = 22°.
0 0

» Man merkt, f wird in ux nicht maximiert!


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/mathqw.pdf
https://www.wolframalpha.com/input/?i=Integrate%5Bx+%28x%2Fa%5E2%29Exp%5B-x%2Fa%5D%2C%7Bx%2C0%2CInfinity%7D%5D
https://www.integralrechner.de/

Geleebohnen im Glasgefal3
» Es gilt fir Y& = X + Xz,

(o]

P(a<X1+X2<b): P(a<x1+X2<b)f(x1)dx1 =

co o] b—x4
f P(a—x1 < Xo < b—X1)f(X1)dX1 :J |:J f(Xg)dX2:| f(X1)dX1
0 0 a—Xxq

[e's] b b [¢]
L= J U f(x—y)dX} f(y)dy =f U f(X—y)f(y)dy} dx
0 a a 0
» Daf(x—y)=0firx—y < 0d.h.fir y > x, folgt

b X
Pla< Xi+ Xa < b) :J Uo f(x—y)f(y)dy] dx

a

:f(z)(x)
und daher ist die Dichte fiir Y(®) gegeben durch
X36—x/a

31at

f®)(x) = f X Fx—y)f(y)dy =
22 0
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Geleebohnen im Glasgefal3
» Ahnlich gilt fir Y = Xy + Xo + - + X;,

b X2n—1 e—x/a

Pla<Y® <p) = | fDx)ax, fM(x)= ——
( ) fa 09 ) (2n—1)!g"

» Weiters gilt fur Y("/n

Pla< Y("/n<b) = o (n) x=nt o (n)
P(an < Y < bn) = 7 (x)dx "= nf\"(nt) dt

an a S~——
_F)(p)
F"(x)
0.0005/ -
n=10 2n—1 o—nx/a
n= ninx e
A SN 4
/ \ (2n—1)1a2"
1 x X

und P(|Y(/n— 4510 > €) =5 0, Ve > 0.



Geleebohnen im Glasgefal3

» Im video sind Schatzungen {xi, ..., x,} von n=160
Probanden gesammelt worden, und zwar mit dem
Mittelwert (x4 +--+ 4+ xp)/n ~ 4515.

» Laut dem Modell mit der Dichte f ist die Wahrscheinlichkeit
dieses Ergebnisses gegeben durch:

y(160)
P( ‘ —4510
160

» Fiir die Dichte f gelten ux = 2a = 4510, ox = ¥2a~ 3189.

Seiten 89-91 . .
» Lautdem Zzentralen Grenzwertsatz wird diese

Wahrscheinlichkeit so approximiert,

4515 Details
55):J F(189)(x)dx ~ 0.015819
4505

~0.0198
y/(160) 5/160 +0.0198 o—x2/2

P(‘ —4510 S5)zP(|Z|s ):J dx
160 3189 —0.0198 V21

~ 0.015823.

» War das Ergebnis ein ziemlicher Gliicksfall? eas


https://youtu.be/iOucwX7Z1HU
https://www.wolframalpha.com/input/?i=Integrate%5B160%28160x%29%5E%282*160-1%29Exp%5B-160+x%2F%284510%2F2%29%5D%2F%28%282*160-1%29%21%284510%2F2%29%5E%282*160%29%29%2C%7Bx%2C4505.%2C4515.%7D%5D
https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/statqw.pdf
https://www.wolframalpha.com/input/?i=Integrate%5BExp%5B-x%5E2%2F2%5D%2FSqrt%5B2Pi%5D%2C%7Bx%2C-5+Sqrt%5B160%5D%2F3189%2C%2B5+Sqrt%5B160%5D%2F3189%7D%5D

Geleebohnen im Glasgefal3

» Berechnung der oben stehenden Funktionen mit

Mathematica:
flx_, a_] = Expl[-x/a] x/a"2
Plot [f[x,4510/2],{%x,0,10000}]
muX = Integrate([x f[x,al,
{x,-Infinity,+Infinity}]
sigX = Integratel (x—muX)"2 f[x,al,

{x,-Infinity,+Infinity}]

f2[s_, a_] = Integratel[f[s—-x,alflx,al,{x,0,s}]
f3[s_, a_] = Integrate[f2[s-x,alflx,al,{x,0,s}]
flx_, a_, n_] = Exp[-x/a] x*(2n-1)/((2n-1)! a~(2n))
F[x_, a_, n_] = n f[n x, a, n]

Plot|[

{F[x, 4510/2, 5],

F[x, 4510/2, 10],

F[x, 4510/2, 201}, {x, 0, 10000},

PlotLegends -> {"n=5", "n=10", "n=20"}
]


https://www.wolfram.at/

Geleebohnen im Glasgefal3

» Berechnung der oben dargestellten Verteilung fir Y(")/n
mittels Zufallsproben:

a = 4510/2;

x = linspace (0, round(6*a), round(6*a));

f = (x/a”2) .xexp(-x/a); $ F'(x) = f(x)
F=1- (1 4+ x/a).xexp(-x/a); % F1(F(x)) = x
Fl = @(z) x(find(abs(F-z) == min(abs(F-z)),1));
n = 100; imax = 10=*n;

y = zeros(l,imax);

for i=l:imax

u = rand(l,n); % gleichmaessig [0,1]

yr = zeros(l,n);
for j=1:n
vr(j) = Fl(u(j)); % yr verteilt fuer
end % Geleebohnen
y (i) = mean(yr);
end

histogram(y, 30)



Ganz viele Mlinzen werfen

» Wie konzipiert man ein Experiment mit ganz vielen
Minzen, das zu einer Folge von solchen Histogrammen
fahrt, wie fir Geleebohnen gesehen?

» Was ist eine geeignete Zufallsvariable X : Q — M ?
Was ist der Ergebnisraum Q? der Messraum M?

» Was sind ux und ox ?



Ganz viele Mlinzen werfen

v

Was sind die unabhangigen Zufallsproben {Xi, Xz, ... },
alle gleich verteilt wie X?

Was ist die Verteilungvon YW = X; + Xo ++++ 4+ X, ?

Bei welchem m* wird P(Y(") = m) maximiert?
Konvergiert P(Y(") = m*) zu 1, wenn n — c0?

Wird die Verteilung von Y(") immer enger fiir n — o0?
Wird die Verteilung von Y(")/nimmer enger fiir n — co?
Was sind Uy und Oy ?

Was ist die Differenz zwischen Y("/n und ux fiir n — co?

Wie kann man das Experiment mit Mat 1ab simulieren und
mit Histogrammen darstellen?


https://www.mathworks.com/

Ganz viele Mlinzen werfen

» Wie schon vorher fir die Einfihrung in Wahrscheinlichkeiten

verwendet, sei X eine Zufallsvariable mit
X(K)=0, X(z)=1

und
P(X=0)=1—qg, PX=1)=q.

» Der Erwartungswert ist
Ux =E(X)=P(X=0)-0+P(X=1)-1=qg
und die Varianz ist
0)2( =V(X)=E(X—pux)?) = P(X=0)(0-—qg)?
+ P(X=1)(1—q)?=q(1—q)
» Flr das mehrmalige Spielen seien { X1, Xo, ... }

Zufallsvariablen fir das 1. Spiel, das 2. Spiel, usw.
» Diese seien gleich verteilt wie X,

{ P(Xi=0)=P(X=0)=1—¢q

i=12. § px—1)=p(X=1)=q



Ganz viele Miinzen werfen
mit
i=1,2 { Hx=Hx=4
2 | 02 =02 =q(1—q)
» Weiters seien sie von einander unabhangig,
P(Xi=n&X;j=m)=P(Xi=n)-P(X;=m), n,me{0,1}, i#j
» Deswegen gelten fir Y(" = X + Xo + -+ + X,

E(Y(M)=E(X1) + -+ E(Xp) = nux
V(YD) =V(Xq) + -+ + V(Xn) = no?

und
E(Y(/n) = E(X1/n) + -+ + E(Xp/N) = Ux
V(Y(/n) = V(Xi/n)+ -+ + V(Xn/n) = 02/n.
» Weiters gelten (Siehe Rechenregeln)
Y(n)/n_lly(n) o y(/n Hy(n) .
[E( Oy(n) ())_ (Uy(n) ) (g ) )_UX/1/_ UX//_ 0
Y /n—u,n 1 o /n

V( Oy(n)Y()):Uz V(Y/n) =32 a%/n =1

y(n)


https://www.crashkurs-statistik.de/rechenregeln-fuer-erwartungswert-und-varianz/

Ganz viele Mlinzen werfen

» Die Zufallsvariable
Y(”)/n_ Ux

Ip=—""———
5 ox/+/n
erflllt: Warum?
Uz, =0, ogn =1.

» Die Zufallsvariable Z ~ N(0, 1) sei normal verteilt mit
b
P(Z € [a, b]) = f g(x)dx, g(x)=e*"2/V2n
a

_ 2 __
Uz =0, 02—1.

Seite 89

» Lautdem Zentralen Grenzwertsatz nahert sich die
Verteilung von Z, der Verteilung von Z an, wenn n — co.

» Es folgt fir jede beliebig kleine Zahl € > 0, Wie?
y() €EVN\ oo €EVN oo
P( — Hx SG)ZP(IZnIS—)"—»P(IZIS—)”—»L
n Ox Ox

31


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/statqw.pdf

Ganz viele Minzen werfen
» Das Minzwurfspiel wird durch Zufallsproben so simuliert.

n = 50; % Anzahl der Muenzen

g = 0.5; % P(Z2) = P(X=1)

imax = 10*n;

y = zeros (l,imax);

for i=l:imax % n Zahlen, gleichmaessig
u = rand(l,n); % verteilt in [0,1]
y (i) = mean(u<q); % Mittelwert der Anzahl

end % mit u<g

histogram (y)

» Je groBer n ist, desto weniger ist die Streuung.

n=20 n=40 n=60
150 150 150

100 100 100

50 50 50

0 0 0
0 1 0 1 0 1



Ganz viele Mlinzen werfen

» Da die Zufallsvariable X die Bernoulli Verteilung
hat, hat Y(" = X; + -+ + X, die Binomial Verteilung

[
R e e e

. Seite 5
> Siehe Herleitung.

Mit g = 1/2 wird diese Verteilung in m = n/2 maximiert.
» Die entsprechende maximale Wahrscheinlichkeit ergibt
sich aus dem Dreieck von Pascal, aber

mit der Formel von Stirling,

v

v

n n
n ~ 2nn(—), n— oo
e

folgt nach Vereinfachung

n—oo n nn 2 oo
P(Y( = n/2) = 2= — =20
2m(n/2)(n— n/2) (n/2)"?(n— n/2)"="?2 T

33


https://www.crashkurs-statistik.de/bernoulliverteilung/
https://matheguru.com/stochastik/binomialverteilung.html
https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/KeelingMW20.pdf
https://de.wikipedia.org/wiki/Pascalsches_Dreieck
https://de.wikipedia.org/wiki/Stirlingformel

Ganz viele Minzen werfen
» Vergleich zwischen binomial und normal:

n = 50; % Anzahl der Muenzen
g = 0.5; % P(z) = P(X=1)
Y = zeros(1l,n+1l); % Y(m) = P (Summe = m)
for m=0:n
Y (m+1l) = nchoosek (n,m)*g”m* (1l—-qg) " (n-m);
end
mu = qgj; % Erwartungswert von Y" (n)/n
s2 = gx(1-q) /n; % Varianz von Y~ (n)/n
m = linspace(0,1,n+1l); dm = m(2)-m(1);
Z = dmxnormpdf (m,mu, sgrt (s2)); % normal verteilt
plot(m,Y,’"b’,m,Z2,"g’) % binom vs. normal

» Je gréBer n ist, desto &hnlicher sind die Verteilungen.

n=5 n=10 n=20
0.5 0.5 0.5

binom
normal

/A N
LN [N

34 0 1

0
1 0 1




Ganz viele Wiirfel werfen

» Wie konzipiert man ein Experiment mit ganz vielen
Wairfeln, das zu einer Folge von Histogrammen fUhrt, wie
schon bei den Geleebohnen und den Miinzen gesehen?

» Was ist eine geeignete Zufallsvariable X : Q - R ?
Was ist der Ergebnisraum Q? der Messraum R?

» Es stellen sich wieder die selben Fragen tber
Verteilungen, die fur Minzen gestellt worden sind . . .

» Wie kann man das Experiment mit Mat 1ab simulieren und

- mit Histogrammen darstellen?


https://www.mathworks.com/

Ganz viele Wiirfel werfen

» Seien Sy, ..., Sg die Augenzahlen 1, ..., 6 flr eine Wirfel.
» Sei X eine Zufallsvariable mit

X(S1)=1, ..., X(Ss)=6
und
PX=1)=-=P(X=6)=3, PX¢g{1,...,6})=0
» Der Erwartungswert ist
px=EX)=P(X=1)-1+-+P(X=6)-6=1
und die Varianz ist
02 =V(X)=P(X=1)- (=12 +-+P(X=6)-({—6) =3

» Flr das mehrmalige Spielen seien { X1, X2, ... }
Zufallsvariablen fur die 1. Wurfel, die 2. Wirfel, usw.
» Diese seien gleich verteilt wie X,

P(Xi=m)=P(X=m)=%, me{1,...,6}, i=12...



Ganz viele Wiirfel werfen
= 7’ YRR 2 o 2 o 35
ox,- - ox — 12

» Weiters seien sie von einander unabhangig,

P(Xi=n&Xj=m)=P(X;=n)-P(X;=m), nme{1,..

» Deswegen gelten fir Y™ = X; + Xo + -+ + Xp,
E(Y(M) =FE(X1) +--- +E(Xp) = nux

., 6},

V(YD) = V(X)) + -+ + V(X)) = no2

und

E(Y("/n) =E(X1/n) + -+ E(Xp/N) = UUx
V(Y)/n) = V(Xi/n)+ -+ V(Xa/n) = 02/n.

» Weiters gelten

Y(”)/n—lJy(n) Y(n)/n IJy(n) Ux Ux
( Oy(n) ())_[E( Oy(n) ) [E(Uy(n))_ Ux/1/277_0x/1/ﬁ_0
Y/ n—u(ny 1 os/n
\/( y(n ): = \/(Y(n)/n): Og/n:1'

OY(n) v(n)

(Siehe Rechenregeln)


https://www.crashkurs-statistik.de/rechenregeln-fuer-erwartungswert-und-varianz/

Ganz viele Wiirfel werfen

» Die Zufallsvariable
Y(”)/n_ Ux

Ip=—""———
5 ox/+/n
erflllt: Warum?
Uz, =0, ogn =1.

» Die Zufallsvariable Z ~ N(0, 1) sei normal verteilt mit
b
P(Z € [a, b]) = f g(x)dx, g(x)=e*"2/V2n
a

_ 2 __
Uz =0, 02—1.

Seite 89

» Lautdem Zentralen Grenzwertsatz nahert sich die
Verteilung von Z, der Verteilung von Z an, wenn n — co.

» Es folgt fir jede beliebig kleine Zahl € > 0, Wie?
y() €EVN\ oo €EVN oo
P( — Hx SG)ZP(IZnIS—)"—»P(IZIS—)”—»L
n Ox Ox

38


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/statqw.pdf

Ganz viele Wiirfel werfen

» Das Wiirfelspiel wird durch Zufallsproben so simuliert:

n = 50;
imax = 10%*n;
y = zeros(l,imax);

for i=l:imax

y (i) = mean(randi(6,1,n));
end
histogram(y, 30)

» Je gréBer n ist, desto weniger ist die Streuung.

n=20 n=40 n=60
100 100 100




Ganz viele Wirfel werfen
» Das Ergebnis (Y = m) lasst sich so darstellen,
(Y(Z):m) = (Y(1):m—1undX2:1)
oder (Y =m—2und X; =2)
oder ---
oder (Y")=m—6und X> =6).
» Da die Ereignisse (X2 =), i=1,..., 6, disjunkt sind, gilt
P(Y®) =m) P(Y") =m—1und Xp = 1)
P(Y(") = m—2und Xp = 2)

+ P(Y") =m—6und Xo =6).

» Da die Wirfe unabhéangig sind, gilt
P(Y®?) =m) P(YD =m—1)-P(Xo=1)
P(Y() =m—2)-P(Xo =2)

P(Y") =m—86)-P(Xo =6)

+ 4+



Ganz viele Wirfel werfen
» Dahergiltfir2<m<6-2,

P(Y® =m)=[P(YD) =m—1)+---+ P(Y() =m—8)]/6.

» Ahnlich fUr jedes ngilt fir n < m < 6n,

s
~<

(n+1) :m):[p(y(n) :m_1)+...+p(y(n) :m—6)]/6.

» P(Y(") = m) wird in m* = | 7n/2] maximiert. Es gelten

Seiten 9-11

P(YMN=m) = 0, m=1,...,n—1

P(YMW=m) > 0, m=n,...,6n

PiYMW=m) = P(YM=7n—m), m=n,...,m
steigend, m=n—1,..., m*

P(Y™) = m) st

fallend, m= . m’, ngerade ,e.., 0N
m*+1, nungerade

n— oo

und P(Y(") = m*) — 0.


https://digitalscholarship.unlv.edu/cgi/viewcontent.cgi?article=1025&context=grrj
https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/KeelingMW20.pdf

Ganz viele Wiirfel werfen

» Vergleich zwischen der Verteilung und normaler Approximation:
n = 50; p = zeros(n,6*n); p(l,1:6) = 1/6;

for j=2:n
for m=7j: (6%73)
ml = max(l,m-6); % Rekussions-
m2 = max (l,m-1); % formel,
p(j,m) = sum(p(j-1,ml:m2))/6; % oben
end
end
m= (1l:6%n)/n; dm = m(2)-m(1);
mu = 7/2; s2 = 35/(12%n); % normal
z = dmxnormpdf (m,mu, sqrt (s2)); % verteilt

plot (m,p(n,:), " b’ ,m,z,"g")
» Je gréBer n ist, desto &hnlicher sind die Verteilungen.

n=5 n=10 n=20
0.15 0.15 0.15
exakt exakt exakt
normal normal normal




Ganz viele Teilchen zerfallen

» Wie konzipiert man ein Experiment mit ganz vielen
zerfallenden Teilchen, das zu einer Folge von Histogrammen
fhrt, wie bei den bisherigen Beispielen gesehen?

Co-60 Decay

75 —

Siehe das video.

50 —

Co0-60 remaining (%)

25 —
12.5

Number of half-lives
(1 half-life = 5.27y)

» Was ist eine geeignete Zufallsvariable X(t): Q — R ?
Was ist der Ergebnisraum Q? der Messraum R?

» Es stellen sich die selben Fragen Uber Verteilungen . ..

» Wie kann man das Experiment mit Mat 1ab simulieren und
mit Histogrammen darstellen?


https://youtu.be/lSlC5Jzn9C8
https://www.mathworks.com/

Ganz viele Teilchen zerfallen

» Uberlege den ZerfaII eines zufalligen Teilchens im Zeitintervall
[0, t]. Siehe Herleltung Sei X(t) eine Zufallsvariable mit

keinen Zerfall in [0, t] : X(t) =0
Zerfallin [0, 8] . X(f) =1
PX(H)=0)=1—e?, PX(t)=1)=e".

» Der Erwartungswert ist

Ux(ry = E(X(t)) = P(X(t) =0)-0+ P(X(t) =1)-1 =2

und die Varianz ist V(X(t)) = E((X(t) — kx(n)?) =

of((t) = P(X(t) =0)(0— e *)?
+ PX(t)=1)(1—e )2 =e M1 —e)

» FUr mehrere Teilchen seien { Xi(t), Xo(t), ... }

Zufallsvariablen fiir das 1. Teilchen, das 2. Teilchen, usw.
» Diese seien gleich verteilt wie X(t),

10 {P(Xi(l‘):O):P(X(t):o):e—)\t
44 i=1,2,... P(Xi(t)y=1)=P(X(t)=1)=1—e


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/KeelingMW20.pdf

Ganz viele Teilchen zerfallen

mit
i=1,2 ... {“?’() ”é(():ej; At
oX/(t)—oX“)—e (1—e™)

» Weiters seien sie von einander unabhangig, d.h. flr i £ j,
P(Xi(t) = n & Xj(t) = m) = P(Xi(t) = n)-P(Xj(t)=m), n,me{0,1}.
» Deswegen gelten fir Y () = Xq(t) + Xa(t) + - - + Xp(1),

E(Y)(8)) = E(X1(2)) + -+ + E(Xa(1)) = i

YOU(£)) = V(% (1) + - + V(Xo(1)) = 0%

V(
E(Y"(t)/n) = E(X1(t)/n) + -+ + E(Xa(t)/N) = Hxy)
V(Y (8)/n) = V(X1 (t)/n) + -+ V(Xn(t)/n) = of((t)/n.

» Weiters gelten (Siehe Rechenregeln)
YO/ =ty YO (t)/n Hy() ) Hx() Hx(
=[( )—E = — =0
Oy(n)(t() ) Uy(")(t) Oy(n)(t) ox(t //_ Ox t)/1/77
Y (8)/n—1y () 1 t/
0y = A y(YO)(t)y/n) = ST 1,

IO Y () (1) Oxn/N


https://www.crashkurs-statistik.de/rechenregeln-fuer-erwartungswert-und-varianz/

Ganz viele Teilchen zerfallen
» Die Zufallsvariable

Y(n) t/n_
Z(t) = (1) Mx(1)

oxw/4/n

erfallt:
Mz, =0, 03 =1

» Die Zufallsvariable Z ~ N(0, 1) sei normal verteilt mit
b

P(Z €a, b)) = f g(x)dx, g(x)=e*"%/V2n

_ 2 _
Uz =0, 02_1'

Seite 89

» Lautdem Zentralen Grenzwertsatz ndhert sich die
Verteilung von Z,(t) der Verteilung von Z an, wenn n — oo.
» Es folgt fur jede beliebig kleine Zahl € > 0,

< e) - P(IZn(t)l < e‘rn) kg P(IZI < eﬁ) i

ox(t) ox(1)

Y (t)

n

P( — Mx(1)

46



https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/statqw.pdf

Ganz viele Teilchen zerfallen
» Zerfall der Teilchen durch Zufallsproben:

n = 50;
t = 1;
lam = log(2);

g = exp(-lamxt);

imax = 10%n;

y = zeros(l,imax);

for i=1:imax

u = rand(l,n);

y (i) = mean (u<q);

end
histogram (y)

o o oo

o\°

o oo oo

o\

Anzahl der Teilchen
Zeitintervall ist [0, t]
Halbwertzeit = log(2)/lam
P (Ueberleben in [0,t])

n Zahlen, gleichmaessig
verteilt in [0,1]

Mittelwert der Anzahl
mit u<qgq

» Je groBer n ist, desto weniger ist die Streuung.

150

n=20

n=40 n=60

100

50

150

100

“ 50
0

150

100

1 0 1



Ganz viele Teilchen zerfallen

» Da die Zufallsvariable X(t) die Bernoulli Verteilung
hat, hat Y(n)(t) = Xi(t)++-++ Xy(t) die Binomial
Verteilung

P(Y) () = m) = ( " )(1 — g M)m(g My

» Bei der Halbwertzeit t=log(2)/A wird diese Verteilung
in m= n/2 maximiert.

» Die entsprechende maximale Wahrscheinlichkeit ergibt
sich aus dem Dreieck von Pascal, aber

» mitder Formel von Stirling,

n n
n!zVZnn(—) , Nn— 00,

e
folgt nach Vereinfachung

. - n n" 2 ..
P(Y(}) = n/2) == J =y — =50

2n(n/2)(n— n/2) (n/2)"2(n— n/2)"—"2 n
48


https://www.crashkurs-statistik.de/bernoulliverteilung/
https://matheguru.com/stochastik/binomialverteilung.html
https://matheguru.com/stochastik/binomialverteilung.html
https://de.wikipedia.org/wiki/Halbwertszeit
https://de.wikipedia.org/wiki/Pascalsches_Dreieck
https://de.wikipedia.org/wiki/Stirlingformel

Ganz viele Teilchen zerfallen

» Zerfall der Teilchen in Abhangigkeit der Zeit. Exakte
normale Approximation:

Wahrscheinlichkeiten vs.

n = 50;

lam = log(2);
T = 5%x1log(2)/lam;

imax =

for i=1
t:
q =
Y:
for

end
mu
s2

1

00;

imax
Tx1i/imax;
exp (—lamx*t) ;

o° o° o o°

o° o° o°

Anzahl der Teilchen
Halbwertzeit = log(2)/lam
Endzeit

Anzahl der Zeitschritte

Zeitintervall ist [0, t]
P (Ueberleben in [0,t])

zeros (1l,n+1); Y (m) = P (Summe = m)
m=0:n
Y (m+1l) = nchoosek(n,m)*g”"m* (1l-q) " (n-m);
q; % Erwartungswert von Y” (n)/n
gx (1-q9) /n; % Varianz von Y~ (n)/n



Ganz viele Teilchen zerfallen

m = linspace(0,1,n+1);
dm = m(2)-m(1l); normale
Z = dmxnormpdf (m, mu, sqrt (s2)); Verteilung

plot (m,Y,’'b’,m,%Z,"g") binom vs.

o® o° o oe

axis ([0 1 0 0.571) normal
drawnow;
end
» Je groBer n ist, desto &hnlicher sind die Verteilungen:
unten Binomial und Normal, fir t = 0 (rechts) , ..., T (links).

» Da die Wahrscheinlichkeit des Zerfallens spater héher
wird, liegen die Maxima anfanglich rechts, und sie
bewegen sich nach links.

n=10 n=25 n=50




Viele stationare Teilchen in einem Behélter

Seien ganz viele Teilchen
und ein Behalter gegeben,
wobei der Behélter in ganz
vielen Bins unterteilt ist.
Siehe das video mit der
derzeitigen Vorstellungen,
dass alle Teilchen auf den
Boden fallen. Im n&chsten
Abschnitt bleiben sie im
energetischen Gleichgewicht.
Sei es gleich wahrscheinlich, dass ein beliebiges Bin mit
einem beliebigen Teilchen besetzt wird.

Finde die Verteilung von n Teilchen in k Bins, die am
wahrscheinlichsten ist.

» Weiters finde die Erwartungsverteilung.
» Bei einem Zufallsexperiment mit n immer gréB3er

nahern sich die Durchschnittsverteilungen einer Verteilung an?


https://youtu.be/weAP7-0qtTY

Viele stationare Teilchen in einem Behélter

» Sei Q = {By, By, ..., Bk} das Ergebnisraum mit den

maoglichen Orten der Teilchen.

Seien die Teilchen mit {Ty, To, ..., Tn} markiert.

Fir ein beliebiges Teilchen T sei Xj: Q — {0, 1} eine
Zufallsvariable mit X;(T in B)) = é; .

{Xi,..., Xc} sind korreliert, vgl. k = 2 und Minzspiel.
Fir das jte Teilchen sei X;;: Q@ — {0, 1} eine
Zufallsvariable mit Xj ;(T; in B;) = 6.

Weil die Teilchen unabhéngig von einander Platz finden,
sind { X1, ..., Xin} fUr fixiertes i unabhangig.

Sei die Zufallsvariable Y\ = X; 1 + - -+ + X; , die Anzahl
der n Teilchen im jten Bin.

Gilt P(|Y\"/n—1/k| < €) =5 1 fir jedes € > 0? Wie?
Wie kann man das Experiment mit Mat 1ab simulieren und
mit Histogrammen darstellen?


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/statqw.pdf
https://www.mathworks.com/

Viele stationare Teilchen in einem Behalter
» Fir ein beliebiges Teilchen sei X; eine Zufallsvariable mit
Teilchenim Bini: Xj=1
Teilchen nichtimBini: Xi=0
PXi=0)=1—q, PXi=1)=0q, q+--+q=1

Seite 76 Seite 76

» Der Erwartungsvektor des Zufallsvektors
X={Xi,..., Xg} ist

ux=E(X)=q={qi ..., q}

. ,Seite 76 . .
und die Kovarianzmatrix ist

¥2 = V(X) = E(X — ux)(X — ux)") = diag(q) — qq"
» Fir das jte Teilchen sei X; ; eine Zufallsvariable mit
das jte Teilchen im Bin i:  Xj; =1
das jte Teilchen nichtim Bin /- Xj; =0

wobei X ; gleich verteilt ist wie X;.
» Da die Teilchen von einander unabhéngig sind, sind
53 {Xi1,..., Xin} fir fixiertes i unabhangig.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/statqw.pdf
https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/statqw.pdf
https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/statqw.pdf

Viele stationare Teilchen in einem Behélter

» Sei die Zufallsvariable Y( ) = Xj1+++++ Xj n die Anzahl
der Teilchen im iten Bin.

» Mit m; Teilchen im jten Binund m= {mj, ..., my} hat der
Zutallsvektor Y = {Y\7, .., v{"} die .

Multinomial- Vertellung (S|ehe Herleltung)

n! -
™ — m)— mogm [ G
P(Y m) (m1lm2|mk|)q1 D { My —+-+~+Mkg=n

» Da die Zufallsvektoren X; = { Xy j, ..., Xk ;} unabhéangig
sind, gelten

E(Y™) = E(Xq) + -+ +E(Xp)
V(YD) = V(X1) 4+ + V(Xn)
» Mit1={1,...,1} und g = 1/k gelten
E(Y™)=1/k, V(Y") = (k-diag(1)—11T)/k?


https://de.wikipedia.org/wiki/Multinomialverteilung
https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/KeelingMW20.pdf

Viele stationare Teilchen in einem Behélter

Seite 89 .
» Lautdem Zentralen Grenzwertsatz gilt

[Y("/n—1/kK|
P(|lY™"/n—1/k|<€)=P o SeYn

wobei Z die normale Verteilung N(O, Zi) mit
Erwartungsvektor 0 und Kovarianzmatrix Zf( hat.
» Mit der Formel von Stirlingund

Seiten 177-18
Lagrange-— Multlpllkatoren kann man zeigen, dass

der Erwartungsvektor
E(Y(") =1/k

die Funktion P(Y(™ = m) beziiglich m maximiert.
» Aufgabe: Dies mindestens flr einfachere Félle zeigen.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/statqw.pdf
https://de.wikipedia.org/wiki/Stirlingformel
https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/mathqw.pdf
https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/KeelingMW20.pdf

Viele stationare Teilchen in einem Behélter

» Berechnung der Verteilung durch Zufallsproben:

n = 1000; k = 5; imax = 10%n; y = zeros (k,imax);

for i=1:imax
u = randi(k,1,n); v = zeros(k,n);
for j=1:n

v (u ( ] ) ’ j ) =1 2 Bin5 relative Verteilung in 5 Bins

end '
y(:,1) = mean(v,2); “ e

end o o

subplot (1,2,1); o .

for i=1:k 00 o2
histogram(y (i, :),30); 85 02 = e S B S
title([’Bin ’,num2str(i)])
disp([’mean=’",num2str (mean(y (i, :)))]1);
disp([’std=’',num2str(std(y(i,:)))1]1);
pause;

end

subplot (1,2,2); plot(mean(y,2)); axis([1l k 0 17]);

title([’relative Verteilung in ’,num2str(k),’

>

Je héher nist, desto weniger ist die Streuung.

Bins’]);



Viele energetische Teilchen in einem Behalter

» Seien ganz viele
energetische Teilchen
in einem Behalter gegeben.

N
A\

Rv“‘
i

i AW‘L//( ’ .
n,'}' (]

\ \ \\\ \\\ %M/

» Alle Teilchen besitzen
nur kinetische Energie,
und die gesamte Energie

im Behélter ist fixiert.
» Analog zur Position im

letzten Abschnitt seien
nun die Energien der Teilchen in vielen Bins unterteilt.

» Man sucht die Verteilung von n Teilchen in k Bins, die am
wahrscheinlichsten ist.

» Weiters sucht man die Erwartungsverteilung.

» Bei einem Zufallsexperiment mit nimmer gréBer nahern
sich die Durchschnittsverteilungen einer Verteilung an?


https://youtu.be/weAP7-0qtTY

Viele energetische Teilchen in einem Behalter

» Sei Q = {By, By, ..., Bk} das Ergebnisraum mit den

moglichen Energien der Teilchen.

Ein Teilchen im iten Bin hat Energie E;, wobei

Ex>E_1>---Eo>E >0.

Seien die Teilchen mit {T1, To, ..., Tp} markiert.

» FUr ein zufélliges Teilchen T sei X;: Q — {0, 1} eine
Zufallsvariable mit X;(T in B)) = é; .

» Fur das jte Teilchen sei Xj;: Q — {0, 1} eine
Zufallsvariable mit X; ;(T; in B)) = 6.

v

v

> Sei die Zufallsvariable Y™ = X1 + - + X; » die Anzahl

der n Teilchen, die im iten Bin zu finden sind.

» Wegen der fixierten gesamten Energie E ist das Platzfinden
far ein Teilchen im Allgemeinen abhangig von den anderen,
aber es wird gesehen, fir E = O(n) immer gréBer sind X; ;

und Xy anndherungsweise unabhéngig
> Fir X = {Xi, ..., X} und Y”) {Y .., Y1 gilt
PY"/n—pyl <€) =51, Ve > 0?



Viele energetische Teilchen in einem Behalter
» Mit m; Teilchen im iten Bin der Energie E; seien

1={1,...,1}, m={my,...,m¢}, E={Ei, ..., Ex}.
Sei E = E/n die durchschnittliche Energie mit
Ey<E<1TE/K

v

v

Mikrozusténde sind Verteilungen von {Ty, Ta, ..., Tp}.
Makrozustande sind Verteilungen von {my, ..., mg}.
Alle méglichen Mikrozustande seien gleich wahrscheinlich.

eite 18

Der Zufallsvektor Y = {Y\", .., v{"} seiso verteilt,

l n! 1"Tm=n il
p(y(n):m): N\ m! m'E=E, N = Z (m')
0, sonst, 1Tm=n, mE=E">

v

v

v

» Mit dem Multinomialkoeffizienten werden mdgliche
Mikrozustand-Permutationen fir einen gegebenen
Makrozustand berticksichtigt.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/KeelingMW20.pdf

Viele energetische Teilchen in einem Behalter
» Diese Verteilung wird mit den folgenden GréBen untersucht.

Makrozusténde E= {E,-}j’.‘: ] # Mikrozusténde
(M= maY = m | LK K= ()
Erwartungen: m= Z;\; m;Ki/N N

» Z.B. seien E={(i—1

AE}L, AE="

(=g

E=nund n, k=5.

N |~

Makrozustande Eq E. Es E,4 Es | # Mikrozustande
M=1: 1 4 0 0 0 5

2: 4 0 0 0 1 5

3: 3 0 2 0 0 10

4: 3 1 0 1 0 20

oo M=5:1 2 2 1 0 0 30
Erwartungen: | 250 1.43 0.71 0.29 0.07 Gesamt: 70

» Mit Wahrscheinlichkeit 30/70 ist Makrozustand m* = ms
am wahrscheinlichsten, und die Erwartungen m sind ahnlich.




Viele energetische Teilchen in einem Behalter

» Sei M eine Zufallsvariable fir den Makrozustand

» Beispielsweise wird E[X1] =0-P(X; =0)+1-P(X; =1)
durch die Bayesche Regel gegeben,

PXi=1) = SV PXi=1|M=)PM=i)=3] "1k
310 320 230
57o+§%+57o+5%+§%_05

» Analog ergeben sich die Erwartungswerte:
Mx =EX] =E[X}] = /n, E[Y"]=E[X1]+--+E[X,] =

» Unabhéangigkeit wird mit der Bayeschen Regel so kontrolliert
P(Xo,j=1& Xy,jy=1)= Zf; P(Xo;j=1& X1,y =1|M=i)P(M=1)
:Zi (PXoj=11X1p=1&M=0)P(Xy=1|M=i)P(M=i)
41 045 , 0310 , 1320 , 2230 _ 1
=357t 4570 4570 Tae70 Tas70=7=FXej=1)P(Xiy=1)
> Hier ist Unabhangigkeit genau. Im Allgemeinen gilt die Uber-

einstimmung anndherungsweise fur E = E/n=fix und n — o



Viele energetische Teilchen in einem Behalter

P(’Y(”)/n—l-lx‘ <e)= P(

» Mit der Abhangigkeit von {X,-}/’.’:1 folgt mit dem Zentralen

Grenzwertsatz, Ve >0
1Y) /n—pyl
1/4/n

wobei Z ~ N(0, 4) mit Erwartungsvektor 0 und
Kovarianzmatrix Zi.

Daher ist p y anndherungsweise auch die Makrozustand-
Verteilung, die am wahrscheinlichsten ist.

Trotzdem sind Unterschiede zwischen dem wahrscheinlichsten
Zustand m* und dem Erwartungszustand m in der obigen
Tabelle mit n = k = 5 nicht trivial.

Die Methode von Boltzmann wird nun verwendet, um den
Makrozustand zu bestimmen, der annaherungsweise flir n
sehr grof3 am wahrscheinlichsten ist.

Dieser Zustand wird durch das Maximum des
Multlnomlalkoeff|2|enten unter Einschrankungen mit

Seiten 1

Lagrange— Mult iplikatoren bestimmt.

Se/ﬁ)’ﬂ’fp(m <evn) =31


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/mathqw.pdf

Viele energetische Teilchen in einem Behalter

>

Daflr soll der Multinomialkoeffizienten in der Zielfunktion
P(Y(") = m) beziiglich m unter den Einschrénkungen
1"m = nund m" E = E maximiert werden.

Die grébere Formel von StirlingIn(n!)= nin(n)—n
wird in der transformierten Zielfunktion In(P(Y(") = m))
verwendet.

Der gesuchte Zustand ist stationar fir die
Lagrange-Funktion

Lim A, u)=m'(1—=In(m))—=A(1"m—n)—u(m"E—E)
Far die entstehenden Rechnungen seien definiert

Ze—“ff = &E[Z/(u) + EZ(u)]

wobei Z(u) dle sogenannten Partitionsfunktion ist.
Die Stationaritédtsbedingungen der Lagrange-Funktion sind

m=¢e?HE, nper =Z(u) und P(u)=


https://de.wikipedia.org/wiki/Stirlingformel
https://de.wikipedia.org/wiki/Zustandssumme

Viele energetische Teilchen in einem Behalter
» Unter der Annahme E; < E < 17T E/k gelten
Kk k

¢(0) = Z(E— E,) < O’ ¢/(N) _ Z(E_ Ei)Ze[J(E—EI-) >0

i=1 i=1

Jim () = Jim A(E— E;)eH(E=E) + fim A(E— E;)e(E=E) = o,
Ei>E Ei<E

=0 =00

~

» Dabher existiert genau ein u* € (0, ), mit dem die
Stationaritatsbedingungen erfillt sind.

» Laut dem Boltzmann Modell gilt 1/u* = k T, wobei k die
Boltzmann Konstante und T die Temperatur sind.

> Mit V2 L = diag(—1/m) ist L konkav in m Uber (0, n)¥.

» Daher mit der Bolt zmann Verteilung wird die
Wahrscheinlichkeit P(Y(") = m) beztiglich m unter

eiten 19-20

Erhaltungseinschrankungen maximiert,

m* =ne M E/z(u*).


https://en.wikipedia.org/wiki/Boltzmann_distribution
https://en.wikipedia.org/wiki/Boltzmann_distribution
https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/KeelingMW20.pdf

Viele energetische Teilchen in einem Behalter

Vergleich der
Verteilungen mit

E:{(i—1)AE}f‘:1
AE =2
E=n k=5,
n=>5,10,

20, 40.

Konvergenz
der Differenzen
zu Null ist
augenscheinlich.

Anzahl der Teilchen

Anzahl der Teilchen

)

s

@

>

n=5 Teilchen, k=5 Energiestufen

——Erwartung
——Warscheinlichst
~———Boltzmann

2
Energiestufen

n=20 Teilchen, k=5 Energiestufen

——Erwartung
——Wahrscheinlichst
Boltzmann

5 10 15
Energiestufen

20

n=10 Teilchen, k=5 Energiestufen

|

o

Anzahl der Teilchen
RS

~

Anzahl der Teilchen
a8

S

o

——Erwartung
——Wabrscheinlichst
~——Boltzmann

2.5 5 7.5 10
Energiestufen

n=40 Teilchen, k=5 Energiestufen

——Erwartung
——Wahrscheinlichst
Boltzmann

10 20 30 40
Energiestufen
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» Diese Verteilungen werden so berechnet:
function boltz global n k M K E Etot

n=5; k=5; % # Teilchen, Stufen
E = (0:k-1); % Energiezustaende
Etot = (k-1); % Gesamtenergie
Ehat = Etot/n; % Durchschnittsenergie
mul = 0; mu2 = 1; % Bisectionsverfahren
pmul = sum( (Ehat-E) .*xexp (mulx (Ehat-E)));
pmu2 = sum( (Ehat-E) .xexp (mu2x (Ehat-E)));
for i=1:1000 $ mu in [mul,muZ2]
mu = (mul+mu2)/2; $ mitteln
pmu = sum( (Ehat-E) .xexp (mux (Ehat-E)));
if (pmuxpmul > 0)
mul = mu;
else % neues Intervall
mu2 = mu;
end
if (abs (mu2-mul)<l.0e—-6xabs (mu))



Viele energetische Teilchen in einem Behalter

break;
end
end % Boltzmann:
Mb = nxexp (-mu*E) /sum(exp (-muxE) ) ;
M = [1; K= 1T[1; Tabelle [M]|K]
Mi = zeros(l,k); 1. Zeile

tabelle (1,Mi); rekursiv, Mi->[M|K]

o o° o° o° o o°

N = sum(K); Anzahl der Mikros
p = K/N; Wkten der Mikros
Ma = p’ *M; Durchschnitt
i = find(p == max(p));
Mp = mean(M(i, :),1); % wahrscheinlichst
end
function tabelle(j,Mi) global n k M K E Etot
if ((sum(Mi) > n) || (dot(Mi,E) > Etot))
return;
end

67 for i=0:n
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Mi(3) = i;

if ((sum(Mi) > n) || (dot (Mi,E) > Etot))
return;

end
if (3 <= k-1)

new_column (j+1,Mi); % neue Spalte, rekursiv

else % neue Zeile:
if ((sum(Mi) == n) && (dot (Mi,E) == Etot))
M = [M;Mi]; K = [K;multcoef (Mi)];
end
end
end

end
function ¢ = multcoef (k)
c =1; for i=1:1length (k)

c = cxnchoosek (sum(k(1:1)),k (1)) ;
end



Brownsche Bewegung

» Brown hat 1826-27 die unregelméaBige Bewegung von im

Wasser schwebenden Blitenstaubteilchen beobachtet. Er
und andere haben gemerkt, der Pfad eines gegebenen
Teilchens ist so unregelmanig dass es zu keiner Zeit eine
Tangente hat, und die Pfade von zwei Teilchen sind
unabhéangig von einander.

Bell shaped curve
i.e. Normal distribution

Siehe das video.



https://imsc.uni-graz.at/keeling/modII_ss15/Evans_SDE.pdf
https://youtu.be/6VdMp46ZIL8

Brownsche Bewegung

>

Die zufallige Bewegung von Teilchen in einem dinnen
Rohr wird hier betrachtet.

Ein beliebiges Teilchen bewegt sich zufallig nach links oder
nach rechts mit gleicher Wahrscheinlichkeit.

Sei & eine Zufallsvariable mit

P(6=—1)=2=P(5=+1)

wobei § = —1 und 6 = +1 Verschiebungen eines Teilchens
nach links bzw. nach rechts darstellen.
Seien {61, 62, ... } unabhangig und gleich verteilt wie 6.
Dargestellt sei die Position eines beliebigen Teilchens zur
Zeit t in Zeitschritten von At durch die Zufallsvariable

X(t; At).
Zur Zeit t = 0 gilt X(0, At) =0.

» Zur Zeitt =1- At qilt

X(1-At; At) = V2DAt - &

wobei D > 0 eine Diffusivitat darstellt.



Brownsche Bewegung
» Zur Zeit t =2 - At gilt

X(2-At; At)=X(1-At; At) + V2DAt- 6>
» Zur Zeit t = kAt giltfark=1,2,...
X(k- At At)=X((k—1) - At; At) + V2DAL - 6k

» Analog seien { Xi(t; At), Xo(t; At), ... } Zufallsvariablen,
die die Position von Teilchen darstellen, die sich gleichartig
aber unabhangig von einander bewegen, d.h. k=1,2, ...

Xi(k - At At) = Xi((k— 1) - At At) + V2DAt - 8,

wobei {d; x} unabhéngig und gleich verteilt wie 6 sind.
» Man simuliert diese Bewegung von Teilchen durch
Zufallsproben und erstellt Histogramme fur die
Teilchendichte.
» Wie kann man das Histogramm der Teilchen-Verteilung
voraussagen?



Brownsche Bewegung

» Die Verschiebungs-Zufallsvariable é erfillt
Us =E6)=P(6=—1)(—1)+P(6=+1)(+1)=0
02 =V(8) = P(6 =—1)(=1—0)? + P(6 = +1)(+1—0)> =1

» Die Positions-Zufallsvariable erftllt

Lt/At]

X(t; At) = X(t— At At)+V2DAL-6 yay = -+ = V2DAL D &
i=1

mit Lt/At]
Ux(t.aty = E(X(t; At)) = V2DAt Z s, =0

i=1

und

Li/at] [t/At]
2 _ . 2\ 2
OX(t; Ay = E(X(t; At)°) =2DAt ,-_21 o5 = N




Brownsche Bewegung

Seite 89
» Lautdem Zentralen Grenzwertsatz

P(a< X(t;A) < b) =
/At a < X(t;At)—ux(t;At) < /At b
Lt/At) V2Dt~ Ox(t:At) ~ \ Lt/At] ¥2Dt

AEPP( 2 2<L) Z~N(0,1), a<b, abeR
J/2Dt ~ V2Dt o S '
» Daher gilt
AtO1 b/ /2Dt 2
- e ?/2dz
V a/ /2Dt

— X / 4Dt) dX

P(a< X(t;At) < b) ~5

x:z:2D J
v4nDt
» Aufgabe: Fir a € (0, E] entwickle das Modell mit

. PE=—1)=a, P(6=0)=1—2a, P@E=+1)=a


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/statqw.pdf

Brownsche Bewegung
» Brownsche Bewegung von einzelnen Teilchen:

n = 1000; imax = 1000; X = zeros(l,n);

D =5; dt = 0.01; al = 0.1;

a = -10; b = +10; m = 29;

xi = linspace(a,b,m+l); dx = xi(2)-xi(1);
xXc = xi(l:m)+dx/2;

Beial =a=0.1

t = 0; .
. . anstatt o = 0.5 wird
for i=l:imax . N
die Bewegung schon
t = t+dt; .
gedampft.
z = rand(l,n);
de = -(z < al) + (z > 1-al);
X = X + sqgrt(2+Dx (dt/ (2+al))) xde;
[N,yi] = histcounts(X,xi); R = N/n;
r = (erf(xi(2:m+1)/ (2*sqrt (D*t)))
- erf(xi(l:m)/ (2xsqrt(Dxt))))/2;
plot (xc,r,"b’,xc,R,"g’); drawnow;
end



Brownsche Bewegung

Vergleich der Ergebnisse von diesem Code:
» Fira=-—10, b= +10.
m=29, D=5,
dt =0.01
und o = 0.5:

Mehr Abstand
zwischen
Zufall vs. Normal

Teilchendichte

» Fira=—10, b= +10.
m=29, D=5,
dt =0.01
und o = 0.1:

Teilchendichte

Weniger Abstand
zwischen
Zufall vs. Normal




Brownsche Bewegung

» Sei X(t) eine Zufallsvariable flr die Position eines
beliebigen Teilchens in einem diinnen Rohr zur Zeit t.
» Sei p(x, t) die Wahrscheinlichkeitsdichte fur X(t),
b
Pla< X(t)<b)= J p(x, t)dx
a
» Angenommen gilt p(x, 0) = po(x) anfanglich.
» Laut einem Argument von Einstein (siehe Herleitung)
ist p eine Lésung von seest

pt(x, 1) = Dox(X, 1), P(X,0) = po(X)
und ist gegeben durch

+00 g~ Y?/(4Dt)
X, t) = X—y)————d
p(x, 1) f_m Po(X—y) WeT T ly

ab Seite 226

» Mit den Methoden im Numerik Skriptum wird das
Anfangswertproblem auf einem Intervall so geldst:


https://en.wikipedia.org/wiki/Brownian_motion
https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/KeelingMW20.pdf
https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/numerik

Brownsche Bewegung
» Evolution der Wahrscheinlichkeitsdichte in einem Intervall:

Nx = 101; xi = linspace(0,1,Nx+1);
hx = Xl( ) —x1(1); Je héher D ist, desto
xc = xi(l:Nx)’
Nt = 1001, T=20.1; dt = T/Nt; D = 1;
Dx = spdiags (ones (Nx,1),1,Nx-1,Nx)

- spdiags (ones (Nx,1),0,Nx-1,Nx) ;
Dx = Dx/hx;
A = speye (Nx) + dt*DxDx’ xDx;
r = double((xc > 0.5-1/Nx) & (xc < 0.5+1/Nx));

Diffusionsoperator

r = r/(hx*xsum(r)); p = r anfanglich konzentriert!
plot (xc,r); axis ([0 1 0 10]); drawnow;
for k=1:Nt . .
r = A\r; Zg_ltsch__ntte
plot (xc, ) ; Ruckwarts-Euler
Verfahren

axis ([0 1 0 10]); drawnow;
end

+ hx/2; schneller ist Diffusion



Brownsche Bewegung

Vergleich der Ergebnisse vom Code:

> Fiir Nx = 101, Nt = 1001,
teo, 5], x €[0, 1],
und D = 1:

Es bleibt

|
J p(x, t)dx =1
0

Also p(x, t) =3 1.
» Fir Nx = 101, Nt = 1001,
tefo, %], x €10, 1],
und D = 11—0:
Die Evolution

ist langsamer.
mit D kleiner.

Evolution der Dichte

Evolution der Dichte




Von Quanten- bis zur klassischen Materie

» Siehe das Doppelspalt-Experiment.

» Im 20. Jahrhundert ist entdeckt worden, dass Licht und
Materie beide einen Wellen- und einen Teilchen-Charakter
besitzen.

» Um den Wellencharakter zu verdeutlichen, soll die
mathematische Beschreibung von Wellen hervorgehoben
werden, wie sie fir Elektromagnetismus und
Strémungsmechanik bekannt sind.


https://youtu.be/ip8cmyitHss

Von Quanten- bis zur klassischen Materie

eiten 28,64
» Sei eine komplexe Welle mit der Wellenfunktion

w(x, t)=u(x, t)+t-v(x, t)=p(x, t)exp[t: O(x, )]

p(x, 1) =/ U3(x, t) + v3(x, 1), tan(8(x, t)) = v(x, t)/u(x, t)

u(x, t)=p(x, t)cos(OB(x, t)), v(x,t)=p(x, t)sin(6(x, 1))
dargestellt, wobei nur die Intensitat
lw(x, )l = p(x, 1)

messbar ist.
» Falls es zwei Wellen wy(x, t) und ws(x, t) gibt, folgt aus
der Superposition flr die Gesamtamplitude

w(x, t) = wy(x, t) + wa(x, t)

wi(x, t) =ui(x, t)+ - vi(x, t) = p1(x, t)exp[t- O1(x, t)]
wa(x, t) = ta(X, t) + L= va(X, t) = pa(X, t) exp[t - B2(x, 1)]


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/mathqw.pdf

Von Quanten- bis zur klassischen Materie

Seite 29

» Aufgabe: Zeige (Lésung)
[w(x, )% = (ur(x, )+ - vi(x, 1) - (u1(x, ) = t- v4(x, 1)) =
P2(x, t) + P5(x, t) + 201(x, t)p2(X, t) cos[B1(x, t) — Ba(x, t)].

» Der letzte Term ist der sogenannte Interferenzterm.
» Der klassische Transport von Masse wird beztglich der
Materie-Dichte mit der Konvektionsgleichung modelliert,

pi(x, t) + [v(x, )o(x, 1)]x =0

wobei v(x, t) die lokale Geschwindigkeit ist.
eite 11
» Beispielsweise ist die Lésstu}lg dieser Gleichung gegeben
durch die reisende Welle, Zeige dies!

p(x, t) = po(x = V1)

wenn p(x, 0) = po(x) anfénglich gilt und die
Geschwindigkeit v(x, t) = v eine Konstante ist.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/KeelingMW20.pdf
https://de.wikipedia.org/wiki/Kontinuit%C3%A4tsgleichung
https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/pdg.pdf

Von Quanten- bis zur klassischen Materie

» Mit diesem Modell kann aber keine Interferenz entstehen.
» Deswegen wird eine Materie-Welle mit der Wwellenfunktion

b0 ) = Vo Dexolb(x, /AL

p(x, t)=¢(x, I, 6(x, t)=arg[Y(x,t)]
allgemeiner modelliert, wobei die Phase 6 fiir die
beobachteten Interferenzmuster notwendig ist.

» Die Phase ist hier mit der Planck-Konstante A skaliert.
» Flr eine Materie-Welle wird die Wellenfunktion so
interpretiert, dass

9 (x, )17 = p(x, t)

die Wahrscheinlichkeitsdichte flir die Position eines
Teilchens darstellt.
» Daher muss erflllt werden,

+ 00
J lg(x, )Pdx =1, Vt=0.

82 —®


https://arxiv.org/pdf/1201.0150v2.pdf

Von Quanten- bis zur klassischen Materie

» Weiters gibt es die Beziehung 0x(x, t) = mv(x, t)

zwischen der Phase 6 und der Geschwindigkeit v, wobei
m die Masse eines Teilchens darstellt. s

Die Konvektionsgleichung fir o wird mit einer zweiten
Gleichusr;gngg]_;die Phase 0 gekoppelt.

Diese zwei Gleichungen flr p und @ bilden ein System,
das sich von der einfacheren Schrédinger Gleichung
ergibt, die folgendermaf3en formuliert werden kann.

FUr die geradlinige Bewegung eines einzigen Teilchens sei
die Wellenfunktion gegeben durch

Seiten 64, 227

lﬂ(X, t) —_ Aet(wx/v—wt) _ Aezm(x/)‘_w)

wobei A die Amplitude der Schwingungen, w = 271V die
Drehfrequenz und v = vA die Geschwindigkeit sind.

Mit der Frequenz der Schwingungen v, ist die Energie E
gegeben durch die Planck-Einstein Formel,

E =2mnhv.


https://arxiv.org/pdf/1201.0150v2.pdf
https://arxiv.org/pdf/1201.0150v2.pdf
https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/KeelingMW20.pdf
https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/mathqw.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Planck%E2%80%93Einstein_relation

Von Quanten- bis zur klassischen Materie

» Mit der Wellenlange A ist der Impuls p durch die
de-Broglie-Einstein Hypothese gegeben

2nh
p= N

» Folglich ist die Wellenfunktion gegeben durch
(//(X, t) _ Aet(xp—Et)/ﬁ_

» Esgelten

oy p 32y 02
—(x, t) = —AeCP=E/A - T (x 1) = —— Ag'P—E/A _
ax( ) h ax2( ) A2

und

oy LE LE
—(x, 1) = ——AeP=E/N — ___y(x, t).
at( ) " " g(x, t)

2

p
—ﬁlﬂ(x, t)


https://de.wikipedia.org/wiki/Materiewelle
https://www.ableitungsrechner.net/

Von Quanten- bis zur klassischen Materie

Sei V das lokale Potential, dem das Teilchen ausgesetzt wird.
Die Gesamtenergie E ist gegeben durch die Summe der
kinetischen (%mvz) und der potentiellen (V) Energie,

vy

02
E = mv +V=—4V.
2m
» Aus
pz
Ey(x, t)= (x B+ V(x)¥(x, t)
folgt
hao h° 92
nhow_mov
L 9t 2mox?

» Diese ist die Schrédinger-Gleichungin 1D.
ist die Schrédinger Gleichung analog gegeben durch

ﬁaxp h?
85 L ot 2m
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https://de.wikipedia.org/wiki/Schr%C3%B6dingergleichung
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» Im letzten Abschnitt sind Formeln und Methoden entwickelt
worden, die fir die Lésung der Schrédinger Gleichung
angepasst werden kénnen.

» Analog zur Brownschen Bewegung ist eine Lésungsformel

flr das Anfangswertproblem (V=0)
oy th 32y
x0) = Yo(x
~ = YOe) =)

gegeben durch ( = th/(2m))

+00 —
Y(x, t)= f exp )dy.
tﬁ )t
411

» Analog zur Brownschen Bewegung kann das
Anfangswertproblem auf einem Inteblévglglzplt den
al eite

numerischen Methoden im Numerik Skriptum SO geldst
werden, wie im unten stehenden Code gesehen.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/numerik
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»

Aufgabe: Verwende die oben stehende Lésungsformel,
um die Lésungen auf der Wiki-Seite zu kontrollieren.

Laut der Arbeit von Heisenberg kénnen die Position und
der Impuls eines Teilchens nicht gleichzeitig bestimmt
werden. Die Unscharfe des Ortes x und des Impulses p
werden jeweils durch deren statistische Streuung oy und
0p definiert, und die Unschérferelation besagt

UX'OPZFI/Z.

Dirac hat gemeint, die klassische Mechanik kann als
Grenzfall der Quantenmechanik angesehen werden, wenn
h gegen Null strebt. Dies soll hei3en, Newtonsche
Gesetze sollen sich von der Schrddinger Gleichung
ergeben, wenn A — 0.

In dieser Arbeit wird Uber den Grenzibergang im Detail
erklart.


https://de.wikipedia.org/wiki/Schr%C3%B6dingergleichung#Eindimensionales_freies_Teilchen
https://de.wikipedia.org/wiki/Heisenbergsche_Unsch%C3%A4rferelation
http://statintquant.net/siq/html/climit/climit.html
https://arxiv.org/pdf/1201.0150v2.pdf
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» Aufgabe: Fir eine Pakete-Breite o und mit A = h/m stelle
die Losung (d.h. |¢|2, R(¥), 3(¢)) dynamisch grafisch dar,

ova/m 211 nth\ m20%  (x—2mth/(Am)— tmo?/A)?
Yx, )=\ —————exp —(x——)— - .
02 4 2ith/m A Am A2 02 4 2ith/m

flr h groB (h ~ 1, quantum) und fUr A klein (A = 0.1, klassisch),
bzw. m klein (quantum) und fir m grof3 (klassisch).
» Mit A = 4mh/(mv) erfullt diese Lésung

ova/m 202%(x — vt)?
e — —— e
Vo + 4Rt/ m? P\ 7ot aneee/m

» Mit h — 0 oder m — oo hat die Lésung die Form

_ 2
p(X’ t) — iexp (_M)

p(x, t) = g(x, )2 =

mo2 02/2

die einer reisenden Welle mit Geschwindigkeit v entspricht.

- » Aufgabe: Stelle diese dynamisch grafisch dar. Siehe video.


https://imsc.uni-graz.at/modellwoche/2020/quant1d.m4v
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» Evolution der Wellenfunktion in einem Intervall:

hbar = 1; sig = 0.5; lam = 1; m = 1; il = sqgrt(-1);
A=h/m

Nt = 10000; T = 10; dt = T/Nt;

Nx = 1024; xi = linspace(-5,+5,Nx+1)’;

dx = x1(2)-xi(l); xc = x1(1:Nx) + 0.5*dx;

Dx = spdiags (ones (Nx-1,1),1,Nx—-1,Nx)

- spdiags (ones (Nx-1,1),0,Nx-1,Nx);

Dx = Dx/dx; L = Dx’«*Dx;

$ L(l,:) = 0; L(Nx,:) = 0;
Diffusionsoperator

I = speye(Nx);

A= ~ilshbarsL/(2«m); Crank-Nicholson

th = 0.5 Verfahren

Bl = (I - thsdtsh); era

B2 = (I + (1-th)*dt*A);
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t=0;
psi = exp(-pit2+sig”2/lam”?2

- (xc - ilxpixsig”2/lam) .”2/sig"2

+

2«pi*il*xc/lam);
psi psi*sqgrt (sqrt (2/pi) /siqg);
plot (xc, real (psi),’'r:’,
xc,imag(psi),’'g:’,
xc,abs (psi) ."2,"b")
axis([-5 +5 =2 2]); drawnow;
for k=1:Nt
t = k+*dt;
psi = B1\ (B2*psi);
plot (xc, real (psi),’'r:’,

xc,imag(psi),’'g:’,
xc,abs (psi) .2, "'b’)
axis([-5 +5 =2 2]1); drawnow;
end

Anfangsbedingungen,
Y(x, 0) oben

Zeitschritte
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» Flhre den oben stehenden Code mit den Einstellungen
aus: A = h/m mit (a) h groB3 (oder m klein) und mit (b) h
klein (oder m grof3). Erkenntnisse?

» Aufgabe: Wiederhole diese Uberlegungen in 2D und fiir
zwei Teilchenwellen, um das Doppelspalt-Experiment zu
simulieren. Siehe video.

[f———om [ro—7—"—-m
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https://imsc.uni-graz.at/modellwoche/2020/quant2d.m4v
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