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1 Einleitung

Bevor wir uns mit der Umsetzung der Matrixassemblierung beschéftigen, wollen wir uns
einen kurzen Uberblick von der Methode der finiten Elemente (kurz FEM) verschaffen.
Die FEM ist ein numerisches Verfahren zur Losung von Randwertproblemen. Ein ein-
dimensionales Beispiel dafiir wire folgendes Problem:

Klassische Formulierung
Gesucht ist u € C?(a,b) N C*(a,b] N Cla,b], so dass

—u"(z) + cu(x) = f(x) Ve € Q= (a,b),c>0
u(a) = gq a=T4
—u'(b) = ap(u(b) — up)

gilt. Wobei c,u, und oy vorgegebene Werte sind und f eine gegebene Funktion ist.

Bei der FE-Methode geht man allerdings nicht von der klassischen Formulierung aus,
sondern von der Variationsformulierung. Fiir unser Beispiel kann man sie wie folgt her-
leiten:

1. Man definiert zuerst einen Raum V{; der Testfunktionen v durch:

Vo={ve H(Q):v =0 auf I}
Dabei ist H'(Q) = {u € Ly(a,b)" : 3 verallgemeinerte Ableitung ? v’ € Ly(a,b)}

Als Testfunktionen wéihlt man bewusst Funktionen, die auf dem Randstiick mit
Randbedingungen 1.Art gleich 0 sind.

2. Dann multipliziert man die Differentialgleichung mit einer Testfunktion v aus dem
Raum V| und integriert das ganze iiber €. Fiir unser obiges Beispiel bedeutet das:

b
"La(a,b) = {u: 3 [(u(@))® < oo}
2yverallgemeinerte Ableitung: Sind u und w integrierbare Funktionen und gilt:
b b
Ju(z)¢' (z)dz = — [w(z)d(z)dz

fiir alle Funktionen ¢ € C'[a,b] mit ¢(a) = $(b) = 0, dann heiBt w verallgemeinerte Ableitung von u
nach x



3. Nun wendet man die Formel fiir die partielle Integration auf den Hauptteil (den
Term mit der 2. Ableitung) an. Das liefert

b b

- [Waperds = [ @) @)ds i @i,

4. Baut man jetzt noch die Randbedingungen (—u'(b) = ap(u(b) — up) und v(a) = 0)
ein, dann ergibt sich

b b

—/u"(x)v(x)dw = /u’(m)v'(x)dm + apu(b)v(b) — apuyv(b)

a a

Damit kénnen wir die Variationsformulierung des Beispiels angeben

Gesucht ist u € V; = {u € H'(a,b) : u(a) = ga}, so dass
a(u,v) = (F,v) Vo € Vo = {v e HY(a,b) : v(a) = 0}

gilt, wobei

b
a(u,v) = /[u’(x)v'(:}:) + cu(z)v(x)]dr + apu(b)v(b)

b
(F,v) = /f(:c)v(:c)dw + apupv(b)

An dieser Stelle wire zu bemerken, dass es sich bei der Funktion a(u,v) um eine sym-
metrische und positiv definite Bilinearform auf V' = H'(Q) handelt und die Funktion
(F,v) eine Linearform ist. Es gilt also:

a(viug + vaug, v) = via(uy, v) + vea(ug, v) Yui,ug € V, VYuvi,1s € R

a(u, viv1 + 1ove) = ria(u, v1) + vea(u, va) YueV, Vuvi,ve €V, Vv, neR
a(v,v) >0 Vv e Vp,v#0

und

<F, viv1 + I/2’l)2> = V1<F, U1> + I/2<F, ’Ug> Yvi,ve € V,Vurq, 10 € R

1.1 Galerkin- und Ritz-Verfahren

Wir betrachten die Herleitung des Galerkin-Ritz-Verfahrens ausgehend von der Variati-
onsformulierung. Die Idee ist, dass man die co-dimensionalen Mengen



= {u e HY(Q) : u(z) = gi(z) auf T1},Vo = {v € HY(Q) : v(z) = 0 auf I';} und
V = H'(Q) durch folgende endlichdimensionale Mengen ersetzt.

Vi, = {vp s vp(x Z vipi(x)} = span{p; : i € wp} CV
1EWy,

Vor = {vn : vp(x) = Z vipi(x)} = span{p; : i € wy}
€W

Vo = {on 1 vp(z) = Z vp;(x Z ip;(x
jewn, J€m

Die Funktionen p; werden Ansatzfunktionen genannt, sie sind vorgegebene, linear un-
abhéngige Funktionen. Die Koeffizienten v; kénnen frei gewéhlt werden und mit wy,, wy,
und -, bezeichnen wir endliche Indexmengen. Fiir diese soll gelten: wy, = wp U yp,.
AuBlerdem wird gefordert, dass

Z ajp;i(x) =~ gi(x) Ve e Ty

JE€YR
Gesucht wird nun also eine Ndherungslosung der Variationsformulierung in der Form

2) = > upi(x)+ Y py() (1)
JjE€wp, JETR
Fiir die gilt:
a(up,vp) = (F,vp) Vop, € Vo

Um die Néherungslésung zu bestimmen muss man die Koeffizienten u;, j € wj berech-

nen. Setzt man einen Losungsansatz uy wie in (1) in a(up,vy) = (F,vp) ein und wihlt
eine der Ansatzfunktionen p;, i € wy, als vy, (d.h. v, = p;), dann erhélt man:

Z uja(pj7pl sz Z uj p]vpz

JEwp J€YR

Daraus ergibt sich das Galerkin-Gleichungssystem

Gesucht ist u, = [uj]jew, € RV", so dass
Kpuy, = ih
gilt, mit der sogenannten Steifigkeitsmatrix
K = [a(pj, pi)lijew,

und dem Lastvektor

i sz Zuj pjapz iCwy,
JETR




Bemerkung 1. Das Ritz- Verfahren geht von einem Minimierungsproblem aus. Gesucht
1 N

wird das Minimum der Funktion J(w) = —a(w,w) — (F,w). Uber die notwendige Bedin-

gung 1.0rdnung fiir Minimalstellen, kommt man auf das Ritzsche-Gleichungssystem.

Wenn die Funktion a(.,.) bilinear, positiv und symmetrisch ist, dann ist das Ritz-System
gleich dem Galerkin-System. Daher kommt auch der Name Ritz-Galerkin-System.

1.2 Gebietsdiskretisierung und Beschreibung einer Vernetzung

Das Ziel ist es nun also das Ritz-Galerkin-Gleichungssystem zu l6sen. Natiirlich mochte
man sich die Arbeit so einfach wie mdoglich machen. Die Frage ist also wie soll man
die Ansatzfunktionen wéihlen, um eine moglichst leicht zu handhabende Matrix Kj zu
bekommen. Eine Idee dafiir ist Ansatzfunktionen mit lokalem Triger zu verwenden.
Also unterteilt man das Gebiet €2 auf dem man das Randwertproblem untersucht in
"kleine”, sich nicht iiberlappende Teilgebiete T(). Diese Teilgebiete nennt man finite
Elemente. Man wahlt dafiir z.B. Intervalle in eindimensionalen Gebieten, Dreiecke oder
Vierecke in 2-dimensionalen und Tetraeder oder Hexaeder etc. in 3-dimensionalen Ge-
bieten.

Fiir die Zerlegung fordert man folgende Eigenschaften:

1.
Ry, Ry,
Q=70 baw. 0= T = Q firh -0
r=1 r=1

Was bedeutet, dass die Vereinigung der T(") das Gebiet Q entweder iiberdeckt,
oder zumindest fiir immer kleiner werdene Elemente approximiert.

2. Fiir alle 7,7/ = 1,2, ...Ry, mit r # v’/ ist

(0 oder

FO) A T ein gemeinsamer Eckknoten oder
eine gemeinsame Kante oder

eine gemeinsame Fliche (im 3-dimensionalen)

Eine solche Zerlegung des Gebiets {2 nennt man Vernetzung. Die Eckpunkte der
finiten Elemente werden als Knoten bezeichnet.

Fiir das Randwertproblem vom Anfang kénnte man das Gebiet [a, b] etwa in N gleich-
grofe Intervalle unterteilen.

Wie beschreibt man nun eine solche Vernetzung? Zuerst werden jeweils die finiten Ele-
mente und die Knoten gesondert durchnummeriert. Danach weist man den Knoten der
einzelnen Elemente noch eine lokale Knotennummer zu.
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Abbildung 2: Nummerierung der Elemente und der lokalen Knoten

D.h. jeder Knoten hat eine globale Knotennummer und eine lokale Knotennummer. Die
Verkniipfung von lokaler zu globaler Knotennummer wird in einer Elementzusammen-
hangstabelle angegeben. In dieser Tabelle stehen in der i-ten Zeile jene globalen Kno-
tennummern, die den lokalen Knotennummern des i-ten Elements entsprechen. (Siehe
Abbildung 2)

Wiirde man die Elemente (Intervalle) in Abbildung(1) einfach von links durchnumme-
rieren. Bekédme man folgende Elementzusammenhangstabelle:

Elementnummer | lokale KnotenNN. 1 | lokale KnotenN. 2
0 0 1
1 1 2
i i i+1
N-1 N-1 N

Als Ansatzfunktionen werden wir grundsétzlich stetige, stiickweise polynomiale Funktio-
nen verwenden, die nur iiber ganz wenigen dieser Teilgebiete von Null verschieden sind.
Wir sprechen hier also von Funktionen mit lokalem Trager.

In unserem Beispiel kénnte man fiir i € {1,..., N — 1} etwa die Funktionen

T izl falls z € [x;_1, 2]
pz(x) = % falls z € (a:i,:ci+1}
0 sonst



und fir ¢ =0 bzw. i = N

Tr—a
falls x € |a, 21
() =4 N a, x1]
0 sonst
b—=x
fall _1,b
(@) = N alls x € [xn_1,b]
0 sonst
verwenden.
F:H Fji F:IN
a }{1 i # K o Fn b

Abbildung 3: Ansatzfunktionen

Was sind jetzt aber die Vorteile von derart gewédhlten Ansatzfunktionen?

1. Die Steifigkeitsmatrix ist schwach besetzt.

Falls int(supp(p;)) U int(supp(p;)) =0 = K;j = a(p;,p;) =0

2. Elementweise Berechnung der Steifigkeitsmatrix ist méglich. Die Eigenschaften

Q:Qh:UT(” und 7 N 70 = ¢, fiir r #7’

ermoglichen es uns ein Integral iiber () wie folgt aufzuteilen:

/(...)dw => /(...)d:r
"o

Q

Bemerkung 2. Verwendet man komplexere finite Elemente, als nur Intervalle, dann
definiert man zuerst eine Ansatzfunktion iber einem Referenzelement. Um fiir ein belie-
biges finites Element die passende Ansatzfunktion zu erhalten, fithrt man eine Koordi-
natentransformation auf das Referenzelement durch.



1.3 Aufbau des Gleichungssystems

Im folgenden Kapitel beschéftigen wir uns mit dem Aufbau des FE-Gleichungssystems
(d.h. des Ritz-Galerkin-Systems). Zur Erinnerung noch einmal die Aufgabenstellung:

Gesucht ist u;, € RV, so dass Kpuy, = Sy
wobel K = [a(pj, pi)lijew, wnd f) = [(F,pi) =3 e, 450(pj; pi)licw, -

In unserem Beispiel ergibt sich direkt aus der Variationsformulierung:

b

a(u,v) = /[u’(x)v’(m) + cu(z)v(z)|dz + apu(b)v(b)

b
(F.) = [ fa)ola)ds + apuo(d

Bevor man das vollsténdige, komplexe Problem behandelt, erzeugt man im ersten Schritt
einmal die Steifigkeitsmatrix ohne die Randbedingungen zu beriicksichtigen. Diese wer-
den erst im Nachhinein eingebaut.

D.h. a(u,v) wird in der Berechnung erstmal durch

b

a(u,v) = /[u’(x)v’(x) + cu(z)v(z)|dx

a

ersetzt und statt (F,v) verwendet man
b
(F.v) = [ f@p(a)da.

Um das Gleichungssystem aufzubauen werden zuerst fiir jedes Element sogenannte Ele-
mentsteifigkeitsmatrizen und Elementlastvektoren erzeugt und dann in einem weiteren
Schritt zu einer groflen Steifigkeitsmatrix bzw. Lastvektor “assembliert”. Dass diese ele-
mentweise Berechnung {iberhaupt moglich ist, folgt aus der Wahl der finiten Elemente.

1.3.1 Aufbau der Elementsteifigkeitsmatrizen und der Elementlastvektoren

Die Berechnungen in diesem Kapitel stiitzen sich im wesentlichen auf folgende Eigen-
schaften der Vernetzung:

Ry,
0= UT(T), TOAT) =0 fiie r,r' =1,2,...,Rp, r#£70
r=1



Da die Berechnungen der Elementsteifigkeitsmatrizen sehr problemabhéngig sind, wer-
den wir dieses Kapitel stellvertretend fiir unser Beispiel durchrechnen.
In unserem Beispiel ist

Q= la,b] und (xi—1,2;) N (zj_1,z;) =0 falls i # j.

Fiir beliebige Funktionen up, vy, € Vi, = {vp, 1 vp(z) = g L vkepk ()} gilt
a(up,vp) = a( Y uipi(x), > vepr(z
JjEwW kewy,

Fiir a(u,v) aus dem Beispiel ergibt sich:

, N . N N
aup,vp) = /(Zu]p] > (kapk(m)) —i—c(Zujpj(:c))(kapk(x))da;
k=1 j=1 k=1

a

3% J (o) () (St

=

Ukpk )

WE

k=1 j=1 k=1

Nun wurden aber die p; so gewéhlt, dass p;j(x) nur dann # 0 ist, falls € (xj_1,zj41).
Das bedeutet auf dem Intervall (x;_1, ;) nehmen nur die Funktionen p;_; und p; Werte
= 0 an. Also verkiirzt sich der Ausdruck zu:

N T
= Z / [wi1pi—q (2) + uipi(2)] [vic1pi— (2) + vip} ()]
+ c[ui—1pi—1 (@) + uipi(x)] [vic1pio1 () + vips (x) | da

=> (vic1 v) KW <U;—Zl>

=1

KO @
%1-1) %ZQ) sind die sogenannten FElementsteifigkeitsmatrizen.

Ky Ky

Die Eintriige fiir K() lassen sich aus der oberen Gleichung ablesen. So ergibt sich etwa

fir K ﬁ):

Die Matrizen K = (

Ty

K = / [0 1 (@)1 (2) + cpioa (@)pi ()] da

Ti—1

10



Auf die gleiche Art und Weise geht man auch bei der rechten Seite des Problems vor.

N

Fon) =Y [ s@unds

i=1
Ti—1

N Y
=3 [ @ apiae) + o)) ds
=g,

N .
= (vie1 vi)f?
Dabei ist i(i) = xi*%i der sogenannte Elementlastvektor.

1.3.2 Assemblierung der Steifigkeitsmatrix

Nun miissen die Elementsteifigkeitsmatrizen und die Elementlastvektoren noch zur Stei-
figkeitsmatrix K, und zum Lastvektor zh zusammengebaut werden. Diesen Vorgang
nennt man Assemblierung. Dazu wird fiir jedes Element T() der Zusammenhang zwi-
schen lokaler Knotennummerierung und globaler Knotennummerierung benétigt. Wie
bereits zuvor beschrieben, ist diese Information in der Elementzusammenhangstabelle
gespeichert.

Wir kénnen also fiir jedes Element sogenannte Elementzusammenhangsmatrizen C(")

erzeugen mit

o,

) { 1 falls der Knoten mit der globalen Knotennummer j die lokale Knotennummer « hat.
' 0 sonst.

Fiir unser Beispiel hat C) die Form:

@_(0 ... 100 ...0
¢ (0...010...0

Cﬁ)-_l:l und Céf?:l

3

T T

Es gilt also fiir die Vektoren @), = (ug,u1,...,u,)" und v, = (vi,ve,...,vp)

<ui_1> = C(i)@h und (vi—1 v;) = (C(i)@h)T

Uj

11



Daraus ergibt sich folgende Beziehung:

N N
aun o) = 3 vy v) KO = 3 gl (CO)T KWy,
=1 =1
N . . . —
— Q?; ( Z(C(z))TK(z)C(z) )Eh - @%Kh@h
1=1

Auf dieselbe Weise wird nun natiirlich auch mit dem Lastvektor verfahren.

N

N N
(Foon(@) = S oy v)f@ =3 oF (COYT O = 5T 3 (0T 0
i=1 =1

i=1

<h

Fiir die Assemblierung der Steifigkeitsmatrix K, = Zfi L(CNTKOECE) und des Last-
vektors zh =N (cHT f () werden nun aber nicht diese Matrixmultiplikationen be-
rechnet und dann zusammenaddiert, sondern es wird folgender Algorithmus ausgefiihrt.

Zuerst setzt man K; = [Kkm}]kvzzl und zh = [fk]]kvzhl gleich 0. Dann werden fiir jedes

Element die Elementsteifigkeitsmatrizen K® und die Elementlastvektoren f @) einge-
baut.

Algorithm 1 Assemblierungsalgorithmus

Setze K}, = 0 und zh =0
for i = 0 bis N do
Berechne K und f @)
for a = 1 bis N do
Bestimme globale Knotennummer & von lokalem Knoten « in Element ¢
Setze fi. == fi + [
forﬁzlbisNdo
Bestimme globale Knotennummer p von lokalem Knoten g in Element ¢
Setze Ky := K, + Kg)ﬁ
end for
end for
end for

In unserem Beispiel haben die Matrizen (C'))T K*C() genau 4 Eintréige ungleich 0. Das
sind die Eintrége Kﬁ), K{;),Kézl) und Ké;) der Elementsteifigkeitsmatrix K. Aus der

12



Elementzusammenhangstabelle erfahren wir nun an welcher Stelle in der Steifigkeitsma-
trix die Eintrige aus der Elementsteifigkeitsmatrix stehen.

Im Element 1 hat der lokale Knoten Nummer 1 die globale Nummer 0 und der lokale
Knoten Nummer 2 die globale Nummer 1. Es ist also

und Kipey =

KD kD 0 .0
kY KD 0 o0
0 0 0 ..0

0 o0 0 0 O

Fiihrt man den gleichen Prozess fiir das 2. Element durch erhélt man

7V
£+ 52
'z

fneu = 0

0

und  Key =

KW K 0 0
1 1 2 2

KV kD +rk® k& o
0 K K 0.0
0 0 0 0
0 0 0 0 0

Wird der Algorithmus bis zu Ende gefiihrt, erhélt man schliellich eine Matrix und einen
Vektor mit folgender Struktur:

iR
IR

2
0

0
f2(n—1) + fln)
3

und  Kj, =

1
Ky
K21

0

(1)[(55) (2) ?2) ’
Ky + Ky Ky 0
2 )
K .
. n—1
o g
0 KUY KP4 K
0 0 K

Auf diese Art und Weise assembliert man die Steifigkeitsmatrix fiir dieses Beispiel. Den
Einbau der Randbedingungen werden wir nicht mehr durchrechnen. Das kann im Buch
[10] nachgelesen werden. Ab jetzt beschéiftigen wir uns damit, wie die Berechnung der
Elementsteifigkeitsmatrizen und die Matrixassemblierung am geschicktesten zu paralle-

lisieren ist.

13
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2 Parallelisierung und data races

Wir kennen nun also einen Algorithmus zur Erzeugung der Steifigkeitsmatrix. Dabei
diirfen wir aber nicht vergessen, dass die Finite Elemente Methode ein Werkzeug zu
Losung von sehr komplexen Problemen ist. Es ist also nicht uniiblich, dass man dieses
Gebiet auf dem man eine Losung sucht, durch Millionen von Elementen approximieren
muss. Das bedeutet aber, dass der Computer die Assemblierung der Elementsteifigkeits-
matrizen ebenfalls Millionen mal durchfiihren muss. Und das kostet Zeit. Es stellt sich
also die Frage, wie man den Prozess der Assemblierung beschleunigen kann, ohne Be-
rechnungen verdndern zu miissen.

Betrachtet man die Formel fiir die Elementsteifigkeitsmatrizen und den Assemblierungs-
algorithmus noch einmal, dann fillt auf, dass alle Berechnungen, die fiir ein einzelnes Ele-
ment durchgefithrt werden, keinerlei Informationen von anderen Elementen benttigen.
Man koénnte die Elementsteifigkeitsmatrizen fiir verschiedene Elemente also auch gleich-
zeitig berechnen.

In der Praxis setzt man diese Information so um, dass man dieses eine Codestiick, in dem
fiir ein Element die Elementsteifigkeitsmatrix berechnet und in die Steifigkeitsmatrix ge-
schrieben wird, parallelisiert. Man fithrt diese Berechnungen also fiir unterschiedliche
Elemente parallel auf mehreren Prozessorkernen durch.

Betrachten wir das ein wenig genauer. Welche Informationen und welche Resourcen sind
fiir alle beteiligten Prozessorkerne zuginglich, welche nicht und welche sollten es nicht
sein?

2.1 Parallelitat auf Prozessorebene

Seit einigen Jahren versucht man die Leistung der Prozessorchips zu steigern, in dem
man mehrere Prozessorkerne auf einem einzelnen Prozessorchip integriert. Dabei wird
jeder dieser Prozessorkerne vom Betriebssystem als separater logischer Prozessor mit
eigenen Ausfithrungsresourcen wahrgenommen. Solche Prozessoren mit mehreren Pro-
zessorkernen werden Multicore-Prozessoren genannt. Uber diese Prozessor-Architektur
erhilt man die Mo6glichkeit verschiedene, voneinander unabhingige Berechnungen eines
Programms parallel auszufiihren.

Betrachten wir stellvertretend fiir die verschiedenen Prozessor-Architekturmodelle, das
sogenannte Hierarchische Design. Bei dieser Prozessorarchitektur hat jeder der Prozes-
sorkerne einen eigenen Levell-Cache. Ein weiterer Level2-Cache wird von mehreren Pro-
zessorkernen genutzt und auf einen externen Hauptspeicher kénnen alle Prozessorkerne
zugreifen. Der Grund fiir diese hierarchische Verteilung von Speicher ist, dass das Laden
bzw. Verschieben von Daten viel Zeit braucht und je weiter die Daten vom Prozessor

14



entfert sind, desto teurer wird es.

Diese Architektur wurde unter anderem fiir die Intel Core 2 Duo Prozessoren verwendet,
die auch in Laptops eingesetzt werden.

Prozessorkern0 Prozessorkern1 Prozessorkern2 Prozessorkern3
s N [ N [ N [ N
Ausfiihrungs Ausflihrungs Ausfithrungs Ausflihrungs
Hardware Hardware Hardware Hardware
o N\ AN RN J
' I N\ 1 ' I N\ ' I N\
L1-Cache L1-Cache L1-Cache L1-Cache

t S I A\ t S/ A\ t
L2-Cache

!

Hauptspeicher
Abbildung 4: Mégliche Architektur eines Quad-Core-Prozessors [11]

An dieser Stelle werden wir nun ein paar Begriffe einfiihren. Ein Programm das gera-
de ausgefithrt wird, nennt man einen Prozess. Jene Teile des Prozesses, die unabhingig
voneinander sind und damit parallel ausgefiihrt werden kénnen, werden als Threads be-
zeichnet. Threads sind also Folgen von Anweisungen oder auch voneinander unabhéngige
Berechnungsstrome, die parallel zueinander abgearbeitet werden kénnen.

Eine besondere Eigenschaft von Threads innerhalb eines Prozesses ist, dass diese sich
einen Adressspeicher teilen. Wird ein Wert auf den gemeinsamen Adressspeicher ge-
schrieben, dann kénnen alle Threads des Prozesses diesen unmittelbar danach auslesen.
Um es noch einmal hervorzuheben, die Threads eines Prozesses konnen parallel auf ver-
schiedenen Prozessorkernen ausgefiithrt werden.

Wollen wir also unsere Matrixassemblierung parallel ausfithren lassen, dann kénnen alle
Threads auf alle Anfangsdaten zugreifen. Lassen wir die Prozessoren nun also mehrere
FElementsteifigkeitsmatrizen parallel berechnen. Wenn die Berechnungen abgeschlossen
wurden, muss nur noch die grofie Steifigkeitsmatrix befiillt werden. Doch Achtung, hier
ergibt sich ein Problem.

Erinnern wir uns an das das Beispiel im letzten Kapitel. Dessen Steifigkeitsmatrix hatte
folgende Struktur:
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Wobei jene Positionen, die mit einer Farbe umrandet wurden, von dem selben Ele-
ment abhéngen. Wie man aber sehen kann, tiberschneiden sich diese. Das bedeutet also,
dass wenn die Prozessoren ihre neu berechneten Elementsteifigkeitsmatrizen in die grofie
Steifigkeitsmatrix einfiigen méchten, dann miissen unterschiedliche Prozessoren auf den-
selben Speicherplatz zugreifen. Dabei kann folgendes passieren:

2.2 Data races

Angenommen 2 Threads, nennen wir sie Thread A und Thread B, berechnen die Ele-
mentsteifigkeitsmatrizen von 2 nebeneinander liegenden Elementen. Das bedeutet die
beiden Threads werden irgendwann auf denselben Speicherplatz schreiben miissen. Tritt
der Fall ein, dass einer der Threads, sagen wir Thread A, mit seinen Berechnungen einen
Hauch schneller ist als Thread B, dann kann folgendes Scenario eintreten.

Ergebnis A $%+-*/? Ergebnis B

Thread A Thread A

(a) Wihrend Thread B noch rechnet, liest also (b) Wahrend Thread A sein Ergebnis zu den ur-

Thread A bereits die Daten aus. spriinglichen Daten addiert, schliefft Thread B seine
Berechnungen ab und liest nun ebenfalls die Daten
aus.
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(c) Wihrend Thread A die neuen Daten auf (d) Nun schreibt Thread B seine Daten in die
die urspriingliche Speicherstelle schreibt, addiert ~ Speicherstelle. Er erkennt aber nicht, dass dort
Thread B die urspriinglichen Daten zu seinem  nicht mehr die Werte stehen, die er ausgelesen
Ergebnis.. hat und iiberschreibt die neuen Werte einfach.

Abbildung 5: Entstehung eines Fehlers

Im letzten Schritt wurde also der gerade eben neu berechnete Eintrag iiberschrieben. Um
solche Situationen gar nicht erst aufkommen zu lassen, bietet z.B. die Programmierumge-
bung OpenMP eine spezielle Funktionen an, die mit der Direktiven #pragma omp atomic
aufgerufen wird. Diese Funktion bewirkt, dass die Aktualisierung von einer bestimmten
Variable, bzw. in unserem Fall die Aktualisierung der Daten in der Steifigkeitsmatrix,
zu einer atomaren Operation wird. Das bedeutet wiahrend der Aktualisierung kann kein
anderer Thread die Variable lesen oder manipulieren. [12]

Ungliicklicherweise ist die Verwendung von #pragma omp atomic dafiir bekannt even-
tuell sehr langsam zu sein. Deshalb werden bei vielen Problemen Moglichkeiten gesucht,
wie man #pragma omp atomic vermeiden kann. In den nichsten Kapiteln wird fiir
die Assemblierung der Steifigkeitsmatrix eine Strategie betrachtet, die ein gegenseitiges
Blockieren der Threads unnétig macht.

3 Colorierung

Nachdem wir ja versuchen den Assemblierungsalgorithmus zu beschleunigen, freut es
uns natiirlich nicht, wenn sich die parallel arbeitenden Threads gegenseitig blockieren.
Wie wir aber im letzten Kapitel gesehen haben, ist das notwendig, wenn zwei Threads
schreibend auf denselben Speicherplatz zugreifen.

Wir hétten also gerne einen Algorithmus bei dem schon von vornherein ausgeschlossen
ist, dass sich zwei Threads gegenseitig ihre Ergebnisse {iberschreiben.

Auf der Suche nach so einem Algorithmus betrachten wir wieder einmal die Struktur
der Steifigkeitsmatrix. Dabei féllt folgendes auf: Es miissen nur dann die Eintréige von
zwel Elementsteifigkeitsmatrizen an denselben Platz in der Steifigkeitsmatrix geschrieben
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werden, wenn die zu Grunde liegenden Finiten-Elemente einen gemeinsamen Knoten
besitzen. Was dann der Fall ist, wenn die Finiten-Elemente nebeneinander liegen.

3.1 Greedy Algorithmus

Wir suchen also nach einer Moglichkeit die Finiten-Elemente so in Gruppen einzuteilen,
dass keines der Elemente mit einem weiteren Element dieser Gruppe benachbart ist.
Damit wir uns das graphisch besser vorstellen koénnen, formulieren wir das Problem
ein wenig um. Wie kann man ein Netz aus finiten Elementen so einfarben, dass keine
zwel nebeneinander liegenden Elemente dieselbe Farbe haben? Damit haben wir ein
graphentheoretisches Problem zu 16sen.

Die vermutlich einfachste Losung dieses Problems ist ein Greedy-Algorithmus.

Algorithm 2 Greedy-Algorithmus

Nummeriere alle Elemente von 1 bis N durch

Weise dem Element 1 die Farbe 0 zu.

for i = 2 bis N do
Bestimme alle Nachbarn des Element ¢ mit Elementnummer < 7
Bestimme alle Farben dieser Nachbarn

k=0
while k& Farbe eines Nachbarn do
k++
end while
Weise Element 7 die Farbe k£ zu
end for
14 16 18
13 15 17
a8 10 12
7 9 11
2 4 B
1 3 [}
(a) Netz mit nummerierten Elementen. (b) Mithilfe des Greedy-Algorithmus eingefiirbtes

Netz.

Abbildung 6: Beispiel fiir die Verwendung des Greedy-Algorithmus zur Einfarbung eines
Netzes.

18



3.2 Die chromatische Zahl

Wir haben nun einen Weg gefunden, wie man ein beliebiges Netz so einfarben kann,
dass keine zwei benachbarten Elemente dieselbe Farbe haben. Es liegt nun also nahe,
die Assemblierung der Elementsteifigkeitsmatrizen zur globalen Steifigkeitsmatrix nur
fiir Elemente mit derselben Farbe gleichzeitig durchzufiihren.

Dabei wire es doch praktisch so wenig Farben wie moglich zu verwenden. Denn je we-
niger Farben verwendet werden, desto mehr Elemente haben die {ibrigen Farben unter
sich aufzuteilen. Doch wie viele Farben braucht man denn mindestens um ein Netz aus
finiten Elementen einzufirben? Die Antwort darauf liefert die chromatische Zahl.

Ab jetzt betrachten wir unser Netz als Graph. Wir d&ndern also die Bezeichnungen ein
wenig. Die Elemente des Netzes werden wir die Knoten des Graphs nennen. Die Knoten
des Netzes, die ja die Verbindungsstellen der Elemente waren, nennen wir ab nun Kanten
des Graphs. Wir untersuchen also einen Graph G mit einer Knotenmenge V' und einer
Kantenmenge E.

In der Graphentheorie nennt man die minimale Anzahl an Farben, die man bendtigt um
eine zuldssige Farbung eines Graphs G zu erhalten chromatische Zahl. Mit zuléssiger
Féarbung ist natiirlich jene Farbung gemeint, bei der alle Knoten des Graphs, die iiber
eine Kante miteinander verbunden sind, unterschiedliche Farben haben. Die chromati-
sche Zahl bezeichnen wir mit x(G).

Eine Eigenschaft der chromatischen Zahl sieht man sofort. Fiir einen Graphen G mit n
Knoten gilt:
1<x(G)<n

Fiir das Beispiel in Abbildung 6 gelten also die Abschétzungen:
1< x(G) <18

Diese Abschétzungen sind natiirlich so grob, dass man davon rein gar nichts ablesen kann.
Es gibt allerdings auch sehr aussagekriftige Abschitzungen. Eine niitzliche Abschétzung
nach oben liefert der Maximalgrad des Graphen. Wenn der deg(v) die Anzahl aller
Kanten ist, die vom Knoten v € V ausgehen, dann ist der Maximalgrad von G:

AG = rglea‘;({deg(v)}

Die chromatische Zahl lasst sich durch den Maximalgrad nach oben beschréanken:

X(G) <A(G) +1
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Den Beweis zu dieser Aussage findet man in [13]. In unserem Beispiel wire A(G) = 12.
Denn die Elemente mit den Nummern 9 und 10, welche in der Mitte des Netzes liegen,
haben jeweils 12 Nachbarn. Alle anderen Elemente haben weniger.

Eine Schranke nach unten findet man iiber die vollstindigen Untergraphen G' = (V, E)
mit V C V und £ C E von G. Ein vollstindiger Graph ist ein Graph mit n Knoten,
in dem jeder Knoten mit jedem anderen Knoten iiber eine Kante verbunden ist. Um
einen vollstédndigen Graphen mit n Knoten zuléssig einzufarben, benotigt man genau n
Farben.

Wir bezeichnen mit w(G) die maximale Anzahl an Knoten, die ein vollsténdiger Unter-
graph von G haben kann. Dann gilt fiir die chromatische Zahl

w(G) < X(G)
In unserem Beispiel ist w(G) die maximale Anzahl an Elementen, die sich einen Knoten
teilen konnen. Ein Blick auf Abbildung 6 liefert also w(G) = 6. Die chromatische Zahl
des Beispiels muss also
6 <x(G) <13

erfiillen. Nachdem wir aber bereits eine zuldssige Farbung des Netzes mit 6 Farben
gefunden haben, wissen wir damit, dass die Einfarbung durch den Greedy Algorithmus
fiir dieses Beispiel optimal war.

3.3 Optimale Farbung durch Greedy-Algorithmus?

Ein Greedy-Algorithmus ist dadurch gekennzeichnet, dass er in jedem Schritt die Ent-
scheidung trifft, die im Moment am Besten erscheint. Er trifft also lokal eine optimale
Entscheidung und hofft darauf, dass diese zu einer global optimalen Losung fiihrt. [2] In
unserem Colorierungs-Algorithmus wahlt er fiir jedes neue Element die Farbe aus, wel-
che die kleinste Farbnummer hat, die noch nicht einem Nachbarelement zugeteilte wurde.

In unserem Beispiel hat der Greedy-Algorithmus eine optimale Losung gefunden, das ist
aber in keinster Weise selbstversténdlich. Betrachten wir ein Gegenbeispiel:
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(a) Colorierung bei ungiinstiger Element- (b) Colorierung bei giinstiger Element-
nummerierung nummerierung

Das heif3t also, es hingt von der Nummerierung der Knoten ab, ob der Greedy Algorith-
mus eine optimale Losung findet. Dazu formulieren wir folgenden Satz:

Satz 1. Fir jeden Graphen G = (V, E) gibt es eine Knotennummerierung, so dass der
Greedy-Algorithmus eine optimale Firbung mit genau x(G) Farben findet. [14] Seite 143

Beweis. Angenommen es ist eine optimale Farbung bekannt und es seien ¢y, ..., cy die
Farben dieser Farbung. Es werden alle Knoten mit Farbe ¢; durchnummeriert, danach
die Knoten mit Farbe ¢y usw. bis zu den Knoten mit Farbe c¢y. Dann liefert der Greedy-
Algorithmus eine Colorierung mit genau x(G) Farben. Denn jeder Knoten v, kann nur
eine Farbnummer zugewiesen bekommen, die kleiner ist als jene die er in der optimalen
Farbung hatte. O

Ein weiterer Satz liefert eine Abschéitzung dafiir, wie nahe das Ergebnis des Greedy-
Algorithmus bei der optimalen Farbung liegt.

Satz 2. Sei M gleich der Anzahl der Farben die der Greedy-Algorithmus fiir eine zulissige
Firbung des Graphen G bendtigt[5]:

M <AG)+1

Beweis. Fiir jeden neuen Knoten, den der Greedy Algorithmus einfarben méchte, konnen
hochstens so viele Farben verboten sein, wie der jeweilige Knoten Kanten (deg(v)) hat.
Deshalb wird der Greedy-Algorithmus maximal A(G) + 1 bendtigen um den Graphen
einzufirben. O

Da bei den Netzen, die wir untersuchen der Maximalgrad relativ klein ist, ist der Greedy-
Algorithmus fiir unsere Zwecke durchaus geeignet.
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3.4 Tatsachliche Implementierung der Colorierung

Wenn wir die Colorierung eines vorhandenen Netzes vornehmen mochten, dann brau-
chen wir erstmal geniigend Informationen iiber dieses Netz. Die Daten, die uns bei der
Assemblierung der Steifigkeitsmatrix zur Verfiigung stehen, sind die Eintrége der Elem-
entzusammenhangstabelle. Zur Erinnerung, das ist eine Tabelle, in der in der i-ten Zeile
die globalen Knotennummern der Knoten des i-ten Elements, geordnet nach den lokalen
Knotennummern, stehen.(Tabelle 1.2)

Wir kennen also die Anzahl der Elemente und die lokalen und globalen Knotennummern
von jedem einzelnen Element.

e Im ersten Schritt miissen wir wissen, welche Elemente benachbart sind. Da wir
Suchprozesse vermeiden moéchten, konstruieren wir zuerst einen Vektor, der an der
Stelle ¢ all jene Elemente speichert, die den Knoten ¢ beriihren. Dieses Konstrukt
realisieren wir als Vektor aus dynamischen Vektoren.

Algorithm 3 Elemente der Knoten (eon)

Lade die Elementzusammenhangstabelle
Erzeuge vector < vector < int >> eon
for ¢ = 0 bis Anzahl der Elemente do
for j = 0 bis Anzahl der Knoten pro Element do
Speicher das Element 7 in eon an der Stelle der globalen Knotennummer des
Knoten j
end for
end for

e Dann erzeugen wir einen Vektor, der an der Stelle ¢ die Nachbarn des i-ten Elements
gespeichert hat.

Algorithm 4 Nachbarn der Elemente (noe)
Lade Vektor eon ”Elemente der Knoten”
Erzeuge vector < vector < int >> noe
for ¢ = 0 bis Anzahl der Elemente do
for j = 0 bis Anzahl der Knoten pro Element do
Speichere in noe an der Stelle 7 alle Elemente, die in eon an der Stelle der globalen
Knotennummer des lokalen Knoten j von Elements ¢ stehen.
end for
end for

Zum Schluss ordnen wir die Elemente in den inneren Vektoren aufsteigend und
entfernen alle Elemente die mehr als ein Mal vorkommen.
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e Wir haben nun also einen Vektor zur Verfiigung in dem fiir jedes Element alle
seine Nachbarelemente gespeichert sind. Mithilfe dieses Vektors kénnen wir nun
auch jedem Element eine geeignete Farbe zuweisen.

Um das durchzufiithren erzeugen wir fiir jedes Element einen kleinen Vektor, der alle
Farben der bereits eingefirbten Nachbarelemente speichert. Die kleinste Farbnum-
mer, die in diesem Vektor nicht vorkommt wird dem aktuellen Element zugewiesen.

Algorithm 5 Colorierung
Lade Vektor noe ”Nachbarn der Elemente”
Erzeuge vector < int > lokalen Farbvektor
Erzeuge vector < int > globalen Farbvektor
setze globalen Farbvektor[0]=0 (Element Nr. 1 hat Farbe 0)
for Element i = 2 bis Anzahl der Elemente do
Speichere alle Farben der Nachbarn von Element i (mit Elementnummer < )
in den lokalen Farbvektor
Setze Farbe f=0
while (Farbe f in lokalem Farbvektor enthalten ist) do
f4++
end while
Setze globalen Farbvektor[i]=f (Element i wurde aktueller Wert von f zugewiesen)
end for

e Nachdem wir nun also jedem Element eine Farbe zugeordnet haben, hitten wir
noch gerne einen Vektor, der uns die Elemente nach Farben geordnet speichert.
Das brauchen wir damit wir ohne lange suchen zu miissen, sofort wissen, von
welchen Elementen die Elementsteifigkeitsmatrizen gleichzeitig in die globale Stei-
figkeitsmatrix geschrieben werden diirfen.

Algorithm 6 Zuordnungsvektor
Der globale Farbvektor ist bekannt
Erzeuge vector < vector < int >> Zuordnungsvektor
for Element i=1 bis Anzahl der Elemente do
Zuordnungsvektor|globaler Farbvektor|i]]=i
end for

Das Befiillen des Zuordnungsvektors mit der Farbe von Element ¢ kann selbst-
verstidndlich sofort geschehen, wenn die Farbe des Elements bekannt ist. Es kann
der Code von Algorithmus 6 natiirlich ohne weiteres in Algorithmus 5 eingebaut
werden.

Bemerkung 3. Wenn man ein bestimmtes Netz einmal eingefirbt hat, dann ist diese
Colorierung fiir immer giiltig. Ganz gleich ob man nun eine ginzlich andere Partielle
Differentialgleichung auf diesem Gebiet untersucht, oder einfach nur andere Ansatzfunk-
tionen betrachtet. Man darf also annehmen, dass die Colorierung eines Netzes nur ein
einziges Mal durchgefiihrt werden muss.
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4 Versionen der Assemblierung

Da wir nun mehrere Moglichkeiten kennen wie Data races zu verhindern sind, werden
wir uns jetzt die Implementierung dieser Moglichkeiten ansehen und sie in Bezug auf
Laufzeiten und Speicherplatz vergleichen.

4.0.1 Prozessorinformation

Die Messungen der Laufzeiten wurden auf einem Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2660 v2 @
2.20GHz durchgefiihrt. Dieser Prozessor enthélt 10 physische Prozessorkerne auf denen
man jeweils bis zu 2 Threads ausfithren lassen kann. Jeder Core besitzt einen L1-Cache
mit (32 [i] + 32 [d]) kB und einen eigenen L2-Cache mit 256kB. Zusétzlich enthélt der
Prozessor einen L3-Cache mit 25MB, der von allen Prozessorkernen gemeinsam genutzt
wird.

Der Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2660 v2 hat eine maximalen Speicherbandbreite von 59,7
GB/s (4 Speicherkanile, ECC). Im Arbeitsspeicher stehen uns insgesammt 65 GB zur
Verfiigung. [4][8]

4.0.2 Compiler Optionen

Damit die nachfolgenden Laufzeitmessungen auch nachvollziehbar sind, werden an dieser
Stelle die verwendenten Compileroptionen beschrieben. Fiir das Ubersetzten des Codes
haben wir den GNU-Compiler GCC 4.8.2 verwendet.

OpenMP Fiir die Parallelisierung verwenden wir die standardisierte Programmier-
schnittstelle OpenMP. [7]

Optimierung Bei den ersten Zeitmessungen werden wir auf eine Optimierung mithilfe
des Compilers génzlich verzichten. Wir verwenden die Compileroption -O0.

Der Vollstdndigkeit halber, werden wir aber nach der Vorstellung der verschiedenen
Implementierungen die Messungen ohne Optimierung, mit jenen mit Optimierung
vergleichen.

Dazu verwenden wir die Compileroptionen -O2. Diese lasst den GCC-Compiler alle
Moglichkeiten zur Laufzeitoptimierung ausschopfen, die die Menge an benotigtem
Speicherplatz nicht negativ beeinflusst. Diese Option erhoht zwar die Zeit der Kom-
pilierung, beschleunigt dafiir aber die Laufzeit des Programms. [6]
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4.0.3 Testbeispiel

In den folgenden Kapiteln werden wir versuchen die Implementierung des Assemblie-
rungsalgorithmus Schritt fiir Schritt zu verbessern. Dazu werden wir die verschiedenen
Versionen in Bezug auf ihre Laufzeiten vergleichen.

Die Laufzeitmessungen des Codes werden anhand eines Testbeispiels vorgenommen. Wir
verwenden ein Netz aus Tetraedern mit 15918120 Elementen und 3298715 Knoten und
erzeugen die Steifigkeitsmatrix fiir die 3-dimensionale Wéarmeleitungsgleichung.

4.1 Original Version

Beginnen wir mit der Beschreibung der urspriinglichen Implementierung des Assemblie-
rungsalgorithmus. Bei dieser Version wird noch keine Parallelisierung durchgefiihrt. Sie
interessiert uns deshalb vor allem als Vergleichsversion zu spéteren Implementierungen,
die eine Parallelisierung ausniitzen.

Wir erhoffen uns Informationen dariiber, wieweit wir diesen Code iiber eine Paralleli-
sierung mit OpenMP verbessern kénnen und welchen Effekt die innere Speicherstruktur
haben kann.

4.1.1 Originale Version nicht parallelisiert

Den Assemblierungsalgorithmus aus dem Einfiihrungskapitel kénnen wir in 2 getrennt
zu betrachtende Hauptteile aufspalten. Der eine wére die Berechnung der Elementstei-
figkeitsmatrizen und der andere die Assemblierung der Steifigkeitsmatrix.

Die Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen wird in dieser Version in mehrere kleine
Zwischenschritte aufgeteilt, wobei in jedem dieser Zwischenschritte die dazugehorigen
Berechnungen immer gleich fiir alle Elemente des Netzes durchgefiihrt werden. Die dabei
erhaltenen Ergebnisse werden in langen Vektoren gespeichert.

Bei der Assemblierung der Steifigkeitsmatrix werden die Eintrége der zuvor berechneten
Elementsteifigkeitsmatrizen nacheinander in die Steifigkeitsmatrix addiert. Wie schon
vorhin bemerkt findet auch hier keine Parallelisierung statt, weshalb man sich um Data
Races keine Sorgen machen muss.

Es wire auflerdem noch hervorzuheben, dass die Berechnungen und die Assemblierung
in dieser Version zeitlich getrennt voneinander stattfinden.
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Algorithm 7 urspriingliche Assemblierung der Steifigkeitsmatrix (nicht parallelisiert)

for i = 1 bis Anzahl der Elemente do
berechne fiir Element ¢ Zwischenergebnis 1
end for

for ¢ = 1 bis Anzahl der Elemente do
berechne fiir Element ¢ aus Zwischenergebnissen 1... N die Elementsteifigkeitsma-
trix

end for

for ¢ = 1 bis Anzahl der Elemente do
schreibe Elementsteifigkeitsmatrix in globale Steifigkeitsmatrix

end for

Die Laufzeitmessungen dieses Codes ergeben, dass fiir die Berechnungen durchschnittlich
6.4223 Sekunden und fiir die Assemblierung durchschnittlich 3.4744 Sekunden benétigt
werden. In der vorhandenen Form kann der Assemblierungsalgorithmus ohne grofien
Aufwand parallelisiert werden.

4.1.2 Original Version parallelisiert

Den Algorithmus in der oben beschriebenen Form kénnen wir parallelisieren, indem
wir jeden Zwischenschritt fiir beliebige Elemente parallel berechnen lassen. Data Races
wihrend der Assemblierung verhindern wir mit der # pragma atomic Direktiven.

Algorithm 8 urspriingliche Assemblierung der Steifigkeitsmatrix (parallelisiert)

# pragma omp parallel for

for ¢ = 1 bis Anzahl der Elemente do
berechne fiir Element ¢ Zwischenergebnis 1

end for

# pragma omp parallel for

for ¢ = 1 bis Anzahl der Elemente do
berechne fiir Element ¢ aus Zwischenergebnissen 1... N die Elementsteifigkeitsma-
trix

end for

# pragma omp parallel for
for ¢ = 1 bis Anzahl der Elemente do

# pragma omp atomic

schreibe Elementsteifigkeitsmatrix in globale Steifigkeitsmatrix
end for
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Die Laufzeitmessungen dieser Implementierung ergeben folgendes Bild:

parallele Criginalversion “ergleich Original-‘Yersion parallel t und nicht parallel t

it i Berechnuny der Elementsteifigheitsmatrizen
I 2t fior Assemblisrung 18r

T T T T T T
Zeiten der parallelisierten Version
Zeiten der nicht parallelisierten Version

Sekunden
Sekunden
=]

I
12 4 B 3 10 12 14 16 18 20 i} 2 4 B 3 10 12 14 16 13 20
Anzahl der Threads Anzahl der Threads

(¢c) Zeiten der parallelisierten Original-Version in  (d) Vergleich der Laufzeiten der parallelisierten und nicht
Abhéngigkeit von der Anzahl an Threads parallelisierten Original-Version .

Abbildung 7: Graphik der Laufzeiten der parallelisierten urspriinglichen Version

Wenn wir diese zwei Graphiken betrachten, dann fillt uns folgendes auf: Durch die
Parallelisierung kénnen wir zwar zu Beginn die Laufzeiten verbessern, aber bei etwa 8
Threads beginnen sich diese wieder etwas zu verschlechtern. Beim Ubergang von 10 zu
12 Threads erfolgt sogar eine markante Verschlechterung. Woran kénnte das liegen?

Bei der Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen wurden zwar mehrere Teilberech-
nungen parallelisiert, diese sind aber sehr kurz. Die verschiedenen Threads miissen also
sehr schnell hintereinander Daten laden und wieder in den Hauptspeicher speichern.
Da alle Threads fiir das Laden und Speichern von Daten dieselbe Leitung verwenden,
konnten sie sich dabei gegenseitig blockieren.

Auflerdem haben wir bekanntermaflien nur 10 physische Cores zur Verfiigung, wenn wir
also mehr als 10 Threads verwenden méchten, miissen wir auf Multithreading zuriickgreifen.

Betrachten wir an dieser Stelle die Laufzeiten der Berechnungen der Elementsteifigkeits-
matrizen und die Laufzeiten der Assemblierung voneinander getrennt.

Wir sehen anhand von Graphik 8, dass sich die Laufzeiten beider Teile des Algorith-
mus bei etwa 10 Threads zu verschlechtern beginnen. Wihrend die Assemblierung aber
wieder schneller wird, scheint sich die Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen nicht
mehr auf ein fritheres Niveau verbessern zu kénnen.
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Zeiten Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen (parallele Originalversion)
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matrizen in Abhéngigkeit von der Anzahl an Threads

Abbildung 8: getrennte Betrachtung der Zeiten fiir die Berechnungen und die Assemb-
lierung

Da wir ja vermuten, dass die vorhanden Speicherstruktur des Algorithmus fiir die Ver-
wendung von mehreren Threads nicht ideal ist, implementieren wir den Assemblierungs-
algorithmus ein weiteres Mal. Diesmal werden wir die Berechnungen aber etwas anders
strukturieren.

4.2 Atomic Version

In der vorherigen Version haben wir bei der Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen
die diversen Zwischenberechnungen immer jeweils fiir alle Elemente ausgefiihrt, bevor die
néichsten Zwischenberechnungen begonnen wurden. Nun mochten wir aber fiir jedes Ele-
ment die gesammte Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrix in einem Zug durchfiihren.
Damit erhalten wir die Moglichkeit diese Berechnungen fiir verschiedene Elemente gleich-
zeitig durchzufiihren, also zu parallelisieren.

Auflerdem ist es nun nicht mehr nétig fiir jedes Zwischenergebnis einen riesigen Vektor
zum Speichern der Ergebnisse aller Elemente zu erzeugen. Es geniigt fiir jedes Element
und jeden Zwischenschritt einen kleinen privaten Vektor zu erzeugen, der wenn die Be-
rechnungen fiir dieses Element abgeschlossen sind nicht mehr benétigt wird und wieder
freigegeben werden kann.
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Algorithm 9 neu strukturierte Assemblierung der Steifigkeitsmatrix

# pragma omp parallel for
for ¢ = 1 bis Anzahl der Elemente do
berechne fiir Element ¢ Elementsteifigkeitsmatrix
end for
# pragma omp parallel for
for i = 1 bis Anzahl der Elemente do
# pragma omp atomic
schreibe Elementsteifigkeitsmatrix in globale Steifigkeitsmatrix

end for

Betrachten wir die Graphik der Laufzeitmessungen dazu:

Zeiten von verknipfter Atomic-Yersion

Sekunden

12 4 53 g 1 12 14 16 18 20
Anzahl der Threads

Abbildung 9: Zeiten der Atomic-Version in Abhéngigkeit von der Anzahl an Threads

Wie man sieht verbessern sich die Laufzeiten zu Beginn recht gut. Ab der Verwendung
von mehr als 8 Threads kann man allerdings keine wesentlichen Verbesserungen mehr
erkennen. An dieser Stelle steigen die Zeiten kurzzeitig sogar ein wenig, beginnen dann

aber wieder zu fallen.

Betrachten wir die Zeiten fiir die Berechnungen der Elementsteifigkeitsmatrizen wieder

extrahiert:
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Sekunden

Zeiten bei Assemblierung der Steifigkeitsmatrix

Zeiten bei Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen
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Anzahl der Threads

(a) Zeiten fiir die Berechnung der Elementsteifig- (b) Zeiten der Assemblierung

keitsmatrizen in Abhéngigkeit von der Anzahl an
Threads

Abbildung 10: Zeiten separat betrachtet

Wie man an den Graphiken 13 erkennen kann, erzielt man bei der Berechnung der Ele-
mentsteifigkeitsmatrizen das beste Ergebnis, wenn etwa 4 Threads verwendet werden.
Die Zeiten fiir die Assemblierung der Steifigkeitsmatrix entsprechen denen im vorigen
Abschnitt.

Ein kurzer Vergleich der beiden Versionen lédsst uns erkennen, dass wir durch die Neu-
strukturierung bei der Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen durchaus Zeit einge-
spart haben.

“ergleich Original Yersion und Atornic ersion
14 T T

Berechnung Elementsteifigkeitsmatrix urspronglich
Berechnung Elementsteifigkeitsmatrix urmstrukturient

Sekunden

1 1 1 1 |
o 2 4 5] i 10 12 14 16 18 20
Anzahl der Threads

Abbildung 11: Vergleich Berechnungen der Elementsteifigkeitsmatrizen in Original Ver-
sion und in neu strukturierter Version

30



Aus diesem Grund werden wir nun versuchen auch die Assemblierung der Steifigkeits-
matrix nicht mehr getrennt von der Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen durch-
zufithren, sondern diese direkt nach ihrer Erzeugung in die Steifigkeitsmatrix zu schrei-
ben.

Algorithm 10 Elementweise Berechnung und Befiillung der Steifigkeitsmatrix

# pragma omp parallel for
for ¢ = 1 bis Anzahl der Elemente do

berechne fiir Element ¢ Elementsteifigkeitsmatrix

# pragma omp atomic

schreibe Elementsteifigkeitsmatrix in globale Steifigkeitsmatrix
end for

Der Vergleich der beiden Atomic-Versionen zeigt, dass sich auch hier ein kleiner Vorteil
aus der neuerlichen Umstrukturierung ergibt.

“ergleich Zeiten der Atomic-Yersionen

Berechnung und Assemblierung verknipft (Alg. 10)
Berechnung und Assemblisrung getrennt (Alg. 9)

Sekunden
o

1 1 1 1 I
0 2 4 53 g 1 12 14 16 18 20
Anzahl der Threads

Abbildung 12: Vergleich der beiden Atomic-Versionen

4.3 Farben Version

Zu guter Letzt betrachten wir jene Implementierung, die wir schon so lange vorbereitet
haben. Wir betrachten also eine Umsetzung des Assemblierungsalgorithmus, bei der die
Colorierung des Netzes ausgeniitzt wird. Dabei kdénnen wir davon ausgehen, dass der
”Zuordnungsvektor”, also jener Vektor der zu jeder Farbe die dazugehétrigen Elemente
speichert, bekannt ist.

Wie bereits besprochen wurde, werden beim Assemblieren der Steifigkeitsmatrix die Ein-
trige von zwei Elementsteifigkeitsmatrizen ganz sicher nicht auf den selben Speicherplatz

31



geschrieben, wenn die dazugehorigen Elemente keinen gemeinsamen Knoten haben.
Mithilfe der Colorierung des Netzes haben wir die Elemente so in Gruppen eingeteilt,
dass sich keine zwei Elemente einer Gruppe einen Knoten teilen.

Werden die Elementsteifigkeitsmatrizen von Elementen aus derselben Gruppe gleichzei-
tig in die globale Steifigkeitsmatrix geschrieben, muss man sich also um Data Races keine
Sorgen machen.

Wir niitzen das bei der Implementierung des Assemblierungsalgorithmus aus, indem wir
fir Elemente mit der gleichen Farbe die Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen
und das Hineinschreiben in die globale Steifigkeitsmatrix parallel auf mehreren Threads
durchfiihren lassen.

Die Elementgruppen die zu verschiedenen Farben gehoren werden dabei hintereinander
abgearbeitet.

Das bedeutet, die Berechnungen und die Assemblierung konnen fiir zwei Elemente mit
derselben Farbe gleichzeitig durchgefiihrt werden, fiir Elemente mit unterschiedlichen
Farben werden sie aber nacheinander ausgefiihrt.

Der Algorithmus sieht also wie folgt aus:

Algorithm 11 Assemblierung mit Colorierung

for i = 1 bis Anzahl der Farben do
#pragma omp parallel for
for j = erstes Element der Farbe ¢ bis letztes Element der Farbe ¢ do
berechne Elementsteifigkeitsmatrix K) fiir Element j
schreibe Elementsteifigkeitsmatrix in globale Steifigkeitsmatrix
end for
end for

Nun interessiert uns natiirlich die Laufzeit dieses Codestiicks. Betrachten wir dazu fol-
gende Graphik:
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Zeiten der Farben Yersion nicht geordnet ‘“ergleich Farben Yersion und Atomic Version

Farben Version
schnellste Atomic Version

Sekunden
Sekunden
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Anzahl der Threads Anzahl der Threads

=
m
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(a) Zeiten der Colorierungsversion in Abhingigkeit von (b) Vergleich Colorierungsversion und Atomic-Version
der Anzahl an Threads

Abbildung 13: Laufzeitmessungen der Colorierungsversion und Vergleiche mit der Ato-
mic Version

Die Laufzeiten, die wir mit dieser Implementierung des Assemblierungsalgorithmus er-
halten haben, sind zwar gut, wir hitten uns aber im Vorfeld erwartet, dass diese besser
sind.

Es stellt sich fiir uns nun die Frage, ob es einen negativen Effekt auf die Laufzeit dieses
Codestiicks hat, dass wir die Elementsteifigkeitsmatrizen nicht in derselben Reihenfolge
berechnen, wie die Elemente intern gespeichert sind.

Um das zu tiberpriifen ordnen wir, bevor wir den Assemblierungsalgorithmus anwenden,
die Elemente physisch so um, dass Elemente mit der selben Farbe auch nebeneinander
gespeichert sind. Vergleichen wir nun die Zeiten dieser beiden Varianten:
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Zeiten der Farbversion (umgeordnet) Zeiten der Farben Yersionen

Farben-Yersion ohne Urnordnung der Elermente
Farben-Yersion mit Umordnung der Elemente

Sekunden
Sekunden
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1 2 4 ] 3 1a 12 14 16 18 20 1] 2 4 5 3 1a 12 14 16 18 20

Anzahl der Threads Anzahl der Threads

(a) Zeiten der Colorierungsversion in Abhingigkeit von  (b) Vergleich der Laufzeit des Assemblierungsalgorithmus
der Anzahl an Threads bei Umordnung der Elemente.

Wie wir anhand der Graphik sehen koénnen, ergibt sich fiir die beiden Colorierungs-
Versionen, die sich nur in der Anordnung der Elemente im Speicher unterscheiden,
tatséchlich ein Unterschied in den Laufzeiten. Wodurch wird dieser Effekt ausgelost?

Moderne Prozessoren unterstiitzen sogenanntes ”Data-prefetching”. Dabei werden Da-
ten und Instruktionen aus dem Hauptspeicher in die Caches geladen, bevor sie eigentlich
gebraucht werden. Da die Prozessoren auf die Daten in den Caches viel schneller zu-
greifen konnen, als auf jene im Hauptspeicher, beschleunigt das in vielen Féllen das
Programm.

Um auszuwéhlen welche Daten der Prozessor quasi ”sicherheitshalber” schon einmal
14dt, wird oftmals ein sehr simpler Algorithmus verwendet.

Dieser lidsst den Prozessor nicht nur die aktuell benttigten Daten laden, sondern einfach
auch ein paar jener Daten, die im Speicher gleich dahinter liegen.

Nachdem wir aber in der ersten Version parallel mit Elementen gearbeitet haben, die
weder im Netz, noch im Speicher nebeneinander liegen, konnten wir in diesem Fall das
"Data-prefetching” nicht ausniitzen. Und das hat man in der Performance des Pro-
gramms gemerkt. [1]

Zu guter Letzt mochten wir nun wissen, ob wir einen zeitlichen Vorteil erwarten kénnen
wenn wir statt der # pragma atomic Direktiven eine Colorierung verwenden um Data
Races zu verhindern.
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“ergleich schnellste Atomic-Yersion mit schnellster Farben Version

Farben Version
ar Atomic Version

Sekunden
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1] 2 4 ] g 1a 12 14 16 18 20

Anzahl der Threads

Abbildung 14: Vergleich der Farben Version und der Atomic-Version

Wie die Abbildung 14 uns zeigt, ist es in Hinblick auf die Laufzeiten fiir dieses Pro-
blem vollkommen egal, ob nun eine Colorierung oder die # pragma atomic Direktiven
verwendet, solange die Speicherstruktur giinstig fiir eine Parallelisierung ist.

5 Laufzeitenvergleich der Versionen mit und ohne Optimierung

Die Laufzeitmessungen des vorigen Kapitels wurden ohne Optimierung von Seiten des
Compilers durchgefiihrt. Da aber die Codeoptimierung des Compilers einen grofien Effekt
auf die Laufzeit eines Programms haben kann, vergleichen wir an dieser Stelle die gemes-
senen Werte der Codes ohne Optimierung mit jenen mit Optimierung. Wir verwenden
also die Compileroption -O2.

In den folgenden Graphiken werden wir die optimierten Varianten der drei vorgestellten
Versionen vergleichen, um zu sehen ob die Verhéltnisse trotz Optimierung gleich blei-
ben. Die jeweils schnellsten Varianten werden wir noch einmal in einer eigenen Graphik
darstellen.
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Zeiten der optimierten Original Versionen

Zeiten der optimierten Atomic-Yersionen
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(d) Vergleich der
Versionen

(c) Vergleich der optimierten Farben Versionen

Bemerkung 4. An dieser Stelle miissen wir leider einen Blick auf eine Unstimmigkeit
bei den Laufzeiten werfen, die leicht ibersehen werden kénnte. Wird nur ein einziger
Thread genutzt, dann ist die verkniipfte Atomic Version langsamer als die schnellste
Farben Version. Das hitten wir uns nicht erwartet.

Dieser negative Effekt wird durch die # pragma omp atomic Direktive ausgeldst. Es
scheint, als kdnnte der von uns genutzte Compiler nicht erkennen, dass # pragma omp
atomic bei der Verwendung von nur einem Thread nicht bendtigt wird. Dadurch vergibt
er sich vermutlich die Mdglichkeit dieses Codestiick vollstindig zu optimieren.

Da wir jedoch ohnehin eher an den tatsdchlich parallelisierten Versionen interessiert
sind und Unterscheidungen innerhalb unserer Schleifen die Laufzeiten bei mehr als einem
Thread verschlechtern wiirden, werden wir unsere Versionen nicht verdndern. Man sollte
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diesen Effekt der # pragma omp atomic Direktive allerdings nicht vergessen.

Zu guter Letzt vergleichen wir noch die schnellste nicht optimierte Version, also die
verkniipfte Atomic Version mit der schnellsten optimierten Version, was ebenfalls die
verkniipfte Atomic Version wére.

Wergleich Atornic optimient und Atomic nicht optirmiert

Atomic nicht optimiert [-00)
Atoric optimiert [-02)

Sekunden
o

0 2 4 g g 10 12 14 16 18 20
Threads

Abbildung 15: Vergleich der optimierten mit der nicht optimierten verkniipften Atomic
Version

Diese Graphik zeigt uns, dass wir durch Optimierung noch einmal eine gute Verbesserung
der Laufzeiten erreichen konnen.

Die verschiedenen Varianten, die wir implementiert haben, interessieren uns aber nicht
nur in Bezug auf ihre Laufzeiten, sondern auch auf ihren Speicherplatzverbrauch. Dies-
beziigliche Messungen werden im néchsten Kapitel vorgestellt.

6 Vergleich des Speicherplatzbedarfs

In den vorigen Kapiteln haben wir immer wieder die Speicherstrukturen in unserem
Code geédndert um Verbesserungen der Laufzeit zu erreichen. Deshalb sollten wir uns
nun auch mit der Menge an Speicherplatz beschéftigen, die die verschiedenen Versionen
des Assemblierungsalgorithmus benétigen.

In der folgenden Graphik sehen wir den Speicherplatzverbrauch der implementierten
Versionen in Abhéngigkeit von der Anzahl der verwendeten Threads. Fiir die Messungen
wurden die Einstellungen und das Testbeispiel des vorigen Kapitels iibernommen.
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Abbildung 16: Speicherplatzverbrauch wihrend dem Assemblierungsalgorithmus

Anhand von Graphik 16 konnen wir erkennen, dass die urspriinglichen Versionen bei
der Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen und der Assemblierung bei weitem am
meisten Speicherplatz benétigen. Diese Versionen nutzen wihrend der Assemblierung
etwa 7750 MB Speicherplatz.

Etwas weniger Speicherplatz verbraucht die nicht verkniipfte Atomic Version mit 2270
MB. Die restlichen Versionen, also die verkniipfte Atomic Version und die Farbversionen,
benétigen jeweils um die 320 MB.

AuBlerdem fillt auf, dass der benétigte Speicherplatz bei allen Versionen unabhéngig von
der Anzahl der verwendeten Threads ist.

Nun diirfen wir aber nicht vergessen, dass wir ja fiir die Farbversionen einige Berechnun-
gen im Vorfeld durchfithren mussten. Dabei werden temporér etwas mehr als 8900 MB
benétigt, die dann aber bis auf 200 MB wieder freigegeben werden. Wenn wir das in un-
serer Graphik bertiicksichtigen, dann schneiden die Farbversionen um einiges schlechter
ab.

Diese Zusatzberechnungen der Farbversionen miissen zwar nur einmal durchgefiihrt wer-
den, aber da die Farbversionen uns keine Verbesserung der Laufzeit bringen, ist das ein
Punkt, der gegen die Verwendung einer Colorierung spricht.

Zusétzlich miissen wir beachten, dass im Vorfeld einmalige Berechnungen durchgefiihrt
wurden, um die Verkniipfung von Berechnung und Assemblierung der Elementsteifig-
keitsmatrizen zu erleichtern. Den Speicherplatzverbrauch dieser Berechnungen miissen
wir ebenfalls beriicksichtigen.

Betrachten wir nun die Ergebnisse. Mit einem Speicherplatzverbrauch von 9490 MB
benétigen die Farbversionen insgesamt sogar mehr Speicherplatz als die Original Versio-
nen. Jene Atomic Version bei der Berechnung und Assemblierung der Steifigkeitsmatrizen
verkniipft ist, benttigt mit 560 MB mit Abstand am wenigsten Speicher.
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Bendtigter Speicher aller Yersionen im Vergleich
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Abbildung 17: Speicherplatzverbrauch des Assemblierungsalgorithmus inklusive des
Speicherplatzes der bei der Erzeugung des Zuordnungsvektors bendtigt
wird.

Die verkniipfte Atomic Version ist also nicht nur die schnellste unserer Versionen, sondern
auch jene mit dem geringsten Speicherplatzbedarf.

7 Laufzeitvergleich am Mephisto

Um unsere Laufzeitmessungen noch einmal zu verifizieren, mochten wir unseren Co-
de zusitzlich noch auf anderen Prozessoren testen. Dazu verwenden wir zwei Intel(R)
Xeon(R) CPU E5-2650 0 @ 2.00GHz Prozessoren mit jeweils 8 Prozessorkernen. Einer
dieser Prozessorkerne kann wieder bis zu zwei Threads ausfiithren. Jeder der Prozessor-
kerne hat einen L1-Cache mit (32 [i] + 32 [d]) kB und eine L2-Cache mit 256 kB. Der
von allen Prozessorkernen gemeinsam geniitzte L3-Cache bietet 20 MB Speicherplatz.
Jeder der Prozessoren hat eine Speicherbandbreite von 51,2 GB/s. Aufierdem stehen uns
260 GB im Arbeitsspeicher zur Verfiigung. [3] [9]

Da wir nun mehr Arbeitsspeicher niitzen konnen als zuvor, diirfen wir es uns auch er-
lauben ein grofleres Testbeispiel auszuprobieren. Wir verwenden deshalb ein Netz aus
53121770 Elementen mit 10976000 Knoten.

Wir verwenden aulerdem die Compileroption -O2, die bewirkt, dass der Code hin-
sichtlich seiner Laufzeiten optimiert wird. Die Laufzeitmessungen ergeben nun folgendes
Bild.
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Die Graphiken zeigen uns, dass wir durch die Parallelisierung auch hier eine gute Ver-
besserung der Laufzeit erreichen kénnen. Das beste Ergebnis wird in diesem Beispiel
von der verkniipften Atomic Version unter der Verwendung von 4 Threads erreicht. Hier
konnen wir die Laufzeit von urspriinglichen 45 Sekunden ohne Parallelisierung auf 16
Sekunden senken. Einfach blindlings so viele Threads wie moglich zu verwenden, macht
allerdings nicht viel Sinn, da sich die Laufzeiten, wie wir hier gesehen haben, auch wieder
verschlechtern kénnen.
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8 Erkenntnisse

Fassen wir zum Schluss noch einmal zusammen. Wir haben gesehen, dass man, wenn
man die innere Struktur der aktuellen Prozessoren ausniitzen moéchte, seinen Code par-
allelisieren sollte. Leider ist das nicht immer méglich, aber die Berechnung und die As-
semblierung von Elementsteifigkeitsmatrizen zu einer globalen Steifigkeitsmatrix in der
Finiten Elemente Methode ist fiir eine Parallelisierung sehr gut geeignet.

Das einzige Problem das auftreten kann und iiber das man sich Gedanken machen sollte,
sind Data Races. Zum Gliick gibt es aber mehrere Mo6glichkeiten, wie man diese verhin-
dern kann. Wir haben uns speziell fiir den Assemblierungsalgorithmus der FEM zwei
dieser Moglichkeiten genauer angesehen.

Die verschiedenen Methoden haben wir ausgehend von einem existierenden, aber noch
nicht parallelisierten Codestiick implementiert und sie beziiglich ihrer Laufzeiten ver-
glichen. Dabei ist uns aufgefallen, dass auch die Speicherstruktur einen wesentlichen
Finfluss auf die Laufzeiten haben kann.

Ausgehend von unseren Laufzeitmessungen und den Speicherplatzmessungen kommen
wir nun zu folgenden Erkenntnissen:

e Es ist geschickter weniger, dafiir aufwendigere Rechnungen zu parallelisieren, als
viele kurze und einfache Rechnungen.

e Zwischenergebnisse in kurzen, lokalen Vektoren zu speichern, statt in langen, glo-
balen Vektoren spart nicht nur Speicherplatz, sondern auch Zeit. ( Die Atomic
Versionen sind schneller als die original Versionen)

e Wenn moglich Berechnungen, die Ergebnisse von einander benétigen, auch gleich
hintereinander durchfiihren. (Die verkniipfte Atomic Version ist schneller als die
nicht verkniipfte Atomic Version)

e Daten, die direkt nacheinander benéttigt werden, sollten auch nebeneinander ge-
speichert sein. (Die umgeordnete Farben Version ist schneller als die nicht geord-
nete Farbenversion)

e Ein Netz zu colorieren, um Elemente zu finden die ohne Gefahr von Data Races
gleichzeitig parallelisiert werden konnen, ist sehr zeitintensiv und benétigt viel
Speicherplatz. Da die Laufzeiten der Farbenversionen nicht besser sind als jene der
schnellsten Atomic Version ist das im konkreten Fall nicht zu empfehlen.

e Sind Data Races nur selten zu befiirchten, dann ist # pragma omp atomic demnach
bestens geeignet um Data Races auszuschliefen.

e Die Moglichkeiten der Parallelisierung sind begrenzt, auch die Verwendung von
beliebig vielen Threads wird die Laufzeit nur um ein bestimmtes Maf3 verbessern.
(Das Laufzeitenminimum wird bei unseren Implementierungen meistens schon bei
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der Verwendung zwischen 4 und 8 Threads erreicht. Die Ursache davon liegt in der
beschréinkten Speicherbandbreite.)

Alles in Allem konnen wir sagen, dass wir auf beiden Maschinen mit der ”verkniipften
Atomic Version” (Algorithmus 10 auf Seite 31) die besten Ergebnisse erzielt haben. Das
Laufzeitenminimum wurde bereits bei einer Verwendung von zwischen 4 und 8 Threads
erreicht. Je nach Grofle des Beispiels, blieben die Zeiten bei mehr als 4 Threads mehr
oder weniger konstant, oder haben sich sogar wieder verschlechtert.

Wir haben also sowohl in Bezug auf die Laufzeiten, als auch in Bezug auf den benotigten
Speicher mit der ”verkniipften Atomic Version”, bei der Verwendung von 4 Threads, die
besten Ergebnisse erziehlt.
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