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4.1 Teilbarkeit
[I-L] 4.1, [L-P-V] 6.1, [S-S] 5.3.30-5.3.60

Definition (1)

a) (Teilbarkeitsrelation auf Z) [vgl. Ubung Bsp. 9]

Fiir a, b € Z gilt ,a teilt b” (in Zeichen: a | b) genau dann, wenn es
ein 3 € Z mit a-a = b gibt.

Gilt a | b, so sagt man auch: b ist durch a teilbar, a ist ein Teiler
von b bzw. b ist ein Vielfaches von a,

und - falls a2 # 0 — nennt &’ = g den Komplementarteiler zu a
(beziiglich b).

Gilt a | b nicht, so schreibt man: a{ b.



Definition (1) (Fortsetzung)

b) (Assoziiertheitsrelation auf Z)

Ganze Zahlen a, b € Z heien zueinander assoziiert (in Zeichen:
a ~ b) genau dann, wenn a | b und b | a gilt.

c) Fiir a € Z definieren wir:

T(a)={teN| t|a} die Menge aller positiven Teiler von a,

V(a) ={v eN| a|v} die Menge aller positiven Vielfachen von a

und die Teileranzahlfunktion T
7:N—- N
n— 7(n) :=#T(n)



Lemma (1) (Eigenschaften der Teilerrelation)
Fiir beliebige a, b, c € 7 gilt:
a) 1|a ala, al0 und (0]a & a=0).
Also: T(0) =N, 1€ T(a).
b) (a|b A blc) = alc.
c) alb & |4 ! |b| & +a|+b
(al b A b#£0) = |a| <|b].
Also: fiir a# 0 ist {1,]a|} C T(a) C {1,2,...,]al},
7(1) =1, und fiir |a| > 2 gilt: 2 < 7(a) < |a.
d) a~b & |aj=|b & b==a
e) (a|b N alc)= al(btc)
alb = (a|bc A ac|bc).



Definition (2)

Es seien a,b € Z.
a) Eine Zahl d € Z heillt ein groBter gemeinsamer Teiler von a
und b, wenn gilt:

(GGT1) d|aundd|b
(GGT2) VteZmitt|aund t|bgilt: t]|d.

b) Ist (a, b) # (0,0), so heillt
ggT(a, b) = max(T(a) N T(b)) eN

der gréfte gemeinsame Teiler von a und b.



Satz (1)

Es seien a, b € 7. Dann gilt:

a) a|lb & T(a)C T(b).

b) VkeZ: T(a)n T(b) = T(a)N T(b+ ka).

Es sei nun zusatzlich (a, b) # (0,0) und d = ggT(a, b)

(vgl. Definition 2.b)). Dann gilt:

c) T(d)= T(a)n T(b), und es existieren x,y € Z mit
d=ax+ by .

d) d ist ein gréBter gemeinsamer Teiler von a und b (nach
Definition 2.a)).



Satz (1)

Es seien a, b € 7. Dann gilt:

a) a|lb & T(a)C T(b).

b) YkeZ: T(a)nT(b)= T(a)N T(b+ ka).

Es sei nun zusatzlich (a, b) # (0,0) und d = ggT(a, b)
(vgl. Definition 2.b)). Dann gilt:

c) T(d)= T(a)n T(b), und es existieren x,y € Z mit
d=ax+ by .

d) d ist ein gréBter gemeinsamer Teiler von a und b (nach
Definition 2.a)).

Korollar (1)
Fiir a, b, k € Z mit (a, b) # (0,0) gilt:
8gT(a, b) = ggT(a, b+ ka) .



4.2 Primzahlen
[I-L] 4.3, [L-P-V] 6.2-6.4, [S-S] 2.1, 5.3.45-5.3.51, [St] 3.1

Definition (3)
a) Zahlen a, b € Z heiRen zueinander relativ prim (oder
teilerfremd ), wenn ggT(a, b) = 1 ist.
b) Eine Zahl g € Z heiBt ein Primelement (von Z), wenn |g| > 2
und fiir alle a, b € Z gilt:

glab = (qla Vv q|b).
c) Eine Zahl p € N heiBt eine Primzahl, wenn 7(p) = 2 gilt
( = ((P=2A(T(p)={L,p}))).
Die Menge aller Primzahlen wird mit P = {2,3,5,7,11,13,...}
bezeichnet.

d) Eine Zahl a € Z \ {0} heilt zusammengesetzte Zahl, wenn
7(|]al]) > 3 gilt (<= esgibteint e Nmit1 <t < |a| und t | n).



Satz (2)

a) Ist a € Z mit |a| > 2, so ist

p = min(T(a) \ {1})

eine Primzahl mit p | a.
b) Jede Primzahl p € P ist ein Primelement von Z.

c) (Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie)
Fiir jedes 0 # a € Z existieren eindeutig bestimmte r € Ny und
Primzahlen p1, po, ..., pr € P mit

r
a=sgn(a)-[[pi und pp<pp<--<p.
i=1

d) Jedes Primelement q € Z ist von der Form q = +p mit p € P.



Varianten zu Satz 2.c):

Fiir jedes 0 # a € Z existieren eindeutig bestimmte

A) keNg, pp<pr<---<px€Punde,..., e €N, sodass

k
a=sgn(a)- Hp,-e" :
i=1

B) e € {0,1} und fiir alle p € P e, € Ny, wobei e, # 0 nur fiir
endlich viele p € P gilt, sodass

a=(-1)=. H pe .

peP



Satz (3) (Satz von Euklid)

#P =00 .



Satz (3) (Satz von Euklid)

#P =00 .

Definition (4)
Fiir a,b € Z\ {0} heit
kgV(a, b) := min(V(a) N V(b)) eN

das kleinste gemeinsame Vielfache von a und b.



Satz (4)
Sind a,b € Z\ {0} mit a = sgn(a) - [] p%, b= sgn(b) - [ p”

peP peP
(so wie in Variante B) zu Satz 2.c)), so gilt:

a)a|b & firallepePgilt: e, <f,.

b) T(a) = { [Lp™ |0< hy < e}, r(|al) = [I(ep+1) und

peP peP

V(a)={ I1 p*

peP

ko € N, e, < kp und k, = 0 fiir fast alle p € IP}.

C) ggT(a, b) = H pmi”{epvfp}, kg\/(a./ b) _ H pmax{ep,fp} i
peP peP

ggT(a7 b) : kgV(a, b) = |ab‘ g



4.3 Der Euklid'sche Algorithmus
[I-L] 4.2, [L-P-V] 6.6, [St] 3.2.2

Satz (5) (Division mit Rest)

Es seien a,b € 7 und b # 0.
Dann existieren eindeutig bestimmte q,r € Z mit 0 < r < |b|,
sodass gilt:

a=bg+r.

Beispiel zu Satz 6: ggT(94729,93439) = 7

04729 = 1- 93439 + 1290 (= Rest 1)
93439 =72 - 1290 + 559 (= Rest ry)
1200 = 2 - 559 + 172 (= Rest r3)

559 = 3-172 + 43 (= Rest r3)

172 =4-43+40 (= Rest r5)

ggT(94729,93439) = ggT(93439,1290) = ggT(1290,559) =
= ggT(559,172) = ggT(172,43) = ggT(43,0) = 43.



Satz (6) (Erweiterter Euklid'scher Algorithmus)

Es seien a, b € N.
Fiiri > —1 und j > 0 werden qj, rj, x;, yi € No rekursiv definiert
durch:

) rau=an=>bx1=1y1=0x%=0 =1
o) fiir i > 0: falls rj (und ri_1, x;, xi—1, i, yi—1) bereits definiert
sind und r; > 0:
ti_1 =qiri + riv1  Division von r;_y durch r; mit Rest
Xit1 =Xi—1 — qiX;

Yi+1 =Yi—-1 — qiYi

Dann existiert ein n € Ng mit r, > 0 und r,.1 =0, und es gilt:

rn = ggT(a, b) = ax, + by, .



4.4 Kongruenzen und Restklassen
[A] 12.1, [I-L] 4.4, [L-P-V] 6.7, [St] 3.2.1

Definition (5)

Es sei m € Z.

Ganze Zahlen a, b € Z heilen zueinander kongruent modulo (m)
(Schreibweise: a = b mod (m)) genau dann, wenn folgende
(zueinander dquivalente) Bedingungen erfiillt sind:

(K1) m[(b—a)

(K2) 3k e Z: b=a+ km

(K3) Falls m#0:sind q,g' € Zund r,r' €{0,1,2,....,m—1}
mita=mq+r,b=mqg +r',sogltr=r

(d.h.: a und b haben bei Division durch m denselben Rest.)

m heit der Modul der Kongruenz a = b mod (m).

»Zueinander kongruent sein modulo (m)" definiert eine Aquivalenz-
relation auf Z (vgl. Satz 7.a) unten).



Definition (5) (Fortsetzung)

Fiir a € Z heilit

a={bcZ|a=b mod(m)}={a+km|keZ}=a+mZL
die Restklasse von a modulo (m).
Jedes Element ¢ € 3 heiBt ein Reprasentant der Restklasse 3 = €.
Z/(m) = {3 | a € Z} heilt der Restklassenring modulo (m).

Bemerkung:
Fiir m # 0 hat der Restklassenring Z/(m) genau m Elemente:

Z)(m)={F=r+mZ|0<r<m}={0,1,2,...,(m—1)} .



Satz (7)
Es sei m € Z.

a) ,Zueinander kongruent sein modulo (m)” ist eine Aquivalenz-
relation auf 7Z.

b) Sind a,b,a',b' € Z mit a=3a mod (m) und b=b" mod (m),
so gilt:

(i)axtb=a +b mod (m) und ab=a'b' mod (m).
(i) Vk e N: ak=(a)* mod (m).
(iii) Ist (a, m) # (0,0), so gilt ggT(a,m) = ggT(a’, m).



Satz (8)

Es seien m € N und a,c € Z.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) Die Kongruenz aX = ¢ mod (m) ist losbar, d.h. 3x € Z mit
ax = ¢ mod (m).

b) Die (lineare) Diophantische Gleichung aX + mY = c ist l6sbar,
d.h. 3(x,y) € Z? mit ax + my = c.

c) ggT(a,m) | c.



Korollar (2)
Es seien m € N und a € Z. Dann gilt:

a)dd eZmita-a =1 mod (m) < ggT(a,m)=1
(< die Restklasse @ besitzt in Z/(m) ein Inverses beziiglich ®:
aca =1)

b) Jap € Z mit ag 0 mod (m) und a-ag =0 mod (m) <=
ggT(a,m) >1

(< 3Jag €Z/(m) mitag #0 unda® a3y =0, d.h. 3 ist ein
»Nullteiler” in 7./(m) ).

Beispiel 1: Bestimme alle n € Z, fiir welche 4n? + 3 durch 7 teilbar
ist!

Beispiel 2: Bestimme die Einer- (und die Zehner-)-Ziffer der
groRten derzeit bekannten (Mersenne-)Primzahl

q = 282589933 _ 1 (entdeckt am 7. 12. 2018) .



