DISKRETE MATHEMATIK

Kapitel 3:
Einfiihrung in die Graphentheorie

MAT.106UB Vorlesung im WS 2018/19

Gunter LETTL

Institut fiir Mathematik und wissenschaftliches Rechnen
an der Karl-Franzens-Universitdt Graz



3.1 Einfache Graphen
[A] 6.1, [I-L] 7.1, [L-P-V] 7.1, [M-N] 4.1, [St] 2.1, [T] lI.9
Definition (1)

a) Ein (einfacher) Graph G ist ein Paar G = (V/, E), bestehend aus
einer Menge V, deren Elemente Knoten (oder: Ecken, Punkte;
engl.: vertex, vertices) des Graphen heilen,

und einer Menge E von 2-elementigen Teilmengen von V

(d.h.: e € E= e € P(V) A #e =2), deren Elemente Kanten
(engl.: edges) des Graphen heilen.

Ist die Menge V endlich, so heift G ein endlicher Graph.

Ist e = {v1, w2} € E, so sagt man: ,Die Kante e verbindet die
Knoten vq und v» des Graphen”, und man nennt die Ecken v; und
va benachbart (oder: adjazent).
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Abb.9.1: Drei Darstellungen des Graphen G = (V, E) mitV = {a, b, ¢, d} und E = {{a, b}, {b, c}}



Definition (1) (Fortsetzung)
b) Es sei G = (V, E) ein endlicher Graph.
Fiir eine Ecke v € V bezeichnet
N(v)={xe V|{v,x} € E}
die Menge aller Nachbarn des Knotens v,

und gr(v) = #N(v) heift der Grad (oder: die Valenz) der Ecke v;
dies ist auch die Anzahl der von v ausgehenden Kanten.

Ist gr(v) =0, so heift v ein isolierter Knoten.
Ist gr(v) =1, so heilt v ein Endknoten (oder: Blatt).

Fiir k € Ny heiBt G ein k-reguldrer Graph, wenn fiir alle v € V gilt:
gr(v) = k.

d(G) = min{gr(v) | v € V} bzw. A(G) = max{gr(v) | v € V}
heilen der Minimalgrad bzw. der Maximalgrad des Graphen G.



Definition (1) (Fortsetzung)

c) Es seien G = (V, E) und G’' = (V', E") Graphen.
G’ heit isomorph zu G (Schreibweise: G ~ G’), wenn es eine
bijektive Abbildung f : V — V'’ gibt, sodass

Vvi,vo € V: {vi,n} € E<+= {f(n),f(vn)}ecE.

f heiBt dann ein (Graphen-)Isomorphismus von G nach G'.

Problem. Die folgenden drei Bilder zeigen isomorphe Graphen.
Finden Sie Isomorphismen!
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Fir V = {1,2,3} haben wir z.B. die folgenden 8 = 2(2) ver-
schiedenen Graphen:
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Unter diesen 8 Graphen finden wir jedoch nur 4 nicht isomorphe:
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Definition (1) (Fortsetzung)

G’ heiRt ein Teilgraph (oder: Subgraph) von G, wenn V' C V und
E' C E gilt.

Ein Teilgraph G’ von G heiRt induzierter (oder: gesittigter)
Teilgraph von G, (auch: von V' aufgespannter Teilgraph von G),
wenn E' = ENP(V') gilt (Schreibweise: G' = G[V']);

d.h.: G’ enthilt alle Kanten von G, welche Ecken aus V'’ verbinden.
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Abb. 9.2: H, ist nicht Subgraph von G, weil die Kante {a, c} in G nicht existiert. H, ist Subgraph von G,
aber nicht induziert. H; istisomorph zu dem durch {a, b, c, d} induzierten Subgraphen von G.

[T-43a]



Beispiel 1: Es seien n,m € N und V C Ng.
a.) Der vollstindige Graph K, :

v={12....ny E={{ij}|1<i<j<n}
hat n Knoten und (5) Kanten, ist (n — 1)-regular.
b.) Der stabile Graph E,:

v={12,....,n} E=0

hat n Knoten und 0 Kanten, ist O-regular.
c.) Der Weg (engl.: path) der Lange n, P,:

vV =1{0,1,2,...,n} E={{i-1,i}[1<i<n}
hat n+ 1 Knoten und n Kanten.



Beispiel 1: (Fortsetzung)
d.) Der Kreis (engl.: cycle, circuit) der Lange n > 3, C,:

V=A{12,....n} E={{i,i+1}|1<i<n-1}uU{{n1}}
hat n Knoten und n Kanten, ist 2-regular.

e.) Der vollstindige, bipartite Graph K, ,:
V = {ul,uQ,...,u,,}U{vl,vz,...,vm}
E={{u,v}|1<i<n 1<j<mj

hat n 4+ m Knoten und n- m Kanten.
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Abb. 9.3: Ein Weg der Lange 3, ein Kreis der Lange 4, eine 4-Clique und eine 3-stabile Menge [T 43 b]



Lemma (1)
Es sei G = (V, E) ein endlicher Graph. Dann gilt:
a) (Handshake-Lemma)

Z gr(v) =2#E .

veVv

Folglich ist die Anzahl der Knoten von G, die einen ungeraden Grad
haben, eine gerade Zahl.

b) Ist #V > 2, so besitzt G (mindestens) zwei Knoten mit
gleichem Grad.



3.2 Wege, Kreise, Baume, Walder
[A] 6.3, 7.1, [I-L] 7.3, [L-P-V] 7.2, 8.1-2, [M-N] 4.2, 5.1,
[St] 2.2, [T] 1.9

Definition (2)
Es seien G = (V, E) ein Graph mit #V > 1 und n € N,
a) Ein Teilgraph G’ = (V', E’) von G heilit
o) ein Weg (der Lange n), wenn G’ isomorph zu P, (vgl.
Beispiel 1) ist. Die Knoten von G’ mit dem Grad 1 heiRen die
Endknoten des Weges G'.
o) ein Weg (der Lange 0), wenn #V’ =1 (und E = () ist.
e) ein Kreis (der Lange n > 3), wenn G’ isomorph zu C, ist.
Ein Kreis der Lange 3 heilt auch Drejeck.

e) eine Cligue (mit n Knoten) oder n-Clique, wenn G’ isomorph
zu K, ist. -



Definition (2) (Fortsetzung)
b) Der Graph G heifit

o) zusammenhangend, wenn Vv, w € V gilt: in G existiert ein
Weg von v nach w.

o) kreisfrei (oder: ein Wald), wenn G keinen Kreis als Teilgraph
enthalt.

e) ein Baum, wenn G zusammenhangend und kreisfrei ist.

"
ol
e oo
) ./ \.

Abb. 9.4: Ein Baum [T—44]



Definition (2) (Fortsetzung)

c) Die Relation ,ist erreichbar” (Symbol: ~~) auf V wird fiir
v,w € V wie folgt definiert:

f .
vwwéﬂemWegvon v nach w .
Dies ist eine Aquivalenzrelation auf V' (vgl. Lemma 2.a) unten),

und die von den Aquivalenzklassen [v].. induzierten Teilgraphen
G[[v]-] heiBen die (Zusammenhangs-)Komponenten von G.

Schreibweise: K(v) = G|[v]..].

Abbildung 7.14 zeigt einen Graphen mit insgesamt 5 Zusammenhangskomponen-
ten. Davon sind 2 isolierte Ecken.

[I-L-240]

UNI



Lemma (2)
Es sei G = (V,E) ein Graph mit #V > 1.

a) Die Relation ,ist erreichbar” aus Definition 2.c) ist eine
Aquivalenzrelation.

b) Ist G ein Wald, so ist jede Zusammenhangskomponente von G
ein Baum.

c) Fiir einen zusammenhangenden Teilgraphen G’ von G gilt:

G' ist genau dann eine Zusammenhangskomponente von G, wenn
es keinen zusammenhéangenden Teilgraphen G” von G gibt, sodass
G’ Teilgraph von G" und G' # G" ist; (d.h.: G’ ist ein inklusions-
maximaler zusammenhéangender Teilgraph von G.)

d) Ist G ein Baum und #V > 2, so besitzt G mindestens zwei
Blatter.

e) Ist G ein Baum, #V > 2 und v € V ein Blatt, so ist auch
G =(V'=V\{v},El = ENP(V')) ein Baum.



Satz (1) (Charakterisierung von Bdumen)
Essei G = (V,E) ein Graph mit #V =n>1 und #E = m € Np.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) G ist ein Baum.

b) G ist zusammenhdngend und m=n — 1.
c) G ist kreisfrei und m = n — 1.

d) Zu je zwei Knoten v # w € V gibt es genau einen Weg von v
nach w.

e) G ist ,kantenminimal zusammenhangend”,
d.h. G ist zusammenhangend und jeder Graph G' = (V| E’) mit
E' G E ist nicht zusammenhéangend.

f) G ist ,kantenmaximal kreisfrei”,
d.h. G ist kreisfrei, und jeder Graph G' = (V,E') mit E G E' ist
nicht kreisfrei.



3.3 Eulertouren und Hamiltonkreise
[A] 8.4, [I-L] 7.2, [L-P-V] 7.3, [M-N] 4.4, [St] 2.4.1, [T] lll.11

Definition (3)
Es seien G = (V, E) ein Graph und n € Np.

a) Ein Kantenzug in G ist eine Folge von Knoten vg, v1, ..., vy
€ V, sodass fir alle 1 < i < ngilt: ¢ = {vj_1,v;} € E.
Ist v,, = v, so heift der Kantenzug geschlossen.

b) Eine Eulertour in G ist ein geschlossener Kantenzug

Vo, V1, - .., Vy, = v derart, dass fiir jedes e € E genau ein
i€{1,2,...,n} existiert mit e = ¢j = {vi_1, Vi };

d.h.: jede Kante von E kommt in dem Kantenzug genau einmal vor.
G heilt ein Eulerscher Graph, wenn es eine Eulertour in G gibt.

c) Ein Hamiltonkreis in G ist ein Kreis in G, dessen Knotenmenge
V ist; d.h.: ein geschlossener Kantenzug, der jeden Knoten von V
genau einmal enthilt.
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Abbildung 7.17: Briicken von Kénigsberg Abbildung 7.18:
Konigsberger Briickengraph

[I-L-246]
Satz (2) (Charakterisierung von Eulerschen Graphen)

Fiir einen zusammenhidngenden Graphen G = (V/, E) sind folgende
Aussagen dquivalent:

a) Es existiert eine Eulertour in G.

b) Fiir jedes v € V ist gr(v) eine gerade Zahl.

c) Es gibt eine Partition von E in ,kantendisjunkte” Kreise.



Satz (3)

Es sei G = (V,E) ein Graph mit #V > 3.
Gilt fiir alle x,y € V mit x #y und {x,y} & E, dass
gr(x) + gr(y) > #V, so besitzt G einen Hamiltonkreis.

Korollar (1)

Ist G = (V,E) ein Graph mit #V >3 und 6(G) > # so besitzt
G einen Hamiltonkreis.



Ausblick: Ebene (= planare) Graphen

Kann ein Graph G = (V/, E) so in der (Zeichen-)Ebene dargestellt
werden, dass die Ecken verschiedene Punkte der Ebene sind und die
Kanten Verbindungslinien (,,ohne Uberkreuzungen”) zwischen
diesen Punkten sind, d.h. Kanten schneiden sich nur in Ecken?

Abbildung 7.30: Planarer Graph mit 6 Gebicten [|— L-27 1]

Es sei g € N die Anzahl der ,Lander” (= zusammenhangende
Gebiete), in die ein zusammenhingender, ebener Graph die Ebene
zerlegt. Dann gilt die Euler'sche Polyederformel:

#V —H#HE+g=2.



