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2.1 Funktionen auf endlichen Mengen und Variationen
[A] 1.2, [I-L] 6.1.1-6.1.2, [L-P-V] 1, 2.4, [M-N] 3.1-3.2,
[St] 1.1-1.2, [T] I1.4, IV.15

Satz (1)

Es sein € N, und fiir alle 1 < i < n sei A; eine endliche Menge mit
|Ai| = m; Elementen.

a) (Summenregel) Sind die Mengen A; paarweise disjunkt,
d.h. firallel <i<j<nist AinAj=10, so gilt

o n
‘ U Af‘ZZ!Af!=m1+mz+---+mn-
1<i<n fi=il

b) (Produktregel)

‘H A,‘_H|A]_m1 moy -

1<i<n



Satz (2)
Es seien A und B nichtleere, endliche Mengen. Dann gilt:

a) Es existiert eine injektive Abbildung f : A — B genau dann,
wenn |A| < |B|.
b) Es existiert eine surjektive Abbildung f : A — B genau dann,
wenn |A| > |B|.
c) Es existiert eine bijektive Abbildung f : A — B genau dann,
wenn |A| = |B|.
d) Ist |A| = |B|, so sind fiir eine Abbildung f : A — B die
folgenden Aussagen dquivalent:

f ist bijektiv <= f ist injektiv <= f ist surjektiv .



Korollar (1)

Es seien n,k € N, M eine Menge mit |M| = n und
L={1,2,...,k} CN.

a) (Schubfachschluss)
Es sei n > k. Dann existiert keine injektive Funktion f : M — L.

Verbale Formulierung 1: Verteilt man n Objekte auf k ,,Laden”,
so gibt es (mindestens) eine Lade, in der (mindestens) zwei Objekte
sind.

Verbale Formulierung 2: Farbt man n Objekte mit k Farben, so
sind (mindestens) zwei Objekte mit derselben Farbe gefarbt.

b) (Satz von Ramsey)
Esseien i, b,....k eNundn>h +bh+---+ [, — k.
Dann gibt es fiir jede Funktion f : M — L ein i € {1,...,k} mit

NI 0

Verbale Formulierung: Ubung



Satz (3)

Es seien A und B endliche, nichtleere Mengen mit |A| = k und
|B| = n. Dann gilt:

a) Es gibt n* verschiedene Funktionen von A nach B.
k=1
b) Es gibt [[(n—j)=n(n—1)(n—2)----- (n—k+1)

J=0
verschiedene injektive Funktionen von A nach B.

c) |P(B)|=2".



Korollar (2) (Variationen)

Es seien n, k € N. Von n (unterscheidbaren) Objekten werden
nacheinander (d.h. unter Beriicksichtigung der Reihenfolge)
k Objekte ausgewahlt. Dafiir gibt es

a) n* Moglichkeiten, falls nach jeder Auswahl das Objekt wieder
wzuriickgelegt” wird (d.h. Objekte auch mehrmals ausgewahlt
werden kénnen) — , Variation mit Wiederholungen”.

b) Hjl-(;ol(n — J) Méglichkeiten, falls die ausgewahlten Objekte nicht
szuriickgelegt” werden (d.h. jedes Objekt héchstens einmal gewahlt
werden kann) — , Variation ohne Wiederholungen”.

Ist insbesondere k = n, so gibt es Hf;ol(n —j)=n(n-1)
(n—2)----- 1 = n! Moglichkeiten, n unterscheidbare Objekte
auf n ,Platzen” anzuordnen — , Permutation von n Objekten”.



2.2 Binomialkoeffizienten und Kombinationen
[A] 1.1, [I-L] 6.1.4-5, [L-P-V] 3, [M-N] 3.3, [St] 1.2, [T] II.5
Definition (1)

a) Fir n € Ny definiert man

und nennt diese Zahl n Faktorielle oder n Fakultat.

b) Fiir n € N und k € Z wird der Binomialkoeffizient (]]) (sprich:
,n uber k", definiert durch:

n!
_— < k<
(n) _ ) K= falls 0< k<n '
k 0 falls kK < 0 oder n < k

.. < < : = .
Offensichtlich gilt fir 0 < k < n <k> (n _ k)



Satz (4)
Es seien n € Ny und k € Z.

k .
a) Fiir k > 0 gilt: <Z> = [11 noitl _ a(n-1)(n=2)..(nk+1)

. n+1 n n n
b) Es gilt <k+1>_<k+1>+<k) und (}) € No.

c) Eine endliche Menge M mit n Elementen besitzt genau (Z)
Teilmengen mit k Elementen.

d) Es sei k > 0.

Aus n (unterscheidbaren) Objekten werden k Objekte ausgewdhlt,
wobei die Reihenfolge des Auswéahlens nicht beriicksichtigt wird.
Dafiir gibt es (]) Méglichkeiten —

. Kombination ohne Wiederholungen”.




Korollar (3)

Es sei n € Ng.

a) (Binomischer Lehrsatz)
Fiir (beliebige) Zahlen a, b und n € N gilt:

n

(a+b)" = Z (7) a" b =

i=0

=a"+ (f)a" b+ (5)a" P>+ ...+ (,")ab" "t + b".

b) n

()=

i=0



Satz (5)

Es seien n € N und k € Ng.
a) Die Menge

A:{(kl,kz,...,k,,)eNg‘k1+k2+---+k,,:k}

k—1
hat |A| = <n+ P ) Elemente.

b) Von n (unterscheidbaren) Objekten werden nacheinander k
Objekte ausgewdhlt, wobei nach jeder Auswah! das gewdhlte Objekt

wieder , zuriickgelegt” wird.

Dafiir gibt es (”+f71) Méglichkeiten, wenn die Reihenfolge der

ausgewdhlen Objekte nicht beriicksichtigt wird —
. Kombination mit Wiederholungen”.



2.3 Multinomialkoeffizienten
[L-P-V] 3, [M-N] 3.3

Definition (2)
Esseien r e Nund n, ki, ko, ...,k e Ngmit ki +ko+---+ k, = n.

Der Multinomialkoeffizient (k1 k:

77777

kr) wird definiert durch:

n _ n!
k17k27"'7kr _k1|k2|kr|



Satz (6)

Es sei r € N.

a) (Multinomialsatz)
Fiir n € Ny und beliebige Zahlen x1,x, ..., x, gilt:

n . . .
(X1—|—X2+---—|-Xr)": E (/ : I->X111Xéz ..... X,’_r )
< 17 27"‘7 r

0<iy,iz,...,ir<n

i1 +ia+-++ir=n
b) Es seien n € N und ky, ko, ..., k, € Ng mit
ki+ko+ -+ ko =n.

Es seien n Objekte gegeben, von denen jeweils k; ,,vom selben Typ”
sind (d.h. sie sind nicht unterscheidbar).

Dann gibt es genau ( . k2” kr) Méglichkeiten, diese n Objekte

unter Beriicksichtigung ihrer Reihenfolge anzuordnen —
. Permutation mit Wiederholungen”.



2.4 |Inklusion — Exklusion
[A] 2.4, [I-L] 6.1.3, [L-P-V] 2.3, [M-N] 3.7, [St] 1.2, [T] Il.4.1

Satz (7)
Es seien k € N und A1, Ay, ..., Ak endliche Mengen. Dann gilt:
k k
#(UA) = D#A) — > #AnAL) +
i=1 i=1 1<h <<k

+ ) #(ALNARNAL) =+ (-1 TT#(AIN AN NAL) =

1<ih<ih<iz<k

— Z ((_1)f—1 > #ALNA, m--ﬂA,-j)) :

j=1 1<ii<ip<-<ij<k



2.5 Partitionen
[A] 1.2, [L-P-V] 3.4, [St] 1.3.2, 1.3.4, [T] Il.6

Definition (3)
Es seien k,n € N und M eine Menge mit #M = n.
Eine k-Partition von M besteht aus k nichtleeren, paarweise

disjunkten Teilmengen von M (ohne Beriicksichtigung deren
Reihenfolge), deren Vereinigung gleich M ist, also:

{A1, Az, ..., A} C P(M)\ {0} mit
k
Vi<i<j<k:AiNnAi=0 und __lA,-:M.
Die Anzahl aller k-Partitionen von M wird mit S, , € Ng
bezeichnet. Zusatzlich definieren wir: Soo = 1, und fiir k,n € N :
Spo = 0= S «-
Die so definierten Zahlen S, x (n, k € Ng) heiRen die Stirlingzahlen
2. Art (oder Partitions-Stirlingzahlen).



Satz (8)

a) Firl < k < n gilt:
i) Snk=Sn—1k-1+k-Sn_1xk
oo S i (k — i)n
ll) Sﬂ,k = Z:O(—l) m

b) Es seien A und B endliche Mengen mit |A| = n und |B| = k.
Dann gibt es k!- S, , verschiedene surjektive Funktionen f : A — B.



Zahlpartitionen: k, n € Ny
Wie viele Moglichkeiten gibt es, die Zahl n als Summe

nm—+nm+---+n=n
von k positiven ganzen Zahlen 1 < n; € N zu schreiben — mit bzw.
ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge der Summanden?

Definition (4)

Fir k, n € Ny definieren wir

k
gZP(n, k) = {(nl,ng, ..., ng) € NK ‘ Zn,- = n} und
i=1

ugZP(n, k) = {(nl,ng,...,nk) € gZP(n, k) ‘ m<nmn<-..< nk} .

gZP(n, k) (bzw. ugZP(n, k)) heilt die Menge der geordneten (bzw.
ungeordneten) k-Partitionen der Zahl n.

Weiters setzen wir P, . = #(ugZP(n, k)) € Nq.



Satz (9)

a) Fiir k >0 und n > 1 gilt: #(gZP(n, k)) = <Z : 1)
b) Es gilt:

i) Poo =1, und fiir k,n > 0: Poo =0 = Pg.

ii) Fiir k > nist P, =0

iii) Fir1 <nist P,1 =1= P, .

k—1
iV) Fiir k,n> 0 gi/t.' Pn+k,k = Z P,,7k_,' .
i=0



