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1.1 (Aussagen- und Pradikaten-)Logik
[I-L] 1.2-1.3, [S-S] 3.2

Eine (mathematische oder logische) Aussage ist entweder wahr
oder falsch.

Eine (mathematische oder logische) Aussageform (oder Pridikat)
enthdlt eine (oder mehrere) freie Variablen (= Unbestimmte).

Durch Ersetzen der Variablen durch konkrete Objekte (,,Werte")
aus einer Grundgesamtheit (oft: Menge) entsteht aus einer
Aussageform eine Aussage, die dann entweder wahr oder falsch ist.



Operationen mit Aussagen (= logische Verkniipfungen):
Aus (ein oder zwei) Aussagen wird eine neue Aussage gebildet.
Fiir das Folgende seien p und g (beliebige) Aussagen.
Negation — :

=p (,nicht p", ,non p"} ist die Aussage, die genau dann wahr ist,
wenn p falsch ist.

Konjunktion A :

Die Aussage p A q (,,p und q") ist genau dann wahr, wenn sowohl p
als auch g wahr sind.

Disjunktion V :
Die Aussage p V q (,,p oder q") ist genau dann wahr, wenn p wahr
ist oder g wahr ist oder beide wahr sind.



Implikation = : (auch: Subjunktion)

Die Aussage p = q (,,aus p folgt q”, ,p impliziert q",

.q ist notwendig fiir p”, ,p ist hinreichend fiir q") ist genau dann
wahr, wenn p falsch ist oder g wahr ist.

Aquivalenz < :

Die Aussage p < q (,p und q sind (logisch) dquivalent”, ,p gilt
genau dann, wenn q gilt", . p ist notwendig und hinreichend fiir q")
ist genau dann wahr, wenn p und g entweder beide wahr oder beide
falsch sind.



Satz (1) (Umformungsregeln fiir logische Verkniipfungen)
Fiir (beliebige) Aussagen p, q und r gilt:
a) doppelte Verneinung: (—(=p)) & p
b) de Morgan’'sche Regeln:  (=(p A q)) < ((-p) V (—q))
(=(pV a)) = ((=p) A (=9))
c) Distributivgesetze:  (pA(qVr))< ((pAq)V(pAr))
(pVigAr) e ((pVa AlpVr))

d) Kontraposition: (p = q) < ((—q) = (-p))



Satz (2) (Konjunktive und disjunktive Normalform)

Es seien n € N und p1, po, .. ., pn Aussagen.

Dann ldsst sich jede aus py, pa, ..., pn (Mit obigen logischen
Operationen) gebildete Aussage x in der Form

x=d VdrV---Vdy
mit einem N € Ng, N < 2", darstellen, wobei jedes d; von der Form
di = efi) A eéi) Ao A e,(7i) mit efi) = pj oder eJ(i) = pj
ist. Diese Darstellung heilt die disjunktive Normalform von x.

Analog: konjunktive Normalform von x

x=d AdaA---Ndy mit di=el)velv...vel)



Logische Quantoren: machen aus Aussageformen eine Aussage.

Es sei A(x) eine Aussageform fiir Objekte x aus einer Grund-
gesamtheit.

Die Aussage | Vx : A(x) | ist genau dann wahr, wenn fiir jedes
Objekt xq die Aussage A(xg) wahr ist.

Die Aussage | Ix : A(x) | ist genau dann wahr, wenn es ein Objekt

xo gibt, fiir welches die Aussage A(xg) wahr ist.
(Es darf auch mehrere solche x; geben!)

Satz (3)

Es sei A(x) eine beliebige Aussageform. Dann gilt:
a) (ﬁ(vx : A(x))) = (Elx : (ﬁA(X)))

b) (~(x:AKX)) & (¥x: (=A()))



1.2 Naive Mengenlehre
[I-L] 2.1, [L-P-V] 1.2, [M-N] 1.2, [S-S] 4.1, [T] I.1

Definition von ,,Menge” nach Georg Cantor (1845 — 1918):

~Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter, wohlunter-
schiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens zu
einem Ganzen. Von jedem Objekt muss eindeutig feststehen, ob es
zu dieser Menge gehdrt oder nicht. Die zur Menge gehdrenden
Objekte nennt man die Elemente dieser Menge.”

Ist M eine Menge und a ein Objekt, so gilt

entweder a € M (,,a ist ein Element von M", , a liegt in M", ,a
gehért zu M")

oder a ¢ M (,,a ist kein Element von M”, ,a liegt nicht in M"...).



Angabe von Mengen:

a) durch Aufzidhlen: die Elemente einer Menge werden zwischen
geschweifte Klammern (,,Mengenklammern”) geschrieben.

b) durch Aussonderung (= Beschreibung): ist A(x) eine
Aussageform (,,Eigenschaft”) fiir Objekte x, so wird durch

M = {x [ A(x)}

die Menge aller Objekte x beschrieben, fiir welche A(x) wahr ist
(die die , Eigenschaft” haben).



Beispiel: Zahlenmengen

N=1{1,2,3,4,5,6,...} Menge der natiirlichen Zahlen

7Z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} = {0,1,-1,2,-2,3,-3,...}
Menge der ganzen Zahlen

Ng =4{0,1,2,3,...} Menge der nicht negativen ganzen Zahlen

Q={Z¢|a,beZundb#0}={2|acZAbeN}
Menge der rationalen Zahlen

R, C  Menge der reellen bzw. komplexen Zahlen



Definition (1)

Es seien M und N beliebige Mengen.

a) Relationen (= Beziehungen) zwischen Mengen:

(Es wird festgestellt, ob zwischen M und N eine , bestimmte
Beziehung” gilt — oder nicht.)

Die Mengen M und N heien gleich (Schreibweise: M = N) genau

dann, wenn sie dieselben Elemente enthalten; andernfalls heilen sie
ungleich (Schreibweise: M # N).

M=N €& vx:(xe Mo xeN)
M#N &L (M= nN)

Die Menge M heillt eine Teilmenge von N (Schreibweise: M C N;
auch M C N, M € N) genau dann, wenn jedes Element von M

auch ein Element von N ist.
def

MCN < VxeM:xeN
,Echte Teilmenge”: M S N £ ((M C NYA (M 2 /V))

,Keine Teilmenge”: M ¢ N && —(M c N) 2



Definition (1) (Fortsetzung)

b) Operationen mit Mengen:
(Aus den Mengen M und N wird eine neue Menge — das Ergebnis
der Operation — gebildet.)

Durchschnittsmenge: MNN = {x | (x € M)A (x € N)}
Die Mengen M und N heilen (zueinander) disjunkt (oder
elementfremd ), wenn M NN = {} gilt.
Vereinigungsmenge: MUN = {x | (x € M)V (x € N)}
Differenzmenge: M\ N = {x|(x € M)A (x & N)}
Produktmenge (Kartesisches Produkt):

M x N ={(a,b) | (ae M)A (be N)} ist die Menge aller
~geordneten Paare” (a, b), wobei a € M und b € N gilt.

Potenzmenge von M:  P(M) = {A| AC M} ist die Menge aller
Teilmengen von M.



Satz (4) (Rechenregeln fiir Mengenoperationen)

Fiir (beliebige) Mengen A, B und C gelten die folgenden Aussagen:

a) Kommutativgesetze
AUB=BUA

b) Assoziativgesetze
AU(BUC)=(AUB)UC

c) Distributivgesetze
AU(BNC) = (AUB)N(AUC)

d) De Morgan’'sche Regeln
A\(BUC) = (A\ B)N(A\ C)

ANB=BnNA

AN(BNC)=(ANB)NC

AN(BUC) = (ANB)U(ANC)

A\(BNC) = (A\B)U(A\ C)



Definition (2)

(Durchschnitt und Vereinigung von beliebig vielen Mengen)
Es sei () # | eine nichtleere (Index-)Menge, und fiir jedes i € [ sei
M; eine Menge. Dann heillen

(Mi)ie; eine Familie von Mengen,

die Menge [\ M; ={x |Vi€ l:xe M}
i€l
der Durchschnitt der Familie (M), und

die Menge | JMi={x|3Jiel:xe M}
i€l
die Vereinigung der Mengenfamilie (M;);¢.



Definition (3)

Eine Menge M heillt endlich, wenn es ein n € Ny gibt, sodass gilt:
M hat genau n (verschiedene) Elemente.

Wir schreiben dann #M = |M| = n und nennen n die Element-
anzahl (oder Kardinalitat) von M.

Ist die Menge M nicht endlich, so heit M unendlich, und wir
schreiben #M = |M| = .



1.3 Mathematische Beweise
[I-L] 1.2.4, 3.3, [S-S] 2.1, Beispiel 3.3.9

Typischer Aufbau eines mathematischen Satzes (Lemmas,
Korollars):

I. Vereinbarung: der verwendeten
Begriffe/Objekte/Bezeichnungen

Il. Voraussetzung: Aussage(form) p, die fiir die verwendeten
Objekte wahr sein soll

I1l. Behauptung: Aussage g, deren Wahrheit bewiesen werden soll

l. bzw. Il. kdnnen auch fehlen.

Beweisvorgang:
Wir nehmen an, dass p richtig ist, und versuchen damit, die
Richtigkeit der Aussage g herzuleiten.



Logik und Beweismethoden:
p, q und r seien Aussagen.

*) Direkter Beweis: (,Modus ponens”) (p A(p= q)) =gq

*) Kettenschluss: ((p =r)A(r= q)) =(p=q)

*) Kontraposition (= Indirekter Beweis):

(~g=-p) = (p=q)

Wir nehmen an, dass q falsch ist, und versuchen damit zu zeigen,
dass dann p auch falsch ist.

*) Beweis durch Widerspruch: —=(—~g A p) < (p = q)
Wir nehmen an, dass p und —q beide wahr sind, und versuchen
damit zu zeigen, dass auch g bzw. —p wahr ist.

*) Fallunterscheidung: ((r = q) A (-r= q)) =q



1.4 Relationen
[-U] 2.2, [M-N] 1.5-1.6, 2, [5-S] 4.2, [T] 1.3
Eine Relation beschreibt, ob zwischen Elementen einer Menge M

und Elementen einer Menge N eine ,Beziehung” besteht oder
nicht.

Definition (4)
Es seien M und N nichtleere Mengen.

a) Eine (binare) Relation zwischen M und N ist eine Teilmenge
RCMxN.Ist M= N, so heiit R eine Relation auf M.

Ublicherweise bezeichnet man eine Relation R € M x N mit einem
Symbol R € {~,~,=,C,|,<,>,=,...} und schreibt
firae M, be N:

aRb <= (a,b) € R (,a steht in der Relation R zu b") ,
aRb < (a,b) € R (,a steht nicht in der Relation R zu b") .



Definition (4) (Fortsetzung)
b) Eine Relation R auf M [d.h. R € M x M] heifit
i) reflexiv, wenn Vx € M: xRx [bzw. (x,x) € R].

it) symmetrisch, wenn Vx,y € M: xRy = yRx
[bzw. (x,y) € R = (y, x) € R].

ili) antisymmetrisch, wenn Vx,y € M: (xRy AyRx) = x =y
[bzw. ((x,¥y) e RA(y,x) € R) = x =y|.

iv) transitiv, wenn Vx, y,z € M: (xRy A yRz) = xRz
[bzw. ((x,y) € RA(y,z) € R) = (x,z) € R].



Definition (4) (Fortsetzung)

c) Eine Relation ~ auf M heiBt eine Aquivalenzrelation, wenn sie
reflexiv, symmetrisch und transitiv ist (also i), ii), iv) erfillt).

Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M und x € M, so heilit
X ={y e M|x~y}

die Aquivalenzklasse von x beziiglich ~, und jedes x’ € [x]~ heiRt
ein Reprisentant der Aquivalenzklasse [x]-.

Die Menge aller Aquivalenzklassen beziiglich ~ wird mit
M/~ ={[xl | x € M}

bezeichnet.



Satz (5)
Es seien ) # M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M.
a) Firx,y € M gilt:

X~ =Wlv = KNs #0 = x~y.

b) Die (verschiedenen) Aquivalenzklassen von M beziiglich ~
bilden eine Partition von M;

d.h. eine Familie (T;);c; von Teilmengen T; C M, sodass
M= TiundVi,jelmitiZj:TiNnT;=0

(Schreibweise: M = | J;c, T;).



Definition (5)
Es sei () # M eine nichtleere Menge.

a) Eine Relation < auf M heilt eine Ordnungsrelation (oder
Halbordnung, partielle Ordnung), wenn sie reflexiv, antisymmetrisch
und transitiv ist (also i), iii), iv) aus Definition 4.b) erfiillt).

Ist die Ordnungsrelation < zusatzlich auch
v) konnex (= linear), d.h. Vx,y € M: (x < y) V (y < x),
so heift < eine Totalordnung (oder lineare Ordnung) auf M.

Ist < eine Ordnungsrelation (bzw. eine Totalordnung) auf M, so
nennt man (M, <) eine geordnete (bzw. totalgeordnete) Menge.



Definition (5) (Fortsetzung)
b) Es sei (M, <) eine geordnete Menge. Ein Element a € M heift

o) das Minimum (oder das kleinste Element) von M,
wenn Vx € M: a < x.

) das Maximum (oder das gréBte Element) von M,
wenn Vx € M: x < a.

e) ein minimales Element von M,
wenn Vx € M: (x < a) = (x = a).

e) ein maximales Element von M,
wenn Vx € M: (a < x) = (x = a).



Definition (5) (Fortsetzung)

c) Es sei (M, <) eine geordnete Menge und A C M eine Teilmenge.

] ] ) untere
Ein Element s € M heif}t eine

. s<Xx
VXEAglIt:{ }
x<s

Besitzt die Menge der unteren Schranken von A ein Maximum m,
so heilt dieses Infimum (oder gréfte untere Schranke) von A:

m = infA.

Besitzt die Menge der oberen Schranken von A ein Minimum n, so
heit dieses Supremum (oder kleinste obere Schranke) von A:
n=supA.

A heifit eine Kette, wenn Va, b € A gilt: (a < b) vV (b < a)

(d.h.: die Einschrankung von < auf A ist eine Totalordnung).

Schranke von A, wenn
obere

(M, <) heilt eine Wohlordnung, wenn jede nichtleere Teilmenge
von M ein Minimum besitzt. "



Axiom |: Lemma von Zorn:

Es sei M eine nichtleere, geordnete Menge, und jede Kette A C M
besitze eine obere Schranke. Dann existiert (mindestens) ein
maximales Element in M.

Axiom |I: Wohlordnungssatz:

Fiir jede nichtleere Menge M existiert eine Wohlordnung.



1.5 Funktionen
[I-L] 2.3, [M-N] 1.4, [S-S] 4.3, [T] 1.3

Definition (6)
a) Eine Funktion (oder Abbildung) f ist ein Tripel f = (A, B, G),
wobei A und B Mengen sind und G eine Relation zwischen A und
B mit folgenden Eigenschaften:

vi) linksvollstindig: Yx € A: 3y € B: (x,y) € G

vii) rechtseindeutig: Vx € A:

((x,y) €EGA(xY) € G) = (y =Y.

Die Menge A heilt die Definitionsmenge der Funktion f,
die Menge B heilt die Zielmenge (oder Wertevorrat) von f und
die Menge G C A x B heilt der Graph von f.

Ist (x,y) € G, so schreibt man auch y = f(x) und nennt y den
Funktionswert von f an der Stelle x (oder fiir das Argument x).

Schreibweise: f : A — B, x — f(x). B



Definition (6) (Fortsetzung)

b) Zwei Funktionen f = (A, B, G) und g = (A, B’, G) heilen
gleich, wenn A= A" und B = B’ und G = G’ gelten.

c) Es seien f = (A, B, G) eine Funktion und Ay C A, By C B.

Dann heilen

f(Ao) ={y € B|3Ix € Ay mit (x,y) € G} = {f(x) | x € Ag}
die Bildmenge von Ag unter f,

f(A) die Bildmenge (oder Wertemenge, Im(f)) von f,
fY(By)={xc A|3Jy € Bymit (x,y) € G} = {x € A| f(x) € By}
die Urbildmenge von By unter f und

f A:(Ao,B,Go) mit G():Gﬂ(A()XB)
0

die Einschridnkung der Funktion £ auf Ag.

Ist By = {b} C B, so heilt jedes x € f~1({b}) ein Urbild von b
unter f.



Definition (7)

a) Es seien A, B, C Mengen und G CAXx Bund Go C Bx C
Relationen. Dann sind

Gyo G = {(X,Z)EAX ClayeB:((x,y)€GiA(y,2) € Gg)}

eine Relation auf A x C und heift die Verkettung von Gy mit Gy,
und

G ' ={(r,x)eBxA|(xy) € G}
eine Relation auf B x A und heilt die Umkehrrelation von G;.

b) Es seien f = (A, B, G) und g = (B, C, H) Funktionen. Dann ist
gof =(A,C,Ho G) wieder eine Funktion und heit die
Zusammensetzung (oder Hintereinanderausfiihrung, Komposition)
der Funktionen 7 und g.

Falls G~! linksvollstindig und rechtseindeutig ist, so heift

f~1 = (B, A, G™1) die Umkehrfunktion von f.



Definition (8)
Eine Funktion f = (A, B, G) heifit

> injektiv, wenn Vb € B : #(f’l({b})) <1
d.h.: jedes b € B hat hochstens ein Urbild unter f.

> surjektiv, wenn Vb € B : #(f~1({b})) > 1;
d.h.: jedes b € B hat mindestens ein Urbild unter f.

» bijektiv, wenn Vb € B : #(f—l({b})) =1
d.h.: f ist injektiv und surjektiv bzw. jedes b € B hat genau
ein Urbild unter f.



Definition (9)

Es sei () # | eine nichtleere (Index-)Menge.

a) (Familie von Objekten) Eine Familie von Objekten (Xj);c; ist
eine Abbildung f : | — Q, sodass Vi € | : f(i) = X;.

Hierbei ist Q eine geeignete Menge, welche alle ,bendtigten”
Objekte X; (als Elemente) enthélt.

Ist insbesondere | = N, so nennt man (X;);ecn auch eine Folge von
Objekten. Schreibweise: (X1, X2, X3, ...).

b) (Produkte von Mengen) Es sei (M;);c; eine Familie von
Mengen. Dann heifit
[IMi={f 1= M|viel:f(i)=xecM}=
iel icl
= {(X;),’E/ ‘VI. el: X € M,’}
das kartesische Produkt (oder die Produktmenge) der Mengen-
familie (M,‘),’g/.



Axiom I1l: Auswahlaxiom:

Ist (M;)ic eine Familie von nichtleeren Mengen M;, so existiert
(mindestens) eine Funktion f : | = (J;c; M; mit f(i) € M;,Vi e |
(eine ,Auswahlfunktion”).

Axiom I bedeutet: Sind alle M; # (), so ist auch [];., M; # 0.

Man kann beweisen: Axiom | <= Axiom |l <= Axiom llI



