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6.1 Das n-dimensionale Riemann-Integral

Definition (1)
Es sei ) # M C R" eine (Jordan-)messbare Menge.

a) Eine endliche Menge Z = {M1, M, ..., My} von messbaren
Teilmengen M; C M heiBt eine Zerlegung von M, wenn
Uf-;l M; = M ist und fiir alle 1 </ < j < k gilt: M7 N M? = 0.

d(2Z) := max{diam(M;) | 1 < i < k} heilt die Feinheit der
Zerlegung Z (beziiglich der Norm || - ||),

wobei diam(M;) := sup{||x — y|| | x,y € M;} der Durchmesser der
Menge M; (beziiglich || - ) ist.

Es seien Z = {My, M,,..., M} und Z’' = {Ny, No, ..., N;}
Zerlegungen von M. Dann heift Z’ eine Verfeinerung von Z (oder:
feiner als Z; Schreibweise: Z' = Z), wenn fiir alle 1 < j </ gilt:
es gibt ein i € {1,..., k} mit N; C M.

UNI



Definition (1) (Fortsetzung)

b) Es seien f : M — R eine beschrénkte Funktion und
Z ={My, My, ..., My} eine Zerlegung von M. Dann heien

k
S(f,2):=>_ sup{f(x) | x € M;} va(M;)
i=1
die Darboux’sche Obersumme von f bzgl. Z und

k
S(f,2):=> inf{f(x) | x € M;} va(M;)

i=1
die Darboux'sche Untersumme von f bzgl. Z.

Ist B = {t1,ts,...,tx} C M derart, dass fiir alle 1 < i < k gilt
t; € M;, so heilt B eine Be/egung zur Zerlegung Z, und

S(f,Z,B) Zf

heiRt die Riemann-Summe von f bzgl. Z zur Belegung B.

UNI



Figure 8.3. Lower (left) and upper sum (right)
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Definition (1) (Fortsetzung)

f f x :=inf{S(f, Z) | Z ist Zerlegung von M}
heillt das obere Integral von f liber M, und
/ f :][ f(x)dx :=sup{S(f,Z) | Z ist Zerlegung von M}
M M

heillt das untere Integral von f iiber M.

f heiBt (Riemann-)integrierbar iiber M, wenn f,, f = [}, f, und in

diesem Fall heiBt
[refi=fs
M M M

das (Riemann-)Integral von f iiber M.
R(M) bezeichne die Menge aller iiber M integrierbaren Funktionen.

UNI



Satz (1) (Charakterisierung von integrierbaren Funktionen)

Es seien ) # M C R" eine messbare Menge und f : M — R eine
beschrankte Funktion.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) f € R(M).
b) Es existiert eine Folge von Zerlegungen (Z¢)ken von M mit

limg— 00 0(Zk) = 0 und es existiert ein A € R, sodass fiir jede
beliebige Wahl von Belegungen By zu Zj gilt:

lim S(f,Zk, Bk) =A.
k—00

c) Zu jedem e > 0 existiert eine Zerlegung Z von M mit

S(f.2)—S(f,2) <«

d) Fiir jede messbare Teilmenge My C M gilt: " € R(Mp).

0

UNI



Satz (1) (Fortsetzung)
e) Die Menge
U= {x € M| f ist unstetig im Punkt x}

ist eine , Lebesgue-Nullmenge”,
d.h. zu jedem £ > 0 existiert eine Folge von offenen Quadern
(Qk)ken mit

Uc D Q«x und ivn(Qk) <e.
k=1

k=1

UNI



Satz (2) (Rechenregeln fiir das Integral)
Es sei ) # M C R" messbar und f,g € R(M). Dann gilt:
a) Sind \, u € R, so ist \f + pug € R(M) und es gilt

/M()\f+ug)=)\/Mf+u/Mg.

b) |f|, £, fg € R(M).
Ist inf{|f(x)| | x € M} >0, so ist auch + € R(M).

c) Ist f(x) < g(x) fiir alle x € M, so gilt
/ f< / g.
M M

UNI



Satz (2) (Fortsetzung)

d) Sind c1,c € R mit 1 < f < ¢, so gilt:
(i) ctva(M) < [, f < c2vn(M).
(i) Ist g >0, sogilt c1 [,,8 < [,78 < fy8-
(i) | foa 1 < i 1F1 < sup{1F(x)] | x € M} vo().

e) Sind My, M, C M messbar mit M = My U My und My " M3 = ),
und ist h: M — R eine beschridnkte Funktion, so gilt:

h|y, € R(IM;) (fiiri=1,2) <= heR(M).

Ist dies der Fall, so gilt: fM1 h+ sz h = fM h.

UNI



Lemma (1)
Es seien () # M C R" messbar und N C R" eine J-Nullmenge.
a) Ist f: N — R beschrankt, so gilt f € R(N) und [, f = 0.

b) Ist f: M — R beschrinkt und f € R(M), so gilt auch
f e R(M°), f € R(M) und

[i=[ i=[r

c) Ist f: M — R beschrankt und stetig auf M\ N, so ist f € R(M).

UNI



6.2 Berechnung von Integralen und Satz von Fubini

z




Satz (3) (Satz von Fubini)

Es seien p,q € N und n = p + q. Fiir x = (x1,...,xp) € RP und

Yy=Wi---,yq) €RIsei (x,y) = (x1,..., Xp, ¥1,---,¥q) € R".
Weiters sei ) # M C R" messbar.

Fiir alle x € RP seien die Schnittmengen von M beziiglich x,
My ={y e R? | (x,y) € M},

sowie M = {x € RP | My # 0} messbar.

Ist f: M — R, (x,y) — f(x,y), integrierbar, so gilt

/Mf:/Mf(x,y)d(x,y)Z/M< fo(x,y)dy)dx7

soferne alle auftretenden Integrale (im Riemann'schen Sinn)
existieren.

UNI



Lemma (2)

Es seien M, N C R" messbare Mengen, und fiir jedes y € R seien
die (n — 1)-dimensionalen Schnittmengen

M, = {(x1,...,xp-1) ER" | (x1,...,Xn_1,y) € M} und

Ny ={(x1,-.-,%—1) € R | (x1,...,%n—1,y) € N} messbar.

a) Sind a,b e R mit M={y e R| M, # 0} C [a, b], so gilt
b
va(M) :/ Vo1 (M, )dy .

b) (Prinzip von Cavalieri)
Gilt fiir alle y € R, dass v,—1(M,) = vp,_1(N,), so folgt

Vn(M) = vu(N) .



Beispiel 5: Kugelvolumen nach Archimedes

Die Kreisscheibe By hat denselben Flicheinhalt wie der Kreisring Ay

UNI



Beispiel 6: Volumen eines n-dimensionalen Kegels

A h

M={(x,y) €R"|0<y<hund x € (1-%)B}

UNI



Ausblick: Substitutionsregel

Es seien ) # D C R" messbar, p: D° — R" eine injektive
C'-Funktion und ¢(D) = M C R™ messbar

(...und @ verhalte sich , gutartig” auf D\ D°.)

Ist f: M — R integrierbar so gilt:

/ f(x)dx = / f(e(u))- ’det Jcp(u)‘du .
M D

UNI



