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84. Kurven und Jordan-Inhalt

4.1 Kurven im R"

Definition 1.

e1(t)
Es sei I C R ein (beliebiges) Intervall und ¢: I — R” mit ¢ — < : )

on(t)
eine stetige Abbildung.

a) Dann heiit ¢ eine (parametrisierte) Kurve (oder: ein Weg) im R™.
Die Bildmenge (1) C R™ heifit die durch ¢ definierte geometrische Kurve (oder: die
Spur des Weges ).
Fir n = 2 bzw. 3 heiflit ¢ eine ebene Kurve bzw. eine Raumkurve.
Sind t1,to € I mit t; # ty und @(t1) = p(t2) = p € R", so heidit p ein Doppelpunkt der
Kurve ¢.
Ist ¢ injektiv, so heiit ¢ eine einfache (oder: doppelpunktfreie) Kurve.

b) Ist I = [a,b] ein kompaktes Intervall, so heifit ¢ eine kompakte Kurve (oder: kom-
pakter Weg) mit Anfangspunkt ¢(a) und Endpunkt o(b);
gilt tiberdies ¢ (a) = ¢(b), so heifit die Kurve ¢ geschlossen.
Eine kompakte, geschlossene Kurve heifit eine (geschlossene) Jordan-Kurve, wenn go|[a b
injektiv ist.

Beispiel 40: Es sei I C R ein (beliebiges) Intervall und f : I — R eine stetige Funktion.
Geben Sie eine Parameterdarstellung ¢ : I — R? an, welche den Graphen von f als ebene,
doppelpunktfreie Kurve darstellt!

Beispiel 41: Untersuchen Sie, welche Eigenschaften aus Definition 1 die folgenden Kurven
haben, und skizzieren Sie deren Spur:

@: R — R? e: [-1,1] - R? @: (0,1) — R?

tH() t'—><t2> t'—>(1>
13 143¢2 T

Jordan’scher Kurvensatz:
Es seien a < b € R und ¢ : [a,b] — R? eine ebene, geschlossene Jordankurve.

Dann zerlegt die geometrische Kurve C' = ¢([a,b]) den Raum R? in zwei Gebiete (=
nicht leere, offene, zusammenhingende Mengen) G1,Gy C R? von denen genau eines
beschrénkt ist (dieses heifit dann das Innengebiet von C'), sodass gilt:

RQZGloCUGQ und O:aG1:@G2
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Definition 2.
Es seien I C R ein Intervall und ¢: I — R" eine Kurve.

a) ¢ heifit eine differenzierbare (bzw. eine C*)-Kurve, wenn fiir alle 1 < j < n die
j-te Komponentenfunktion ; : I — R differenzierbar (bzw. eine C*-Funktion) ist.

@ (to)

¥ (to)
b) Es sei ¢ eine differenzierbare Kurve und ¢y € I. Dann heifit ¢'(ty) = ( : ) der

Tangentialvektor an ¢ im Punkt ¢(tg).
p(to) heidt ein reguldrer Punkt von ¢, wenn ¢’ (o) # 0 gilt.
Ist ¢(to) regulér, so heifit
T:={pto) + - ¢'(ts) |\ e R} CR"
die Tangente an die Kurve ¢ im Punkt ¢(t).

Die Kurve ¢ heifit glatt, wenn ¢ eine C'-Kurve ist und fiir alle ¢t € I gilt: ¢(t) ist ein
regularer Punkt.

Beispiel 42: Geben Sie fiir die Kurven aus Beispiel 41 den Tangentialvektor in einem beliebigen
Kurvenpunkt ¢(t) an, und bestimmen Sie alle Kurvenpunkte, die nicht regulér sind!

Beispiel 43: Es sei f : I — R differenzierbar auf I. Verwenden Sie die Parameterdarstellung
aus Beispiel 40 und zeigen Sie, dass der Graph von f eine glatte Kurve ist!

Definition 3.

Es seien : I = [a,b] — R" eine kompakte Kurve und J = [¢,d] C R.

Eine streng monotone, stetige und bijektive Funktion ¢: J — I mit u + t(u) heifit eine
zuldssige Parametertransformation (fiir ¢), und die Kurve

Pp=pot:J—R"
u = p(t(u))
heifit die Umparametrisierung von @ mittels t.
Sind ¢ und ¢t~* C*-Funktionen (fiir ein k € N), so heift ¢ eine zuldssige C*-Parametertransformation.
wachst
fallt }

orientierungstreu

t heifit { }, wenn t streng monoton {

orientierungsumkehrend

Beispiel 44: Es sei t: [—1,1] — [—1, 1] gegeben durch

Hu) = {\/m fliiru<0

—v/u  fiir u > 0.

Uberpriifen Sie, dass t eine zuldssige Parametertransformation fiir die 2. Kurve ¢ aus Beispiel 41
darstellt! Geben Sie die Umparametrisierung ¢ = @ ot an!

Zeigen Sie:  ist eine C'-Kurve, 1 jedoch nicht. Kann dahert eine C''-Parametertransformation
sein? Koénnen Sie den Grund dafiir ndher erkliren?
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4.2 Die Lange von Kurven

Definition 4.
Es sei ¢: I = [a,b] — R" eine kompakte Kurve und || - || eine Norm auf R". Fiir eine
endliche Teilmenge T = {tg,t1,...,t,} C I mit a =ty < t; < ... <t, = b heiit

lp;T) = Z lp(t;) — e (ti-1)ll

die Linge des Streckenzuges mit den Eckpunkten ¢ (to), @ (t1),... ... @ (tm) (beziiglich der
Norm || - ||)-

U(p) :=sup{l(yp;T) | T endlich und {a,b} C T C I} € [0, 0]
heiBt die (Bogen-)Léinge oder Wegldnge von ¢ (bzgl. || - ).
o heilt rektifizierbar, wenn ¢(p) < oo ist.

Definition 5.
Es sei ¢: I = [a,b] — R" eine rektifizierbare Kurve. Dann heifit

o [a,b] = [0, £()]
t— U(t) = 6(90}[@7,5])
die Bogenlingenfunktion von .

Existiert o=1: [0, £(e)] — [a,b], so heiit ¢ := p oo~ die Umparametrisierung der Kurve
@ auf die Bogenlange als Parameter.

Beispiel 45: Wieso ist durch
@: [0,3] — R?
PN min{¢, 1} + max{0,¢ — 2}
max{t — 1,0}

eine ebene Kurve gegeben? (Tipp: Untersuchen Sie ¢ auf den Intervallen [0,1], [1,2] und [2, 3]
getrennt!) Skizzieren Sie die Spur von .
Ist ¢ eine C'-Kurve bzw. rektifizierbar? Kénnen Sie () berechnen?

Satz 1.
Es sei @: I = [a,b] — R" eine rektifizierbare Kurve und o: I — [0, ()] die Bogenlingen-
funktion von . Dann gilt:

a) o ist monoton wachsend, stetig und surjektiv.

b) Ist ¢ auf keinem Teilintervall von I konstant, so ist o bijektiv, und o und o~ sind
zulassige, orientierungserhaltende Parametertransformationen.

c) Ist ¢ eine C'-Funktion, so ist auch o stetig differenzierbar, und fiir t € [a,b] gilt:
t b
o'(t) = @ D), o(t) = [ ¢/ (r)dr, und insbesondere: ¢(p) = [ '(7)|dr.
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Beispiel 46: Die ,Zykloide” ist gegeben durch ¢: [0,27] — R2, ¢(t) = (f - (Sjlorét])

Zeigen Sie, dass ¢ eine doppelpunktfreie C*-Kurve (fiir jedes k € N) ist und berechnen Sie £(¢p).

Bemerkung: /2 — 2 cos(t) = 2sin(t/2).

Beispiel 47: Geben Sie die Bogenlangenfunktion o(t) der Zykloide aus Beispiel 46 an, deren
Umkehrfunktion o~1(t), und die Umparametrisierung der Zykloide auf die Bogenlinge!

4.3 Die Kriimmung ebener Kurven

In diesem Unterkapitel sei stets || - || = || - ||2 die Euklidische Norm.

Lemma 1.
Es sei ¢ :[0,1] — R™ eine mit der Bogenlinge parametrisierte C'-Kurve. Dann gilt:

a) Fir jedes s € [0,1] ist ||@'(s)|| = 1.
b) Ist ¢ zweimal differenzierbar, so gilt fir jedes s € [0,1]:
'(s)-¢"(s)=0,  dh ¢"(s) L$(s).

Definition 6.
Es seien ¢: [0,1] — R? eine mit der Bogenlinge parametrisierte, ebene C?-Kurve,

et = () md ()= (400).
a) Dann heifit (¢'(s),¢'(s)*) € (R?)? das begleitende Zweibein der Kurve ¢, und die
(eindeutig bestimmte) Zahl k(s) € R mit
@"(s) = k(s) ¢'(s)"
heifit die Krimmung von ¢ im Punkt ¢(s).
Ist k(s) # 0, so heifien

}k(ls)

‘ der Krimmungsradius,

n(s) = }k(ls) ‘ @"(s) der Hauptnormalenvektor und

m(s) = p(s) + |$‘n(s) der Krimmungsmittelpunkt.
Der Kreis mit Mittelpunkt m(s) und Radius }ﬁ‘ heifit Krimmungskreis der Kurve ¢
im Kurvenpunkt ¢(s).

linksgekrimmt

>0
b) Ist k(s) {; O}’ so heiit die Kurve { } im Punkt ¢(s).

rechtsgekrummdt
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Satz 2. a) Es sei g: [0,1] — R? eine mit der Bogenlinge parametrisierte, ebene C*-Kurve.
Dann gilt:
k(s) = det(¢, ") = @1 (s)¢5(s) — @1 (s) 5 () -

b) Ist ¢ : [a,b] — R? eine glatte C*-Kurve (mit beliebiger Parametrisierung), so gilt:
o) = AL = A0
e’ (I

Beispiel 48: Berechnen Sie die Kriimmung der Zykloide aus Beispiel 46. Kontrollieren Sie Ihr
Resultat fiir t = 0 und t = 2.

Ausblick: Kurvenintegrale
Es sei ¢ : I = [a,b] — R™ eine rektifizierbare C*-Kurve.

Kurvenintegral 1. Art:
 sei eine doppelpunktfreie Kurve, o : I — [0, (] ihre Bogenldngenfunktion,
C:= () CR" und f: C' — R eine stetige Funktion (,,Dichtefunktion”). Dann heifit

/fdo—/f

das Kurvenintegral (erster Art) von f iiber die Kurve C.
Der so definierte Wert des Kurvenintegrals fc f do ist unabhangig von der Wahl der
Parameterdarstellung von C'.

Kurvenintegral 2. Art:
Es sei f: C'— R" eine stetige Funktion (,,Vektor-, Kraftfeld”). Dann heifit

[o f da = / Fle(t) - ¢l / (ij o)) dt

das Kurvenintegral (zweiter Art) von f entlang der Kurve ¢.

Der so definierte Wert des Kurvenintegrals f(p f dx ist invariant unter orientierungser-

haltenden zulassigen C'-Parametertransformationen, wechselt jedoch sein Vorzeichen bei
orientierungsumkehrenden Parametertransformationen.
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4.4 Der Jordan’sche Inhalt

Intervalle: Es seien a,b € R=RU{—00,00} mit a < b.
Eine Teilmenge I C R heifit Intervall mit Endpunkten a und b, wenn (a,b) C I C [a, b],
und |I| =b—a € [0, 00] heifit die Lange des Intervalls I.

Definition 7. Es sei n € N.
a) Eine nichtleere Teilmenge () # @ C R™ heiit ein Quader, wenn es fir 1 < j < n
beschrankte Intervalle I; C R mit Endpunkten a; < b; € R gibt, sodass
Q=L xLx..xL,={xeR"|z;€l; firallel <j<n}
gilt.

n n

V(@) =vn(Q) = [[ 151 = ] (¥ — ay) € [0,00)

j=1 j=1
heiBt dann das n-dimensionale Volumen (= Inhalt) des Quaders Q.
Q heiBt ausgeartet < v(Q) = 0.

b) Eine Teilmenge F' C R™ heifit Figur, wenn F' = @, U ... U Q) mit abgeschlossenen
Quadern @; C R gilt.

Zwei Figuren F, F' C R™ heiflen nicht tiberlappend (= fremd), wenn sie keine gemeinsamen
inneren Punkte besitzen ( <= F° N (F')° =0).

c) Essei FF=0Q1U...UQ CR" eine Figur, und die Quader @); seien paarweise nicht
iiberlappend. Dann heif3t

k
V(F) = va(F) = Y v(Q:) € [0,00)
i=1
das n-dimensionale Volumen (= Inhalt) der Figur F.

Zusatz: v(0) = 0.

Beispiel 49: Gegeben sind die (2-dimensionalen) Quader Q1 = [—1;4] x [0;1] und Q2 = [1;2] x
[—2;3]. Skizzieren Sie die Figur F = Q1 U Q2! Sind die Quader Q1 und Q5 tiberlappend?
Stellen Sie die Figur F' als Vereinigung von nicht tiberlappenden Quadern dar! Wie viele Quader
bendétigen Sie dazu? Bestimmen Sie das 2-dimensionale Volumen von F'!

Lemma 2. Es seien I, ' C R™ Figuren.

a) Ist FF = Ule Qi mit abgeschlossenen Quadern Q;, so existieren paarweise nicht
iberlappende, abgeschlossene Quader Q) (1 < j < K), sodass F' = Uszl Q) und fiir alle
1<i<k 1<j<K git

(Q; CQ) V(@) NQE=0).

b) Die Definition 7.c) von v(F) ist unabhdingig von der Darstellung von F als Vereini-
gung von paarweise nicht uberlappenden, abgeschlossenen Quadern.
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c) Ist F' C F, so existiert eine Figur F" C R™ mit
(FYN(F")° =0 wnd F=FUF",

Satz 3. Es seien F, F' C R" Figuren.

a) Ist I/ C F und F" so wie in Lemma 2.c), so gilt v(F) = v(F") + v(F"),
und insbesondere: v(F") < v(F).

b) v(F U F') < v(F) +v(F'), und ,=" gilt, falls F° N (F")° = 0.

Beispiel 50: Wiihlen Sie konkrete Figuren F' C F im R3, und erkliren Sie die Aussagen von
Lemma 2 und Satz 3 an diesem konkreten Beispiel!

Definition 8.
Es seien n € N und M C R" eine beschréankte Menge. Dann heiflen

v(M) =v, (M) :=sup{v(F) | F ist Figur mit F C M}
der innere Jordan-Inhalt von M, und

V(M) =v,(M) :=inf{v(F) | F ist Figur mit M C F'}
der duflere Jordan-Inhalt von M.

M heifit Jordan-messbar (= J-messbar), wenn v(M) = v(M) gilt, und dann heift
v(M) = v,(M) := v(M) = V(M) das n-dimensionale Volumen (= der n-dimensionale
Jordan-Inhalt) von M.

M heift eine Jordan-Nullmenge, wenn M J-messbar ist und v(M) = 0 ist.

Beispiel 51: Beweisen Sie: jede endliche Teilmenge des R™ ist eine Figur und eine J-Nullmenge!
(Abgeschlossene Quader kénnen auch Punkte sein!)

Beispiel 52: Es seien My = [0;1] N Q und My = My x M. Zeigen Sie: vi(M;) = vo(Msz) =0
und Vi (M) = Va(Ms) = 1. Was zeigt dieses Beispiel fiir abzédhlbare Mengen?

Beispiel 53: Es seien 0 < a,h,r € R mit x < a und M C R? das (abgeschlossene) Dreieck mit
den Eckpunkten A = (—z,0), B = (—z + a,0) und C = (0, h), wobei x € R beliebig ist.
Unterteilen Sie das Dreieck M in n € N gleich hohe, horizontale Streifen, geben Sie Figuren
F) F! an mit F} C M C F) und berechnen Sie deren Flache (Strahlensatz!).

Zeigen Sie, dass M messbar ist und dass vo(M) = a - h/2 ist!

Wo entstehen Probleme, wenn man ein beliebiges x € R erlaubt?
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Satz 4. Es seien M, N C R" beschrankte Mengen. Dann gilt:
a) MCN = v(M)<v(N) und V(M) <V(N)
b) V(M) = ¥(M) und v(M) = v(M°)
¢) (M) + (M) = 7(M)
d) V(M UN) <V(M) +V(N)
e) Ist M°NN° =0, so gilt: v(M)+v(N) <v(MUN)

Korollar 1. (Charakterisierung J-messbarer Mengen)
Es sei M C R" eine beschrankte Menge. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

a) M ist J-messbar.
b) Zu jedem € > 0 existieren Figuren F, F" C R" mit
FCMCF ud v(F')—v(F)<e.
c) M° und M sind J-messbar und v(M°) = v(M).
d) Fiir jede Menge N C R™ mit M° C N C M gilt: N ist J-messbar.
e) V(OM) =0, d.h.: der Rand von M ist eine J-Nullmenge.

Satz 5. Es seien f,g : [a,b] = R integrierbare Funktionen, fir alle x € [a,b] sei
f(z) < g(x) und
M =A{(z,y) |a<z<bund f(zx) <y <g(z)}.

Dann ist M J-messbar, und es gilt:

wn = [o- 1.

Satz 6. (Rechenregeln fiir den Jordan-Inhalt)
a) Es seien M, N C R" J-messbare Mengen. Dann gilt:
i) MUN, MNN und M\ N sind J-messbar.

ii) Ist M° N N° =10, so gilt: v(MUN) =v(M)+v(N).
iii) Ist M C N, so gilt: v(N \ M) =v(N)—v(M).
iv) vV(IMUN)+v(MNN)=v(M)+v(N).
b) Sind p,q € N mit p+q=n, und A’ C RP, A” C R? J-messbare Mengen, so ist auch
A’ x A" C R™ J-messbar, und es gilt:
V(A" x A") = v, (A") - vy (A”) .



