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3.1 Die Vektorraumstruktur des R"

Fir n € N sei
R"={x=(x1,x2,...,%n) | i ER} =R xRx--- xR

n Faktoren

Definition (1)

Fiir beliebige Elemente
a—= (31,32,...,3,,),[): (bl,bz,...,bn) ceR"und AeR
definieren wir

(VAya+b=(a1+ b1,...,an+ bp) Vektoraddition und

(SM) X\a = (Xa1,...,Aa,)  Multiplikation einer Zahl (=Skalar)
mit einem Vektor (A-fache des Vektors)

UNI



1.) Der R” erfiillt mit der Vektoraddition (VA) die folgenden
Axiome einer kommutativen Gruppe:

Fiir alle a,b,c € R" und 0 = (0,0,...,0) € R” gilt:

(Gl) (a+b)+c=a+ (b+c) Assoziativgesetz

(G2) a+0=0+a=a 0 ist neutrales Element beziiglich +
(G3) Es gibt ein @ € R" mit a+ @ =0 = a + a, namlich
a=-a=(-a,...,—ap)

Jedes a besitzt ein inverses Element beziiglich +

(G4) a+b=b+a Kommutativgesetz

UNI



2.) Der R” erfiillt mit der in (SM) definierten Multiplikation mit
Skalaren die folgenden Axiome eines R-Vektorraums:

Fiir alle a,b,c € R" und beliebige A\, 1 € R gilt:
(V1) Ma+ b) =Xa+ b
(V2) (A +p)a=Xra+ pa

(V3) A(ua) = (\)a
(V4) la=a

UNI



3.2 Normen und Skalarprodukt

Definition (2)

a) Eine Abbildung || - || : R” — R heilt eine Norm auf R", wenn fiir
alle a,b € R"” und alle A € R gilt:

(N1) |a|=0<a=0=(0,0,...,0)

(N2) |la+ b|| < ||a|l + ||b|]| (Dreiecksungleichung)

(N3) [[Aall = |Al-[lall ~ (Homogenitat)

UNI



Definition (2) (Fortsetzung)
b) Es seien || - || eine Norm auf R”, a,b € R" und 0 < p € R.

Dann heiRen

|lb — al|| der Abstand von a zu b beziiglich der Norm || - || und
Kojii(a@) = {x €eR" [ ||Ix — al| < p}

die (offene) p-Kugel um a beziiglich der Norm || - || (mit Radius p
und Mittelpunkt a).

c) Fiir a, b € R" definieren wir das (Standard-)Skalarprodukt durch
a-b:Za,-b,- =aibi +aby + -+ apby,

i=1

UNI



Lemma (1) (und Definition)
Die folgenden Abbildungen sind Normen auf dem R":

(i) Summennorm:
|-l :R" =R

n
a= flals = Jai
i=1

(ii) Euklidische Norm:
II-12:R" =R

a— a2 =

(iii) Maximumsnorm:
| floo : R" = R
a— ||aljcc = max{|a;| |1 < i< n}

UNI



Lemma (2)
Fiir die in Lemma 1 definierten Normen gilt fiir alle n € N und alle
acR"

allc < lall2 < lally < nallo

Insbesondere gilt fiir jedes 0 < p € R:

K

Pl oo (@) 2 Ko (@) 2 Ko jpu (@) D Ky (@)



3.3 Folgen und Grenzwerte im R”

Definition (3)

Fiir jedes k € N sei ay = (ak1,ak2,---,akn) € R" und || - || eine
Norm auf R".
a) Die Folge (ak)k>1 heillt konvergent, wenn es ein
b= (b1,...,bn) € R" mit folgender Eigenschaft gibt:
zu jedem ¢ > 0 existiert ein Index N € N,
sodass fiir alle k > N gilt: ||[ax — b|| < e.

Ist die Folge (ax)k>1 konvergent, so heillt b der Grenzwert (oder:
Limes) der Folge.

Schreibweise: klim axr=>b bzw. (ak)k>1 — b
—00 -

Eine Folge, die gegen 0 = (0, ...,0) konvergiert, heift Nullfolge.
Eine Folge, die nicht konvergiert, heift divergent.

b) Die Folge (ax)k>1 heift beschrankt, wenn die Menge
{|lak|| | kK > 1} beschrankt ist; andernfalls heilt sie unbeschrankt.
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Satz (1) (Koordinatenweise Konvergenz)

Mit den Bezeichnungen von Definition 3 gilt:

Die Folge (ax)k>1 in R" konvergiert genau dann, wenn fiir jedes
1 <j < n die Folge der j-ten Koordinaten der ay, (axj)k>1, in R
konvergiert.

Genauer gilt:

lim a,=b <= V1<;<n: lim a;=b;.
k— o0 k—o00

UNIL
GRAZ



Alle Resultate von Al, §4, welche keine ,reelle Spezialitdten”
bendtigen, lassen sich auf Folgen im R" iibertragen:

Satz (A1, §4, Satz 1 und 2)
a) Ist eine Folge konvergent, so ist ihr Limes eindeutig bestimmt.
b) Eine konvergente Folge ist beschrankt.

c) Sind (ax)k>1 — a und (by)x>1 — b konvergente Folgen in R",
und ist A € R, so gilt:

lim [lak|| = ||al|, lim (ax £ bx) = a+ b,
k—o0 k—00
lim (Aag) = Aa, lim (ax - by) =a-b.
k—ro0 k—00

A1, §4, Definition 3 und Satz 3:
Definition von Endstiick, Teilfolge und Umordnung einer Folge, und
Grenzwerte dndern sich dabei nicht.



Definition (A1, §4, Def.5)

a € R" heift ein Haufungswert der Folge (ax)x>1, wenn es eine
Teilfolge (ax,)ien dieser Folge gibt, die gegen a konvergiert.
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Definition (A1, §4, Def.5)

a € R" heift ein Haufungswert der Folge (ax)x>1, wenn es eine
Teilfolge (ax,)ien dieser Folge gibt, die gegen a konvergiert.

Satz (Al, §4, Satz 7.b))

a € R" ist genau dann ein Haufungswert der Folge (ay)x>1, wenn
fiir jedes € > 0 gilt: #{k € N | ||ay — a|| < e} = 0.

UNI



Definition (A1, §4, Def.5)

a € R" heift ein Haufungswert der Folge (ax)x>1, wenn es eine
Teilfolge (ax,)ien dieser Folge gibt, die gegen a konvergiert.

Satz (Al, §4, Satz 7.b))

a € R" ist genau dann ein Haufungswert der Folge (ay)x>1, wenn
fiir jedes € > 0 gilt: #{k € N | ||ay — a|| < e} = 0.

Satz (A1, §4, Satz 8.b))

Jede beschrinkte Folge (ax)x>1 in R" besitzt Hiufungswerte.

UNI



Definition (A1, §4, Def.5)

a € R" heift ein Haufungswert der Folge (ax)x>1, wenn es eine
Teilfolge (ax,)ien dieser Folge gibt, die gegen a konvergiert.

Satz (Al, §4, Satz 7.b))

a € R" ist genau dann ein Haufungswert der Folge (ay)x>1, wenn
fiir jedes € > 0 gilt: #{k € N | ||ay — a|| < e} = 0.

Satz (A1, §4, Satz 8.b))

Jede beschrinkte Folge (ax)x>1 in R" besitzt Hiufungswerte.

Satz (A1, §4, Satz 9)

Eine Folge (ax)k>1 in R" konvergiert genau dann, wenn es zu
jedem e > 0 ein N € N gibt, sodass fiir alle k,| > N gilt:

llax —a/l| <e.



3.4 Topologische Grundbegriffe des R”

Definition (4)

Es seien M C R” eine Menge und M€ =R" \ M ihre
Komplementmenge im R".

a) (Lage eines Punktes beziiglich einer Menge)
Ein Punkt a € R” heift

UNI



3.4 Topologische Grundbegriffe des R”

Definition (4)

Es seien M C R” eine Menge und M€ =R" \ M ihre
Komplementmenge im R".

a) (Lage eines Punktes beziiglich einer Menge)
Ein Punkt a € R” heifit

» ein innerer Punkt von M, wenn es ein p > 0 mit K,(a) C M
gibt (d.h. alle Punkte, deren Abstand zu a kleiner als p ist,
gehdren zu M; insbesondere gilt: a € M).

UNI



3.4 Topologische Grundbegriffe des R”

Definition (4)

Es seien M C R” eine Menge und M€ =R" \ M ihre
Komplementmenge im R".

a) (Lage eines Punktes beziiglich einer Menge)
Ein Punkt a € R” heift
» ein innerer Punkt von M, wenn es ein p > 0 mit K,(a) C M
gibt (d.h. alle Punkte, deren Abstand zu a kleiner als p ist,
gehdren zu M; insbesondere gilt: a € M).

» ein dulerer Punkt von M, wenn es ein p > 0 mit
K,(a) N M = gibt (d.h. alle Punkte, deren Abstand zu a
kleiner als p ist, gehdren nicht zu M; insbesondere gilt:
ag¢g M)
Es gilt: a ist ein duferer Punkt von M <= a ist ein innerer
Punkt von M¢€.



Definition (4) (Fortsetzung)

» ein Randpunkt von M, wenn fiir jedes p > 0 gilt:
K,(a)N M # 0 und K,(a) N M€ % () (d.h. beliebig nahe an a
liegen sowohl Punkte von M als auch Punkte von M€).



Definition (4) (Fortsetzung)

» ein Randpunkt von M, wenn fiir jedes p > 0 gilt:
K,(a)N M # 0 und K,(a) N M€ % () (d.h. beliebig nahe an a
liegen sowohl Punkte von M als auch Punkte von M€).

» ein Beriihrpunkt von M, wenn fiir jedes p > 0 gilt:
K,(a) N M # ) (d.h. beliebig nahe an a liegen Punkte von
M). Ist insbesondere @ € M, so ist a ein Beriihrpunkt von M.



Definition (4) (Fortsetzung)

» ein Randpunkt von M, wenn fiir jedes p > 0 gilt:
K,(a)N M # 0 und K,(a) N M€ % () (d.h. beliebig nahe an a
liegen sowohl Punkte von M als auch Punkte von M€).
» ein Beriihrpunkt von M, wenn fiir jedes p > 0 gilt:
K,(a) N M # ) (d.h. beliebig nahe an a liegen Punkte von
M). Ist insbesondere @ € M, so ist a ein Beriihrpunkt von M.
> ein isolierter Punkt von M, wenn es ein p > 0 mit
K,(a)N M = {a} gibt (d.h. a € M, und es gibt keine weiteren
Punkte von M, die einen Anstand kleiner als p zu a haben).
Ein isolierter Punkt ist auch ein Beriihrpunkt.



Definition (4) (Fortsetzung)

» ein Randpunkt von M, wenn fiir jedes p > 0 gilt:
K,(a)N M # 0 und K,(a) N M€ % () (d.h. beliebig nahe an a
liegen sowohl Punkte von M als auch Punkte von M€).

» ein Beriihrpunkt von M, wenn fiir jedes p > 0 gilt:
K,(a) N M # ) (d.h. beliebig nahe an a liegen Punkte von
M). Ist insbesondere @ € M, so ist a ein Beriihrpunkt von M.

> ein isolierter Punkt von M, wenn es ein p > 0 mit
K,(a)N M = {a} gibt (d.h. a € M, und es gibt keine weiteren
Punkte von M, die einen Anstand kleiner als p zu a haben).
Ein isolierter Punkt ist auch ein Beriihrpunkt.

> ein Haufungspunkt von M, wenn fiir jedes p > 0 gilt:
K,(a)N M # 0 und K,(a) " M # {a} (<= aist ein
Beriihrpunkt von M\ {a}); (d.h. beliebig nahe an a liegen
Punkte von M, die ungleich a sind).
Ein Haufungspunkt ist auch ein Beriihrpunkt von M.



Definition (4) (Fortsetzung)
b) Die Menge

» M°:={a € R"| aist innerer Punkt von M} heiflt das /nnere
von M (oder: der offene Kern von M);

UNI



Definition (4) (Fortsetzung)
b) Die Menge

» M°:={a € R"| aist innerer Punkt von M} heiflt das /nnere
von M (oder: der offene Kern von M);

» M :={a € R"| aist Beriihrpunkt von M} heiBt die
abgeschlossene Hiille von M (oder: der Abschluss von M).

UNI



Definition (4) (Fortsetzung)

b) Die Menge
» M°:={a € R"| aist innerer Punkt von M} heiflt das /nnere
von M (oder: der offene Kern von M);

» M :={a € R"| aist Beriihrpunkt von M} heiBt die
abgeschlossene Hiille von M (oder: der Abschluss von M).

» OM :={a € R" | a ist Randpunkt von M} heilt der Rand von
M;

UNI



Definition (4) (Fortsetzung)
b) Die Menge

» M°:={a € R"| aist innerer Punkt von M} heiflt das /nnere
von M (oder: der offene Kern von M);

» M :={a € R"| aist Beriihrpunkt von M} heiBt die
abgeschlossene Hiille von M (oder: der Abschluss von M).

» OM :={a € R" | a ist Randpunkt von M} heilt der Rand von
M;

» M’ :={a € R"| aist Hiufungspunkt von M} bezeichnet die
Menge aller Haufungspunkte von M.

UNI



Satz (2)
Es sei M C R".

a) Fiir ein a € R" ist genau eine der folgenden 3 Aussagen wahr:
a ist ein innerer Punkt von M
a ist ein dulBerer Punkt von M
a ist ein Randpunkt von M

Insbesondere gilt: R™ = M° UM U (M€)°

b) OM = O(M°), und jeder Randpunkt von M ist
sowohl Beriihrpunkt von M als auch Beriihrpunkt von M°€.

c) M= M U{acR"|a istisolierter Punkt von M} =
= M° UM =MUIM,
M® = M\ OM, OM = M\ M°, (M)¢ = (M°)°, (M°)¢ = (M¢)




Satz (2) (Fortsetzung)
d) Fiir einen Punkt a € R" gilt:

a ist ein Beriihrpunkt von M <= es existiert eine Folge (ay)k>1
mit a, € M und lim a, = a.
k—o0

a ist ein Haufungspunkt von M <= es existiert eine Folge
(ak)k>1 mit a, € M, ay # a und lim a, = a.
- k—o00

UNI



Definition (5) (Eigenschaften von Mengen)
Eine Teilmenge M C R” heilit

» offen, wenn M° = M gilt (d.h. jeder Punkt von M ist ein
innerer Punkt von M).

UNI



Definition (5) (Eigenschaften von Mengen)
Eine Teilmenge M C R” heilit

» offen, wenn M° = M gilt (d.h. jeder Punkt von M ist ein
innerer Punkt von M).

» abgeschlossen, wenn M = M gilt (d.h. M enthilt alle
Beriihrpunkte von M).

UNI



Definition (5) (Eigenschaften von Mengen)
Eine Teilmenge M C R” heilit

» offen, wenn M° = M gilt (d.h. jeder Punkt von M ist ein
innerer Punkt von M).

» abgeschlossen, wenn M = M gilt (d.h. M enthilt alle
Beriihrpunkte von M).

» beschrankt, wenn {||a|| | @ € M} C R beschrankt ist.

UNI



Definition (5) (Eigenschaften von Mengen)
Eine Teilmenge M C R” heilit

» offen, wenn M° = M gilt (d.h. jeder Punkt von M ist ein
innerer Punkt von M).

» abgeschlossen, wenn M = M gilt (d.h. M enthilt alle
Beriihrpunkte von M).

» beschrankt, wenn {||a|| | @ € M} C R beschrankt ist.

» kompakt, wenn M abgeschlossen und beschrankt ist.

UNI



Definition (5) (Eigenschaften von Mengen)
Eine Teilmenge M C R” heilit

>

offen, wenn M°® = M gilt (d.h. jeder Punkt von M ist ein
innerer Punkt von M).

abgeschlossen, wenn M = M gilt (d.h. M enthilt alle
Beriihrpunkte von M).

beschrankt, wenn {||a|| | @ € M} C R beschrankt ist.
kompakt, wenn M abgeschlossen und beschrankt ist.

eine Umgebung des Punktes a € R", wenn a € M° ist
(<= dp>0:K,a) C M).

UNI



Satz (3)

a) Es sei | eine nichtleere (Index-)Menge.

Sind fiir alle i € I M; C R" offene Mengen, so ist
U M, offen und

i€l
- falls | endlich ist - ist auch m M; offen.
i€l
Sind fiir alle i € | M; C R" abgeschlossene Mengen, so ist
ﬂ M; abgeschlossen und
iel
- falls | endlich ist - ist auch U M; abgeschlossen.
iel



Satz (3) (Fortsetzung)

Fiir jede Menge M C R" gilt:

b) M° ist eine offene Menge, und fiir jede offene Menge U C M
gilt: U C M°;

d.h.: M° ist die groBte in M enthaltene, offene Menge.

M ist eine abgeschlossene Menge, und fiir jede abgeschlossene
Menge A D> M gilt: A> M;

d.h.: M ist die kleinste abgeschlossene Menge, welche M enthilt.

c) M ist genau dann abgeschlossen, wenn fiir jede konvergente
Folge (ak)k>1 mit ay € M gilt: k“m a, e M.
- —00

d) (Bolzano-WeierstraBB-Charakterisierung von , kompakt”)
M ist genau dann kompakt, wenn jede Folge in M einen
Haufungswert in M besitzt.



3.5 Stetige Funktionen

Definition (6)

Es seien n,m € N, || - || bzw. || - ||' Normen auf R” bzw. R™,
) # D C R" und f: D — R™ eine Funktion.

a) f heilt stetig im Punkt a € D, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein
d > 0 gibt, sodass fiir alle x € D mit ||x — a|| < 0 gilt:

If(x) —f(a)]" <e.
b) f heilt stetig (auf D), wenn f in jedem Punkt a € D stetig ist.

c) f heit Lipschitz-stetig, wenn es ein L € [0, 00) gibt, sodass fiir
alle x, x’ € D gilt:

IF() = FENI" < L lx = X||

UNI



Satz (4)

Es seien ) # D C R" und f: D — R™ eine Funktion.
a) Fiir einen Punkt a € D sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) f ist stetig in a.

(ii) Zu jeder Umgebung V von f(a) im R™ gibt es eine
Umgebung U von a im R" mit f(UN D) C V.

(i) Fiir jede Folge (xy)k>1 in D mit klim X, = a gilt:
B —00
lim f(xx)="f(a)
k—o0

(iv) Fiir jedes j € {1,2,..., m} ist die j-te Komponentenfunktion
von f, fi : D — R, stetig im Punkt a.



Satz (4)

Es seien ) # D C R" und f: D — R™ eine Funktion.
a) Fiir einen Punkt a € D sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) f ist stetig in a.

(ii) Zu jeder Umgebung V von f(a) im R™ gibt es eine
Umgebung U von a im R" mit f(UN D) C V.

(iii) Fiir jede Folge (xk)k>1 in D mit klim x, = a gilt:

- —00

lim f(xx)="f(a)

k—00
(iv) Fiir jedes j € {1,2,..., m} ist die j-te Komponentenfunktion
von f, fi : D — R, stetig im Punkt a.

b) Ist f Lipschitz-stetig, so ist f stetig (auf D).



Die Resultate von Al, §6.1 und §6.4, welche keine ,reelle
Spezialitdten” bendtigen, lassen sich iibertragen:

Satz (A1, §6, Satz 2.a)c))
Es seien f,g : D — R™ stetig (im Punkt a € D) und \ € R.
a) Dann sind auch f + g und \f stetig (im Punkt a).

b) Ist g(D) C E und h: E — RP stetig (im Punkt g(a)), so ist
auch ho g stetig (im Punkt a).

A1, §6.4 Definitionen 4, 5 und Sitze 10, 11:
Definition von Ii_r)n f(x) = c, stetiger Fortsetzbarkeit und
x—a

(be)hebbarer Unstetigkeitsstelle analog.
Sitze gelten in analoger Version (ohne reelle Spezialitaten).



Satz (5)

Esseien ) 2 D C R", f: D — R™ eine stetige Funktion und
K C D eine kompakte Teilmenge von D.

a) Dann ist auch f(K) eine kompakte Menge.
(. das stetige Bild einer kompakten Menge ist kompakt.”)

b) Ist m =1, also f: D — R eine stetige Funktion, so existieren
X1, X2 € K mit f(x1) = min f(K) und f(x2) = max f(K).

(, Eine stetige, reellwertige Funktion besitzt auf einer kompakten
Menge ein (globales) Minimum und ein (globales) Maximum.”)



