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2.1 Das obere und das untere Integral

Definition (1)

Esseia< beR.

a) Eine endliche Menge von nicht ausgearteten, kompakten
Intervallen 2 {hoh I}

heit eine Zerlegung des Intervalls [a, b], wenn

(Z1) Ujy fj = [a, ] und

(Z2) firalle 1 <j <) < ngilt: #(;nly) < 1.

Ist dies der Fall, so heillt
0 < 8(2) = max{l}j | 1 < < n}
die Feinheit der Zerlegung Z.

UNI



Definition (1) (Fortsetzung)

b) Es seien Z ={h,b,....I,} und Z' ={h, Lo, ..., n}
Zerlegungen von [a, b).

Z' heilt feiner als Z (Schreibweise: Z < Z’), wenn fiir alle
1 <1< mgilt: es existiert ein k € {1,2,...,n} mit J; C I,
d.h.: jedes Intervall von Z’ ist in einem Intervall von Z enthalten.
Die Zerlegung
ZxZ' ={hnJ|1<k<nl<I<mund #(lkNJ)>1}

heilt die gemeinsame Verfeinerung von Z und Z'.

UNI



Definition (1) (Fortsetzung)

c) Es seien f: [a, b] — R eine beschrankte Funktion und
Z={h,b,..., I} eine Zerlegung von [a, b]. Dann heilen

n

S(f,2) =Y inf{f(x) | x € L} - |1
j=1
die (Darboux’sche) Untersumme von f beziiglich Z und

S(F,2) =D sup{f(x) | x € j} - |l
j=1
die (Darboux’'sche) Obersumme von f beziiglich Z.
15f = sup{S(f, Z) | Z ist Zerlegung von [a, b]}
heilt das untere Integral von f iiber [a,b] und

721‘ =inf{S(f, Z) | Z ist Zerlegung von [a, b]}
heilt das obere Integral von f iiber [a,b].

UNI



Lemma (1)

Es seien f: [a, b] — R eine beschrinkte Funktion und Z, Z'
Zerlegungen von |a, b].

a)lst Z < Z', so gilt:

S(f,Z) < S(f,2") und S(f,Z') < S(f,Z2).
b) S(f,Z) < 5(f, 2).
c) IbF <T°f.



Lemma (1)

Es seien f: [a, b] — R eine beschrinkte Funktion und Z, Z'
Zerlegungen von |a, b].

a)lst Z < Z', so gilt:

S(f,Z) < S(f,2") und S(f,Z') < S(f,Z2).
b) S(f,Z) < 5(f, 2).
c) IbF <T°f.

Satz (1)

Es seien f: [a, b] — R eine beschrankte Funktion und (Z,)sen eine
Folge von Zerlegungen von [a, b] mit lim,_, 6(Z,) =0 (d.h. eine
ausgezeichnete Zerlegungsfolge). Dann gilt

lim S(f,2,) =15F und lim S(f,2,) =1f .

n—o00 n—oo



Lemma (2)

Es seien f, g: [a, b] — R beschrinkte Funktionen. Dann gilt:
a) Fiir alle X > 0 ist [5(Af) = X+ 12f und To(Af) = \-Tof.
b) I15(—F) = —Tof und To(—F) = —I4F.
c) Ist f < g auf[a, b], d.h.:Vx € [a, b] : f(x) < g(x), so folgt
1 <1bg und TofF<Tog.

d) Firc e R mita< c < b gilt:

15F = ISF+ 15F  und  Tof =TSF +ToF .
e)

/§f+/§g<lé’(f+g)<{b }</§(f+g)</ff+/fg-



2.2 Das Riemann-Integral

Definition (2)
Es sei f: [a, b] — R eine beschrankte Funktion.

a) Essei Z={h,bh,...,I,} eine Zerlegung von [a, b].
Dann heifen B = {t1,t>,..., t,}, wobeifiiralle 1 <j <n tj e[,
eine Belegung zur Zerlegung Z, und

5(f,2,B) :Zn:f(tj) ’ |IJ|

j=1
die Riemann'sche Summe von f beziiglich Z zur Belegung B.
b) f heilt (Riemann-)integrierbar iiber [a, b], wenn
1°f =T1°f

gilt.

UNI



Definition (2) (Fortsetzung)

Ist f integrierbar iber [a, b], so heifit

b b i
/f:/ f(x)dx = I12F =1 f
a a

das (Riemann-)Integral von f von a bis b (oder: iiber [a, b]).

R(a, b) bezeichne die Menge aller beschrankten Funktionen
g: [a, b] — R, welche (Riemann-)integrierbar iiber [a, b] sind.

c) Ist f € R(a, b), so definiert man

a b a
/f:—/f e /f:
b a a

UNI



Satz (2) (Charakterisierung von integrierbaren Funktionen)

Es sei f: [a,b] — R eine beschrankte Funktion.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) f € R(a, b).

b) Es existiert eine Folge von Zerlegungen (Z,)nen von [a, b] mit

limp—o0 0(Z2n) =0, und es existiert ein A € R, sodass fiir jede
beliebige Wahl von Belegungen B, zu Z, gilt:

lim S(f, 2, By) =A.

n—o0

c) Zu jedem € > 0 existiert eine Zerlegung Z von [a, b] mit

S(f.2)—S(f,2) <«

d) Fiir alle c,d € [a,b] mit a< c < d < d gilt: f € R(c, d).



Satz (2) (Fortsetzung)
e) (ohne Beweis) Die Menge
M, = {x € [a, b] | f ist unstetig im Punkt x}

ist eine ,Lebesgue-Nullmenge”,
d.h. zu jedem £ > O existiert eine Folge von offenen Intervallen
(Jn = (cn, dn))nen mit

M, C Ele,, und ilj,,] = i(d,, —cp) <e.
n= n=1 n=1



Satz (3) (Rechenregeln fiir das Integral)

Es sei J C R ein (beliebiges) Intervall und f,g: J — R Funktionen,
die iiber jedes kompakte Intervall | C J integrierbar sind.
Dann gilt fiir alle a, b, c € J und fiir jedes kompakte Intervall | C J:

a) fabf: facf+fcb f.

b) Mit beliebigem o € R sind af und f + g integrierbar iiber I,
und es gilt

/ab(af):a/abf und /ab(f—l—g):/abf+/abg.

c) 2,

f| und fg sind integrierbar iber I.



Satz (3) (Fortsetzung)
d) Es sei a < b.
i) Gilt fiir alle x € [a, b] f(x) < g(x), so ist fab f< fabg.

i) Mit i = inf{f(x) | a < x < b} und
s =sup{f(x) | a < x < b} gilt:
b
/(b—a)g/ f <s(b—a), und
? b

dceR miti<c<s und f=c(b—a).

a

i) | [2f] < [21f] < (b— a)-sup{|f(x)] | a < x < b}.

UNI



Korollar (1) (1. Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Es seien f, g: [a, b] — R reelle Funktionen, f sei stetig auf [a, b],
g € R(a, b) und g > 0.

Dann existiert ein £ € [a, b] mit

/abfng(@-/abg

Insbesondere gilt (mit g = 1):
es existiert ein £ € [a, b] mit fab f=17(&)-(b—a)

UNI



Satz (4)

Es sei f: [a, b] — R integrierbar.

a) Ist g: [a, b] — R eine weitere Funktion und ist
M= {x]a<x<bundf(x)+#g(x)}

endlich, so folgt g € R(a, b) und fabg — fab f.

b) Es sei f > 0 auf [a, b] und fab f=0.
Ist f stetig in xo € [a, b], so folgt f(xp) = 0.



2.3 Der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung

Definition (3)

Es sei J C R ein (beliebiges) Intervall, f: J — R sei auf jedem
kompakten Intervall / C J integrierbar und c € J.
Dann heillt die Funktion

Z(f):J—=R
% eine Integralfunktion von f.
X > / f
C

UNI



Satz (5)

Es sei J C R ein (beliebiges) Intervall, f: J — R sei auf jedem
kompakten Intervall | C J integrierbar und ¢ € J. Dann gilt:

a) Z.(f): J — R ist stetig auf J.

b) (1. Version Hauptsatz)
Ist f stetig im Punkt xo € J, so ist Z.(f) in xo differenzierbar, und
es gilt

Ze(f) (x0) = f(x0)-

c) Fiir alle a, b € J gilt:

b
/a F(x)dx = Z(F)(b) — Zo(F)(a) -



Definition (4)

Es seien D C R mit D C D/, d.h. D besteht nur aus Haufungs-
punkten, und f, F: D — R Funktionen.

Die Funktion F heit eine Stammfunktion von f (auf D), wenn F
auf D differenzierbar ist und fiir alle x € D gilt:

F'(x) = f(x) (Schreibweise: F = / f).

UNI



Definition (4)

Es seien D C R mit D C D/, d.h. D besteht nur aus Haufungs-
punkten, und f, F: D — R Funktionen.

Die Funktion F heit eine Stammfunktion von f (auf D), wenn F
auf D differenzierbar ist und fiir alle x € D gilt:

F'(x) = f(x) (Schreibweise: F = / f).

Satz (6)
Es sei J C R ein (beliebiges) Intervall, f, F, Fi: J — R Funktionen,
und F sei eine Stammfunktion von f auf J. Dann gilt:

a) Fy ist eine Stammfunktion von f auf J genau dann, wenn es ein
ceRmit F=F+c gibt.

b) (2. Version Hauptsatz)

Ist f integrierbar iiber [a, b] C J, so gilt

b
/a f(x)dx = F(b) — F(a) .



2.4 Integrationsmethoden

Satz (7) (Integration analytischer Funktionen)

Es seien P = """ a,z" eine (komplexe) Potenzreihe mit
Konvergenzradius p = pp > 0 und

* an n+1
P_gnJrlz .

a) Es gl/t ppx = P.

b) Ist zo € C, f: K,(20) — C definiert durch f(x) = P(x — zp) und
c € C, so gibt es genau eine Funktion F: K,(z9) — C mit F' = f
und F(zy) = ¢, ndmlich:

F(x)=c+ P*(x — z0).

UNI



Satz (8) (Partielle Integration)
Es seien f,g: D — R C'-Funktionen. Dann gilt:

[flg=1fg— [fg .

Insbesondere gilt fiir alle [a, b] C D:

[ re=w) -5~ [

UNI



Satz (9) (Substitutionsregel)

Es seien t: D — E C R eine C1-Funktion, f,F: E— R, F sei eine

Stammfunktion von f auf E und f sei stetig. Dann gilt:
f(fot)-t'=Fot

d.h. F ot ist eine Stammfunktion von (f o t)t' auf D,

und fiir alle [a, b] C D gilt:

t(b)
/ F(E(x) - £/(x)dx = ((b))—F(t(a)):/t(a) F(t)dt .

UNI



Satz (10) (Integralform des Restglieds der Taylorentwicklung)

Es seien die Bezeichnungen und Voraussetzungen so wie
in §1, Satz 3, und f sei eine C"T1-Funktion.
Dann gilt:

1

X0
Rnf(x0; @) = o / (xo — t)"F( D (t)dt .

UNIL
GRAZ



2.5 Uneigentliche Integrale

Definition (5)

Es seien a < b € R, J ein halboffenes oder offenes Intervall mit
Randpunkten a, b und f: J — R sei iiber jedes kompakte
Teilintervall / C J integrierbar.

Dann heift (das Symbol) fab f oder fab f(x)dx ein uneigentliches
Integral.

a) Es sei J = [a, b). Existiert A?bff f € R (bzw. € {—00,0}), so

heiBt das uneigentliche Integral fab f konvergent (bzw. bestimmt
divergent), und man setzt

b 8 B
/leim/fE]R.
a B/'b .,

Existiert obiger Grenzwert in R nicht, so heift fab f (unbestimmt)
o o b 6 o o
divergent (Sprechweise: [ f existiert nicht).



Definition (5) (Fortsetzung)
b) Es sei J = (a, b]. Existiert Ii{rj folff € R (bzw. € {—00,0}), so
(62NN

heiBt das uneigentliche Integral fab f konvergent (bzw. bestimmt
divergent), und man setzt

b b
/f:“m/fGR.
a aNa Jq

Existiert obiger Grenzwert in R nicht, so heift fab f (unbestimmt)
divergent (Sprechweise: fab f existiert nicht).
c) Es sei J = (a, b). In diesem Fall definiert man mit einem c € J

fabf:facf+fcbf’
d tzt [PF = lim [Sf+ lim [PF, falls beide Limi
und man setzt | o&nafa +B5nbfc , falls beide Limiten
sowie deren Summe in R existieren.

d) Das uneigentliche Integral fab f heilt absolut konvergent, wenn

fab |f| konvergiert.



Satz (11)

Es seien J = [a,b) C R und f,g: J — R seien auf jedem
kompakten Intervall | C J integrierbar.

a) Ist f > 0, so existiert das uneigentliche Integral fab f, und es gilt

/abf—sup{/jf‘ﬁe[a,b)}e[ojoo].

b) (Majorantenkriterium)

Ist |g| < f und fab f < oo, so ist fabg konvergent.
Insbesondere gilt:

Ist |. ab g absolut konvergent, so ist | ab g auch konvergent.



Satz (12) (Integralkriterium fiir unendliche Reihen)

Es sei f: [1,00) — R>q eine monoton fallende und fiir alle
kompakten Intervalle | C [1,00) integrierbare Funktion.
Dann gilt:

if(k)<oo — /oof<oo.
1

k=1

UNIL
GRAZ



