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1.1 Wiederholung und Ergdnzungen zur Analysis 1

Definition (1)
Es sei M c C.

a) Ein Punkt a € C heilt ein Beriihrpunkt von M, wenn es eine
Folge (an)n>1 mit a, € M und lim a, = a gibt.
- n—o0o

M = {a € C| aist ein Beriihrpunkt von M} heiBt der Abschluss
(oder: die abgeschlossene Hiille) von M.

b) Ein Punkt a € C heilt ein Haufungspunkt von M, wenn es eine
Folge (an)n>1 mit a, € M, Vn > 1: a, # a und lim a, = a gibt.
- n—o0

M’ = {a € C | aist ein Hiufungspunkt von M}.

c) Ein Punkt a € M heiRt ein isolierter Punkt von M, wenn a & M'.
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Lemma (1)

Es sei M C C.
Fiir einen Punkt a € C sind folgende Aussagen dquivalent:

a) a ist ein Hiufungspunkt von M (< ae M’ ).
b) a ist ein Beriihrpunkt von M\ {a} (<= ac M\ {a} ).
c) Fiir jedese > 0 gilt: #{x e M| |x —a| <e} =00 .



Definition (2)
Es seien D Cc C, f: D — C und zg € D’ ein Haufungspunkt von D.

Die Funktion f heilt im Punkt zy analytisch, wenn es ein p > 0
und eine Potenzreihe P = >"7° ; a,z" mit Konvergenzradius
pp > p gibt, sodass fiir alle x € K,(z) N D gilt:

f(x) =P(x — zp) Za,,xfzo

f heit analytisch auf D, wenn f in jedem Punkt zy € D analytisch
ist.



Satz (1)

Es seien P = 7" anz" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
p>0, zg€C und

f:Ky(z)—C
x = P(x—zp) = Z an(x — zo)"
n=0

die durch P auf K,(zo) definierte, analytische Funktion.

Dann ist f auf ganz K,(zo) differenzierbar, und fiir jedes
z € K,(z) gilt:

fl(z) =) nan(z—2)"".
n=1



1.2 Hohere Ableitungen und Taylorentwicklung

Definition (3)

Es sei D C C eine nicht leere Menge, die nur aus Haufungspunkten
bestehe (d. h.: ) 2 D C D’), f: D — C eine Funktion und n € Ny.

a) f heilt (auf D) n-mal differenzierbar, wenn es Funktionen
fO = £ fO @ f0. D C gibt, sodass fiir jedes j mit
0<j<ngilt:

£U) ist differenzierbar auf D und )" = FU+1)

fU) heilt die j-te Ableitung von f.

b) f heilt (auf D) n-mal stetig differenzierbar (oder: eine
C"-Funktion auf D), wenn f n-mal differenzierbar und

(") : D — C stetig ist.

f heit eine C°°-Funktion auf D (oder: beliebig oft differenzierbar),
wenn f fiir alle n € N eine C"-Funktion ist.
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Definition (4)
EsseiD A#DCcCmitDC D', ae D, f: D— C und n € Ny.

a) Ist f auf D n-mal differenzierbar, so heift

das n-te Taylorpolynom von f in a (bzw. im Entwicklungspunkt a),

und
Raf(x; a) = f(x) — Tof(x; a)

heift das n-te Restglied der Taylorentwicklung von f in a.
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Definition (4) (Fortsetzung)
b) Ist  eine C*°-Funktion auf D, so heifit

> fU)(a .
Tf(x;a)zzfj!( )(x—a)f

Jj=0

die Taylorsche Reihe von f in a.
Gibt es ein p > 0, sodass fiir alle x € DN K,(a) gilt:
f(x) = Tf(x;a),

so sagt man: f wird in einer Umgebung von a durch seine

Taylorreihe dargestellt (<= Vx € DN K,(a): Ii_)m R.f(x;a) =0).
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Satz (2)

Eine Funktion f: D — C wird in einer Umgebung von zy € D
genau dann durch ihre Taylorreihe dargestellt, wenn f im Punkt z
analytisch ist.



Satz (2)

Eine Funktion f: D — C wird in einer Umgebung von zy € D
genau dann durch ihre Taylorreihe dargestellt, wenn f im Punkt z
analytisch ist.

Satz (3) (Restglied von Lagrange)

Es seien c < d € R, n€ Ny, f:[c,d] — R eine C"-Funktion und
f(n) sei auf (c,d) differenzierbar. Weiters seien a, xo € [c, d] mit
a # xo und | C [c, d] sei das offene Intervall mit Randpunkten a
und xg.

Dann existiert ein £ € | mit



1.3 Kurvendiskussion reeller Funktionen

Im gesamten Abschnitt sei / C R ein Intervall mit Randpunkten
a,beR, a<b.

Satz (4)

Es sei f: | — R stetig und auf (a, b) differenzierbar. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

a) f ist konvex auf I.

b) f' ist auf (a, b) monoton wachsend.

c) Fiir alle xy € (a, b) und fiir alle x € | gilt:

f(x) > f(x0) + (x — x0)f'(x0)-

Ist f auf (a, b) 2-mal differenzierbar, so ist eine weitere zu a), b),
c) dquivalente Aussage:

d) Fiir alle xo € (a, b) gilt: f"(xg) >0

-



Definition (5)

Eine Funktion f: / — R hat an der Stelle xg € (a, b) einen
Wendepunkt, wenn es ein € > 0 gibt, sodass

f konvex auf (xo — €, xo] und konkav auf [xo, xo + €) ist, oder
f konkav auf (xo — &, x0] und konvex auf [xg, xo + €) ist.
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Definition (5)

Eine Funktion f: / — R hat an der Stelle xg € (a, b) einen
Wendepunkt, wenn es ein € > 0 gibt, sodass

f konvex auf (xo — €, xo] und konkav auf [xo, xo + €) ist, oder
f konkav auf (xo — &, x0] und konvex auf [xg, xo + €) ist.

Satz (5)

Esseine N, f: | — R sei eine C"-Funktion (d. h.: n-mal stetig
differenzierbar) und xo € (a, b).

a) Ist n > 2 und xo ein Wendepunkt von f, so gilt " (xp) = 0.
b) Istn>3, 0=f"(x)="F®(x)=...=f""V(x)

und (") (xp) # 0, so gilt:

xp Ist ein Wendepunkt von f genau dann, wenn n ungerade ist.



Satz (6) (Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema)

Es seien n € N, f: | — R n-mal stetig differenzierbar, und fiir
xo € (a, b) sei

0="F(x)=rf"(x0)=...= F"V(x) und FM(x)#0.

Dann gilt:
Maximum

f hat an xg ein lokales { } genau dann, wenn n gerade

Minimum

<0
d f(n) st.
un (x0) {> o !
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