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Gunter Lettl SS 2019

§1. Differentialrechnung in einer Variablen (2. Teil)

1.1 Wiederholung und Erganzungen zur Analysis 1

Definition 1. Es sei M C C.

a) Ein Punkt a € C heifit ein Berihrpunkt von M, wenn es eine Folge (ay,)n,>1 mit
a, € M und lim a, = a gibt.
n—oo

M = {a € C | aist ein Beriihrpunkt von M} heifit der Abschluss (oder: die abge-
schlossene Hiille) von M.

b) Ein Punkt a € C heifit ein Haufungspunkt von M, wenn es eine Folge (a,),>; mit
a, € M,¥n > 1:a, # a und lim a, = a gibt.
n—oo

M’ ={a € C| a ist ein Hiufungspunkt von M }.
c) Ein Punkt a € M heift ein isolierter Punkt von M, wenn a ¢ M.

Lemma 1. Es sei M C C. Fur einen Punkt a € C sind folgende Aussagen dquivalent:
a) a ist ein Haufungspunkt von M (<= a € M' ).
b) a ist ein Berihrpunkt von M\ {a} (<= a € M\ {a} ).
c) Fir jedese >0 gilt: #{x e M ||z —a| <e} =00 .

Beispiel 1: Es sei M = {% | n € N}. Zeigen Sie: jeder Punkt von M ist ein Beriihrpunkt und
ein isolierter Punkt von M. 0 ist ein Hiufungspunkt von M, und M = M U {0}.

Beispiel 2: Bestimmen Sie alle Beriihrpunket, Haufungspunkte und isolierten Punkte der In-
tervalle [3,5) und (10, 4+00).

Definition 2. Es seien D C C, f: D — C und zy € D’ ein Haufungspunkt von D.

Die Funktion f heifit im Punkt zo analytisch, wenn es ein p > 0 und eine Potenzreihe
P =%, a,2" mit Konvergenzradius pp > p gibt, sodass fiir alle z € K,(zy) N D gilt:

flz) =Pz —z) = Zan(:c —2z0)" .

f heifit analytisch auf D, wenn f in jedem Punkt zy € D analytisch ist.
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Satz 1. Es seien P =Y~ a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p > 0, z € C
und

f:Ky(%)—C
x> Plx —z) = ian(ﬂ? — 20)"
n=0

die durch P auf K,(z) definierte, analytische Funktion.
Dann ist f auf ganz K,(zy) differenzierbar, und fir jedes z € K,(zy) gilt:

f'(z) = Z na, (z —z)" .

Beispiel 3: Verwenden Sie Satz 1 und die Potenzreihendarstellungen fiir exp, sin und cos, um
die Ableitungen dieser 3 Funktionen zu bestimmen!

1.2 Hohere Ableitungen und Taylorentwicklung

Definition 3. Es sei D C C eine nicht leere Menge, die nur aus Haufungspunkten bestehe
(d.h.: ¢ #D C D'), f: D — C eine Funktion und n € Ny.

a) f heit (auf D) n-mal differenzierbar, wenn es Funktionen f(© = f fM @
f: D — C gibt, sodass fiir jedes j mit 0 < j < n gilt:
£ ist differenzierbar auf D und f@' = fU+D  f0) heiBt die j-te Ableitung von f.

b) f heifit (auf D) n-mal stetig differenzierbar (oder: eine C"-Funktion auf D ), wenn
f n-mal differenzierbar und f™ : D — C stetig ist.

f heiit eine C°-Funktion auf D (oder: beliebig oft differenzierbar), wenn f fir allen € N
eine C"™-Funktion ist.

Beispiel 4: Die Funktion f: R — R sei gegeben durch f(x) = |x|°.
Zeigen Sie: f ist auf R eine C*-Funktion, aber keine C°-Funktion. An welcher Stelle ist f(*)
nicht differenzierbar?

Definition 4. Essei ¢ 2D CCmit DC D', a€ D, f: D — C und n € Ny

a) Ist f auf D n-mal differenzierbar, so heifit
QEMIC)]
j=0
das n-te Taylorpolynom von f in a (bzw. im Entwicklungspunkt a), und
Ry f(x;a) = f(x) = Tof(x;a)
heifit das n-te Restglied der Taylorentwicklung von f in a.



b) Ist f eine C*°-Funktion auf D, so heifit

% £0)(q |
riwa) = Y I -0y

die Taylorsche Reihe von f in a.

Gibt es ein p > 0, sodass fiir alle x € DN K,(a) gilt: f(x) =T f(z;a), so sagt man:
f wird in einer Umgebung von a durch seine Taylorrethe dargestellt

(<= Vre DNK,a): nh—g}oR”f(x’ a) =0).

Satz 2. Eine Funktion f: D — C wird in einer Umgebung von zg € D genau dann durch
thre Taylorreihe dargestellt, wenn f im Punkt zg analytisch ist.

Beispiel 5: Geben Sie fiir die rationale Funktion f(z) = - alle Ableitungen f an sowie die

z+1
Taylorreihe T f(x;2) im Entwicklungspunkt a = 2.
Welchen Konvergenzradius hat T f(x;2)7?

Satz 3 (Restglied von Lagrange).
Es seien c < d € R, n € Ny, f: [c,d] = R eine C™-Funktion und f™ sei auf (c,d)
differenzierbar. Weiters seien a,xo € [c,d] mit a # xo und I C [c,d] sei das offene
Intervall mit Randpunkten a und xq.

Dann existiert ein & € I mit
(xO _ a)n—H

CESIEANS

Rnf(xm CL) =

Beispiel 6: Geben Sie fiir die Taylorentwicklung in Beispiel 5 das n-te Restglied R,, f(xo;2) an,
und zeigen Sie, dass fiir zg € [1,3] gilt: | R, f(x0;2)] < 2-("+2).

1.3 Kurvendiskussion reeller Funktionen

Im gesamten Abschnitt sei I C R ein Intervall mit Randpunkten a,b € R, a < b.

Satz 4. Es sei f: I — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

a) f ist konvexr auf I.
b) [’ ist auf (a,b) monoton wachsend.
c) Fir alle xy € (a,b) und fir alle x € I gilt:

f(x) = f(xo) + (x = x0) [ (o).

Ist f auf (a,b) 2-mal differenzierbar, so ist eine weitere zu a), b), ¢) dquivalente Aussage:
d) Fir alle xo € (a,b) gilt: f"(xy) > 0.
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Beispiel 7: Formulieren Sie den zu Satz 4 analogen Satz fiir ,konkav”!

Beispiel 8: Stellen Sie fest, auf welchen Intervallen die Sinusfunktion monoton wéchst bzw. fallt
vgl. Analysis 1 bzw. auf welchen Intervallen sie konvex bzw. konkav ist!

Definition 5. Eine Funktion f: I — R hat an der Stelle zy € (a,b) einen Wendepunkt,
wenn es ein € > 0 gibt, sodass

f konvex auf (z¢ — &, zo] und konkav auf [zg, z¢ + €) ist, oder

f konkav auf (z¢ — ¢, xo] und konvex auf [z, g + €) ist.

Satz 5. Es sein € N, f: I — R sei eine C™-Funktion (d. h.: n-mal stetig differenzierbar)
und xo € (a,b).

a) Ist n > 2 und x¢ ein Wendepunkt von f, so gilt f"(x¢) = 0.

b) Istn >3, 0= f"(x) = f®(zg) = ... = fO D (z0) und f™(x0) # 0, so gilt:

xg st ein Wendepunkt von f genau dann, wenn n ungerade ist.

Beispiel 9: Wiéhlen Sie eine beliebige Polynomfunktion 3. Grades und bestimmen Sie alle
Wendepunkte dieser Funktion!

Muss jede reelle Polynomfunktion 3. Grades einen Wendepunkt besitzen? Kann sie mehrere
besitzen?

Beweisen Sie: Eine reelle Polynomfunktion 3. Grades besitzt auf R genau einen Wendepunkt!

Beispiel 10: Es sei g = f" die Ableitung der Funktion aus Beispiel 4. Wieso ldsst sich mit Satz 5
nicht zeigen, dass 0 ein Wendepunkt von g ist?
Konnen Sie mit Definition 5 und Satz 4 zeigen, dass 0 ein Wendepunkt von g ist?

Satz 6 (Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema).
FEs seien n € N, f: 1 — R n-mal stetig differenzierbar, und fir o € (a,b) sei

0= f"(x0) = f"(z0) = ... = f" V() und f™(x0) # 0. Dann gilt:

Mazximum <0

>0

Minimum

f hat an xzy ein lokales { } genau dann, wenn n gerade und f™ (xy) {

15t.

Beispiel 11: Es sei f: R — R gegeben durch f(r) = 5 + sinz. Bestimmen Sie alle Nullstellen,
Extremwerte und Wendepunkte von f sowie die Steigungen der Tangenten in den Wendepunkten!

Skizzieren Sie Graph(f)!

Beispiel 12: Es sei f: R — R gegeben durch f(x) = x + sinx. Bestimmen Sie alle Nullstellen,
Extremwerte und Wendepunkte von f sowie die Steigungen der Tangenten in den Wendepunkten!
Skizzieren Sie Graph(f)!



