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8.1 Die Ableitung einer Funktion

Definition (1)
Essei ) # D C C und f: D — C eine Funktion.

a) Ist xg € D ein Hiufungspunkt von D (d. h.: xp € DN D’), so
heiBt die Funktion f differenzierbar in xg, wenn der Grenzwert

im f(x) — f(xo)

X—r X0 X — Xp

eC

existiert.
Falls dieser Grenzwert existiert, heiRt er Ableitung (oder:
Differentialquotient) von f in xp.

f(x) — f(x0) df

Schreibweise: lim = f'(x) = —

x—=x0 X — Xg dx (*o).



Definition (1) (Fortsetzung)

b) Besteht D nur aus Haufungspunkten (d.h: D C D’), so heift f
differenzierbar auf D, wenn f in jedem Punkt xg € D differenzierbar
ist. Ist dies der Fall, so heilt

f'"D— C . _ .
, die Ableitung(sfunktion) von f.
x = '(x)

c) Ist f auf D differenzierbar und die Ableitung f': D — C eine
stetige Funktion, so heilit f stetig differenzierbar auf D.



Lemma (1)

Ist f: D — C in xo € D’ differenzierbar, so ist f auch stetig in xp.



Lemma (1)

Ist f: D — C in xo € D’ differenzierbar, so ist f auch stetig in xp.

Satz (1)

Essei P =317, anz" eine (komplexe) Potenzreihe in z mit
Konvergenzradius p > 0, zg € C und

f:Ky(z)—C
x = P(x—2zp) = Z an(x — z9)"
n=0

die durch P auf K,(zo) definierte, analytische Funktion.

Dann ist f auf ganz K,(zo) differenzierbar, und es gilt fiir jedes
z € Ky(2):

fl(z) =) nan(z—2)"".
=l



Korollar

Ist f: D — C eine auf D analytische Funktion, so ist f auf D stetig
differenzierbar und f': D — C ist wieder eine analytische Funktion.



Korollar

Ist f: D — C eine auf D analytische Funktion, so ist f auf D stetig
differenzierbar und f': D — C ist wieder eine analytische Funktion.

Satz (2) (Rechenregeln fiir die Ableitung)

Esseien D C C, xo € DN D', und f,g: D — C seien
differenzierbar in xo. Dann gilt:

a) Fiir A € C ist Xf differenzierbar in xo und
(M) (x0) = A ' (x0).
b) f + g, f — g, fg sind differenzierbar in xo, und es gilt:

(f +g)'(x0) = f'(x0) = &'(x0)
(fg) (x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g" (x0) (Produktregel).



Satz (2) (Fortsetzung)

c) Ist g(x) # 0 fiir alle x € D, so ist é : D — C differenzierbar in
xo und

<f>/ (x0) f'(x0)g(x0) — f(x0)8’(x0)

= Quotientenregel).
g(x0)? ( gel)

(1Y —&'(x)
Insbesondere gilt: 2 (x0) = .



Satz (3) (Kettenregel)

Es seien D,ECC, f:D—C, g: E— Cund f(D) C E.
Ist f im Punkt xo € D differenzierbar und g im Punkt

yo = f(x0) € E differenzierbar, so ist (gof): D — C in xo
differenzierbar und

(gof)(x)=g'(f(x)) f'(x) -



Satz (3) (Kettenregel)

Es seien D,ECC, f:D—C, g: E— Cund f(D) C E.
Ist f im Punkt xo € D differenzierbar und g im Punkt

yo = f(x0) € E differenzierbar, so ist (gof): D — C in xo
differenzierbar und

(gof)(x)=g'(f(x)) f'(x) -

Satz (4) (Differentiation der Umkehrfunktion)

Es sei f: D — C injektiv, im Punkt xo € D differenzierbar und
f'(x0) # 0.

Die Umkehrfunktion f=1: f(D) — D sei im Punkt yo = f(xo)
stetig. Dann gilt:

Yo ist ein Haufungspunkt von f(D), f
und

L jst differenzierbar in yy
1

f'(x0)

(F1) () =




8.2 Differentialrechnung reeller Funktionen

Im gesamten Abschnitt sei / C R ein Intervall mit Randpunkten
a<b, a,beR.

Definition (2)
Es sei f: | — R eine reelle Funktion und xg € /. Man sagt:

Maximum }

a) f besitzt in xg ein lokales[bzw. strenges lokales] -
mimum

wenn es ein € > 0 gibt, sodass fiir alle x € I N (xg — &, x0 + €) mit
x # xp gilt:

f(x) < f(xo) [bzw f(x) < f(xo) |
f(x) > f(xo) | f(x) > f(x) [



Definition (2) (Fortsetzung)

N : Maximum _
b) f besitzt in xp ein globales o , wenn die
Minimum

entsprechende obige Ungleichung fiir alle x € [ erfiillt ist

(= o= { Tl

c) f besitzt in xg ein lokales bzw. strenges lokales bzw. globales
Extremum, wenn f in xp ein ebensolches Maximum oder Minimum
besitzt.



Definition (2) (Fortsetzung)

N : Maximum _
b) f besitzt in xp ein globales o , wenn die
Minimum

entsprechende obige Ungleichung fiir alle x € [ erfiillt ist

(= o= { Tl

c) f besitzt in xg ein lokales bzw. strenges lokales bzw. globales
Extremum, wenn f in xp ein ebensolches Maximum oder Minimum
besitzt.

Lemma (2) (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema)

Es sei xp € (a,b) und f: | — R in xo differenzierbar. Besitzt f in xg
ein lokales Extremum, so gilt f'(xp) = 0.



Satz (5)
Es sei | = [a, b] kompakt, f- | — R stetig und fiir alle xy € (a, b)

sei f differenzierbar in xg.

a) (Satz von Rolle)

Ist f(a) = f(b), so gibt es ein & € (a, b) mit f'(§) = 0.

b) (1. MWS = Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Es gibt ein § € (a, b) mit

f(b) —f(a) _
ﬁ—f(f)-



Korollar
Es sei f: | — R stetig und differenzierbar auf (a, b). Dann gilt:

wachsend

follend } genau dann, wenn fiir jedes xy € (a, b)

f ist monoton {



Korollar
Es sei f: | — R stetig und differenzierbar auf (a, b). Dann gilt:

wachsend

f ist monoton
{ fallend

} genau dann, wenn fiir jedes xy € (a, b)

Satz (6) (2. MWS = Verallgemeinerter MWS der
Differentialrechnung)

Es sei | = [a, b] kompakt, f,g: | — R stetige Funktionen, die auf
(a, b) differenzierbar sind, und g'(x) # 0 fiir alle x € (a, b).
Dann gilt g(a) # g(b), und es existiert ein £ € (a, b) mit

f(b)—f(a) _ '(§)
g(b)—g(a) g'(&)




Satz (7) (Regel von de I'Hospital)

Es seien f,g: (a,b) — R auf (a, b) differenzierbare Funktionen,
fiir alle x € (a, b) sei g'(x) # 0, und weiters sei ||m % =a€R
(auch a = —oco méglich). Ist entweder

() )![)na f(x) = )I([)nag(x) =0 oder (N) )l(lnag(x) = +o0
erfiillt, so gilt:

Zusatz: Der Satz gilt auch, wenn alle lim durch lim (auch
X—a x—b

b = 400 mdglich) ersetzt werden.



