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4.1 Grundbegriffe

Definition (1)
a) Eine Folge (reeller bzw. komplexer) Zahlen ist eine Abbildung

R
a:sz%{C mit einem k € Z .

R
Schreibweise: a(n) = a, € {(C ... n-tes Folgenglied

a=(an)n>k = (ak; Ak+1, A42,- - -) -

b) Eine Folge (an)n>k heilt konvergent, wenn es eine Zahl a € C
mit folgender Eigenschaft gibt:

zu jedem € > 0 existiert ein N € N,
sodass fiir alle n > N gilt: |a, — a| < e.



Definition (1) (Fortsetzung)

Ist die Folge (an)n>k konvergent, so heiflt diese Zahl a der
Grenzwert (oder: Limes) der Folge.

Schreibweise: lim a, =a bzw. (ap),>k — a
n—oo -

Eine Folge, die gegen 0 konvergiert, heillt Nullfolge.
Eine Folge, die nicht konvergent ist, heillt divergent.

c) Eine Folge (an)n>« heit beschrinkt, falls die Menge
{lan| | n > k} beschrankt ist; andernfalls heit sie unbeschrinkt.



Satz (1)

a) Ist eine Folge konvergent, so ist ihr Limes eindeutig bestimmt.
b) Eine konvergente Folge ist beschrankt.
c) Ist (an)n>k — a eine gegen a € C konvergente Folge, so gilt:

lim 2, =3, lim |a,| = 4|,
n—oo — 00

lim R(ap) =R(a), lim I(a) = 3(a).

n—o0 n—o0

Insbesondere gilt: Sind alle a, € R, so ist auch a € R.



Satz (2) (Rechenregeln fiir konvergente Folgen)
Es seien @ = (an)n>1 und b = (bp),>1 Folgen.
a) Sind a eine Nullfolge und b eine beschrankte Folge, so gilt

lim a,b, =0 .
n—o00

b) Sind a und b konvergente Folgen, so gilt:
(i) lim (a,+ b,) = lim a,+ lim b, und
n—o0 n—o0 n—o0

lim (a,bp) = lim a,- lim b,.
n—oo n—o0 n—o0o

(i) Ist ILm b, # 0, so existiert ein k € N, sodass fiir alle n > k

gilt: a le a,
b, #0 und <bn>n>k—> im b

n—o0o




Definition (2)

Es sei @ = (ap)nen eine Folge.

a) Fiir np € N heifit die Folge (an)n>n, e€in Endstiick der Folge a.
b) Ist T C N eine unendliche Teilmenge, T = {n1, n2, n3,...} mit

m < np < nzg<..., so heilt die Folge (an,)ien = (any; any, ans, - - -)
eine Teilfolge von a.

c) Ist ¢: N — N eine bijektive Abbildung, so heift die Folge
(a,())jeN = (3,(1)s 3p(2)5 3(3); - - -) €ine Umordnung der Folge a.



Definition (2)
Es sei @ = (ap)nen eine Folge.
a) Fiir np € N heifit die Folge (an)n>n, e€in Endstiick der Folge a.

b) Ist T C N eine unendliche Teilmenge, T = {n1, n2, n3,...} mit
m < np < nzg<..., so heilt die Folge (an,)ien = (any; any, ans, - - -)
eine Teilfolge von a.

c) Ist ¢: N — N eine bijektive Abbildung, so heift die Folge
(a,())jeN = (3,(1)s 3p(2)5 3(3); - - -) €ine Umordnung der Folge a.

Satz (3)

Ist @ = (an)nen eine konvergente Folge mit lim a, = a, und ist die
n—o0o

Folge b = (bn)nen ein von a oder eine von a

oder eine von a, oder Ist eine

, so ist auch b konvergent, und es gilt

lim b,=a.
n—o0 UNI



4.2 Reelle Folgen

Satz (4)

Es seien (ap)neny — a und (bn)nen — b konvergente reelle Folgen,
und fiir alle n € N sei a, < b,.

a) Dann gilt: a < b.
b) [Einzwickkriterium] Ist ¢ = (cp)nen eine reelle Folge mit
an<c,<b, firalleneN undista=5b,

so ist auch ¢ konvergent und lim ¢, = a.
n—oo



Definition (4)

Eine reelle Folge @ = (an)nen heilt:
oben . : : .
nach beschrankt, wenn es ein M € R gibt, sodass fiir alle
unten
<M
nGNgiIt:{an_ ,
M

< ap

[streng] monoton wachsend, wenn fiir alle n € N gilt: a, < ap11
[bzw. a, < apt1],

[streng] monoton fallend, wenn fiir alle n € N gilt: a, > ap41
[bzw. a, > apy1],

monoton, wenn a entweder monoton wachst oder monoton fallt.



Satz (5)

Ist @ = (an)nen eine beschrankte und monotone Folge reeller
Zahlen, so ist a konvergent mit

{sup{a,, | n€ N} falls @ monoton wachst

lim a, =< _
inf{a, | n € N}  falls @ monoton fillt



Satz (5)

Ist @ = (an)nen eine beschrankte und monotone Folge reeller
Zahlen, so ist a konvergent mit

im sup{a, | n € N}  falls a monoton wéchst
im a, =
inf{a, | n € N}  falls @ monoton fillt

Erweiterte Zahlengerade:

Wir ergdnzen R durch 2 weitere Elemente co = +00 und —oo zur
erweiterten Zahlengeraden

R=RU{c0, -} .

Ordnungs- bzw. Rechenregeln fiir R:
Fiir beliebiges a € R definiert man:

(i) —o<a<oo

(i) atoo=x2c0+a==+00



+ falls a > 0
a-(foo) =4o00-a= co tallsa und 2 =0.
Foo fallsa<0 +o00

(iii) co+ 00 =00 00 = (—0) - (—0) = 0

(—00) + (~00) = 00 - (~00) = (~00) - 00 = o0
|oo| = | — 00| = o0
. oben .
Ist ) # A C R nicht nach { beschrinkt, so setzt man
unten
sup(A) = oo
inf(A) = —o0

Weiters setzt man sup(f)) = —oo und inf(0)) = cc.

Intervalle in R:
[-00,00] =R, (—o00,0) =R, (0,00] =Ry U {00} usw.



Definition (4)
Eine reelle Folge @ = (an)nen heilt bestimmt divergent gegen

{OC , wenn es zu jedem M € R ein N € N gibt, sodass fiir alle

ap <M’



Definition (4)
Eine reelle Folge @ = (an)nen heilt bestimmt divergent gegen

{OC , wenn es zu jedem M € R ein N € N gibt, sodass fiir alle

ap <M’

Qo 00 : 00
Schreibweise: (ap)neny — { bzw. lim a, = { .
—00 n—oo —00

Satz (6)

Die Aussagen von Satz 1.a), Satz 2.b) (falls die entsprechenden
Ausdriicke definiert sind), Satz 3 und Satz 4.a) gelten auch fiir
bestimmt divergente Folgen.

Satz 4.b): Ist (an)nen — 00 und a, < ¢, fiir alle n € N, so ist auch
(Cn)nGN — 00.

Satz 5: Eine monotone reelle Folge ist konvergent oder bestimmt
divergent. nth



4.3 Haufungswerte und Satz von Bolzano-Weierstral

Definition (5)

I R
reete Folge. Dann heifit a € {(C ein

Es sei @ = (ap)nen eine
komplexe

Haufungswert der Folge a, wenn es eine Teilfolge (ap,)ien von a
mit |lim a,, = a gibt
1—00

(d. h.: wenn es eine gegen a konvergente oder bestimmt divergente
Teilfolge von a gibt).



Satz (7)

Es sei a = (ap)nen eine reelle oder komplexe Folge und H C R
(bzw. H C C) die Menge der Haufungswerte von a.

a) Dann gilt:

+o0o € H <= a ist reell und nicht nach oben beschrankt.

—o00 € H <= a ist reell und nicht nach unten beschrankt.

b) Fiir ein a € C gilt:
a € H<«= fiir jedes e > 0 gilt: #{n € N | |a, — a| < e} = 0.



Satz (8) (Bolzano—Weierstral)
Es sei a = (ap)nen eine Folge und H die Menge der Hiufungswerte
von a.

a) [reelle Version] Ist a eine reelle Folge, so existieren
as,a" € H C R, sodass fiir alle a € H gilt:

ax<a<a’;
insbesondere ist H # ().
Definition: a, = liminf a, = lim a, heilt Limes inferior oder
n—o0 n—oo

kleinster Haufungswert von a und

a* =limsupa, = ||m an heit Limes superior oder groBter
n—o00 —00

Haufungswert von a.

b) [komplexe Version]
Ist @ komplex und beschrinkt, so ist H # ().



Bemerkung:
Es sei a eine reelle Folge. Fiir ein x € R gilt:
x =limsupa, <= firallee >0gilt: {ne N | x+¢c < a,} ist

n—o0

endlich und {n € N | x — & < a,} ist unendlich.

x =liminfa, <= firallee >0gilt: {neN|a, <x—¢e}ist
n—o0
endlich und {n € N | a, < x + ¢} ist unendlich.

Satz (9) (Konvergenzkriterium nach Cauchy)

Eine (reelle oder komplexe) Folge a = (an)nen konvergiert genau
dann, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein N € N gibt, sodass fiir alle

m,n > N gilt:
=8 lan — am| <€ .



