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§4. Folgen von (reellen und komplexen) Zahlen [Ko §5]

4.1 Grundbegriffe

Definition 1.
a) Eine Folge (reeller bzw. komplexer) Zahlen ist eine Abbildung

R
a: Lsy — {C mit einem k € Z .

R
C

Schreibweise: a(n)=a, € { ... n-tes Folgenglied; a = (an)n>k = (A, Qpr1, Qki2y - - -)-

b) Eine Folge (a,),>r heit konvergent, wenn es eine Zahl a € C mit folgender Eigen-
schaft gibt:
zu jedem e > 0 existiert ein NV € N, sodass fir alle n > N gilt: |a,, —a| < €.

Ist dies der Fall, so heiit a der Grenzwert (oder: Limes) der Folge.

Schreibweise: lim a, =a bzw. (a,)n>r — @
n—oo -

Eine Folge, die gegen 0 konvergiert, heiit Nullfolge.
Eine Folge, die nicht konvergent ist, heifit divergent.

c) Eine Folge (a,),>r heifit beschrdnkt, falls die Menge {|a,| | n > k} beschrinkt ist;
andernfalls heiit sie unbeschrankt.

Beispiel 41: Versuchen Sie Folgen a = (ay)n>1 reeller oder komplexer Zahlen konkret anzuge-

2

ben: z. B.: a, =" oder a, = n-te Dezimalstelle von w oder a,, = n“* —in oder a, wird mit

einem Wiirfel gewtirfelt (zuféllig) oder ...
Welche dieser Folgen sind beschrankt?

Satz 1.
a) Ist eine Folge konvergent, so ist ihr Limes eindeutig bestimmit.
b) FEine konvergente Folge ist beschrankt.
c) Ist (an)n>k — a eine gegen a € C konvergente Folge, so gilt:

S B . B . S
nh_)rglo a, = a, nh_>r1010 lan| = al, nh_}n;() R(a,) = R(a), nh_}r{)lo Xa,) = a).

Insbesondere gilt: Sind alle a,, € R, so ist auch a € R.

Beispiel 42: Geben Sie die ersten 10 Glieder der Folge (ay)n>1 mit a, = (%)n an!
Versuchen Sie, Formeln fiir |a,|, R(a,) und I(ay) zu finden.
Bestimmen Sie lim a,, lim |a,|, lim R(a,), lim J(an,).

n—00 n—oo n—00 N—00
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Satz 2 (Rechenregeln fiir konvergente Folgen).
Es seien a = (a,)p>1 und b = (b,),>1 Folgen.

a) Sind a eine Nullfolge und b eine beschrinkte Folge, so gilt

lim a,b, =0 .
n—oo

b) Sind a und b konvergente Folgen, so gilt:
(i) lim(a, £0b,) = lim a, + lim b, wnd lim (a,b,)= lim a, - lim b, .
n—o0 n—o0 n—0o0 n—oo n—oo n—0o0

(ii) Ist lim b, # 0, so ezistiert ein k € N, sodass fiir alle n > k gilt:
n—oo

a lim a,
b, #0 und <—n) —
by ) ok lim b,
n—oo

Definition 2. Es sei a = (a,),en eine Folge.
a) Ist ng € N, so heifit die Folge (a,)n>n, €in Endstick der Folge a.

b) Ist T'C N eine unendliche Teilmenge, T' = {ny,ng,ng,...} mit ny <ng < ng < ...,
so heifit die Folge (ayn,)ien = (Gn,, @y, Ans, - - -) €ine Teilfolge von a.

c) Ist ¢: N — N eine bijektive Abbildung, so heifit die Folge
(ag())jen = (A1), Qp(2), Qp(3), - - -) €ine Umordnung der Folge a.

Satz 3. Ist a = (a,)nen eine konvergente Folge mit lim a,, = a, und ist die Folge
n—oo

b = (by)nen €in Endstick von a oder eine Teilfolge von a oder eine Umordnung von a,
oder ist {n € N | a,, # b,} eine endliche Menge, so ist auch b konvergent, und es gilt

lim b, = a .
n—oo

Beispiel 43: Geben Sie Endstiicke, Teilfolgen bzw. Umordnungen fiir einige Folgen aus Bei-
spiel 41 an!

4.2 Reelle Folgen

Satz 4. Es seien (ay)nen — a und (by)nen — b konvergente reelle Folgen, und fir alle
n €N seia, <b,.

a) Dann gilt: a <.

b) [Einzwickkriterium] Ist ¢ = (¢,)nen €ine reelle Folge mit a, < ¢, < b, fir alle

n € N und ist a = b, so ist auch ¢ konvergent und lim ¢, = a.
n—oo
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Definition 3. Eine reelle Folge a = (a,,)nen heifit:

a, <M

M <a,’

b
nach { ¢ :n beschrankt, wenn es ein M € R gibt, sodass fiir alle n € N gilt: {
unten

[streng] monoton wachsend, wenn fiir alle n € N gilt: a, < apy1 [bzw. a, < ani1],

[streng] monoton fallend, wenn fir alle n € N gilt: a,, > a,11 [bzw. a, > a,41],

monoton, wenn a entweder monoton wachst oder monoton fallt.
Beispiel 44: Wieso ist Definition 3 fiir Folgen mit komplexen Gliedern sinnlos?

Satz 5. Ist a = (ap)nen eine beschrinkte und monotone Folge reeller Zahlen, so ist a

konvergent mit lim a, =
n—oo

sup{a, | n € N} falls @ monoton wdchst
inf{a, | n € N}  falls @ monoton fdllt

Erweiterte Zahlengerade:

Wir erganzen R durch 2 weitere Elemente oo = 400 und —oo zur erweiterten Zahlenge-
raden

R =RU{co, —c} .
Ordnungs- bzw. Rechenregeln fiir R:
Fiir beliebiges a € R definiert man:
(i) —oco<a<oo
(i) aftoo==200+a==x00
+oo fallsa >0 a

a-(xoo) =+00-a= und —=0
Foo fallsa <0 o0

(i) co4+00=00:00=(—00) " (—00) = 0
(—00) + (=00) = 00 - (~00) = (—00) - 00 = —00

|00 = | = oo = 00

oben sup(A) = oo

Ist ) # A C R nicht nach nf(A) = —o00

unten

| ——

beschrankt, so setzt man {

Weiters setzt man sup(()) = —oo und inf(()) = oo.

Intervalle in R:
[—00,00] =R, (—00,00) =R, (0,00] =R, U{occ} usw.
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Definition 4. Eine reelle Folge a = (a,,)nen heilit bestimmt divergent gegen { > , wenn
00

M < a,

es zu jedem M € R ein N € N gibt, sodass fiir alle n > N gilt: { M
Qn

Schreibweise: (ay)nen — { * bzw. lim ay = { o

—00 n—00 —0

Beispiel 45: Geben Sie jeweils eine Nullfolge (an)n>1 und eine gegen oo bestimmt divergente
Folge (by)n>1 an, sodass die Produktfolge (anbp)n>1

a) gegen 0 konvergiert b) gegen 3 konvergiert c¢) bestimmt gegen oo divergiert

d) gegen —2 konvergiert e) weder konvergiert noch bestimmt divergiert.

Satz 6. Die Aussagen von Satz 1.a), Satz 2.b) (falls die entsprechenden Ausdriicke defi-
niert sind), Satz 3 und Satz 4.a) gelten auch fiir bestimmt divergente Folgen.

Satz 4.b): Ist (ay)neny — 00 und a, < ¢, fir alle n € N, so ist auch (¢,)neny — 0.

Satz 5: Eine monotone reelle Folge ist konvergent oder bestimmt divergent.

4.3 Haufungswerte und Satz von Bolzano-Weierstrafl

11 R
reete Folge. Dann heifit a € {(C ein

Definition 5. Es sei @ = (a,)nen eine {
komplexe

Hdufungswert der Folge a, wenn es eine Teilfolge (ayp,);eny von @ mit lim a,, = a gibt
1—00

(d. h.: wenn es eine gegen a konvergente oder bestimmt divergente Teilfolge von a gibt).

Beispiel 46: Bestimmen Sie fiir die Folgen aus Beispiel 41 alle Hiufungswerte (welche Probleme
treten dabei auf?).

Satz 7. Es sei a = (ap)nen eine reelle oder komplexe Folge und H C R (bzw. H C C)
die Menge der Haufungswerte von a.

a) Es gilt:
+o00 € H <= a ist reell und nicht nach oben beschrankt.
—00 € H <= a ist reell und nicht nach unten beschrankt.
b) Fir ein a € C gilt:
a € H <= fir jedes e >0 gilt: #{n € N|]a, —a| < e} = 0.
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Beispiel 47: Geben Sie eine reelle Folge an, die —oo als Haufungspunkt besitzt und dennoch
nicht bestimmt nach —oo divergiert.

Satz 8 (Bolzano—Weierstraf).
Es sei a = (ay)nen eine Folge und H die Menge der Haufungswerte von a.

a) [reelle Version] Ist a eine reelle Folge, so existieren a,,a* € H C R, sodass fiir

alle a € H gilt:
g a, <a<a;

I

insbesondere ist H # ).

Definition: a, = liminf a, = lim a, heilit Limes inferior oder kleinster Haufungswert
n—oo n—oo

von a und

a* = limsupa, = lim a, heiit Limes superior oder grofster Haufungswert von a.
n—00 n—oo

b) [komplexe Version] Ist a komplex und beschrinkt, so ist H # ().

Beispiel 48: a) Welche Eigenschaft besitzt eine komplexe Folge, die keinen Hiufungswert besitzt?
b) Kénnen Sie eine komplexe Folge mit genau einem Hédufungswert angeben, die dennoch nicht
konvergiert? Kann dies auch fiir eine beschrankte komplexe Folge zutreffen?

Beispiel 49: Die Folge (ay)n>1 sei eine beliebige Abzéhlung von Q (d.h.: jede rationale Zahl
tritt genau einmal als Folgenglied auf; wieso gibt es so etwas?)

Uberlegen Sie sich, dass R die Menge aller Haufungspunkte dieser Folge ist (Erinnern Sie sich
an die Beispiele 20 und 21!)

Bemerkung:
Es sei a eine reelle Folge. Fir ein z € R gilt:

r =limsupa, <= firallee >0 gilt: {n € N|x+¢ < a,} ist endlich und

n—oo

{neN|z—e<a,} ist unendlich.

r =liminfa, <= fir alle e > 0 gilt: {n € N|a, <z — ¢} ist endlich und
n—oo
{n € N|a, < x+ ¢} ist unendlich.

Satz 9 (Konvergenzkriterium nach Cauchy).
FEine (reelle oder komplexe) Folge a = (a,)nen konvergiert genau dann, wenn es zu jedem
e >0 ein N € N gibt, sodass fir alle m,n > N gilt:

la, —am| <e.

Beispiel 50: Geben Sie die ,logisch verneinte” Version von Satz 9 an: ,Eine (reelle oder kom-
plexe) Folge a = (ay)nen divergiert genau dann, wenn . ..”.



