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3.1 Grundbegriffe

Definition (1)
A und B seien Mengen.
a) Eine Abbildung (oder Funktion) f von A nach B (Schreibweise:

f: A — B) ist eine Vorschrift, die jedem x € A genau ein Element
y € B zuordnet. Dann heilen:

y das Bild von x unter f (oder: der Wert von f an der Stelle x),
Schreibweise: y = f(x) bzw. x — y;
A der Definitionsbereich von f,
B  der Wertevorrat (oder Zielbereich) von f und
Graph(f) = {(x,y) e Ax B |y =f(x)}
der Graph von f.



Definition (1) (Fortsetzung)
b) Essei f: A— B eine Abbildung.

Ist B C R [bzw. B C C], so heilt f eine reellwertige [bzw.
komplexwertige] Funktion.

Sind A, B C R [bzw. A, B C C], so heilt f eine reelle [bzw.
komplexe] Funktion (in einer Variablen).

Ist g: A — B eine weitere Abbildung von A nach B, so heiflen f
und g gleich (f = g), wenn fiir alle x € A gilt: f(x) = g(x).



Definition (2)
Es sei f: A — B eine Abbildung.
a) Fir eine Teilmenge A’ C A heift
f(A) ={f(x) | xe A’}
das Bild von A’ unter f;
insbesondere heift f(A) das Bild (oder die Wertemenge) von f.
Fiir eine Teilmenge B’ C B heift
fY(B)={xeA|f(x) e B}
das Urbild von B' unter f.
b) Ist g: B — C eine weitere Abbildung, so heit die Abbildung
gof:A— C
x — g(f(x))
die Komposition (oder Hintereinanderausfiihrung) von g und f
(Sprechweise: g nach f").



Lemma (1)

Ist f: A — B eine Abbildung, so gilt:

a) ACA = A cCff(A))

b) BB CB = f(f}(B))=Bnf(A)cB



Lemma (1)

Ist f: A — B eine Abbildung, so gilt:
a) ACA = A cCff(A))
b) BB CB = f(f}(B))=Bnf(A)cB

Definition (3)
Eine Abbildung f: A — B heift

> injektiv, falls fiir alle x1,x € A gilt: f(x1) = f(x) = x1 = x2
[bzw. dquivalent dazu: x; # xo = f(x1) # f(x2)].

> surjektiv, falls f(A) = B gilt
[d. h.: zu jedem y € B existiert (mindestens) ein x € A mit
fF(x) =yl

> bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.



Lemma (2)

Es sei f: A — B eine injektive Abbildung. Dann existiert die
Umkehrabbildung f=1: f(A) — A, und ihr Graph ist

Graph(f~1) = {(y,x) | y € f(A) und x € A mit f(x) = y} C f(A)xA

f~1 ist die eindeutig bestimmte Abbildung von f(A) nach A, die
flof= ida und fof~ L= Idf( A) erfiillt.



Lemma (2)

Es sei f: A — B eine injektive Abbildung. Dann existiert die
Umkehrabbildung f=1: f(A) — A, und ihr Graph ist

Graph(f~1) = {(y,x) | y € f(A) und x € A mit f(x) = y} C f(A)xA

f~1 ist die eindeutig bestimmte Abbildung von f(A) nach A, die
flof=idy und fofl= = idg(ay erfiillt.

Definition (4)

a) Es seien f,g: A — B C C (reell- oder) komplexwertige
Funktionen. Dann definiert man
f+g:A—C

x = f(x)+g(x)
f-ggA=>C
x = f(x)-g(x) .

die Summe von f und g: {

das Produkt von f und g: {



Definition (4) (Fortsetzung)

den Quotienten von f durch g: < £(x) mit

Ay = {x € Alg(x) # 0},
f:A=C
die zu f konjugiert komplexe Funktion: .,
x — f(x)
R(F):A—=R

den Realteil von f: { x = R(f(x))

3(f): A—=R

und den Imaginarteil von f: { X3 S(F())



Definition (4) (Fortsetzung)

b) Eine reelle Funktion f: A — B (d.h.: A, B C R) heift

[streng] monoton wachsend, wenn fiir alle x;,x2 € A mit x; < x2
ilt:

e f(x1) < f(x) [bzw. f(x1) < f(x2)] ,

[streng] monoton fallend, wenn fiir alle x1, x2 € A mit x; < x gilt:

f(x1) > f(x2) [bzw. f(x1) > f(x2)].



Definition (4) (Fortsetzung)

b) Eine reelle Funktion f: A — B (d.h.: A, B C R) heift

[streng] monoton wachsend, wenn fiir alle x;,x2 € A mit x; < x2
ilt:

e f(x1) < f(x) [bzw. f(x1) < f(x2)] ,

[streng] monoton fallend, wenn fiir alle x1, x2 € A mit x; < x gilt:

f(x1) > f(x2) [bzw. f(x1) > f(x2)].

Lemma (3)

Es seien A,B C R und f: A — B eine reelle Funktion.

Ist f streng monoton wachsend [bzw. streng monoton fallend], so ist
f injektiv und besitzt daher eine Umkehrfunktion f=1: f(A) — A.
f~=1 ist dann ebenfalls streng monoton wachsend [bzw. streng
monoton fallend].



3.2 Abzihlbarkeit von Mengen

Definition (5)
A und B seien Mengen.

a) A und B heien gleichmachtig, wenn es eine bijektive
Abbildung f: A — B gibt.

b) Die Menge A heilt
abzihlbar, wenn A und N gleichmichtig sind, d. h.: es gibt eine
bijektive Abbildung f: N — A  (eine ,Abzdhlung von A”).

hochstens abzahlbar, wenn A endlich oder abzahlbar ist.

tiberabzahlbar, wenn A unendlich und nicht abzahlbar ist.



3.2 Abzihlbarkeit von Mengen

Definition (5)
A und B seien Mengen.

a) A und B heien gleichmachtig, wenn es eine bijektive
Abbildung f: A — B gibt.

b) Die Menge A heilt
abzihlbar, wenn A und N gleichmichtig sind, d. h.: es gibt eine
bijektive Abbildung f: N — A  (eine ,Abzdhlung von A”).

hochstens abzahlbar, wenn A endlich oder abzahlbar ist.

tiberabzahlbar, wenn A unendlich und nicht abzahlbar ist.

Satz (1)

a) Z und Q sind abzihlbare Mengen.
b) Die Menge R ist iiberabzahlbar.
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3.3 Polynomfunktionen
Fiir den gesamten Abschnitt sei K € {R, C}.

Definition (6)

_ . _ reelle, falls K =R,
Eine Abbildung f: K — K heilt
komplexe, falls K = C,

Polynomfunktion (auch: Polynom), wenn es ein n € Ny und
ag, a1, ---,an € K gibt, sodass fiir alle x € K gilt:

n
f(x) :Zaixi :ao+a1X+82X2+...+anxn .
i=0

Ist a, # 0, so heift f Polynomfunktion vom Grad n und a, heift
der fiihrende (oder: hdchste) Koeffizient von f.

Ist & € K mit f(a) = 0, so heifit « eine Nullstelle von f.



Satz (2)

Es sei f: K — K eine Polynomfunktion vom Grad n € N und
a € K. Dann gilt:

a) Es existiert eine Polynomfunktion g: K — K vom Grad n — 1,
sodass fiir alle x € K gilt:

f(x)=(x—a)gx)+ f(a) .
b) f(a) =0 <= Es existiert eine Polynomfunktion g: K — K
vom Grad n — 1, sodass fiir alle x € K gilt:
f(x) = (x —a)g(x)

7

[ Sprechweise: ,x — « teilt f(x)" ].



Satz (3)

Es sei f: K — K eine Polynomfunktion vom Grad n € Ny.
Dann besitzt f in K héchstens n Nullstellen.



Satz (3)

Es sei f: K — K eine Polynomfunktion vom Grad n € Ny.
Dann besitzt f in K héchstens n Nullstellen.

Korollar (1)

Es seien f,g: K — K Polynomfunktionen mit

f(x) = Z aix' und g(x) = Z bix" fiir ein n € Ny .
i=0 i=0
Sind x1,x2,...,xp11 € K paarweise verschieden und gilt fiir alle k
mitl<k<n+1:
fw) = g(x)

so folgt aj = b; fiir alle i mit 0 < i < n (und somit f = g).



Korollar (2)

Ist 0 # f: K — K eine Polynomfunktion, so ist ihr Grad n € Ny
eindeutig bestimmt, und es existieren eindeutig bestimmte
ag,ai,...,an € K mit a, # 0, sodass fiir alle x € K gilt:
f(x)=ao+aix+ ...+ apx".



Korollar (2)

Ist 0 # f: K — K eine Polynomfunktion, so ist ihr Grad n € Ny
eindeutig bestimmt, und es existieren eindeutig bestimmte
ag,ai,...,an € K mit a, # 0, sodass fiir alle x € K gilt:
f(x)=ao+aix+ ...+ apx".

Korollar (3) (Interpolation nach Lagrange)

Es sei n € Ny; xp,x1 ...,x, € K seien paarweise verschieden, und

Yo, Y1,---5¥Yn € K.
Dann gibt es genau eine Polynomfunktion f: K — K vom Grade
< n, sodass fiir alle i mit 0 < i < n gilt:

f(xi) =yi [, Interpolationseigenschaft”].



Der allgemeine Binomialkoeffizient:
Fiir n € Ny und z € C definiert man

2 1 falls n=20
<n> o 2(2_1)“,'752_”“) falls n>1

ist eine komplexe Polynomfunktion vom Grad n (in der
n

Variablen z) mit Nullstellen 0,1,2,...,n— 1.

Satz (4) (Additionstheorem fiir allgemeine
Binomialkoeffizienten)

Fiir w,z € C und n € Ny gilt: <W+Z)=Z<V‘./>< ‘ )
n i=0 l n—.1



Satz (5)

Ist 0 # f: K — K eine Polynomfunktion und o € K, so existieren
genau ein e € Ny und genau eine Polynomfunktion g: K — K,
sodass fiir alle x € K gilt:

F(x) = (x — a)°g(x) und g(a)#0.

Definition: Ist e > 0, so heilt o eine e-fache Nullstelle von f.



Satz (5)

Ist 0 # f: K — K eine Polynomfunktion und o € K, so existieren
genau ein e € Ny und genau eine Polynomfunktion g: K — K,
sodass fiir alle x € K gilt:

F(x) = (x — a)°g(x) und g(a)#0.

Definition: Ist e > 0, so heilt o eine e-fache Nullstelle von f.

Satz (6) (Zerlegungssatz fiir komplexe Polynome)

Ist f: C — C eine (komplexe) Polynomfunktion vom Grad n € Ny,
so existieren eindeutig bestimmte 0 # a € C, r € Ny, paarweise
verschiedene a,...,a, € C und e1,...,e, € N mit

e; + -+ + e, = n, sodass fiir alle x € C gilt:

Fx)=a-[J(x—ai)e.
i=1



3.4 Rationale Funktionen

Fiir den gesamten Abschnitt sei K € {R, C}.

Definition (7)

f,g: K — K seien Polynomfunktionen mit g # 0 und
E={a e K|g(x)=0}. Dann heift

het. K\E = K
g
fx)
XHg(X)

eine rationale Funktion auf K.

Ist o € E eine e-fache Nullstelle von g und f(a) # 0, so heifit «
eine e-fache Polstelle (oder: Pol der Ordnung e) von h.



Satz (7) (Partialbruchzerlegung in K € {R,C})

f
Esseih= —: K\ E — K eine rationale Funktion, wobei
g

r t

g(x) = H(X —a;)™ - H(X2 + bix + ¢;)ki

i=1 i=1

mit paarweise verschiedenen Polynomfunktionen (x — 1), ...

(x? 4 bex + c;), wobei die quadratischen Polynomfunktionen keine
Nullstellen in K besitzen, r,t € Ng, m;, ki € N und «;, b;, ¢; € K.

Dann besitzt h eine eindeutige Darstellung der Form

ujiX + Vviji
) = plx +Z} Z(X—a' Z gxz—:bix—i—uc;)f

mit einer Polynomfunktion p(x) und ajj, ujj, vjj € K.



Definition:
Diese Darstellung von h in Satz 7 heilt die (reelle/komplexe)
Partialbruchzerlegung von h.

Die rationale Funktion

heilt der Hauptteil von h an der Stelle «;,
und p(x) heilt der Polynomanteil von h.



