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DURCH NORMEN DEFINIERTE IDEALKLASSENGRUPPEN

G. LETTL

1. Einleitung

Fir einen algebraischen Zahlkérper K sei # die Gruppe der gebrochenen
Ideale des Ganzheitsringes von K, und fiir jede Untergruppe # CHx ist F/H#
eine ,.Idealklassengruppe von K. Ist #% die Gruppe der gebrochenen Hauptideale
von K, so ist €x=_#¢/H; die ,,gewshnliche* Idealklassengruppe von K, eine der
wichtigsten Invarianten der algebraischen Zahlentheorie. Ist #+ die Gruppe der
von totalpositiven Korperelementen erzeugten Hauptideale, so ist _#i/# die
»engere® Idealklassengruppe von K, die bereits in der Gauss-schen Theorie der
Geschlechter cine zentrale Rolle spielt. Fiir einen quadratischen Zahlkérper X ist
e = {()|a=>0}={(B)INBcQ*}, also #%" mit Hilfe der Norm N von K/Q be-
schreibbar. In der vorliegenden Arbeit werden nun ganz allgemein solche durch
Normen definierte Idealklassengruppen untersucht. Ist L/K eine endliche Erweite-
rung algebraischer Zahlkérper und F eine (multiplikative) Untergruppe von K*, so
sei # (F) die Gruppe aller Hauptideale () von L mit N k%€ F. Die Faktorgruppe
nach J#(F) ergibt dann eine Idealklassengruppe €(F) von L. Im Gegensatz zu
den von Kuroda [3] definierten Klassengruppen enthalten die Gruppen %(F) im
allgemeinen keine Information iiber das Zerlegungsverhalten von Primidealen in
Oberkorpern, da die Primidealdichten in den einzelnen Klassen in Abhangigkeit
von F beliebig variieren konnen (vgl. Satz 3). Auch die Struktur und die Ordnung
von ¥ (F) hingen im allgemeinen von F ab. Andererseits erméglicht es diese Varia-
bilitdt, durch geeignete Wahl von F die Gruppe %(F) mit vorgegebenen Eigenschaf-
ten zu versehen.

Von besonderem Interesse ist der Fall, wenn F direkter Kofaktor der Einheiten-
gruppe ist, also” K* =Eg X F. Dann liegen zwei Hauptideale mit gleicher relativer
Idealnorm beziiglich K genau dann in derselben Klasse von %(F), wenn sie Erzeu-
gende mit gleicher Relativnorm besitzen. Bumby [1] untersuchte, wann eine end-
liche, normale Erweiterung L/K von algebraischen Zahlkorpern die folgende
Eigenschaft besitzt, die er (N) nannte: je zwei ganze Zahlen o, BEL mit Npxa=
. =Ny B sind entweder beide irreduzibel oder beide nicht. Fin vollstandige Charak-

terisierung aller Erweiterungen L/K mit der Eigenschaft (N) ist unbekannt, Ist
G=Gal (L/K), KX =ExX F und enthilt jede Klasse von €(F) Primideale, so zeigt
sich, daB die Eigenschaft (N') nur von der Struktur von %, und € (F) als G-Moduln
abhingt,

In dieser Arbeit wird auf den Zusammenhang von (N) mit den Gruppen % (F)
nicht niher eingegangen, sondern es werden ausschlieBlich Resultate iiber die Klas-
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sengruppen % (F) hergeleitet. Fiir L/Q und Q*={l, —1}XF geben die Sitze 4
und 5 den genauen Zusammenhang zwischen den Klassengruppen % (F) und €
an. Im allgemeinen Fall bleibt die Frage offen, welche F als Kofaktoren von Eg
gewihlt werden sollen, damit %(F) minimale Ordnung hat bzw. wann % (F) mit
%, iibereinstimmt.

2. Die (F)-1dealklassengruppen

Fiir eine endliche FErweiterung algebraischer Zahlkdrper L/K bezeichne
N: L*~K* die Relativnorm, 5#, die Gruppe der Hauptideale von L und %.=

=FulHy.

DEerFINITION. Es sei F eine Untergruppe von K*. Ein Hauptideal (x)€.#, heifit
(F)-Hauptideal, wenn Nuz€ F ist. Bezeichnet 5 (F) die Gruppe aller (F)-Haupt-
ideale von L, so heit €(F)=_#,/# (F) die (F)-Idealklassengruppe von L.

Ist W€ #;, so bezeichnen wir mit [2A] bzw. [U]e die gewohnliche Idealklasse
bzw. die (F)-Idealklasse, welche U enthalt. Fiir a€L* gilt (2)€2°(F) genau dann,
wenn Na€ F. NE, ist. Setzen wir @p:=(F. NL*)/(F-NE;), so gilt #/#(F)=
2= @p=K*/(F-NE.).

LemMA 1. a) Ist [K*:(F-Ey)] endlich, so ist €(F) endlich.
b) Ist K*/(F-Eg) keine Torsionsgruppe, so ist € (F) unendlich.

Bewess. a) Da [(F: Eg):(F- NE)]=[Ex:NE,]< o ist, erhilt man
[K*:(F-NEL)] = [K*:(F- EQ)]- [(F- Eg):(F- NE)] < ee.
Nun ist aber K*/(F-NE)=®p=3/# (F) und
(D 0 H/H(F)—>¥C(F)~%,.—~0

eine exakte Sequenz, woraus sich die Endlichkeit von % (F) ergibt.

b) Nach Voraussetzung existiert ein A€K* mit A"¢ F- Ex fiir alle n€ Z\ {0}.
Die Potenzen von A erzeugen Hauptideale in L, deren (F)-1dealklassen [(A")]¢ paar-
weise verschieden sind, also ist € (F) unendlich.

Satz 1. Ist F direkter Kofaktor von Ex (d. h. KX =EgXF) und h;, die Klassen-
zahl von L, so gilt

2) (ExNNL*):NE,]-hy, = $€(F) = [Ex:NE,]-h;.

BEwEIS. Wegen der exakten Sequenz (1) geniigt es, [(Ex(\NL*):NE[]=
= §(#/# (F))=[Ex: NEL] zu zeigen. Nun ist aber

H H(F) = &p = (F- NL*)/(F- NE.) = K*/(F- NE;) =

o = (Ex X F)/((NE_ X F) = Ex/NE,,
andererseits gilt

®p = (F- (Ex"\NL*))/(F- NE) = (FX(Ex N\ NL*))/(FX NEy) 2« (Ex A NL*)/NEy.
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Wir setzen ‘nun voraus, da3 L/K normal mit Galoisgruppe G ist. Da G die
Gruppe ## (F) invariant 1aBt, operiert G auf % (F). Wie iiblich, schreiben wir Klas-
sengruppen additiv und daher die Operation von G auf €, bzw. €(F) in Prifix-
notation, auf L bzw. # jedoch in Exponentennotation. Der folgende Satz zeigt,
daB der Stabilisator einer (F)-Idealklasse von F unabhiingig ist.

Satz 2. Esisei L/K eine endliche, normale Erweiterung algebraischer Zahl-
Korper mit Galoisgruppe G. Fiir .a€¥,, sei G,=G der Stabilisator von a.

Dann existiert ein Homomorphismus vy,: G,~Ey/NE;, sodaf fiir jedes F=K*
mit ExNFENE, gilt: Gy:=ker(y,) ist der Stabilisator fiir jede in a enthaltene
(F)-Idealklasse.

Beweis. Wir wihlen ein Ideal Wca. Fir o€G, sei a,6L mit W 1=(z,).
Dann definieren wir y,: G,—~Egx/NE, durch y,(¢):=Na, - NE,. Zunichst zeigen
wir. daB diese Definition von der Wahl von 2 unabhingig ist. Ist Bca, so gibt
es zu jedem ¢€G, ein B,€L mit B~ 1=(f,). Weiters gibt es ein €L mit
B=U-(5), womit wir (,)=(x,-6°"') und wegen N&* =1 NB,EN«, -NE,
erhalten.

Nun beweisen wir, daB y, ein Homomorphismus ist. Fiir o, 1€ G, seien «,, a.€L
mit W™ =(a,) und A ~'=(x,). Wegen A" 1=(A ). W-1=(af - ;) ergittsich
'}Ja(O'T) =N(01; o) »NE = No, - Nt - NELﬁya(a) ’ ?a(t)'

SchlieBlich sei F=K* mit Ex(NFS NE;, d’€€(F) mit & Sa und Aca’. Fir
0€G, sei wieder A ~1=(x,). Dann gilt (6a’=a")=([U]p=[]p) < (Na,€ F- NE).
Nun ist aber Nu,€Eg, und die Voraussetzung iiber F ergibt (F.-NE)\Ex=NE_,
also gilt (Nu,€F- NE;)=(Nu, € NEy)<(0€GL).

3. Primidealdichten der (F)-Idealklassen

In diesem Abschnitt sei L/K eine eadliche, normale Erweiterung algebraischer
Zahlkorper mit Galoisgruppe G. Weiters sei F ein direkter Kofaktor der Einheiten-
gruppe von K. Dann ist F eine freie abelsche Gruppe mit abzihlbarer Basis (siche
z. B. Narkiewicz [4], S. 123). Wir werden zeigen, daB8 durch geeignete Wahl von F
,,beliebig* vorgegebene Primidealdichten der einzelnen (F)-Idealklassen erreicht wer-
den kdnnen. Da. (F)-Idealklassen, die unter G konjugiert sind, gleiche Primideal-
dichte haben, muB dies bei der ,,beliebigen* Vorgabe der Dichten ebenso beriick-
sichtigt werden wie die Tatsache, daB die Dichte der Primideale in einer gewohnli-
chen Idealklasse 1/h; ist.

Nach Skolem [5] 146t sich ein direkter Kofaktor F, zu E; folgendermaBen
konstruieren. Die Menge aller Primideale’ von K sei. {p;Ji¢ N}, wobei die Reihen-
folge so gewihlt wird, daB fiir ein 7, NU{0} die Menge {[p]ll=i=n,} eine
Basis fiir % ist. Fir €N und 1=i=n, existieren eindeutig bestimmte Zahlen

h€Z mit 0=h;, ,<ord [p;], sodaB p,,ﬁ plon=(m,) ein Hauptideal ist. Dann
=1
ist Fy= [[ (n,) eine freie Gruppe und EgX F,=K*. Ist v, die zu p, gehorige
REN

! Primideale seien stets ungleich (0),
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und auf 1 normierte Exponentenbewertung, so gilt fiir jedes A€K*

Mg

3) A=c [[ns J] 7,
n=1 n=ny+1
wobei &€ Ex und ¢,€Z durch 2 eindeutig bestimmt sind. Das folgende Lemma zeigt,

daB sich jeder direkte Kofaktor F zu Ey in der Form F= [] (¢,n,) mit eindeutig
neN
bestimmten ¢,€ Ex schreiben liBt.

LEMMA 2. Es seien A eine multiplikative, abelsche Gruppe, B eine Untergruppe
von A, Fyund F freie Untergruppen von A mit A=BX Fy=BXF. Ist {flicI} eine
Basis von F,, so existieren eindeutig bestimmte b,€B, sodaf {b,filicl } eine Basis
von F ist.

BEwEss. Ist {g;| j€J} eine Basis von F, so existieren fiir i€/, jeJ eindeutig
bestimmte 6;€B und & ;€Z mit fi=b;! Il g»i. Fir F'= [] (b;f;) gilt F'CF.
J€r i€l
Ist acF, so existieren b€¢B und y,€Z mit

a=b [ fn=b J] (b [T ghusm).
iel icl JjeJ

Daraus ergibt sich b= J] b} und a= ] (b,f})n, womit wir FCF’ und somit
i€I i€t
F=F" bewiesen haben.

Es sei nun L/K normal mit Galoisgruppe G und K* =EgxXF. Jede Ideal-
klasse ac%, enthilt wegen (2) hochstens [Eg:NE;] (F)-Idealklassen. G,, 7, und
G, seien wie in Satz 2 definiert und I',:=im (yJ)=Ex/NE;. Auf der Menge der
in a enthaltenen (F)-Idealklassen operiert G,, wodurch diese in héchstens m(a)=
=[Ex:NE(]/$T, Bahnen der Michtigkeit i(a)=[G,:G.]=#T, zerfillt. Da G,
und I, nur von a, nicht aber von F abhiingen, gilt dies auch fiir i(a) und m(a).
Mit A #—Fx bzw. N #. —Q bezeichnen wir die relative bzw. absolute
Idealnorm. Ist M C ¢, so ist die Primidealdichte von M durch

_ i ${PEM|P Primideal und A7,o(P) = n}
o(M) = }}_Tu # {PE€ LI Primideal und A7,4(P) = n}

definiert, falls dieser Grenzwert existiert. Bekanntlich héngt 6 (M) nur von den Prim-
idealen mit Restklassengrad 1, also auch nur von den Primidealen mit Relativgrad
Sfux=1 ab. Jede zu M unter G konjugierte Menge hat dieselbe Primidealdichte, also
konnen nur solche (F)-Idealklassen verschiedene Dichten haben, die unter G nicht
konjugiert sind.

SATZ 3. Es sei L/K eine normale Erweiterung algebraischer Zahlkorper mit
Galoisgruppe G. Fiir 1=j=1 seien a;€%, Reprdsentanten fiir die verschiedenen

Bahnen, in die € unter G zerfillt. Weiters seien m GEN mit m;=m(a;) und & ;€R

mit 0=¢g; ;=1 und Z;e,-,jzl. Dann existieren eine Gruppe F mit K*=FEgxXF
i=1

und fiir 1=j=l, 1=i=m; paarweise verschiedene (F)-Idealklassen b;,; mit b; ;S a;

und Primidealdichten 8(b; ;)=¢; ;/(h.-i(a,)).

LE¥ ] +s J
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BewEts. Wir gehen von einer Zerlegung K* =FExX Fy aus, wie sie zu Beginn
des Kapitels beschrieben wurde, d.h. F,= [ (ma), {[p)Il =n=n,)} ist eine Basis von
N

ne
%k, und fiir jedes A€K* gilt (3). Fir 1=j=1/ sei A;€a; fest gewihit. Die end-
liche Menge SC ¢4, enthalte genau die Primideale von L, welche iiber den Idea'en
P, mit 1=n=n, oder mit p, |4, fir je{l, ..., I} liegen. Mit geeigneten ¢,€ Ex
werden wir F= [] (¢,n,) bilden und damit alle Behauptungen des Satzes veri-
neN

fizieren.

Esseinun je{l, ...,7}. Wir wihlen #,, ..., Nm,€ Eg so,daB m NE,, ..., M, NEy
m; verschiedene Nebenklassen von (Ex/NEL)/T, , Teprésentieren.

#: N={1,2,..,m} sei cine Funktion mit u(k)=k fiir I=k=m; und
"lirg # {klu(k)=i und k=n}n=¢, ; fir 1=i=m,.

{B:li€N} sei eine maximale Menge von unverzweigten Primidealen aus a; mit
Relativgrad f;,x=1, die nicht in S enthalten sind und paarweise nicht konjugiert
unter G sind. AuBerdem sei ihre Reihenfolge so gewahlt, daB A7 o Pi=A7 0Py
gilt. Fiir /€N ist dann 4B, =p,, mit m=>ny und P, WAr=(x;) mit v, (Ne)=1.
Wir erhalten daher No;=em,, ]\] }nf," mit e€Eg, ¢,€Z und setzen & = Hah &

ne NS {n

In dieser Darstellung ist c,,;rEO‘Ii]ur moglich, wenn p, | AU, oder n=n,. Auf
diese Weise konstruieren wir g, fiir alle /€N und analog fiir jede Klasse a (1=k=.
Fiir die von dieser Konstruktion nicht erfaBten Indizes nEN (das sind genau die;
wo iiber p, Ideale aus S, Primideale mit Relativgrad f;,x>1 oder verzweigte
Primideale liegen) definieren wir ¢,:=1 und setzen

F:= ”{{1 (&n ).

Wir kehren nun zu der oben betrachteten Idealklasse a; zuriick und behaupten,
daB fir I=i=m;, b, ;={B€a)|BUA;1=(p) mit NBen;NE, X F} alle Behauptungen
des Satzes erfiillt. .

Man priift leicht nach, daB b, j eine (F)-Idealklasse ist, die P, genau dann
enthélt, wenn u(k)=i ist. Insbesondere ist b, ; wegen Peb; ; nicht leer. Aus der
Wahl der #; folgt, daB die (F)-Idealklassen b;,; paarweise nicht konjugiert unter G
sind. Fiir die Primidealdichte von &; ; erhalten wir:

5(bi. ) = lim $ {BEb;, \SIP prim, Juxk(B) =1, 41,0 = n} -
P ey g {Bea,\ S|P prim, Juk(B) =1, Mo B =n}

L i 2Bk =n0€Gy n) =) _ 1 L w{kle = npu(k) = )56, _

hL H—+co ¥ {mzlk =n, O'€Gﬂj} h]_ n-+oa n#GaJ
= &‘,-_j/(hLi(aj)).

BEMERKUNG. Durch geeignete Wahl der Funktion p# im Beweis kann erreicht
werden, daB fiir einige oder fiir alle (F)-Idealklassen die Primidealdichten nicht
existieren. Es kann auch (F)-Idealklassen geben, die keine Primideale enthalten,

wie das folgende Beispiel zeigt: Fiir K =Q und L=Q(V31) ist NE ={1}, aber

3*
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EgxNNL*={1, —1}, da N((3+V34)/5)=~1 ist. Nach Satz 1 gilt %% (F)=2h,=4
fiir jedes F mit Q* ={l, —1}X F. Wihlt man nun F so, daB die Normen aller
Primelemente von L in F liegen, so enthilt die (F)-Idealklasse {(«)|Na€(—F)}
kein Primideal.

4. (F)-ldealklassengruppen von Erweiterungen iiber Q

In diesem Kapitel betrachten wir algebraische Zahlkérper L iiber K=Q und
untersuchen, fiir welche F=Q* mit Q*={l, —1}XF, €(F)=%, gelten kann.
AuBerdem werden wir zeigen, daB die exakte Sequenz (1) unabhingig von der
Wahl von F als Kofaktor zu {I, —1} spaltet bzw. nicht spaltet. Lemma 2 zeigt,
daB fiir jedes solche F die mit geeigneten Vorzeichen versehenen Primzahlen eine
Basis bilden. Ist NE. ={l, —1} (z. B. wenn [L: Q] ungerade ist), so ist €(F)=%,
fiir jedes F mit Q* ={l, —1}XF.

SAtz 4. Ist L/Q ein algebraischer Zahlkdrper und NE,={1}, so sind folgende
Aussagen dquivalent:
() Es existiert ein Fy mit Q*={1, —1}X F, und €(F,)=%,.
(ii) Es gibt kein acL* mit Na=—r2 reQ.

Zum Beweis dieses Satzes bengtigen wir das folgende Lemma.

LeEMMA 3. Fiir nN sei V,=F3 der n-dimensionale Vektorraum iiber ¥,={0, 1}.
Es seien M,={(%1, ..., %,)EV,|V 1=i=n: ;=0 oder % {il;=0)=% {il;=1}} und
n;: V,—~¥, die Projektion auf die i-te Komponente (1=i=n). Ist A eine Unter-
gruppe von V, mit AS M, so existiert ein iy€ {1, ...,n} mit m; (A)={0}.

BeEwErs. Ist n ungerade oder A trivial, ergibt sich die Behauptung unmittelbar.
Es sei nun méN und n=2m. Nehmen wir an, es gibe eine Untergruppe
A={e,, ...,ex}EM, mit d=1 und fiir alle i sei 7,(A4)=0. Ist e(4) die Anzahl
der ,,1%, die als Komponenten in den Elementen von A auftreten, so erhilt man
e(A)=(2"—1)m. Ist aber m;(4)={0}, so ist m(e;)=1 fiir genau 2~ Indizes
Jje{1,2,...,2%, womit sich e(4)=2""'n=2'm ergibt, was wegen m=1 einen
Widerspruch darstellt.

BewEls von Satz 4. (i)=(ii) ist klar, denn ¥ (Fy)=%, und NE_={1} ergeben
Na€ F, fiir alle a€L*, und es ist [N {-rreQ*}=0.
(ii)=>(i). P bezeichne die Menge aller rationalen Primzahlen. Fiir pcP  sei
v,: Q*—~2Z die p-adische Exponentenbewertung und
m(p) = min {v,(No)|a€ L* und v,(Nx) = 0}.

m(p)istder gréBte gemeinsame Teiler der Restklassengrade aller Primideale von L, die
iiber p liegen, und m(p)jv,(Np) fiir alle fc L*. Es sei P,={p€P|m(p)=0 mod (2)}
und PNP,={p;, ps, ...}. Wir beweisen zuniichst folgende Behauptung:

Ist neN und

L, = {ec L*|Nac{l, = 1}x [T (pdX JT (P}
(4) peP,; i=1
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So existieren &y, ..., 8,€{l, — 1}, sodaB
L, < I[ (P)X U(E Py gilt.

Fir 1=j=2" sei F;= [[ <p)><]](s pi), wobei (g, ...,&,) die Menge

{1, —~1}* durchlduft. Wir deﬁmeren d1e Abbildung ¢: L,~FF" durch @)=
0, wenn NacF;

1, wenn NuodF;’
Gruppenhomomorphismus ist. Fiir «€L, ist Nu==+ ]] prw ]] p¥. Aus der Defi-

nition von Py folgt, daB fiir alle p€P; a(p)=0 mod (2) 1st Smd alle a; gerade, so gilt
wegen (ii) das positive Vorzeichen fiir N, und es ist ¢ (a)=(0, ..., 0). Ist hingegen
a;, ungerade und sind g€ {1, —1} fiir alle i>i, gewihlt, so ist je nach der Wahl
von &,€{1, —1} Na in der zu (g, .-y &) gehorigen Menge F; enthalten oder
nicht. Es folgt, daB in diesem Fall Nx in genau 2"~ der Mengen F; enthalten ist
und @) g glelch viele ,,0“ wie ,,1* als Komponenten besitzt. ¢(L,) erfulit somit die
Voratssetzungen von Lemma 3. Es existieren daher em Jje{l, ..., 2"}, sodaB fiir
@(L,) diej-te Komponente 0 ist. Das heifit aber NL,C womlt (4) bewiesen ist.

Wollen' wir mit (4) durch Induktion eine Vorzeichenfolge (&:)ien konstruieren,
sodal NLE Fy= ]] {(pyx [] {(&; piy gilt, miissen wir noch zeigen, daB fiir ein 7,6 N

und fiir alle keN m1t k= no gllt
Sind &, ..., g€{l, —1} und
k
NL, & g (p)X 1—11 (& po)s

=(e, ..., ) und ejz{ Man priift leicht nach, daB ¢ ein

(5)  so existiert ein g.4,€{1, — 1} mit

NL,, & H {p)X H(E i Di)-

Wihlen wir dazu n,N so, daB die Idealklassen der iiber P,U {p,, ..., Du,} liegen-
den Primideale von L die Klassengruppe %\ erzeugen, und k=n,. Nach (4) existie-
k

Ten &, ..., 5€{1, —1} mit NL,C [[ {(p)X [[{s,p‘) Wegen der Wahl von n,

CKISUEI'T. ein w€L,,, mit v, , (Na)= m(pkﬂ)%l mod (2), also

Not = m(Pk+1) II pa(p) H(G p!)a

peErR;

mit g€{l, —1}. Wir behaupten, daB &,,,:=¢ die gewiinschte Eigenschaft besitzt.
Gébe es namlich ein pe Ly, mit

Ng=— ][] p® ]](3 D) (B a1 Proa 1) Pue )

143 91
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mit bEZ, so ist
N(ﬂm—b) = — I]’ pb(P)-ba(p) ﬁ(E.-p,-)"r“""r.
PEP; i=1

Wegen fa~P€L, ist dies aber ein Widerspruch zur Voraussetzung von (5). Mit
dem Beweis von (35) ist aber auch der Beweis von Satz 4 abgeschlossen.

AbschlieBend bringen wir noch ein Resultat {iber die exakte Sequenz (1).

SAtz 5. Ist L ein algebraischer Zahlkérper und NE,={1}, so sind folgende Aus-
sagen dquivalent:
(a) Es existiert ein Fy mit Q*={1, —1}X F,, sodap die Sequenz (1) spaltet.
(b) Fiir jedes F mit Q*={1, —1}XF spaltet die Sequenz (1).
(c) Es existiert kein Hauptideal ()€ #¢ mit Na=—r2, reQ.

Bewris. Eine exakte Sequenz von abelschen Gruppen 0—~A-~B-C—0 spaltet
genau dann, wenn 4 eine reine Untergruppe von B ist. (1) spaltet inunserem Fall
daher genau dann, wenn fiir alle @’€¥(F) gilt: ist 2a’€#,/# (F), so ist 2a’ =
=H#(F).

(a)=(c). Es spalte 03/ (F))~%(F,)~%,~0. Esseien ¢ ¥, und acl
mit W=(x) und No=+r? rcQ. Weiters sei a' =[] € €(F,). Dann ist aber
(0)€2a’ =2 (F,) und somit No=r2.

(c)=(b). Essei Q*={l, —1}XF und a’€¢€(F) mit 2a’¢ #,/# (F). Wihlen
wir Aca’, soist A2=(x) ein Hauptideal. (c) ergibt Na=r2¢F, also 2a’' =# (F).
Dabher spaltet die Sequenz (1).

(b)=(a). Klar.

Ich machte Herrn Professor F. Halter-Koch fiir viele anregende Diskussionen
und fiir seine Ratschlige beim Verfassen des Manuskripts an dieser Stelle herzlichst
danken.
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