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Was ist Modellierung?

» Eine Vorlesung Uber die Bedeutung der Mathematik in der
Medizin
» ist vor kurzem in Graz zu Stande gekommen, und
» am Anfang hat es die Anforderung gegeben:
Bitte keine Modelle.
» Diese zu erfillen, wéare aber nicht méglich gewesen.
Warum?
» Bei der Steirischen Modellierungswoche wird von
Neulingen oft gefragt:
» Hat die Projekigruppe die
richtige Antwort

der Problemstellung erreicht?
» Aber diese passt zum Kontext nicht.

Warum?




Was ist Modellierung?

» Erste Antwort: Jeder modelliert taglich!

g

Vorstellun

1
o Weltbild<%
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Ein neugeborenes Kind wird zuerst mit
Wahrnehmungen Uberflutet.

Langsam mussen diese Wahrnehmungen
effizienter bearbeitet werden, damit das
Kind funktionieren kann.

Die Welt wird vereinfacht: Je nach
Annahmen werden die meisten Details
weggekehrt, die wichtigsten Sachen
betont.

Der Mensch entwickelt ein Weltbild —
einen Filter — mit dem die Wirklichkeit in
eigene Vorstellungen abgebildet wird.
Ob die Abbildung exakt ist, ist nicht
wichtig, sondern ob sie fir gewisse
Zwecke ausreichend genau ist.



Was ist Modellierung?

» Mathematisch: Ablauf ist ahnlich!

» Ein Modellierer kann mit Details einer
Aufgabe Uberflutet werden.

» Diese mussen prioritisiert werden.

» Z.B. wie fahrt man von A nach B in Graz?

g}; » Das genaueste Modell ist die Stadt Graz
=] selbt.
% » Ein Stadtplan oder eine Skizze reichen
o fur das Ziel.
» Die Welt wird vereinfacht, man trifft
Annahmen.

» Man verwendet das eigene Werkzeug, um
ein Phanomen in ein Modell abzubilden.

» Ob die Abbildung exakt ist, ist nicht
wichtig, sondern ob sie fir gewisse
Zwecke ausreichend genau ist.
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Was ist Modellierung?

» Eine Vorlesung Uber die Bedeutung der Mathematik in der
Medizin
» ist vor kurzem in Graz zu Stande gekommen, und
» am Anfang hat es die Anforderung gegeben:
Bitte keine Modelle.
» Diese zu erfillen, wére aber nicht méglich gewesen.
Warum?
Weil Mathematik nur Hilfsmittel sein kann, um medizinische Phanomena
abzubilden, und solche Abbildungen sind per Definition Modelle.
» Bei der Steirischen Modellierungswoche wird von
Neulingen oft gefragt:
» Hat die Projektgruppe die
richtige Antwort

der Problemstellung erreicht?
» Aber diese passt zum Kontext nicht.

Warum? y

Das Modell ist eine Abbildung eines Phdnomens. Ob die Abbildung exakt
ist, ist nicht wichtig, sondern ob sie fir gewisse Ziele (7) ausreichend ist.




Was ist Modellierung?

>

Denkweise aufzugeben: Die Gleichungen in Lehrblchern
stellen entdeckte naidrliche Geseize dar.
Beispiele: Sind diese unbedingt gultig?

E=mc® oder F=ma ?
Beispiel: Proben des eigenen Gewichts werden taglich
gemessen und mit einem Histogramm (links) dargestellt:

Ist die tiefere Realitat eine glatte angenaherte Kurve (rechts)?
Was sind Wahrscheinlichkeiten tUberhaupt?

Hauptpunkt: Diese Beschreibungen sind nur provisorische
Modelle, die Gultigkeitsgrenzen haben.

Kann ein Modell je vollstandig und endgultig sein?



Schritte der Modellierung

Beispiel: Der Dokumentarfilm Supersize Me!
» Ein Mann isst nur beim McDonalds
30 Tage lang, dreimal taglich,
jedes Produkt mindestens einmal,
zur Frage “Supersized?” antwortet er immer “Ja”,
weniger als 5000 Schritte taglich,
konsumiert ungefahr 5000 kcal/Tag.

» Er nimmt zu: 84kg— 95.5kg.

» Hatte man die Zunahme voraussagen kénnen?
» Wenn er das Programm fortgesetzt hatte, was ware das
FlieBgleichgewicht gewesen?

v

vV vy VvVvyy

Zum Modellieren:
» Wie beginnt man tberhaupt, um ein Modell zu erstellen?
» Gibt es geeignete Prinzipien, die man verwenden kann?
» Gibt es eine bekannte Wegbeschreibung?

10



Schritte der Modellierung

Far den Dokumentarfilm Supersize Me!
Zur Erinnerung, man vereinfacht und trifft Annahmen, je
nachdem, was die Ziele sind:

» Ziel 1: Die Zunahme vorauszusagen.
» Ziel 2: Ein Fliessgleichgeicht vorauszusehen.

Zur Erinnerung, man prioritiziert die Details der Aufgabe.

» Der Filmmacher nimmt ber 30 Tage zu: 84kg — 95.5kg.
» konsumiert ungefahr 5000 kcal/Tag,
» weniger als 5000 Schritte taglich, d.h. keinen Sport.

11



Schritt 1 der Modellierung

Schritt 1: Definition eines physikalischen Bereichs,

Abfluss

Zufluss ——~ Korper

Sammlung der Annahmen,
» Moglichst einfach. Es gibt derzeit noch keinen Grund,
etwas Komplizierteres zu machen:
» Zufluss, Abfluss und Kérper sind homogene Einheiten.
» Weitere physikalische Details werden vernachlaBigt, z.B.

» Zellen im Koérper,

» Sternen im Himmel,

» Anzahl der Mitarbeiter im McDonalds,
» Uhrzeiten der Mahlzeiten, etc.

12



Schritt 2 der Modellierung

Schritt 2: Symbolische Beschreibung des Systems,

Masse im
Zufluss

Masse im
Korper

Masse im
Abfluss

Identifikation eines zutreffenden Prinzips: Massenbilanz

Massenzunahme
im Koérper (1 Tag)

13

Massenzufluss

(1 Tag)

Massenabfluss
(1 Tag)



Schritt 2 der Modellierung

Massenzunahme Massenzufluss Massenabfluss

im Kérper (1 Tag) (1 Tag) (1 Tag)
Mathematische Formuleriung des Prinzips:

m(1) — m(0) =z(0) — a(0)

wobei
m(1) = Masse am Ende des 1. Tages
m(0) = Masse am Anfang (84kg)
z(0),a(0) = Zufluss, Abfluss fur den bevorstehenden 1. Tag

und ahnlich fir die nachfolgenden Tage.
Symbolische Antworten der Fragestellungen:

m(30) =7 m(co) =7
14



Schritt 2 der Modellierung

15

Detailliertere Beschreibung des Systems: Zufluss?
Energiezufluss ist 5000 kcal/Tag (gegeben).
Massenzufluss? Konversion durch Dichte, kcal’kg?

>

v

v

v

v

Bekannte Dichten:

Fett9 !, Kohlenhydrate 4 ¥, Eiweiss 4 4

Dichte fur McDonalds Mischung:
kcal __ kcal
7.8%5% = 78007 F
Massenzufluss: Energiezufluss / Dichte

kal
5000%

/ 7800

kecal _ 5000 kg
kg — 7800 Tag



Schritt 2 der Modellierung
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Detailliertere Beschreibung des Systems: Abfluss?

» Daumenregel:
kcal Bedarf pro Tag = (21.6 x Masse) {2
» Also wenn (21.6 x Masse) kcal/Tag konsumiert wird, wird
genau so viel Energie verloren, und die Masse bleibt gleich.
» Wenn mehr konsumiert wird, geht trotzdem so viel Energie
verloren, d.h.

Energieabfluss = (21.6 x Masse) k2

Tag
» Mit Konversion durch Dichte
Massenabfluss = Energieabfluss/Dichte =
21.6
kcal kcal
(21.6 x Masse) 155 /78007 = (7800 X Masse) 2

» Insbesondere flr den bevorstehenden 1. Tag,

21.6 21.6

a(0) = 7ggg ¥ MO0) = 7go9 * 84



Schritt 3 der Modellierung

Schritt 3: Lésung des mathematischen Problems — numerisch!
» Zusammenfassung fir den 1. Tag,

m(1) = m(0) + 2(0) — a(0) = 84 + 3399 — 218 x 84 = 84 4084
» flr den 2. Tag,

m(2) = m(1) + z(1) — a(1) = 84.4084 + 5300 _ 218 84 4084
= 85.8157

» usw, bis zum 30. Tag,
m(30) ~ 95.8kg.
» Im FlieBgleichgewicht &ndert sich die Masse nicht, also gilt
5000 _ 21.

0 = z(00) — a(oc) = 3555 —

o
~
(o]
o
o
X
3
—~
8
~—

oder

_ 5000 /21.6
. m(oo) = Zga0/ 7800 ~ 231kg



Schritt 3 der Modellierung
Schritt 3: Lésung des mathematischen Problems — exakt!
» Die Massenbilanz,

m(t+1) —m(t) = z(t) — a(t)

fir 1 Tag am Anfang des f-ten Tages.
» Nun fir den Bruchteil At eines Tages,

m(t + At) — m(t) = At - (2(1) — a(t))

» Mit At — 0,
m(t+ At) — m(t
m(y Az MUEAD =m0 oy g
instantane
Anderungsrate

vgl. instantane vs. durchschnittliche Geschwindigkeit.
18
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Schritt 3 der Modellierung

» Mit den Zufluss z(t) = ¢/k (e = 5000, x = 7800) und
Abfluss a(t) = m(t)¢/x (¢ = 21.6) ergibt sich die
Differentialgleichung,

e >0, m(t) <e/¢(~231.5)
m(t) = e/r— m(t)¢/x {<0, m(t) > ¢/ (~ 231.5)
mit Lésung

m(t) = €/¢ + (m(0) — ¢/¢) exp(—ot/r).
» Losungen mit m(0) = 84 und m(0) = 400,

500 500

0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000
Zeit (Tage) Zeit (Tage)



Schritt 4 der Modellierung

Schritt 4: Qualitative Untersuchung des mathematischen

Modells
» Sind die berechneten Werte Uberhaupt nachvollziehbar?
» Ist die Folge m(0), m(1), m(2), ... immer steigend, wie
erwartet?

» Nahert sich diese Folge an das berechnete
FlieBgleichgewicht m(oo)?
» Hangt diese Annaherung vom Anfangsgewicht m(0) ab?



Schritt 5 der Modellierung

Schritt 5: Vergleich mit Daten, Validierung

» Der berechnete Wert ist m(30) = 95.8 kg.
» Der gemessene Wert ist 95.5 kg.
Unterschied signifikant?

» Welche Schlusse wiirde man ziehen, wenn tagliche
Schwingungen in Gewichtsdaten gemessen worden
waren?

» Wenn sie zuféllig um die vorausgesagte Folge gestreut
waren?

» Wenn Abweichungen von der vorausgesagten Folge nicht
zufallig sondern systematisch waren?

» Wenn Unterschiede zwischen gemessenen und
vorausgesagten Werten signifikant sind, welche
Anderungen im Modell sollen zunachst untersucht
werden?



Modelltypen

» Strukturelle Modelle

» Beziehungen zwischen Komponenten werden betrachtet.
» Beispiel (oben): Gewichtszunahme
m(t) = e/¢ + (m(0) — e/¢) exp(—¢t/k).
» Beispiel (unten): Fall eines Steins
x" = —g, x(0) = h, x'(0) = 0 = x(t) = —gt?/2 + h.
x(r)=0=7=\/2h/g=v=—X(r) = \/2gh
» Empirische Modelle
» Gemessene Daten {(t,, Mp)}N_,,
empirische Kurve M(t; a, b, ¢) = a+ be.
» Parameterbestimmung durch Minimierung der Funktion
E(a,b,¢) = S0 4[M(t; a, b, ¢) — Mo]?.
» Modelle durch Dimensionsanalyse

» Aufprallsgeschwindigkeit v eines fallenden Steins?
Masse m, Héhe h, Fallzeit 7, Beschleunigung g.

» Dimensionsanalyse: v = f(h,m, g, 7). (L/Z, LM,L/Z2,Z)
Dimensionsrichtige Mdglichkeiten: v = ky/gh, v = k'gr,
v = k" h/7, wobei k, k', k" dimensionslos sind.



Modelltypen

» Deterministisch
» Beispiele (oben): Gewichtszunahme und Fall eines Steins
» Beispiel: Thermodynamik mit makroskopischen
Eigenschaften, z.B. Druck, Temperatur, Dichte
» Beispiel: Entdeckung von Schétzen in einer Landschaft
» 3 = Bruchteil der Flache mit Schatzen.
» E(t) = Anzahl der durch einfaches flachendeckendes
Wandern entdeckten Schétzen bis zur Zeit t.
» Modell: E' = 3, E(0) = 0= E(t) = jt.
» Stochastisch
» Beispiel: Statistische Mechanik mit mikroskopischen
Eigenschaften, z.B. Positionen und Geschwindigkeiten von
Molekdlen, Kollisionen, Krafte
» Beispiel: Entdeckung von Schéatzen in einer Landschaft
pn(t) = Wahrscheinlichkeit dass n in t schon gefunden

v

> P(nt — (n+1)t1q) = Bat, Vn
» P(nt — npygt) =1 = P(ny — (n+1)tp0)--- =1 — pat
> Pn(t+dt) = P(nt — Neyar) - Po(t) (Bayes)

+P((n—1)t = neigr) - Pr—1(t) + vernachlassigbar
pn(t + dt) = (1 — Bdt)pa(t) + Bdtpn—1(1)

v



Modelltypen

» Stochastisch

» Beispiel: Entdeckung von Schatzen in einer Landschaft
Pn(t + dt) = (1 — Bdt)pa(t) + Bdtpn—1(1)
Pr(t) < [pn(t + dt) — pa(t)]/dt = —Bpn(t) + Bpn-1(1)
Erwartungswert der gefundenen Schatze in t ist
E(t) = 32520 npn(t) = 32554 npa(t)
Lésungen {p,, ()}, stetig und Summen gleichméaBig
konvergent bedeutet

v

v

v

v

E'(t)=)_nop(t) = —B)_npa(t)+ 5 npns(t)

n=1 n=1 n=1
oo

= —BE(t)+8Y_(n—1)pn1(

n=1

+ ﬁ an 1(

=E(t) n= 1
oder E'(t) = 8, und E(0) = 0 = E(t) = ft.

» So entstehen makroskopische GréBen durch

Erwartungswerte von mikroskopischen stochastischen
GroBen.




Modelltypen

» Konzentrierte Parameter
» Wird angenommen, dass gewisse Ortsabhangigkeiten
vernachlassigt werden kénnen.
» Beispiel: Die Temperatur T(t) des Kérpers zur Zeit t wird
mit der Newtonschen Kiihlungsgesetz modelliert

pCVT'(t) = aA[Too — T(1)], T(0)=To

P = Dichte c = spezifische Warmekapazitat
et = Wérmeubergangskoeffizient A = Grenzflacheninhalt
v Volumen T auBere Temperatur

» Solche Modelle werden Ublicherweise mit gewdhnlichen
Differentialgleichungen beschrieben.
» Verteilte Parameter
» Ortsabhangigkeiten werden nicht vernachlassigt.
» Beispiel: Die Temperatur T (¢, x) des Kérpers zur Zeit t und
an der Stelle x wird mit der Warmegleichung modelliert,

pcTy =V - (AVT), T(t,Haut) = Too(t), T(0,x)= To(x)

A Warmeleitfahigkeit a= \/(pc) Temperaturleitfahigkeit
A da 9 Hautdicke

» Solche Modelle werden Ublicherweise mit partiellen
Differentialgleichungen beschrieben.



Modelltypen

» Dynamische Modelle
» Zeitlich kontinuierliche Modelle
» Evolution hangt von Zeit kontinuierlich ab.
» Beispiel: Logistisches Wachstum,
P'(t) = aP(t)[K — P(1)]
Lésungen sind einfach S-férmig.
» Zeitlich diskrete Modelle
» Zustand springt diskret zur nachsten Generation.
» Beispiel: Logistische Evolution,
Pni1 = aPp[K — Py
Lésungen kénnten periodisch sogar chaotisch sein!
» Statische Modelle
» Zustand hangt von Zeit nicht ab.
» Beispiel: Eine Membran mit der Spannung T ist am Rand
eingespannt und mit der Last f(x) im Inneren belastet.

Die Poissongleichung ist ein verteiltes Modell fiir die
Auslenkung u(x),

—TAu=f, u(Rand)=0



Zwecke der Modellierung

» Vor allem die motivierende Fragestellung zu beantworten.
» Zeitdauer bis die Innentempertur T(t) eines Hauses
100(1 — p)% des Weges zur Aussentemperatur T, absinkt?
> Mlt NeWtonSCher KUhlUng ,C):Ep‘ggfe\sche Warmekapazitat

PCVT’(t) = aA[TOO - T(t)], T(to) = To. V = Volumen

A = Grenzflacheninhalt

> Lf)Sung: A = Warmefahigkeit i
T(t) = Too + (To — Too) €Xp[—aAt/(pcV)] 53 e
» Zeitdauer: t* = |n(1/p)pCV/(aA) o = Warmeiibergangskoeffizient

v

Das modellierte System besser zu verstehen.

» t* =In(1/p)pcV/(A).

Effekt der DAmmung? Hausoberflache?

Systemparameter zu schatzen.

» Bestimmung von pcV/(aA)? von o?
Das modellierte System zu steuern oder optimieren.

» Oberflache A minimieren?
Optimale Steuerung

» Wie viele Boote einer Flotte sollen in Betrieb sein?
Optimale Entscheidung

» Wie viele Waren sollen gekauft und gelagert werden?
57 » Soll man eine Fahrkarte kaufen?

v

v

v

v



Empirische Modelle

» Beispiel: Voraussage des Bevoklerungswachstums

Population
der USA

Gegeben seien
{(t, PV,

» Mogliche Modelle
» P(t) = kt+ d (linear)
» P(t) = Cek (exponentiell)
» P(t) = K/[1 + exp(—(t — th)/7)] (logistisch)
» Fir das lineare Modell, P(t; k, d) = kt + d, kann man die
Zielfunktion leicht minimieren,

N
E(k,d) = |P(t; k,d) — P
i=1



Lineare Regression

» Hausaufgabe: Zeige, E wird global minimiert in
t-P—t-P — o q
» Einfaches Beispiel in dem die Regressionsgerade klar ist?

k=0,d=4/3

» Fur die Zielfunktion

x

= max1§,§,\, ‘X,‘|

loo

P 1
ZiPt,kd P-|P] Xl = [ 1xl?)

soll mit p = 1 2 oder oo minimiert werden?
» Leichter zu l6sen mit p = 2, aber p = 1 ist robuster!

E(k,d) =




Robuste Zielfunktionen

Hausaufgabe: Fur1=(1,....1), f=(a,b,...,b)e R™!
zeige

a+nb
1+n

_ . f— 12 h _ . _
argrcnelﬂrgu c1l|z, wahrend b argr{gﬂg”f clle,

Botschaft: Die || - ||,,-Norm IaBt sich von AusreiBBern
beeinflussen, die || - ||,,-Norm aber weniger.

» Das empirische Ergebnis,

Population
der USA

approximiert durch
lineare Regression

weist systematische Abweichungen auf!
» Das lineare Modell ist daher nicht geeignet.



Exponentielle Regression

» Fir das exponentielle Modell, P(t; k, C) = CeX, kann man
die Zielfunktion minimieren

ZyP ti; k, C) — P2

aber eine andere Regressmnslosung kann leichter
berechnet werden.

» Mit der Transformation,
Q(t;k,d)=InP(t;k,C) =InC|_g + kt
kann man die Zielfunktio,U

d)=>"|Qtik,d) —In P

leicht minimieren:
t-mMP—t-InP
[
» Bemerke, die minimierende Lésung fur F ist nicht
notwendigerweise die minimierende Losung fur E!

k = d=InP—kt, C=¢€



Nicht Lineare Regression

» Das empirische Ergebnis,

Population

der USA

approximiert durch

lineare Regression i

von exponentiell 7

transformierten Daten | ..ol Leert ]

weist systematische Abweichungen auf!
» Das exponentielle Modell ist daher nicht geeignet.

» FUr das logistische Modell,
P(t: K, o, 7) = K/[1 + exp(—(t — t)/7)]
kann man die Zielfunktion minimieren,

E(K, ty,7) ZyP t K, t, 7) — Pj[2

aber Optmerungsmethoden sind daftir notwendig.



Die Logistische Funktion
» Qualitative Eigenschaften:

. -
P(t:K, to, 7) = K/[1 +exp(—(t — 1)/ 7)] K var”ert
Ip variiert T variiert

» K = Kapazitét, (fy, K/2) = Wendepunkt, 7 = Zeitskala




Einfihrung in Optimierung

» Beispiel:

2

f(x,y)=3x2+y
» Niveau Kurven: f(x, y) = Konstante.
» Gradient:

VH(x,y) = [ ;; ] _ [ x/2}

2y
steht senkrecht auf einer
Niveau Kurve.
» Abstiegsverfahren: x = (x,y)T

Xki1 = Xk — aVI(Xg)

wobei o ausgewahlt wird, oh .
sodass f(Xx11) < f(Xk)-

» Das Verfahren verlangt Zugang zum Vf, und es kann in
einem lokalen Minimum eingefangen werden.

ey

Es o



Nelder-Mead Verfahren

» Das Verfahren heisst auch Simplex Verfahren, besonders
in héheren Dimensionen. MATLAB: fminsearch.
» Beispiel: In R? beginnt man mit 3 Startpunkten, z.B.
X1 :(%’%)7 X2:(07%)v XSZ(%aO)
und wertet aus, f(x1) > f(x2) > f(x3). (Konturen unbekannt)

' 77 Mit dem Mittelpunkt
X2+ X3
Xm =~
sind die nachsten verninftigen

Proben:
Xm — 3(X1 — Xm)

0.5

_1& %f und

-1 0.5 0 0.5 Xm — 2(X1 — Xm)

Es wird ersetzt X1 < Xm — 5(X1 — Xm), dann neu gestartet, usw.



Nelder-Mead Verfahren

>

Das Verfahren hat Schwierigkeiten, wenn die Simplizen
nicht regular sind, d.h. sehr diinn oder sehr flach.
Deswegen sollen die GréBenordnungen der Parameter
durch eine Skalierung vergleichbar gemacht werden.
Beispiel: Fir die Bevilkerungsdaten, K ~ 180000
Wendepunkt = (5, K/2) ~ (1910,90000), f ~ 1910
4000 = P(1790) ~ 180000e(1790-1910)/7 =+ ~ 30
Mit den Optimierungsparametern xi, X und X3
K:X1‘105, t0:X2'103, 7’:X3‘101
t=[-1, P=[-] f=K/(+exp(~(t-1)/7))
E = sunm((f— P)."2)
Das empirische Ergebnis,

K ~ 200070

ty ~1915.8

T ~ 32.496

passt ziemlich gut.




Parameterbestimmung durch Regressionsanalyse
» Eine chemische Reaktion lauft ab, und chemische Daten
{(t, u)}Y, werden gemessen: Konzentration u; (in Mol
pro Liter) zur Zeit t;.

t 0 15 30 45 60 75 90 105 120

u(t) | 0.0190 0.0130 0.0091 0.0069 0.0057 0.0052 0.0043 0.0039 0.0035

» Die Ordnung (m) einer Reaktion:
»m=1:U—U (U = —ku)
» m>1:mU— Uy (U =—ru™)
» Das empirische Modelle fir eine Reaktion mter Ordnung:
» m=1:u(t) = Ce .
> m>1: u(t) = (kt+d)" 7. (k= k/(m—1))
» Bemerkung: limp_1[(m — 1)kt + u&‘m]*ﬁ = upe k.
» Die Ordnung der obigen Reaktion soll bestimmt werden.
» Regression kann durch Transformationen fir jede Ordnung
durchgeflihrt werden.
» m=1:Inu(t) =InC — kt.
» m>1:u(t)'"~" =kt +d.
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Parameterbestimmung durch Regressionsanalyse
» Die Ergebnlsse fur m = 1und m=2:

...................................................
300

..........

{(ti,Inu; 3N, links und {(t;, 1/u N, rechts

» Firm= 1 smd die Datenpunkte um die
Regressionsgerade nicht zufallig gestreut.

» Fir m = 2 sind sie schon zufallig gestreut, aber

» Ubungsbeispiel: noch besser fiir m = 3?

» MaBe der Datenanpassung: ||Absténde|,, ||Abstéande||,,
Korrelationskoeffizient fir die Daten {(x;, yi)}¥,,

X-y—-xy

— r> — 1 = perfekte Anpassung.
2 - X2y — p?)2

r =



Ein Gutes Modell

» Bevor man optimiert, was ist Gberhaupt ein gutes Modell?
» Eigenschaften:

» Wenig unabhangige interpretierbare Parameter.

» Modell ist voraussagefahig, z.B.

K B uoe"“ m=1
PO = 14 (£ —1)e PR ut) = {(kt+u1 MR m >

» Nachteile von vielen Parametern, z.B. P(t) = Zfzo at,
> Unbekannte Parameter sind: {a;}] ,

» Werden mit Daten bestimmt: P; = P({;) = Z/ 0 a,t/ 0<i<n,

1 6 £ - ao Po
1t & .. an Pn
> oder durch min = 3> [P(t) — P2, m > n,
1 o & -
A= | c |, ATAa=A"P
1 by 2 - 1



Genauigkeit globaler Interpolation

» Beispiel: Die Funktion f(x) = x2/(1 + 20x?) wird mit
n =10 oder m = 100 Punkten folgendermassen
interpoliert:
(@leichmasig) > P(x;) = f(x;), ;= —-1+2i/n,i=0,...,n
(Tehebychev) > Q(4;) = f(8;), {j = cos(w(j+1/2)/(n+1)),j=0,...,n
(Ausgleich) > Zk:o |R(yk) — f(yk)|2 = min, Yk = -1 +2k/m, k = 0, .., m

» Die Ergebnisse sehen so aus:

Interpolationen von f(x)=x>/(1+20%%) Fehler Abschitzungen

0.01
‘ r_/\ /\__. —GleichmiBig
0.04‘ \t\ /J/‘ —Tchehychev
\/ 0.005
—GleichmiiBig
——Tchebychev
Ausgleich
0
-0.5 0 0.5 1 -1 0.5 0 0.5 1

wobei die theoretischen Fehler rechts gezeigt werden.



Grafischen Uberblick der PCA/ICA
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Formulierung der PCA/ICA
» Die Quellensignale z¢, 2z, € R” sind die Reihen von
Z:|:Z;|— :|:Z1(t1) Z1(t2) Z1(tn)
Z;— Zg(t1) Zz(tg) s Zg(tn)

Diese sind unabhangig und nicht Gaul3 verteilt.
» Die MeBsignale y4, ¥, € R" sind unbekannte Mischungen
der Quellen

.
[y} ] —Y=AZ, AcR???
£

Diese sind nicht unabhangig und eher Gauf3 verteilt.

» Ziel ist, die GaulBianitat zu minimieren, um Schatzungen
X1, X> € R" der Quellen zu bestimmen,

T
X l=X=Wy, WeR>?
X

schrittweise durch W = (Dreh) - (Skal) - (Dreh) ~ A~".



Formulierung der PCA/ICA

Schritte:
» Zentrieren: YeR™1eR"
Y,=Y-Y1', V=131,V 1,=1
» Spharen:
K=1v,YJ, KV=VA Y.=Az2VTY,
» Drehen:

X, =UY,, UT ={uy,...,un}
wobei jedes uy die GauBianitat minimiert.
X = {X,'} & M1(X) =0
Z.B. Wélbung (Kurtosis) = Mk(x) = % e x,.k
K(x) = My(x) — 3M3(x)
erfillt K(n) = 30* — 30* = 0 fir n ~ N(, 0?).

Also kann J(u) = K2(Y," u) mit u] u; = 6§,y maximiert
werden.

» Verschieben: 1 B 1
X=X, +UNz2VTY1T = UN2VTY = WY



Formulierung der PCA/ICA

(PCA) Sei die Daten so zerlegt,
Y,=Y-Y1T, K=1v,yJ, KV=VA Y.=Az2VTY,

Sei A =diag{\,..., Ap} mit Ay > -+ > Ay Mit P € R,
r<m, P;; = ¢;;, werden die Daten Y zum r starksten
Hauptkomponenten projiziert,

o 1 -
Y~ Yp=Y1" + VA2PTPY, = Y17 + 1Y,(PY,)T(PY,)

(ICA) Sei die Daten weiter so zerlegt,
X, = UY;

Mit Q e R™™, r < m, Q;j = dq,j, werden die Daten Y zum r
independent components {qy, ..., qr} SO projiziert,

Y~ Yo=Y1T +VAZUTQTQX, = Y17 + 1v,(QX,)T(QX,)



Ein Schlechtes Modell

Nachteile von empirischen Modellen mit vielen Parametern:

> Information kann von den vielen Parametern {a;}/., nicht
entnommen werden.
» Jeder Datensatz kann mit genug Parametern exakt
interpoliert werden.
» Ist das Ergebnis zwischen den Datenpunkten sinnvoll?
» Ausserhalb der Datenpunkte?
» Die Parameter des Ergebnisses hangen von den Daten
nicht notwendigerweise stabil ab: P = {Pi}.,, a = {g;}] o,
P —PH klein # ||a — a| klein
z.B.Aa=P, Aa=P, 5
la—aj |P— P
< #(A) =
al 1P|
wobei x(A) = ||A||||A~"|| sehr groB werden kann.
» Rechenaufwand nicht notwendig.




Ein Modell Dimensionslos Umschreiben

» Temperaturverlauf im Haus:
pcVT'(t) = aA[Twx — T(1)], T(0)= Ty
» Dimensionslose Gréf3en:
0=T/Ty, 7=aAt/(pcV)
» Differentialgleichung mit diesen,

dar d dgdr do

pCV ot = pCth(H To) pCVTo dr dt ATO dr
AT — T] = aA[Te — Tob] = aATy[Too/ Ty — 0]
do do
= aATod = OéATo[TOO/To—G] = Ezeoo_e

wobei 6 = Too/To und 6(0) = T(0)/To = 1.

» Dynamische Ahnlichkeit: Fur ein Experiment mit allen
Parametern skaliert (&A/(p¢V) = aA/(pcV),
To/To = T/ To), ist das Verhalten in 6 gleich.



Realistisches Beispiel: Navier-Stokes

» Impulseerhaltung fur ein inkompressibles Fluid:
POV + p(V - V)V = —Vp + uV2v + f
p = Dichte, v = Geschwindigkeit, p = Druck, . = Viskositat, f = Kraft
» Dimensionslose GroBen:

Xx=x/L, v=v/U, T=tU/L, p=p/(pU?), Ff=FL/(pU?)
wobei L und U charakteristische Langen- bzw.
Geschwindigkeits-MafBstabe sind.

» Dimensionslos umgeschrieben, wobei Re = pLU/u

KV + (V- V)V =-VDP+ R—ev2v+ f
» Hoch- und
Niedrig-
Geschwindigkeits-
strdmungen,

Reynoldsche Zahl
(Re) aber gleich:




Modelle durch Dimensionsanalyse

>

MeBgréBe: G= m(G) - [G]
—— =~
MaBzahl MaBeinheit
GrundgréBen:
{gi}_, zB. gy=Lange, go=Zeit, gs=Masse
Grundeinheiten:
{lol}i=1 z.B. [g1] =Meter, [go] =Sek, [g5]=Kg
S| System:
Meter, Sekunde, Kilogramm, Ampere, Kelvin, Candela, Mol

Abgeleitete GréBen:
{G}].; z.B. Gi = 91/gz (Geschwindigkeit)
[G1] = [91]/[92] = Meter/Sek

Im allgemeinen,
,

,
G=[[g" [GI=]]lal"
i=1 i=1
Dimensionslos wenn [G] = 1.



Modelle durch Dimensionsanalyse

Det: Die GréBen {Gx = [17 G.*}7_, sind unabhangige
Kombinationen von {Gj}/f’:1, wenn die Vektoren Ay = {)\jk}]’-’:1,

k =1,...,m, linear unabhangig sind.
» Beispiel: Fall eines Steins, (gr=L g=2,93=M)
v =f(h, m, g, 1)
~~ ~ T~
G G G g Gs

Unabhangige Kombinationen von { Gy, ..., Gs},

Ny = v-(r/h)=GiGsG,' A\ = (1,-1,
M = g (1/v)=GsGsG;' X2 = (—1,0,

da A1 und X, linear unabhangig sind.

Bemerke: [M141] =1 = [M2].



Buckingham Pi Satz

Satz (Buckingham Pi): Gegeben seien GrundgréBen {g;}7_,
und abgeleitete GroBen {G;}_, mit G; = [[/_4 g;, wobei die
Matrix A = {oj; : 1 < i < r,1 <j < n} erfillt Rang(A) = r. Dann
gibt es genau n — r dimensionslose unabhangige
Kombinationen {M,}=7 von {G;}_; sodass eine Gleichung
®(Gy,...,Gp) =1
sich aquivalent folgendermafBen umschreiben laBt:
W(My,...,Mpy) =1,
» Beispiel: Fall eines Steins, r =3, n=15,
My=v-(r/h), Ma=g-(7/v) (Woher?)
sind n — r = 2 dimensionslose unabhangige
Kombinationen von {Gq, ..., Gs}. (Siehe oben) Es gilt

1 1 0 1 0 1

A{1 0 0 -2 1] 9> Rang(A)=3=r?
00 1 0 0] g
G1 Gg Gg G4 G5

v =f(h,m,g,7) — Ny = F(INy). Experiment: M, = 1.

Also My = F(1) = k. Experiment: k = 2. Ergebnis: v = 2h/7.



Realistisches Beispiel der Dimensionsanalyse

Englischer Physiker

hat die Energie der ersten
Atombombe von einem Film
berechnet.

G.l. Taylor

» GroBen die (anscheinend) eine Rolle spielen:

Gi
Go

E
t
R
PA
pr
Pa
Pr

Energie der Explosion
Zeit seit der Explosion
Radius des Feuerballs
Dichte der Aussenluft
Dichte der Innenluft
Druck der Aussenluft
Druck der Innenluft

ML2Z2 (K.E.= Imv?)
Z

L

ML—3

ML—3

ML-1Z-2 (F/A, kg m/s? / m?)
ML—1Z-2



Realistisches Beispiel der Dimensionsanalyse

>

Soll z.B. die Temperatur dabei sein? Dann missen die
GrundgréBen mit g4 =Temperatur erganzt werden. Dann
mit der Aussentemperatur Gg = T» und der Innen-
temperatur Gg = Ty sind r =4, n=9und N5 = To/T;. Die
folgende Analysis zeigt, die Temperatur ist nicht notwendig.

> {g1=Lg2=2,g=M}L {G}=r=3n="7

Es gilt Rang(A) =3 =, (Wie?)
2 0 1 -3 -8 -1 —-1] o
A= -2 1 0 0 0 -2 -2 o}

1 0 0 1 1 1 1] o

G G G3 Gy Gs Gg Gy
Mit Buckingham Pi sucht man n — r = 4 dimensionslose
GroBen {Mx}i_,.
Hinweis: N4 soll energieartig sein, damit die untersuchte
GroBe dabei ist.
Mit der Erwartung einer Beziehung My = F(MNy, M3, My4)
sucht man GrdBen {IM,, N3, M4}, die klein oder konstant
sind, damit F(M», M3, M4) ~ Konstante.



Realistisches Beispiel der Dimensionsanalyse

» Nimm
M = E(px'R°G) M2 = pR(E2p°t%)
M3 = pa/p My = Pa/pr
> Esgilt 2713 5 4 19
ML2L3 1 _, M5 74 L0
Ml = e mis” =1 Ml = pszioneraye? =1
N3] = 1, [Mg] = 1

> Zu zeigen ist, My =[], GjAk’

Kombinationen von {G;}/_:

sind unabhangige

XN = (1, 2 -5 -1, 0, 0, 07
X = (-2, 6, 0, 0, -3, 5 07
X3 = (0, 0, 0 1, -1, 0, 07
A = (0 0 0 0 o0 1, —NT

sind linear unabhangig. (Wie?)
» Buckingham Pi:
¢(E7 ta Ra pAva,pAapI) =1 n1 = F(I_IZa I_I3a rl4)



Realistisches Beispiel der Dimensionsanalyse

In der Gleichung Ny = F (M5, M3, M4) gelten My, M3, M4 =~ 0.

Mit k = F(0,0,0) kann folgendes Modell mit dem Film
angewendet werden:

Ep RS =k
Vom Film kann man messen: R = R(t).

Vom Modell: R® = <E> t? oder
pak

1

E \3
R(t) = vt?/° wobei ~ = <) = Konstante
pak

Mit den Filmdaten {(t, R,)}"_, schatzt man ~ so ab:
N
1 _2
Y= N ; Rnt, ®

Mit v und pa bekannt, folgt
E = k(par®)
aber k =7



Realistisches Beispiel der Dimensionsanalyse
» Man macht eine kleinere Explosion, fur welche (My, M3, My)
klein genug sind, dass F(My, M3, M4) ~ F(0,0,0) = k gilt.
» Sei Ey die bekannte Energie der kleineren Explosion.

» Es qilt fir das kleinere Experiment,
k ~ F(M2, M3, M) = Ty = Eg(pa)g ' Ry 13-
oder

o=

2 . Ep
Ro = oty wobei ~=|—;) = Konstante

) pak
da (pa)o = pa gilt.
» Ahnlich mit Daten {(ty, Ro)n}"_, schatzt man ~o so ab:

1L
0= ;(Roto *)n
» Mit 9 und ps bekannt, folgt
Eo = k(parg)

> Mit k = E/(par°) = Eo/(pang) folgt
E = Eo(v/7)°-



Deterministische Strukturelle Modelle
Wachstum und Zerfall
» Anderungsrate: x/(t), z.B. firr die Schatzsuche E'(t) = 3.
» Spezifische Anderungsrate: x'(t)/x(t), z.B.
Geburt: X'/x=8>0, Tod: x'/x=—-pu<0
» Beispiel: Schadstoff in einem See. Massenerhaltung
m=z—-a V§8=0-rS

wobei VS=m, z=0,a=1rS, S(0) = Sy, 0=
m = Masse des Schadstoffs, S = Konzentration des Schadstoffs
z = Zufluss, V = \Volumen des Sees

Abfluss, r = Flussrate durch den See

Spezifische Anderungsrate: S'/S = —r/V < 0.
» Radioaktiver Zerfall: x(t) = Anzahl der Atomen,
Spezifische Anderungsrate: x'/x = —\ < 0
Lésung mit x(0) = xo: x(t) = x(0)e~ M
Halbwertszeit = 7:  x(7)/x(0) = e =1/2
-Ar=—-In(2) = A=In(2)/7
x(t) = x(0)e~"@U/T = x(0)e"2"" = x(0)2~/"



Logistisches Wachstum

» Spezifische Anderungsrate: P'/P = 3 — pu.
> B =g >0undpu = g > 0konstant = P(t) = P(0)elA—#1t,
» Die einfachsten Verallgemeinerungen: lineare

Abhangigkeit vom Zustand,

B(P) = Bo— B1P,  w(P) = po + p1P
Mit dichterer Bevdlkerung werden Mechanismen wirksam,
die das Wachstum einbremsen, geringere Kinderfreudigkeit
(B1 > 0) und/oder erhdhte Sterblichkeit (11 > 0) bewirken.

» Mit Zeitskala 7 = 1/(8p — u0) und Kapazitat K = 1/[7(81 + 1)],
P = E 1— E
B K
» Mit der Nebenbedingung P(ty) = Py, (Osterinsel?)
K

P(t) =

t—1y

1+(Pﬁo—1)e_ 7

Hausaufgabe: Lose das Anfangswertproblem.



Eigenschaften von Gleichgewichten

» Ein dynamisches System x’ = f(x) ist autonom wenn f
von der Zeit t nicht explizit abhangt.

» Wenn f(x*) = 0 gilt, dann ist x* ein Gleichgewicht.

» Einfaches Beispiel: f(x) = Ax, x* = 0 ist ein
Gleichgewicht.

» Explizites Beispiel: x = (x, )T, x' = Ax,

0 1 , x(t) = acos(t)+ gsin(t
A= [ —1 O} Losung: { yEt% = Bcosgtg—gsingtg
Tangent zur Lésungskurve ist X' = (x’,y")T, d.h. in diesem 1
Beispiel gelten X’ = y, y’ = —x und daher, IXllep = [y 161717
2al X7, = 2gx(1) - x(t) = x- x = (y,—x) - (x,y) = 0.
Das Gleichgewicht x* = 0 ist stabil,
weil bei einer Stérung die Lésung
nicht wegfahrt:

» Eine Variante: B= SAS~', X’ = Bx, x* = 0.
y=S'xy=Ay = &[S X2 =2|yl2 =0.

’



Stabilitat eines Gleichgewichts
» Beispiel: X' = Ax, A= SAS™', A =diag{\1, A2}, A1, A2 € R.

BT T
)\1,)\2<0 )\1,)\2>0
T L S PE) (N

Fir den Fall A1, A\» < 0 ist das Gleichgewicht x* =0
asymptotisch stabil, weil bei einer Stdérung die Lésung
wieder hineinfahrt.
Far den Fall A1, \> > 0 ist das Gleichgewicht instabil.

» Beispiel: A= SAS™" mit A = diag{\y, X2} und Ay - Az < 0,
zB. A\ =1=—-X>und S=1

Hier ist das Gleichgewicht x* = 0 instabil, weil

bei einer Stérung die Lésung wegfahren kann. Ji\

Sattelpunkt: Nt
Ax = -VP(x), P(x,y)=(y*-x?)/2



Stabilitat eines Gleichgewichts
» Beispiel: X' = Ax, x = (x,y) "

o 0 = det(A/ — A) =
A= [ ] Eigenwerte: { A2 4 2e\ + ¢ + 1
-1 —e
Mo =—€eE1
— —et i
Losung: { x(t) = e “acos(t)+ Bsin(t)]

y(t) = e “[Bcos(t) — asin(t)]
» Im allgemeinen:

x = f(x), f(x*)=0
= f(X*)|=o + F(X*)|—a(x — x*) + g(x)
O(f(1) « Jim \9“ | < oo

o(f(1) & I|m 9l — o

wobei g(x) = o(||x — x*||). Furt 1, 9(t) = {
Q]

(x—x*)=x" = Ax—x*)+g(x)
— bestimmt die Stabilitat von x*

d
zatllx — x*|I3,

(x — x*) - (x — x*) ~ (x — x*)TA(x — x¥) % 0



Potential-Landschaft

» Sattelpunkt: x’ = Ax, A =diag{1,—1},
Ax = _VP(X)s P(va) = (y2 _X2)/2.
» Im allgemeinen: x' = f(x) = -VP(x), 3IP?
Um ein Potential P fir gegebenes f finden zu kénnen,
muss gelten: (P ausreichend glatt)
of

Of "
i 2 — 2T:7
X V2P = V2P X

» Bedeutung des Potentials:
Manchmal bewegt sich ein dynamisches
System sodass ein physikalisches
Potential minimiert wird.

(x) = Konstante

» Beispiel: f(x) = Ax,
0 1 of of
A_[—10] ox =A7A T ox
» Eine Drehung entsteht, wenn o(A) komplex ist.



Lyapunov Funktion

» Wenn A nicht notwendigerweise symmetrisch ist, aber
o(A) Cc Rund A= SAS™', A = diag{);}, ist trotzdem
S TS TA=5TS1SAS ! = S~ TAS~! symmetrisch!
Also 3P mit S~TS~1Ax = —VP(x) oder
x' = Ax = -SSTVP(x)
Dann gilt
VP(x) - x' = -VP(x)"SSTVP(x) = —||STVP(x)|? <0
und die Lésungsbahn erhéht P nicht.

Def: Fur x’ = f(x), x(0) = xo, wobei gilt f(x*) = 0, ist
F € C'(B(x*,¢)) eine Lyapunov Funktion wenn:
1. F hat ein einziges Minimum in x*,
2. VF(x)-f(x) <0, Vx € B(x*,¢).
Wenn < (fir x # x*) gilt, ist F eine strenge Lyapunov Funktion.

» Ein lokal konvexes Potential ist eine Lyapunov Funktion.
» Eine Lyapunov Funktion ist fast ein Potential.



Stabilitat fir Kontinuierliche Dynamische Systeme
Def: Fur x’ = f(x), x(0) = xo, wobei gilt f(x*) = 0, ist das
Gleichgewicht x*

» global asymptotisch stabil wenn Vxgq gilt
x(t) = x*,
» lokal asymptotisch stabil wenn 36 > 0 s.d.
|Xo — x*| < = x(t) 2% xt,
» lokal stabil wenn Ve > 0, 35 > 0 s.d.
|Xo — X*| < d = |x(t) — x*| <€Vt >0,

» instabil wenn nicht lokal stabil.

Satz (linearisierte Stabilitat): Flr x’ = f(x), x(0) = xo, wobei
gilt f(x*) = 0, sei J = 9f /0x(x*) mit Spektrum o(J) und
w = maxR{o(J)}. Das Gleichgewicht x*

» ist lokal asymptotisch stabil wenn p < 0,

» ist instabil wenn p > 0,

» kdnnte stabil oder instabil sein wenn . = 0.

Hausaufgabe: Wende die Theorie fur die obigen Modelle an.



Stabilitat fir Kontinuierliche Dynamische Systeme
» Beispiel: f(x) = Ax,

A_[__f _” o(A) = {—c 1}, p——c

» ¢ > 0= x* = 0 ist asymptotisch stabil.
» ¢ < 0= x*=0istinstabil.
» ¢ = 0? Muss man direkt zeigen:

1d
2 dt
1X(O)lley <5 =€ = [X()=Xle, = [X(t)lle, = 1X(0) ]2, <€

1|2, =x-x' =x"Ax =0

» Beispiel: f(x) = ax, x* =0, u=f(0) = «

a>0 bergauf in x* = instabil a<0
bergab in x* = stabil

—p/(x) = f(x) = p(x) = —ax?/2

>0 konkav in x* = instabil

konvex in x* = stabil <0



Stabilitat fir Kontinuierliche Dynamische Systeme
» Beispiel: f(x) = x(1 —x), x* € {0,1}, f'(x) =1—2x

ff(0)= 1>0 = instabil
f(1)= —1<0 = asymptotisch stabil.

—p/(x) = f(x) = p(x) = (2x — 3)x2/6

f bergauf, p konkav in 0 = instabil
f bergab, p konvex in 1 = stabil

» Beispiel: f(x) = —x2, x* =0, u = /(0) = —2x|x—o = 0.
Xo>0=f(xo) <0=x(t) —» 0
X0 <0=f(x0) <0= x(t) » —o0
x* ist instabil.
» Beispiel: f(x) = —x3, x* =0, u = /(0) = —3x?|y—o = 0.
Xo>0=f(x0) <0=x(t) =0
Xo<0=f(xo) >0=x(t) — 0
x* ist asymptotisch stabil.



Stabilitat fir Kontinuierliche Dynamische Systeme

» Beispiel: s" +s=0. Inerste Ordnung: x =s, y = ¢,
x’:s’:y, y’:s”:—s:—x

x={xy", A:[_? (1)], x =f(x)=Ax, x*=0

= max Ro (g;(x*)> = max Ro(A) = 0.

Oben direkt gezeigt: x* ist stabil.
» Beispiel: s®*) +253) + s=0. (x,y,u,v) = (5,51 5 5O

X/:y,y/:u,U/:V’V,:fZU—X7 X:<X7.y>—r
01 00
B 00 10 , B .
A= 00 01l x' =f(x)=Ax, x*=0
-1 0 -2 0
= max Ro gi(x*)>:max%a(A):maxéﬁ{)\:()\2+1)2:0}:0.

Allgemeine Lésung: s(t) = (a + Bt) cos(t) + (v + dt) sin(t)
8,6 #0 = x*instabil.



Stabilitat fir Kontinuierliche Dynamische Systeme
Satz (Gerschgorin): Fir A = {a,-j}ﬂj:1 gilt

n n
o(A) C UR,- wobei R; = { zeC:|z—aj < Z || }
i=1 i#j=1
Weiters liegen genau k Eigenwerte in Uj’.‘:1 Rj. wenn diese
Menge einen leeren Schnitt mit den anderen Scheiben hat.
» Beispiel: x’ = f(x), f(x) = Ax — b wobei
{aj} = A=tridiag{a, 3,a} € R"
b=pB=-2,....2TeR", a=(1,...,1)T eR"!
w -5 % —ax®> FUr AXx = 0 zeigt eine direkte Rechnung, dass x = 0 gilt.
j*kk*A ¥ XA Daher gilt 0 ¢ o(A). Das einzige Gleichgewicht ist x* = A~"b.
T Da A symmetrisch ist, gilt o(A) C R.
» Mit dem Gerschgorin Satz folgt max ®{c(A)} < 0.
> Daher fiir J = 95 (x*) = Agilt = maxR{o(J)} < 0, und
das Gleichgewicht x* ist lokal asymptotisch stabil.
Weiters mit Amax = max{c(A)} < 0und 6(t) = || x(t) — x*|Z gilt
$0'(1) = (x — x*)TA(X — X*) < Amax0(t) = 0(t) < 0(0) 2 m!

= x(1t) 2% x* und daher ist x* global asymptotisch stabil.



Stabilitat einer Dynamischen Losung
» Beispiel: X’ = 1. Die Lésung £(t) = t erflllt £(0) =
Sei x eine stérende Lésung mit x(0) = e. Die Differenz
o(t) = x(t) — &(t) erfullt
o =x-&=0, ¢0)=¢
oder ¢(t) = e. Es gilt |x(t) — £(t)| = |o(1)] iy O(e), und
daher ist die Losung £(t) stabil.

» Beispiel: Gegebene Losung &(t) = (cos(t),sin(t))" fur
X =1 -r)x+Ax, r=|xle, ? B }
Sei x(t) eine stérende Losung mit || x(0)| = wobe| die

Differenz ¢(t) = x(t)  &(t) erfullt [|$(0)ll, = O(c) und
(p-d) =2(1-r)x-¢=(1-r*)(r? —1+¢> b)
odermitd =¢-pundr’ = (1 —r?)r, (wobei r s 1)
o —(r'/r)o = —(1 —1’2)2 = (0/r) =—-(1 —I’2) Jr=>01-r" 2)r/

0 X 8= (rp)+(r -3 A L ror") = O(é?)

Es gt (1) €)1, = [9(0)e, = VAT =F O(0), und
68 daher ist die Losung &(t) stabil.



Chemische Kinetik

» Generisches Beispiel:
aA+bB == ¢C+dD

d.h. a Mol von A reagiert mit b Mol von B, und es ergibt
sich ¢ Mol von C und d Mol von D.
(1 Mol beinhaltet 6.022 - 10?3 Einheiten.)
» (a, b, c,d) sind die stoichiometrischen Koeffizienten.
» A, Bsind Edukte. C, D sind Produkte.

» Die Reaktion kann mit k1 > ko vorwarts (gegen mehr Produkte)

oder mit k1 < ko rickwarts (gegen mehr Edukte) laufen.

» Die Reaktionskonstanten k1, ko hangen z.B. von der

Temperatur der Umgebung ab.

» [A] = Konzentration von A in Mol pro Liter.
» Mit der Reaktionsgeschwindigkeit x'(t) ist x(t) die

Umsatzvariable, und es gelten

[Al(t) = [AI(0) —a-x(t), [C](1) [C)(0) + ¢ - x(1)
[BI(t) = [BI(0)—=b-x(), [DI(t) = [D](0)+d-x(1)



Chemische Kinetik

» Es folgt
ax  1dA _ 1d[B] _1d[C] 1d[D]
a  adt  bd c¢cd d dt
(a, b, c,d = 1istklar, und z.B.
a=2,b=0istwie — /‘{,1[A]a[B]b—/€2[C]C[D]d
A+ B~ A+ Aund AB ~ A?)

70

= #1([41(0) — a- x)3([B](0) — b- x)°
— #2([C](0) + ¢ - x)°([D](0) + d - )¢
» Einfacher Fall:

. Reaktionsfortschritt
A+B=C+D :

X = o = X)(3 - ) raly + X6+ )
- /{1—/@2)(X—X1)(X—X2)=f(x)

X1=1, X0=3, K1 >ky=
fI(X1) = (/{1 — /€2)(X1 — X2) = —f/(XQ) <0
X1 asymptotisch stabil, x» instabil




Chemische Bifurkationen
» Beispiel: chemische Reaktion,

2A+ B %2

x =

2C+D
ki=ri(T), i=1,2
ri(a = 2x)2(8 — x) — ka(7y + 2x)2(3 + x)

ap + o X+ 012X2 + CM3X3

> F[:II’Oéo:0,0q :I’,Oé2:0,043:—1,
x'=f(x), f(x)=x(r—x?), f(x)=r—3x2
Gleichgewichte:
X = W/, (\/ —2r <0, asymptotisch stabil
X3 = —/r, f(—/r)=-2r<0, auch
r< O auch
x3 = 0, auch

Bifurkationsdiagramm der Gleichgewichte:

r> 0 instabil




Chemische Hysterese
» Firag=r,a1 =1, a0 =0, a3 = —1, X/:f(X)
fx)=r+x(1—x%), F(x)=1-3x*>0,—7z <x<

Gleichgewichte: r[x/] = x;[x2 —1],i=1,2,3, -0 < x5 < ¢

Z(Stabilitét?) Ar< _% = r[x3 4(B)] = nur x§
' /D/E/ B:ir=— 3f:>x1<x2:x3 fl(x54) =0
o Blc] CgZs<r<zlz=x<x<x
:,V/ D:r= f:>x1—x2<x§ f'(x;,) =0
e E:r> 3\[ = r[x72(D)] = nur x3
A B C D E

2 2\ 2\ 2\ 2\/\
X0 X 0 X 02\ X o
Y Y L] Y




Masse-Feder-System

>

Sei m die Masse und u ihre abwartsgerichtete

Auslenkung vom Ruhestand.

Es gibt innere elastische Kraft der Feder f¢!*, die

gegen Auslenkungen vom Ruhestand wirkt. Mit o T
flas = —ku, k>0 u f

wird diese durch eine lineare Abhangigkeit von u

modelliert, wobei k die Federkonstante ist.

» Sei f eine duBBere abwartsgerichtete Kraft auf die Masse.
» Laut dem Newtonschen Gesetz kann die Bewegung durch

mu’ = —ku+ f
modelliert werden, wobei u” die Beschleunigung und
—ku + f die Summe der wirkenden Krafte darstellen.
Die Krafte kdnnen auch bezliglich der Ableitung —P’(u)
des folgenden zu minimierenden Potentials dargestellt werden,
P(u) = ku?/2 — fu
wobei ku? /2 die elastische Energie der Feder und fu die
gegenwirkende Arbeit der auBBeren Kraft darstellen.



Harmonische Schwingungen
» Die GDG mu” = —P'(u) kann in erste Ordnung so
umgeschrieben werden,

ool Lol =[] [0]+[7)

Die Systemmatrix A = M~ K erfilllt o(A) = {+1/k/m}.
» Eine Simulationmitm=1, k =1und f = 1 zeigt:

Phasenebene Dynamisch
1 2
0.5 15
o0
£
E]
k]
= i s 1
gl 2
4 | Z
/f f; 0.5
7
7
[}
. 2 0 5 10
u Zeit

» Die Bahn des Zustands im Phasenraum ist ein Kreis.
» Die Masse weist harmonische Schwingungen um den
Ruhestand u* = f/k = 1 auf.



Reibungskrafte

>

Solche Bewegung ist nicht realistisch, weil es Reibungen

gibt, die die Masse zum Ruhestand bringen.

Je schneller die Bewegung, desto héher die Reibung, d.h.

eine Reibungskraft < wirkt gegen v’

Diese wird durch eine lineare Abhangigkeit von v’ modelliert,
freib — —CU/, c>0

Die GDG mu” = —ku + f — cu’ kann in erste Ordnung so

umgeschrieben werden,

oml L=l 2L e ]

Da die Eigenwerte der Systemmatrix A = M~ K erfilllen,
AMmA+c)+k=0, Xe{(-c+Vc®—-4k)/(2m)}

gilt maxR{s(A)} < 0, und das Gleichgewicht u* = f/k

(U = 0) ist lokal asymptotisch stabil.

Wenn ¢? < 4k gilt, gibt es gedampfte Schwingungen.

Wenn ¢? > 4k gilt, kommt der Zustand monton zum

Ruhestand.



Gedampfte Federschwingungen
» Eine Simulation mit m=1,k=1,f=1und c =1 zeigt:

b,

Pha

Dynamisch

/N

5 10
u Zeit

» Die Bahn des Zustands im Phasenraum ist eine Spirale.
» Auf den Geraden im Phasenraum ist entweder u oder v’ Null,

V=0 « 0= T[ul 0 1][u ][ o
u=(f-ku)/c <« 0= |U | | —k/m —c/m u f/m
d.h. der Richtungsfeldvektor in einem Punkt dieser
Geraden ist entweder waagerecht oder senkrecht.

» Die Masse weist geddmpfte Schwingungen um den
Ruhestand u* = f/k = 1 auf. Zustand ist untergeddmpft.



Gedampfte Federschwingungen

77

Mitm=1,k=1,f=1
und ¢ = 2, d.h.

o(A) = {~c/(2m)}

ist der Zustand kritisch
gedampft:

Mitm=1,k=1,f=1
und ¢ =3, d.h. o(A) =
{(-cxVc? —4k)/(2m)}
C R ist der Zustand
Ubergedampft:

Hausaufgabe: Fir A= [0, 1; —1, —3] konstruiere P mit

-0.

10

Phaseneb 1 Dynamisch
0.8
o
<
go.6
c
]
0.4
F]
<
0.2
o
0 5
u Zeit
Phasenebene 1 Dynamisch
0.8
o
c
gos
c
]
% 0.4
=
<
0.2
0o
1] 5
Zeit

A=SAS', S TS TAx = —~VP(x) und VP(x) - x’ < 0.

10



Konkurrierende Spezies

Filialen von 2 Geschéften zur Zeit t: x(t) und y(t).
Aufbau einer spezmschen Anderungsrate far x:

vy

v

v

Anzahl der Filialen

x'
ohney.;—ah

mit y :

— by

Aufbau einer spezifischen Anderungsrate far y:
/ /

ohne x: — =a,, mitx:
Gause Gleichungen:
x' = (ay — byy)x,
Simulationen: (ay =a>, = by =
Billa und Spar Phasenraum

3

N

Zeit

= a» — box

X*=ap/bs, y* = a /by
= (a2 — box)y
b2—1 X0—21 y0:19)

Gleichgewicht
(x*, y*) ist
instabil
(aber anziehend




Konkurrierende Spezies
» Logistische Anderung des obigen Systems:
x'= (a1 —cix —biy)x, y' =(a— coy — bax)y
d.h. ohne y, X' = (a1 — ¢1x)x, und ohne x, y’ = (az — coy)y.

» Phasenraum bezlglich der Geraden:
Li:cix+biy=ay, Ly:box+cy=ar

[
[

/
o

N

Vg Ja a  a

S
A

ay a a 4 a a
2] by by 2] c by
y dominiert x dominiert koexistieren eines dominiert

» Geschafte (und Spezies) koexistieren tatsachlich.



Rauber-Beute

» Ein Okosystem:

x(t) = Anzahl der Pflanzenfresser zur Zeit t
y(t) = Anzahl der Raubtiere zur Zeit t

v

Aufbau einer spezifischen Anderungsrate fiir x:
x' x' b
h L — = ity: —=ay —
ohne y X a1,“ mit y X ai 1y
Aufbau einer spezifischen Anderungsrate fir y:

/ /
ohnex:L:—ag, mitx:L:—aerng
y y

v

v

Lotka-Volterra, Rauber-Beute Gleichungen,

X' (a1 — biy)x

y' = (bx—a)y
Ist ein autonomes System, d.h. x’ = f(x) und f hangt von
der Zeit t nicht explizit ab.

Gleichgewicht:
X*=ax /b, y*=ai/b

v

v



Rauber-Beute
» Simulationen: (& =ax=by =1,bo=};x0=2,¥0 = 75)

Réuber und Beute Phasenraum

W

Zeit
» Strukturelle Stabilitat.

» Wenn die Natur kleine Stérungen der Systemeigenschaften
macht, andert sich das Systemverhalten nicht radikal.

» Sonst wird das System durch solche natirliche Stérungen
geandert, bis es robuster wird. ; 3

» Wenn kleine Stérungen (x’ = f(x), X' = f(X), f —fc C')in
einem Modell gemacht werden und die Topologie der
Lésungen sich nicht andert, ist das Modell strukturell stabil.

» Kritik des Rauber-Beute Modells: ist nicht strukturell stabil.

8

Anzahl der Tiere
' -

(8]

[



Rauber-Beute
» Behauptung: Rauber-Beute ist nicht strukturell stabil.
» Wenn das Modell so geandert wird,
x' = ajx(1 —ex) — byxy
y' = (baox—a)y
d.h. die Pflanzenfresser wachsen logistisch und nicht
exponentiell, dann andert sich die Topologie der Lésungen.
> Simulationen: (a1 = a =by =1,bo = 5, e = {51 %0 = 2,0 = 75)

Réuber und Beute Phasenraum
6
o 4
s
=4
5 g°
£ £
z g
S 2
< \ 1
0 0
0 10 20 30 40 0 1 2 3 4

Zeit Beute

» Im allgemeinen ist ein Modell mit einem stabilen aber nicht

8o asymptotisch stabilen Gleichgewicht nicht strukturell stabil.



Attractoren und Abweiser
» Gibt es eine Anderung des Rauber-Beute Modells, die
periodische Lésungen besitzt und strukturell stabil ist?
» Ja, und zwar mit einem stabilen Grenzzyklus.

’r_ . i . b1Xy /o B L
X _a1x<1 K) Trox 7 _agy<1 b2x>
mit Beute-Kapazitat K, Grenze by /¢y flr den

Rauber-Effekt und Rauber-Kapazitat b, x.

Def: Fir x’ = f(x), x(0) = xo, ist die Menge M ein Attraktor,
wenn 36 > 0, sodass Vxo mit dist(xq, M) < 4, gilt die

t—o0

Konvergenz dist(x(t), M) — 0. Wenn die Konvergenz
t——o0

dist(x(t), M) —" 0 gilt, ist M ein Abweiser.
Def: Fir x' = f(x), x(0) = Xy, ist die Menge G ein
Grenzzyklus, wenn eine nicht triviale periodische Lésung xg in

G liegt, und es existiert mindestens eine andere Lésung X, die
t—o0 I——o0

erfullt dist(x(t), G) — 0 oder dist(X(t), G) — 0. G ist stabil
g3 oder instabil, wenn es ein Attraktor bzw. Abweiser ist.



Grenzzyklen
» Explizites Beispiel eines stabilen Grenzzyklus.

X = (1-r)x-y °o_ 2, .2 2
{y/ _ (1—r2)y+x re=xc+ycs r=r(1-r9

5 Dynamisch 5 Phasenraum
1 1
3
=
] =0
E)
N
-1 1
2 -2
0 2 4 6 -2 0 2
Zeit X
xx' = (1-=r?)x2—xy
/ 2\,,2
yw = (=r)y‘+xy
m=xx+yy = (1-r2)r¥ = r=r(1-r?

/
{ re@1) = r>0 " _ s (asymptotisch) stabil.
84

re(l,00) = r'<o0



Grenzzyklen
» Zerlegung in ein Potential plus eine Drehung:

(@ -r)x [0 -1 [ x
f(x)_[(1—r2)y +Ax, A= 1 L X = y
of  [1-3x2—y? —1-2xy
ox 1—2xy 1—x%2-3y?
1—2x2—r? —2xy
- [ —2xy 1—2y2—r2]+A
= symmetrisch + schief-symmetrisch
» Es gilt

Landschaft:

flx)= Ax — VP(x)
~ N——
Drehung  potential

mit P(x) = 3(1 — x% — y?)?




Stabilitat fir Kontinuierliche Dynamische Systeme

» Stabilitat des Gleichgewichts fir Rauber-Beute?

X:[X}’ f(x):[(a1—b1y)x]7 X = f(x), x*:[az/bz

y (box — a)y ar /b
of [ a—by —bix
ox boy box — ap
_of 0 —biaz/ by
J_8x(x)_{b2a1/b1 0

o()={\: N+ aa =0}, p=maxRo(J)=0.

Satz: Existiert fir x’ = f(x), x(0) = xo, wobei gilt f(x*) =0,
eine Lyapunov Funktion F, dann ist x* ein lokal stabiles
Gleichgewicht. Wenn F streng ist, ist x* lokal asyptotisch stabil.

Hausaufgabe: Konstruiere eine Lyapunov Funktion, um die
Stabilitat des Gleichgewichts fiir das Rauber-Beute Modell zu
bestimmen.

|



Wirtschaftliches Modell: Peak Oil

» Zusammenfassung der Problemstellung:
Erdélentdeckung: Peak im Jahr 1965.
Erdolférderung: Peak im Jahr 2006.
Alternativen sind bei weitem nicht so energiereich.
Mit Erddl ist Weltbevélkerung gewaltig angestiegen.
Nachfrage trifft Angebot: Olpreis schwankt.
» Ziel: Ein grobes Modell fir Prognosen zu entwickeln.
» Entdeckung: (Beobachtung: logistisch)
E'(t) = aE(t)[M — E(1)]
wobei M = Gesamtmenge an Erddl in der Erde.
» Fdrderung (Produktion): (Beobachtung: logistisch
mit Verzégerung)
F'(t) = e[E(t—7) = F(1)] - (K'(t) > 0)
wobei 7 = Verzdgerung und K = Kapital eines Monopols.
» Vorrat: (Mengenbilanz)
VI(t) = F'(t) = A(t)
wobei A und N die Gesamtmengen am je angebotenen bzw.
nachgefragten Erddl sind.

vV vy vy

v



Wirtschaftliches Modell: Peak Oil

> Angebot: 0% At + dt) — A(t) T OLEO70 vy,
Pmin(t) b-dt
A(t+dt) — A(t) = V(B) {1 — [ P ]

wobei P(t) = Fasspreis des Erddls und
Pain(t) = minimaler (kostenabdeckender) Fasspreis.

e F(t)
Mit dt — 0 folgt

A =bV(in | 5]
t

» Nachfrage: 0 pg‘_—ﬁp(t)N(t+dt)—N(t) — ¢1B(1),

o X ot
N(t+ dt) — N(t) = c1B(t) {1 — |:Pmax:| }

Mit ¢ = ¢1¢ und dt — 0 folgt
N'(t) = cB(t)In [
88 wobei B = Weltbevélkerung und P(

'Dmax
P(t)
t) = Pmax = Stillstand.




Wirtschaftliches Modell: Peak Oil

» Fasspreis: (Effizienter-Markt Hypothese)
P'(t) = d[N'(t) — A ()], (d— )
Mit N'(t) = A'(t),
P(t) = Prat - Pria (1)

min

N NN 0
(t)= cB(t) + bV(t)’ (t) = cB(t) + bV(t)
» Kapital: (Mengenbilanz)

K'(t) = P(t) - N'(t) — Pmin(t) - A'(2)
» Bevolkerung
B'(t) = B(t)[R+9g-A(t) -
logistisch mit Kapazitat R + g - A'(t), d.h.
» R = Kapazitat ohne Erdél, und
» je schneller angeboten wird, desto hdher ist die Kapazitat.

B(1)]



Wirtschaftliches Modell: Peak Oil

» Simulation: lauft bis es nicht mehr rentabel ist, d.h.
Pmin(t) = Pmax und Kl(t) =0.

1.0e0
1.0e2
7.0e-3

9.5e-1
1.0e-1
2.0e2
1.0e-1
1.0e0
ax 1.0e0
1.0e-1
1.0e0
1.0e0

E‘Ui?@“b QO|T| v

4| mle

K(t)

Entdeckung Forderung 0.15 Vorrat
- 0.1
Sos s
=
e 0.05
0 0
5 10 5 10 0 5 10
t t t
Angebot Nachfrage Fasspreis
ZO.S EO.S
0 0
5 10 5 10 0 5 10
t t t
Kapital Bevolkerung
200
P maxs P (t)
=
/ Z100 Pmin(t)
0 .
510 510 Kritik?



Modellierung des Einsturzes der WTC Tlurme

Steven Jones, BYU Kevin Ryan UL
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EinfGhrung in die Erhaltungssatze

» Zwei Massen my, mo mit Geschwindigkeiten v+, v treffen
einander ohne Schwerkraft,

Massenerhaltung: m+m = m+m
Impulserhaltung: Vimy + Voms = Vimy + Voo

: .1yl IPRE _ 1y 25 115, 125
Energieerhaltung:  s|vq{|=my + 3|vo|[m2 = 3|Vq[7my + 5| V2" M

und nachher gibt es Massen my, mo mit Geschwindigkeiten
vy, Vo.
» Wenn fir i = 1,2 gilt m; = mj;, folgt

Vi=vs—(vVi—Vs)

wobei
Vs = (Vimy + Vomy)/(my + mp)

die Geschwindigkeit fir den Schwerpunkt bezeichnet.



Das WTC Modell

» Zur Zeit #; ist Masse my im freien Fall mit Geschwindigkeit
uy <O0.
» Masse mjy fallt von Hohe h zur Masse mo.
» Die Dauer des Falls ist:
b =t + [ur + /U2 + 2gh]/g

» Die Geschwindigkeiten der Massen knapp vor der Kollision

sind:
vi=—y/U?+2gh, w»=0

» Von der Kollision wird der Bruchteil o von der Masse m»
verstaubt und zufallig gestreut:

m2—>(1—a)m2+am2, crm2:Zm,, Z\N//mlzo
I>2 1>2

» Von Massenerhaltung ist die neue Masse im freien Fall:

m+ (1 —o)mp



Das WTC Modell

>

Sei Apg > 0 der Schwellenimpuls, der betragsmafig
notwendig ware, um die Befestigung eines Stockwerks zu
Uberwinden.

Wenn der Impuls myvy < 0 der fallenden Masse betrags-
manig kleiner als Apy ist, gibt es keine weitere Bewegung.
Von Impulserhaltung,

Apo + vimy + Vomy = Vimy + VafMp + 30 VMY
Apg + vimy = V1m1+V1(1—a)m2

ist die neue Geschwindigkeit der Masse im freien Fall:
V1 = [m1 Vi + A,Oo]/[m1 + (1 — O’)mg]

Zusammenfassung:
» Freier Fall: my mit uy in &, dann v4 in &
» Kollision: my = my + mp — Staub, und My = myvy + Apg
» Apy = (Nm2)vy = Nmp+/2gh fur eingegebenes N
werden iterativim Code verwendet.
Siehe https://imsc.uni-graz.at/keeling/wtc/wtc.html.



Das WTC Modell

» Siehe https://imsc.uni-graz.at/keeling/wtc/wtc.html
fir den Code und fir eine Beschreibung der folgenden

Ergebnisse.

10055
,g :
3
£ 10
g
s
3 . - A o J

02 . S 8
04 : ; 6
fraction- 06 4
mass-fraction: 08 2 floors-needed-to-
turned-to-dust 10 break-next-floor

» Alle Fallzeiten sind groBer als die fur einen freien Fall,
aussero =1und N = 0.



Modellierung eines Erdwarmesystems
Zuerst die Warmeaufnahme:
» Das einfachste Modell der Flachenkollektoren in der Erde:
» 1 Kompartiment fir das Kollektorensystem.
» 1 Kompartiment fir das Erdesystem.
Fir jedes Kompartiment,
» Kollektorensystem, Energie und Temperatur:
Ex = pxeok Vk Tk
» Erdesystem, Energie und Temperatur: Eg = pgcg Ve T

v

» FUr reine Diffusion Uber die Grenzflache: /- bicnee
¢ = spezifische Warmekapazitat
> EI/( = OZESE(TE — TK) V = Volumen
a=W ub koeff t
» Ef = o Sg(Tk — Te) $ = Gronziacheninhalt

v

Die Flussrate durch das Kollektorensystem: Fg
Der Zufluss fir das Kollektorensystem hat Temperatur Tp,

» die in der Warmepumpe eingestellt ist, und
» hangt von der Abflusstemperatur des Kollektorensystems ab.
» Die Abflusstemperatur des Kollektorensystems ist Tx. Warum?
» In einem normalen Temperaturbereich (0°C — 10°C), gilt
Tp = Tx — AT, AT ~ 2°C, aber AT — 0 fiir Tx < 0.

v



Warmeaufnahme

» Energieerhaltung: Tp < Tx(0) = Tg(0)

prCk Vk Ty = agSE(Te — Tk) + F(ppce Tp — pxCk Tk)
peCeVETE, = oESE(Tk — Tg)

Fragestellung: Soll die Flussrate F hdher oder niedriger
eingestellt werden?
Intuitiv: Eiskaltes Wasser stromt Uber die Hand.
» Esist l&nger auszuhalten, wenn die Flussrate niedriger ist,
» d.h. Energietransport E’ ist weniger, wenn F kleiner ist.
» FUr das Erdwarmesystem soll Energietransport héher sein.
Im obigen System der GDG ist der Energietransport ins Haus,
—(Ex + Eg)" = pxex Fr(Tk — Tp)
Wenn AT = Tx — Tp fixiert ist, ist die gewonnene Energie
pro Zeiteinheit umso hdher, je gréBer Fi ist.
Tx — Tp im obigen System soll mit einer Funktion ¢( Tx)
ersetzt werden, die von der Warmepumpe abhéangt, z.B.
&(T)~2, T~=5,aber¢(T) —0fur T <O0.
Eine Mdglichkeit ware, ¢ ist eine logistische Funktion.



Warmeaufnahme

» Der Energietransport ins Haus wird
—(Ex + Eg)' = pxexFré(Tk)
und die Wirkung einer groBeren Flussrate Fx nimmt ab,
wenn ¢( Tx) klein wird.

Hausaufgabe: Sei t*(Fx) die Laufzeit der Pumpe, die

notwendig ist, um eine gezielte Energie E* ins Haus zu bringen:
*(Fx)

Er = chKFK/O ¢(Tx(t; Fx))dt mit  ¢(T) = 2min{max{ 5.0}, 1}
Zeige Tk € [0, Tx(0)] und daher ¢(Tx) = ﬂ Zeige t*'(Fx) < 0.

» Folglich ist es theoretisch vorteilhaft, dass Fx mdglichst
grof3 ist.

» Wenn die Flussrate immer gré3er wird, gibt es trotzdem
Kosten fUr eine gréBe Flussrate, besonders wenn sehr
kalte FlUssigkeit viskdser wird. Daher gibt es praktisch
eine optimale Flussrate.

» Die Flussrate kann passiv durch parallele Leitungen erhéht
werden.



Parallele Kollektoren

>

Mit Druckdifferenz AP von der Warmepumpe, Flussrate F
und Widerstand W des Kollektorensystems folgt aus dem
Ohmschen Gesetz: AP=W.F
Flr eine einzige Leitung mit Radius R und Lange L ist der
Widerstand durch das Poiseuille’sche Gesetz gegeben,
W = 8uL/(7R*)

wobei p die Viskositat der Flissigkeit ist.
Wenn die Strdmung turbulent ist, ist der Widerstand noch
héher, aber er hangt von L immer noch linear ab.
Ublicherweise ist eine gegebene Flache verfligbar fiir das
Kollektorensystem, und daher wird angenommen dass die
gesamte Lange aller Leitungen fixiert ist.
Wenn n gleich lange Leitungen parallel verlegt werden,
folgt wieder aus dem Ohmschen Gesetz dass

AP=WWFM —wf j=1,....n
gilt, wobei w; and f; der Widerstand bzw. Flussrate der iten
Leitung sind, W(" und F(" fiir das gesamte Leitungssystem.



Parallele Kollektoren
» Da der Widerstand linear von der Leitungslange abhangt,
WM =nw, i=1,...,n
» Laut dem Kirchhoff’schen Gesetz gilt
F(n) =fi+---+1
» Laut dem Ohmschen Gesetz

AP AP AP
W(n):F("):f1+...+fn:71+...+7n
und zusammen mit W(Y) = nw;, i =1,..., n, folgt
1 1 1 n
oder
w = we F(n — AP _ 2 AP = n?F,

2 ~wm ~ T wm
» Daher fir fixiertes AP steigt die Flussrate quadratisch mit
der Anzahl n der gleich langen parallelen Leitungen.
» Wie viele Leitungen kdnnen praktisch parallel verlegt

werden?
100



Einfaches Modell fir ein Erdwarmesystem

Nun die Warmeabgabe:
» Das einfachste Modell der Fussbodenheizung:

» 1 Kompartiment fir das Austeilersystem.
» 1 Kompartiment fir das Haussystem.
Flr das Austeiler- bzw. Haus-Kompartiment,
Ex = pacaVATaA, Eu=pucuVuaTu
Far reine Diffusion Uber die Grenzflache:
EA = OLKS};I(TH — TA), EI{I = OLKSXI(TA — TH)

» Die Flussrate durch das Austeilersystem: Fj
» Der Zufluss fir das Austeilersystem hat die Temperatur Tg

eines Warmespeichers, der von der Warmepumpe
versorgt wird.

Energieerhaltung: Ts > Ta(0) = Tu(0)
{ pucuVaT = axSK(Ta — Th)
paCAVATy = olS(Ty— Ta)+ Fa(pscsTs — pacaTa)

Wie mit der Warmeaufnahme soll der Energietransport fur
Warmeabgabe héher sein, wenn die Flussrate Fo héher ist.



Warmeabgabe

» Die Temperatur Ts des Warmespeichers bleibt aber nicht
konstant. Deswegen wird ein Kompartiment fur den

Warmespeicher eingefiihrt: Es = psC T.

» Das Kollektorensystem und das Austeilersystem werden
nun durch die Einfihrung des neuen Kompartiments
gekoppelt: Ef; + E} + E{ + E} + E}, = 0. (ohne Q und aj)

» Auch mit Lufttemperatur T. und Sonnenstrahlung Q gelten

pECeVETE = Q

pucaVu T} =

ohne Heizung. Ts > TA(0) =

SL(TL Ty),
Tu(0) > Tk(0) = Tg(0) > T

» Das Modell mit diesen Kopplungen ist:

pucaVu T =
paCA VAT,
psCs Vs TE =

prCk Vk Ty =
peCeVET, =

afy SR(Ta — Tu)
oy S (T — Ta)

ESK(TE - TK)
o Sg(Tk — Tg)

_.I_
_|_

+
+
+
d

Tp = Tk — ¢(Tx)
OéhSII_‘I(TL — TH)
Fa(pscs Ts — pacaTa)
Fa(pacaTa — pscsTs)
Fx(pxek Tk — ppcp Tp)
Fx(ppcp Tp — pr ek Tx)
Q

10> Hausaufgabe: Entwickle F(t) und Fu(t) damit Ty € [Tmin, Tmax)-



Simulation des Erdwarmesystems
» Eine Simulation mit Ty € [22C,23C] und Ts € [35C, 40C]:

c1o’ Flilzsse Temperaturen Temperaturen nach 1 Tagen
3 o 45
—FK 40 — T8 |
; (T
35— TH 1

TE i
ﬁ — Tk

o5 e L
1 1 RREREKERLREEEN] R'll‘l"‘lluh\lkuk'l"{k\'ww

0.5

0 . n
o 500 1000 1500 0 500 1000 1500

» Siehe Matlab-Code. GréBen durch realistische Geometrie.
» Schlauchdurchmesser: 1cm FuBbodenheizung, 3cm
Erdekollektoren. Flachen: 5.8m? Haus, 70.7m? Erde.
» Abstande in spiralférmiger Verlegung:
103 20cm Fussbodenheizung, 60cm Erdekollektoren.



Effekt der Luftblasen in Rohren
J/ Kibeln

Pa
Atmosphare

Flussrate
Viskositat
Dichte
Erdbeschleunigung

Rohrlange Tank 2
Rohrradius
Rohr-Widerstand
lokaler Druck h2
lokale Hohe

lokale Geschwindigkeit
Querschnittflacheninhalt

L Pt F— P2 |
//Q: 2 ~/
Klappe Pa L W R Pp

Tank 1
h

<z
»<>9ITJr~@TE M

» Bernoulli: P+ pgH + 5 V2 = Konstante,
v=F/A A=nR? pi2=p.+pghi2, 5V¥+pap = P12
» Poiseuille: py —pp=W-F, W =8uL/(xR*)
» Klappe auf, F nach rechts, hy, ho konstant durch Kibeln.
10« Hausaufgabe: Entwickle ein dynamisches Modell firs System.



Effekt der Luftblasen in Rohren

Kibeln
! o
Atmosphére
" Tank 1 Tank 0 Tank 2
)
ho
P, |
Klappe

. » Klappe zu, po + pgho = p2

Bernoulli: . Kiappe auf, po + pgho = L(p1 + p2) > po
Ideales Gas: p=pLRT = po

Stromung erhdht py = p, reduziert Luftvolumen daher h.
Far neues Flussigkeitsvolumen im Tank 0 kommt gleich viel
von Tanks 1 und 2, damit p; — po = FW konstant bleibt.

105 Hausaufgabe: Bestimme die Gleichgewicht-Druckverteilung.

v

v vy



Rudern Dynamik

106

>

Die Bootgeschwindigkeit soll bestimmt werden, wenn 8
Sportler das Boot rudern.

Grundmodell: Das Newtonsche Gesetz F = m- a,

MU =T-D
wobei M = Masse des Boots, u = Bootgeschwindigkeit,
T = Treibkraft (Traction) und D = Zugkraft (Drag).
Bemerkung: sign(u’) = sign(T — D) und sign(u) = sign(D)
D « Grenzflacheninhalt S. Strémungstheorie: D o u2.

D = bSu|u|
T7? Arbeit = Kraft x Weg = T - (udt),
Leistung = Kraft x Geschwindigkeit = T - u.
Angenommen: Leistung fixiert, P pro Sportler: 8P = Tu.
Mathematisches Modell, Mu" = 8P/u — bSul|ul|. 0: .

= e —o[P15 . bSut
Lésung: v := ¢, V = 2[pg]3, 7 := 25, - o

In [v2+|v|+21} + T _2y/3tan"" [1+2|U|} _6r s

(1=[vl) V3 V3

)
SR
N



Globale Stabilitat

» Beispiel: Schadstoff im See, Zufluss rK, Abfluss rS,
VS =r(K-3S), S(0)=5S
Gleichgewicht: S* = K. Stabil? Laut dem Satz,
S=1S), (S=yK-S5), f(S)=-3<0
Daher ist S* lokal asymptotisch stabil. Lésung:
S()=K+(So— K)e "V, S(t)EI K, VS,
Daher ist S* global asymptotisch stabil.
» Beispiel: Rudern Dynamik, Mu’ = 8P/u bSu|ul,

U=fu), fu)=BS(v®—u®), vi=2E
Gleichgewichte: uj = +v, u5 = —v. Stabil?

Laut dem Satz,
flu)=—L25 (v +2luP), f(xv)=-352v <0
Daher sind vy , = £V lokal asymptotisch stabil.

Da es zwei lokal asymptotisch stabile Gleichgewichte gibt,

sind diese nicht global asymptotisch stabil.
107



Chaos

Def: Ein dynamisches System, das sich innerhalb einer

Phasenraummenge 2 entwickelt, ist chaotisch wenn:

(a) Vxp € Q, Ve > 0, 3 periodische Lésung = und Zeit t mit
|7(t) — Xo| < e. (periodische Bahnen sind dicht)

(b) ¥xq,x € Q, Ve > 0, 3 Ldsung x und Zeiten t;, t, mit
Ix(t1) — x1| <€, |X(f) — X2| < €. (topologisch mischend)

(c) IM > 0 wobei fiir jede Losung x und Ve > 0, 3 Lésung X
und Zeit t mit |x(t) — X(t)| > M obwohl |x(0) — X(0)| < e.
(empfindliche Abhangigkeit - folgt aus den anderen!)

» Chaos ist moglich fiir Systeme in Q C R”,
» mit n > 1 fur diskrete Systeme, z.B. logistisch, aber
» nur mit n > 3 fir kontinuierliche Systeme, z.B. Lorenz.

» Kontinuierlich in R2: Sei D = U{x € 7 :  ist periodisch}.
Fixiere x € D\D und {x,} C D mit x, € 7, und x, — x. System
ist autonom und regulér, d.h. (Jordan) =, teilt R? in das Innere
I, und das AuBere A,. So 7, trennt Xk € Invon xp, € A,

08 flr gewisse k, m # n, und verhindert topologisches Mischen.



Seltsame Attraktoren fir Chaotische Systeme
» Kontinuierliches chaotisches System: Pendel und Magneten

/J » Freiheitsgrade xi(f), x2(t),
Position in R?, vy (), va(t)
Cﬁ\gp Geschwindigkeiten in R2.
../_);; , : » Zustand
v 0 (), (), vi (1), va(1)) € BE.
» Kontinuierliches chaotisches System: Lorenz, Atmosphare
X = o(Y-X) o = Prandtl # Seltsamer Attraktor
Y = (p—2)X—-Y p=Rayleigh# D ~ 2.06 + 0.01
Z = XY-pZ oc=10,5=28/3, '

p = 28 = Chaos

Def: Sei E eine Teilmenge von R" mit Durchmesser
L = sup{||x — y|l¢, : X,y € E} und N(¢) die Mindestanzahl von
Mengen mit Durchmesser ¢, die notig sind, um E zu Uberdecken.
Die Dimension von E definiert durch D(E) = lim;joIn(N(¢))/ In(L/¢).

100 Hausaufgabe: Zeige, die Cantormenge hat Dimension In(2)/In(3).



Diskrete Modelle
» Beispiel: logistische Evolution,

Xn+1 = puXn(1 — Xn)
xn = Population nach der nten Zeiteinheit oder
nach dem nten Ubergang.

1.0

J 1&&
08 A « |

06

04 - {

02

0.0

v

i
u € [0, 1], aussterben.
pe (1,3, xp = (n—1)/p.
1e (3,1 + VB, Xo — (X3 o(1). Xi 4 (1)}
> 1€ (s il Xo = {6 ()15 (Periodenverdoppelung).
» 1~ 3.56995 und gréBer, Chaos.
» Hybrid: kontinuierlich in einem diskreten Modell,

Y(tn) = Alxa), V' =9 Xaer = B(Y(tar))

v

v



Lachs Dynamik

» Zustandsvariablen:
» X, = Anzahl von 108 Lachsen (Erwachsene) am Ende des
nten Laichzyklus, auch zu Beginn des (n+ 1)ten.
» y(t) = Anzahl von 108 Larven zur Zeit t € [ty, tr1], d.h.
wahrend des (n + 1)ten Laichzyklus.
» Beziehung zwischen y(t,) und x,?
» X, = Weibchent = Eiert = Larvent
» Also einfach y(t) = ax,

» Beziehung zwischen y(t5), d.h. x,, und y(t,11)?
» Erwachsene fressen die Larven.
» X, = Anzahl der gefressenen Larven 1.
» Also einfach
Y = —BXY,  Y(tai1) = Y(tn)ePnlio =) = axe=Hnlinsi—tn)
» Beziehung zwischen y(fn+1) und X117
» Bruchteil v von y(t,.1) Gberleben.
» Bruchteil § von Uberlebenden x,? Pazifik: 5 = 0. Atlantik:
6 > 0. Nimm Pazifik, also § = 0.

o » Also einfach Xt = 7Y (tost) + 0%,



Lachs Dynamik

» Alles zusammen
XI‘H—1 == aXne_bXn
wobei a = ya, b= B(thi1 — tn).
» Weiter,

Xp+1 = Xn elna—bxn = Xp, elna[1 InaX”]

» Dimensionslos, r =1Ina, £, = x,,,

Ent1 = %Xn+1 = 7Xner(1_7x”) = £,er(1-4n)

v

relrn,nl, & — 56,0-
re(n,rl & — {0 &1}

re (e, rks1], €n — {fk,}z o
AN (Periodenverdoppelung).

r* ~ 2.6924, Chaos.

v

£ D

I

05 e

v

<
o
&
[
=
n
o

v

112



Stabilitat far Diskrete Dynamische Systeme
» Das logistische Modell: x,1 = f(xn), f(x) = px(1 —Xx)

1 1

113



Stabilitat fir Diskrete Dynamische Systeme
Def: Fir xk+1 = f(x*), wobei gilt x* = f(x*), ist das
Gleichgewicht x*

» global asymptotisch stabil wenn Vx° gilt
xk 2%
» lokal asymptotisch stabil wenn 35 > 0 s.d.
X0 — x*| < 6 = xK 2 x*,
» Jokal stabil wenn Ve > 0, 3§ > 0 s.d.
X0 — x*| <6 = |xK - x*| <¢ Vk >0,
» instabil wenn nicht lokal stabil.

Satz (linearisierte Stabilitat): Fir x**1 = f(x*), wobei gilt

x* = f(x*), sei J = 0f /0x(x*) mit Spektralradius p(J). Das

Gleichgewicht x*

» ist lokal asymptotisch stabil wenn p(J) < 1,
» ist instabil wenn p(J) > 1,

» kdnnte stabil oder instabil sein wenn p(J) = 1.
114



Stabilitat fir Diskrete Dynamische Systeme

» Fir das Lachs-Modell:
F&) =¢e’079, F(§) = (1-re)ert—o

Mit &* =1,
- <1, 0<r<2, asymptotisch stabil
IF(¢ )\:]1—r\{ >1, r>2, instabil.

Far r =0 gilt F(&) = &, und £ ist stabil:

o1 <e=>[—1=—-1]<e
Firr=2, (F(1)=1,F(1)=—-1,F"(1)=0,F"(1) = 4)
Jesd. — 1< F(§) <0, VEe[1—¢1+¢

Wenn¢ e[l —e 1], Ine 1 —e 1] s.d.

0=1-FE)=FQ)-FE)=Fmn(-¢=>=-(1-¢)
=1=F(1)<F()<2-¢<2-(1—-¢€¢)=1+c¢

Wenn¢ e [1,1+¢,3C €[1,1+¢]s.d.

0=FE)—1=F(E)-FQ)=F()E-1)=-((-1)
S1=F(1)>F() >2—¢>2-(1+€¢) =1—¢

Daher gilt F([1 —¢,1+¢]) C[1 —¢,1+ €] und

o—1<e = [—1[<e
115 und £* ist stabil.



Stabilitat fir Diskrete Dynamische Systeme

» Experimente fur das Lachs-Modell:
» r=1.609, & = 1.4311, &, =1 = ¢+,
» r=2.306,& =1, & =1, Vn. (aber instabil)
» r=2.3979, & =1.4311, ¢, ey {0.342658,1.65734}.
» r=2.70805 (> 2.6924 = r*), Chaos.

» Herleitung periodischer Grenzzyklen:

G(¢) = F(F(€)) = ¢exp[r(2 — & — £e1=9))]
G(€) = (1= re)(1 - ree M) exp[r(2 — ¢ — ce’(179))]
¢=1oderé =vwobeive'") =21 = G)=¢
Genau 4 Losungen firr >2: 0 < vy <1 < vo,

2
Vi
—V.
15 2
—I6 Wl
161

Weiters: Gw)=01-r)(1—-r(2-v)) und
116 G()=(1-r?>1, |Gw) =|G) <1, re(225265)




Verkehr Dynamik

» Auto Positionen x;(t), Geschwindigkeiten x/(t).

| | | | |
I I I I I

— X

» xy(t) ist fixiert und stellt dar, unendlich viele vordere
Fahrer im gleichen Zustand.
» Der ite Fahrer bremmst starker wenn

» Xi1(t) — xi(t) kleiner. (Abstand vor mir kleiner)
> X;(t) — x;,4(t) groBer. (Entschleunigung vor mir)
» Zusammen, o X! X 4 X!
Bremsenkraft = a—— " g~ ;- L
Xit1 — Xi 2
» Newtonsches Gesetz ma = F, Reaktionszeit 7,
x/(t) — X, 4() d
—mx!'(t =gl _THU L a In[xuq(t) — xi(t
i ( +T) X,’+1(t) — X,'(t) dt [ I+1( ) I( )]
Mit A\ = a/m, Xy gegeben,

117 X;(t—i—T):Aln[X/+1(t)—X,'(t)]+Oé,', i=1,....,N-1



Stabilitat fir Verkehr Dynamik

» Das Modell der Verkehr Dynamik: Xy gegeben,
X;(t—i—’f)IAln[X;+1(t)—X,'(t)]—‘ra,', i=1,...,N—1
» ldealisierter Zustand: L d

» Alle Autos haben die gleiche Lange L,
den gleichen Abstand d und die gleiche Geschwindigkeit u.
» Die Verkehrsdichte p = 1/(d + L) = 1/[xj;1 — X;] ist rAumlich
konstant und maximiert den Verkehrsfluss f(p) = p - u(p).
DG = «a; = u— XIn(1/p) =: a. Stabilitat dieser Zustand?
» Modell der Geschwindigkeit: u = u(p), U'(p) <0,
Umax, 0 <p < pc (Unmax fUr p klein)
U(p) = { ?7 Pc < P < Pmax
0, P = pPmax (pmax ~ 1/L)
wobei un.x = Geschwindigkeitsgrenze, p. = kritische Dichte.
DG = u(p) =AIn(d+ L) +a=XAIn(1/p) +«a
P = pmax = U(p) = 0= a* = X" In(pmax). Mit der DG,
u(p) = AIn(1/p) + AIn(pmax) = AN(pmax/p)
P = pc = U(P) = Unax = A\* = Unax/ IN(pmax/pc). Mit der DG,

118 U(P) = Umax In(pmax/ﬂ)/ In(pmax/Pc)7 Pe < p < Pmax



Stabilitat fir Verkehr Dynamik

» Verkehrsfluss f(p) = pu(p) wird maximiert in

p* = pmux/e-
Die entsprechende Geschwindigkeit ist:

ur = U(p*) = Umax/ |n(Pmax/Pc)
» Der idealisierte Zustand ist explizit:

G = ut+(i—1)/p*, i=1,....N
> Sei {x;}I" eine stérende Lésung des Systems, xn(t) = &n(t),
X'(t+7)=AE i1 () —x(D], i=1,...,N—1

wobei A = u* und die Differenzen ¢;(t) = x;(t) — &(1),
on = 0, erflllen ¢;([0, 7]), ¢i(7) = O(e) und
Pi(t+71) = Xx{(t+71)=&(t+71) =0 In[Xpp1(f) — X ()] + o — U~
= UIn[(j1(t) + &iv1 (1)) — (@i(t) + &i())] + o — U
= uIn[1/p* + ¢ (t) — ¢i(t)] + j — U*
Esfolgt (t =0), O(e) = u*In[1/p* + O(e)] + oj — U*
o =u*In[(O(e) +1)/p*] + aj — u* = O(€) + aj — U* In(ep*)



Stabilitat fir Verkehr Dynamik

» Daher a; — u*In(ep*) = O(e), und die Nullstellen erflllen
gr =M (1) — e/ = 0(e), i=1,...N
Gilt ¢;(t) =5 ¢1? Fir 7 > 0, kein Werkzeug.
» Nimman, =0, N=2.
¢1(t) = f(p1(1),  f(o) = u*In[1/p* — ¢] + oy — U*
F(o) = —u/(1/p* = ¢), F(¢})=—uren/V" "1 <0
Daher fir ¢ klein genug gilt ¢4 () = ¢* und
xi(1) - & (1) =% 0(e)
d.h. die Lésung &4 (t) = u*t ist stabil.
Hausaufgabe: (7 = 0, N = 3) Zeige fur das System, ¢3(t) = 0,
P5(t) = u*In[1/p* — ¢o(t)] + ag — u*
¢4(8) = u*In[1/p* + ¢o(t) — p1(1)] + 1 — u*
mit ¢;([0, 7]), ¢i(7) = O(e) und € klein genug, es gelten
oi(t) = of = 2 (1/p — &' ~/") = O(e), i<3

und daher ist die Lésung &;(t) = u*t + (i — 1)/p*, i < 3 stabil.
120



Stabilitat fir Verkehr Dynamik

» FUr 7 > 0 wird die Diskretisierung analysiert:
At=1/M, t=n/M, 7=0/M
=i(n) = &(n/M) = u*n/M + (i —1)/p*
Xi(n) = xi(n/M), ~ ®;(n) = Xj(n) — =i(n) =~ ¢;(n/M)
» Die Diskretisierung der x-Gleichung ist Xy(n) = =n(n),
M2A2X;(n) = u*MARIN[Xi11(n— ) — Xj(n— )]
wobei i=1,...,N—1
ApX(n) = X(n+1)— X(n).
Analog zur Integration 3{a;}N" s.d.
M) = U X (= ) = X~ o) +
=1 N 1
» Die Differenzen ®;(n) = Xj(n) — =;(n) erfuIIen

oy =0, &({n}7t5)=0(c) und

MA,®i(n) = MARXi(n) — MAL=Z(n)
= u'In[Xj 1(n—0) = Xi(n—0)]+«a; — u*
uvIn[1/p*+®4(n—0) —®i(n—0)] +a; — U
i=1,...,N—1
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Stabilitat fir Verkehr Dynamik

» Esfolgt (n = o),
O(e) =urIn[1/p* + O(e)] + aj — U*
=u*In[(O(e) +1)/p*] + oy — u* = O(€) + aj — U™ In(ep*)
Daher o — u*In(ep*) = O(e) und 1/p* — '=%/V" = O(e).
» NmmN=2,0=1,
d1(n+1) = d1(n) + L In[1/p* — by (n—1)] + U
Die Differenzengleichung beeinhaltet Zustande
{®1(n—1),P4(n),P1(n+ 1)}. Fixpunkt-lteration?

» MitW(n+1) =
[ 1(n) ]_[ ®4(n) * ]
oi(n+1) d>1(n)+ |n[1/p —d(n—1)]+ 4 oa=ut

gibt es die Fixpunkt-Iteration \U,,+1 = F(V,), wobei
Y1 } [ (7] }
\U = F \U = * aq—U*
[wz - FY) 2+ G In[1/p* — il + “g
und in dem lepunkt Ut = (1/p* e1 /U1, 1) (= O(e))

oF 0 \ll w* 0 — = u* Oq/U* 1
’ M

_— = —u*/M
o 1/p* =1

122



Stabilitat fir Verkehr Dynamik
» Das Spektrum o(J) mit J = 0F /oW (W*) ist:
o(J) = {M2} = {3[1 £ VT - 40]}
Fiir 0 < 6 < J gelten n

)\1,)\2 € (Oa1)
Fir 1 <6 <1 gelten "

M=)/ (e )/re (7. %)
Fur 6 € (0,1) und € klein genug gelten \IJ,7 T3y = O(e)

und
Xo(n) — Z2(n) = ®2(n) =% O(e)
Hausaufgabe: Leite eine Stabilitatsbedingung fiir den Fall

N =2 und o = 2 explizit her.

-

» Mit 6 oben, N =2 und ¢ € N gilt 03 instabil

det[-A+ J] = (—1)7[A\7(1 — \) —4]. o
L6sung der Gleichung /\"(1 —A) = 9 04

tabil
mit A = e und e +2)l (e~ — ez) v

(0+Pt==%3, 0=2sin(550) R
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Simulationen

Dichte Auto-Trajektorien

» Idealisierter 200
Zustand: .
Pmax :11 G 100
Pc = 10
= 0
Umax = 1 10 20 30 100
» Reaktionszeit Auto-Nummer Position
7=0
» Stbérungen:
Mit o« = o + %
entsteht ein Dichte
Entschleuni- 400
gungsschock. £
Mit o = a* — J N 200
entsteht eine o 0
Verdlnnungswelle. 10 20 30 0 100 200 300

Auto-Nummer Position
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Simulationen

L. Dichte Auto-Trajektorien
» Idealisierter
Zustand:
Pmax = 1
Pe = 10

Umnax = 1

‘

10 20 30 0 500
» Reaktionszeit Auto-Nummer Position

7=0
» Stbérungen:

Mit x;(0) = 3¢;(0)
entsteht ein. 200 Dichte o Auto-Trajektorien
Entschleuni-
gungsschock.
Mit x;(0) = &;(0)/3
entsteht eine

o
Verdlnnungswelle. 10 20 30
Auto-Nummer Position

Zeit
=
o
=]
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Simulationen
» |dealisierter

Zustand:
Pmax = 1
Pc = 11_0
Umax - 1

» Zufallige Storungen
xi(0) = &i(0) + 5.+
a=a" + UT/\*

(u~ N(0,1))
» Reaktionszeiten
7=0
bzw.
T=2

» Bei noch hoherer
Reaktionszeit
finden Kollisionen
statt.
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Dichte Auto-Trajektorien
200 200 Yy

]
o 100 o 100
N N

50 100 150
Position

10 20 30
Auto-Nummer

Dichte

Auto-Trajektorien
200 I

i

Zeit
=
e
=]

. 0 Wi .
10 20 30 0 50
Auto-Nummer

100 150
Position
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Vorteil von Doppelverglasung

» Warmefluss: friher: p, ¢, A\
Gesetz vom Fourier:
F=-\VT
Warme flie3t von hGheren nach niedrigeren Temperaturen.
Energieerhaltung in einem Gebiet D C Q mit V = |D|,
D: [pE/Vdx + [, F-hdx =0
oder
JppcoiTdx = [, AVT - hdx = [,V - (AVT)dx
Wenn diese Gleichung VD cC Q gilt, folgt
pcotT =V - (A\VT), Q

Fir Q c R', | Wand |
pCTf — [)\7-)(])(7 Q
FlieBgleichgewicht: F = —\T, = Konstante. Tid a7
» FUr die 3 Fensterschichte im FlieBgleichgewicht: \ o
B Ta—T1 Tg —Ta To— T
F“— -G e —AL = AG G ‘ Wand ‘
Lésung:

T —Ta = FG/)\G =Tg—-T, = TA,B = T172 + FG/)\G



Vorteil von Doppelverglasung

» Losung:
TB—TA:(T2+FG/)\0)—(T1—FG/Ag):
und

Y 2FG] AL
_F*T (TZ_T1)+W L

oder mit F(—=1—2/p) = (AL/L)(T2 — Ty),
AT =T AgTi—

T L1+2/p G p+2

> Mit L = 0 folgen p = 0 und Fo = 2%(T; —

» Relative Verminderung des Energieverlustes:

Fo—F P
= A(h) % ————
R pr2 A~
wobei h = Gund 36 ~ 16 = p ~ 16h.

A —

» Nach h > 4 zahlt es sich nicht mehr aus. :

» Innenluft muss still und dicht sein!
128

(Tg— T1)+7

p:

Tg— T1 —|—2FG/AG

AclL

MG




Einfihrung in die Stromungsmechanik
» Euler-Cauchy Spannungsprinzip:
» Spannungen werden in einem Material verteilt.

» Fir einen gegebenen Punkt e sei h der
Normaleinheitsvektor flr eine gegebene
Ebene durch den Punkt.

» Das Material auf einer Seite der Ebene (bt
eine vektorielle Kraft pro Flacheneinheit auf
das Material auf der anderen Seite aus.

» Es gibt eine ortsabhangige Matrix ¥ (Spannungstensor),
wobei ¥ diese wirkende Kraft darstellt.
» Modell firr eine Flissigkeit: ¥ = T — pl, wobei T Scherkraft
darstellt und p der Druck ist.
> Modellproblem' Zwischen 2 Platten strémt eine FlUssigkeit
unter Druck po links und Druck p; rechts, wobei po > py.

Kraftebilanz flrs Kontrollvolumen:

\ , —/ zéz+/ zéz+//zf1:o (S|S)
2 E:X S Sy 0 oS




Einfihrung in die Stromungsmechanik

» Sei (x,y) = (0,0) im Zentrum des Kontrollvolumens.

» Laut Messungen erfillt die Geschwindigkeit w = (u, v, w)
u=v=0, W(X,y,Z) = C(yr%ax _y2)’ Wy = _ch-

» Esgelten wy=0=w,undsomit: =T —pl, Tex =0 = Te,,

0_/pgez /p1ez / [—JFS'D(éy—‘?’y)Jr _+gp(éx_éx)
/0 {/ T (@) + TCD(-8y) +/+5 [T (@) + T2 (—éx)}}

£
2

+

N>

NS

1 Nl

&,(po—p))ed+el(THD-TC2)e, =0 =  L9,Té, = (p1—p2)@,
» In y = 0 gelten w, = 0 und (daher) Té, = 0. Folglich
» Das Modell mit ;1 = Viskositat,
Téy = uwyé;, w=(1-y>?)(p2—p1)/(2Lp)

o » Imallgemeinen T = u(Vw + vwh).



Vorteil von kreisformigen Rohren y

» Schnittflache eines Rohrs: E 4 9 .
E={(x.y): x?/a& +y?/b? <1}

w(x, y) = Geschwindigkeit, w = 0,0E wegen Reibung
» MitX =T — pl, w = <0,0, W>, Téx — /J/WXéz,
Téy - IU,Wyéz.
» Kraftebilanz,
S
eZ{ngpz_fS1p1+erVW } 4‘

Jruvw-A=L [, ouVw-h=L [V (uVw) ‘g
» Gebiet beliebig, §p = p» — p1 im ganzen Rohr, g
—0p=LV-(uVw)imE, w=0amoE

Lésung: wix.y) ap 212 B Xiz B Lz
y 2uL & + b2 a2 b2
» Volumenfluss: a=b=r=Q=Q, ,
313 4 _ B _
o— / WX — ra’bép Qozﬂr 5,0’ Q- Q ab£r2 (32 b)2
“Aul(a® + b2y’ 8ul Qo 21 b

» Weniger Volumenfluss wenn a # b. . Poiseuille!
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Optimierung einer Fischfangflotte

» Wie viele Boote einer Fischfangflotte sollen im Betrieb sein?

» GroBen:
x(t) = Population der Fische zur Zeit ¢
u(t) = Anzahl der Boote im Betrieb zur Zeit ¢
w = Gehalt/ Angestellten in einem Boot / Zeit
cg = Fixkosten/Boot
n = Anzahl der Angestellten / Boot
p = Einheitspreis fur Fisch

h(t) = Anzahl der gefangenen Fische / Zeit
(h&ngt von u und x ab)

ph(t) = Umsatz/ Zeit
¢ = Kosten/Boot
cu = cpu(t) + wnu(t), Gesamtkosten / Zeit

(1)
P(t) = ph(t)— cu(t), Profit/ Zeit
G(t) = Geldzur Zeit t
o(t) = G'/G, Zinsensrate (Konstante)
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Zielfunktion der Fischfangflotte
» Der Firmenchef hat G(t) zur Zeit t, weil G(0) in das eigene
Geschaft investiert worden ist.

» Wenn G(0) auf eine Bank mit Zinsrate § investiert worden
ware, wére das Geld zu G(0)e’! gewachsen. Besser’?

» Der zukiinftige Gesamtprofit ist G(t) — G(0) = fo
» Der gegenwartige Wert Gy(t) vom zukulnftigen

Gesamtprofit ist Go(t) = [G(t) — G(0)]eL.
Hausaufgabe: Zeige § / Go(1)at = / e~ P(t)dt.
0 0
» Zielfunktion der optimalen Steuerung: Die Summe
Go(t)dt

0
aller gegenwartigen Werte der zuklinftigen Gelder soll
maximiert werden.

» Mit P(t) = ph(t) — cu(t) soll maximiert werden,
J(u) = / e~ Uph(t) — cu(t)]at
0
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Nebenbedingungen flr die Zielfunktion

» Raubmodell:

Anzahl der gefangenen Fische / Zeit

Anzahl der Boote im Betrieb zur Zeit t x

Population der Fische zur Zeit ¢, d.h.
h(t) = qu(t)x(t)
Fisch-Dynamik: logistisch mit Raubeffekt,
x' = Rx(1 — x/K) — h(?)

Die Zielfunktion soll unter diesen Nebenbedingungen
maximiert werden.
» Angenommen: x(0) < K, d.h. x(0) = K/N, N groB3.
Steuerungsstrategie:

0, 0<t<s .
u(t)—{ U s<t<oo wobei  x(s)

v

v

v

= lim x(t)
t—o00
Hausaufgabe: Zeige mit diesem u,
X(t) = K/[1+(N-1)e ], 0<t<s
N K(1—qU/R), s<t< oo
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Vereinfachung der Zielfunktion
» Mit Stetigkeit, x(sT) = x(s™), gilt
1 q x(s)
—1-=="2l
1+ (N_1)eFRs R~ K ~
» Nach s auflésen,

- im0 (3}

» In J einstellen,

s(U)
Ju) = / e pqOK /[1 + (N — 1)e~P] — cOjat
OOO
+ / e ![pqUK(1 — qU/R) — cU]dt
s(U)

[e.9]

e ot qu c
= g PaUK [ "R paK
_ quKUe—és(U) [1 % — ,t%qCK} =: f(U)

» f(U) soll bezuglich U maximiert werden.
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Lésung des Optimierungsproblems
» Angenommen ist das Geschaft profitabel,

_ _ BCCA T U ¢
Poo =phs — CUso =pqU <1 A > K—cU=pqgKU [1 ] qu] >0
Hausaufgabe: Zeige, lber [0, 5(1 — 5eic)] Gilt f = fuax in

U*—E 3_L+é_ 1+L_é 2+§L
~ 4q pagK = R pgK R R pgK

und daher ist die optimale Schaltzeit s* = s(U*).
» Allgemeinere Formulierung: max Uber 0 < u(t) < Unax,

J(u) = / e~ [pqu(t)x(t) — cu(b]at
0
unter der Nebenbedingung
x'=Rx(1 - x/K) —qux, x(0)=xo
Mit xo = K/N, U* und s* := s(U*) wie oben ist die Losung

s Un 0st<s U — 0, N>(1—qu*/R)!
136 B U, s*<t<x N—= Unax, N < (1 - CIU*/R)_1



EinfGhrung in die Spieltheorie

» Das Konzept, mit statischem a priori Blinkwinkel
» Es gibt mindestens 2 Spieler.
» Spieler haben Strategien.
» Strategien bestimmen das Ergebnis.
» Jedes Ergebnis hat eine Auszahlung fir jeden Spieler.

» Beispiel: Jorgs Strategien
a b
Inges a | (2,-2) (-3,3)

(0,0) (3,-3)
Auszahlungen: (A,B), A = Inges Gewinn, B = J6rgs Gewinn
» Ein Null-Summen-Spiel erfullt:
Inge-Gewinn + Jorg-Gewinn = 0.
» Bewegungsdiagramm zeigt Anreize zur Strategieanderungen:
Jorgs Strategien

Strategien S

a b
Inges a | — +
Strategien g | 1 —
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Konzept eines Spiels
» Dieses ist ein nicht-Null-Summen-Spiel:

Jorgs Strategien Jorgs Strategien

a b a b
Inges a | (0,0) (-2,1) Inges e
Strategien g | (1,-2)  (-1,-1) Strategien g $ i

» Dieses Spiel heif3t Gefangenendilemma. Jeder Spieler hat
einen Anreiz zum Gleichgewicht mit Strategien 5b.
Def: Ein Ergebnis ist ein Gleichgewicht, wenn kein Spieler
einen Anreiz hat, eine andere Strategie auszuwahlen, wahrend
die Strategie des Gegners an der Stelle fixiert bleibt.

Def: Der Wert eines Spiels fir einen Spieler ist seine
Auszahlung im Gleichgewicht.
» Gemischte Strategien: ap+B(1—-p) ag+b(1—q)
Inges Strategien | JOrgs Strategien
(a priori Blinkwinkel) | « Ié] a b
Wahrscheinlichkeiten: | p 1-p  |gq 1-q
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Gemischte Strategien
» Auszahlungen sind Erwartungswerte:

Jorgs Strategien | Inges Auszahlung:
q 1—-q
a b
Inges p a | (2,-2) (-3,3) 5g-3
Strategien 1—p ] (0,0 (3,-3) 3—-3q
Jorgs Auszahlung: —-2p 6p-—3

» Mit g* = 3/4 vermeidet Jbrg, dass Inge seine gemischte
Strategie ausnutzt: 5g* — 3 = 3 — 3g* = Inges Wert.
» Mit p* = 3/8 vermeidet Inge, dass JOrg seine gemischte
Strategie ausnutzt: —2p* = 6p* — 3 = Jorgs Wert.
» Wie entscheidet man, was die Auszahlung oder Gewinn
oder Utilitidt eines Ergebnisses ist?
» Die meisten Resultaten sind so hergeleitet worden, dass sie von
positiven linearen Transformationen der Utilitdt unabhéngig sind.
» Beispiel: Das Bewegungsdiagramm fiir Gefangenendilemma
bleibt so, wenn die (Inge,Jérg) Auszahlungen (/, J) durch

. T=x+ yl, y >0, und J=u+ wJ, v > 0, transformiert werden.



Umweltpolitik
» Lander X und Y entscheiden, ob sie Verschmutzung
reduzieren oder nicht.
» Kosten flir Reduzieren: 7 Einheiten
» Gewinn von Reduzieren: 5 Einheiten fiir beide genieBbar
Darstellung des Spiels:
X: Y: | verschmutzen reduzieren
verschmutzen } (0,00 < (5,-2) }
reduzieren (-2,5) <« (3,3
Struktur wie Gefangenendilemma: Gleichgewicht in (0,0).
Nun mit Kosten wenn beide nichts tun: 4 Einheiten
X: Y: | verschmutzen reduzieren
verschmutzen (-4-4) — (5,2 }
reduzieren (-2,5) (3,3)
Struktur wie Angsthasenspiel: X schwenkt ab (-2,5) oder
fahrt geradeaus (5,-2).
Wer bedroht oder den ersten Zug hat, kann das
Gleichgewicht bestimmen.

v

v

v

v

v
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Umweltpolitik
» Lander X und Y entscheiden, ob sie zu einem
Allgemeinwohl beitragen.
» Kosten eines Beitrags: 8 Einheiten
» Gewinn: 12 Einheiten fur beide, nur wenn beide beitragen.
Darstellung des Spiels:
X: Y: | beitragen  nicht
beitragen } (4,4) - (-8,0) |
nicht (0,-8) — (0,0)
Struktur wie Koordinationsspiel (stag hunt): beide
kooperieren (4,4) oder beide Uberlaufen (0,0).
Kooperative Losung entsteht durch Wiederholung des
Spiels.

v

v

v

v

Kontinuum von Strategien, z.B. wie viel/ will man beitragen?
» N Lander spielen. Land i tragt z; bei. Gesamtbeitrag is
z=% z
» Land i hat Gewinn B;(Z) und Kosten C;(z).

» Zu maximieren ist: Bi(Z) — Ci(z).
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Spiel gegen Natur: Entscheidungstheorie

» Inge entscheidet, zur Zentralbibliothek oder zur
Zweigbibliothek fiir ein gesuchtes Buch? Seien:

k = Kosten zur Zweigbibliothek zu gehen
0k Kosten zur Zentralbibliothek zu gehen (6 > 1)
q Wabhrscheinlichkeit, Buch in der Zweigbibliothek
« Strategie: zuerst zur Zweigbibliothek
I6] Strategie: sofort zur Zentralbibliothek
a = Zustand der Natur: Buch in der Zweigbibliothek
b = Zustand der Natur: Buch nur in der Zentralbibliothek
» Spiel gegen Natur sieht so aus:
Strategien der Natur Inges Kosten:
a b
Inges a| k (1+0)k E(a)=qgk+(1—-q)(1 +0)k
Strategien B | 6k 0k E(B) = g0k + (1 — q)0k
Wahrscheinlichkeiten: q 1-q

» Zuerst zur Zweigbibliothek, wenn 1/6 < q, d.h.
142 E(a) =gk + (1 —q)(1 +0)k < qok + (1 — q)0k = E(j3)



Nash Gleichgewicht

» Ein nicht Null-Summen-Spiel,

Jorgs Strategien

Inges Auszahlung:

q 1-q
a b
Inges p al (24 <+« (1,0 1+q
Strategien 1 0
1—-p B (3,1) —= (0,4 3q
Jorgs Auszahlung: 1+ 3p 4 —4p

» Kein reines Gleichgewicht, Spieler suchen gemischte

Strategien.

» Mit g* = 1/2 vermeidet J6rg, dass Inge seine gemischte
Strategie ausnutzt: 1 + g* = 3g* = 3/2 = Inges Wert.

» Mit p* = 3/7 vermeidet Inge, dass JOrg seine gemischte
Strategie ausnutzt: 1 + 3p* =4 — 4p* = 16/7 = Jorgs Wert.

» Wenn ein Spieler so bleibt, gewinnt der andere durch eine
unterschiedliche Strategie nicht.
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Pareto Optimalitat

» Ein Ergebnis ist nicht Pareto optimal, wenn es ein anderes
Ergebnis gibt, bei dem mindestens ein Spieler eine héhere
Auszahlung bekommt und kein Spieler eine niedrigere
Auszahlung bekommt. Ansonsten ist ein Ergebnis Pareto

optimal.

» Auszahlungen des letzten Spiels:

w IS

Jorg’s Auszahlung

144

Bb
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: [}
: Sicherheit “ Pareto optimal

Gleichgewicht %y

¥

e

1 4

2 3
Inge’'s Auszahlung

» Soll Inge j spielen? Soll Jérg a spielen?




Sicherheitsstrategien
» Nun betrachten die Spieler nur den eigenen Gewinn:

Jorgs Strategien | Jorgs Auszahlung:
q 1-q
a b
Inges p al (24 +« (1,0 4q
Strategien { 0
1-p 81| @1 — (04 4 —3q
Inges Auszahlung: 3—-p o

» Die Spieler wollen den minimalen Gewinn maximieren.
Eine solche Strategie ist die Sicherheitsstrategie.
» Mit p = 3/2 gleicht Inge ihre Gewinne aus:
3—p=p=3/2, aber p € [0,1]! Sie wahlt p = 1, um ihren
minimalen Gewinn zu maximieren, maxop<p,<y min{3 — p, p} = 1.
» Mit @ = 4/7 gleicht Jérg seine Gewinne aus:
49=4-3g=16/7.
» Die Sicherheitsstrategien liegen in der Kreuzung der

145 gestrichelten Linien in der obigen Grafik.



Gefangenendilemma
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>

Inge und JOrg begehen ein Verbrechen und werden
gefangen.

Bei der Polizei haben sie folgende Auszahlungen, wobei
T>R>U>S,R>(S+T)/2.

Jorgs Strategien
kooperieren Uberlaufen

Inges kooperieren
Strategien  Uberlaufen

(R, R) (S, 7)
(T,S) (U, U)

Wenn kein Spieler gesteht, sind die beiden frei und

bekommen die Belohnung R. z.B. Freiheit
Der Spieler der gesteht, wahrend der andere nicht,
bekommt eine Belohnung T. z.B. Immunitat

Der andere eine schwere Strafe S.  z.B. kurzer vs. langer
Wenn beide gestehen, bekommen sie eine leichte Strafe U.
Viele Spiele haben diese Struktur, z.B.

» 2 Geschéfte im Preiskrieg

» 2 Lander im Bewaffnungskrieg



Gefangenendilemma

Ein anderes Ergebnis durch wiederholtes Spielen?
Sei p die Wahrscheinlichkeit, dass das Spiel wiederholt
wird. Mit Wahrscheinlichkeit p” wird es n-Mal wiederholt.

Der Gewinn durch ununterbrochenes Kooperieren ist:

v

v

v

R+pR+p2R+...:Ran:7

Der Gewinn durch Uberlaufen beim (m + 1)ten Zug ist:

v

,0 pm+1
RZp + Tp™ +U2p— + Tp™ + U-
n=m+1 —P
» Wenngiltp > (T - R)/(T — U), d.h. m unabhangig!

m+1 R
R —p" + Tp™ +Up < —
1-p -p 1-p

dann zahlt es sich aus, ununterbrochen zu kooperieren!
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Evolutionar Stabile Strategien
» Interaktion zwischen Individuen wird so modelliert:

Spezies Strategien
Falke Taube

(-25,-25)  (50,0)
(0,50)  (15,15)

Spezies  Falke
Strategien Taube

» Auf dem Spiel stehen angenommen 50 Fitnesspunkte.

» Wenn 2 Falken sich begegnen, kdmpfen sie. Der Gewinner
kriegt 50 Fitnesspunkte und der Verlierer kriegt —100.
Durchschnittlich kriegt ein Falke (50 — 100)/2 = —25.

» Wenn ein Falke und eine Taube sich begegnen, siegt der
Falke immer.

» Wenn 2 Tauben sich begegnen, posieren sie. Eine nimmt
die Punkte nach Verzégerung. Wegen der Verzégerung
verlieren beide 10 Punkte. Also kriegt der Gewinner 40
Fitnesspunkte und der Verlierer kriegt —10.

” Durchschnittlich kriegt eine Taube (40 — 10)/2 = 15.



Evolutionar Stabile Strategien

» Population von Tauben vorteilhaft?
» Ein paar Falken (durch Mutation) dringen ein (mit einem
Gewinn von 50 statt 15), und sie vermehren sich.
» Population von Falken vorteilhaft?
» Ein paar Tauben dringen (durch Mutation) ein (mit einem
Gewinn von 0 statt -25), und sie vermehren sich.
» Kann eine gemischte Population vorteilhaft sein?
» Sei g der Bruchteil von Falken.
» Folgendes Spiel zwischen einem Individuum der Spezies
und einem mdglichen Eindringling findet statt.

Spezies Strategien | Eindringlinge Auszahlung:
q 1-q
Falke Taube
Eindringlinge Falke | (-25,-25) (50,0) —25g +50(1 —q)
Strategien  Taube | (0,50) (15,15) 0g+15(1 —q)

» Mit g* = 7/12 kann ein Eindringling die gemischte
Strategie nicht ausnutzen, —25g* + 50(1 — g*) = 15(1 — g*).

149 » Die Strategie mit g* ist evolutionar stabil.



Nash Verhandlungsschema
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Jorg’s Auszahlung

» Inge und Jorg mochten verhandeln.
» Sie Uberlegen folgende Ergebnisse,

A=(0,0), B=(2,0), C=(4,2), D=(1,5),

» Es wird vereinbart, SQ = (2, 1) (Status Quo) wird
ausgefuhrt, falls es keine Einigung gibt.
» Die Ergebnisse bilden ein Polygon P:
» Satz (Nash): 3!N eine Verhandlungsstelle
mit folgenden Eigenschaften:

» N soll Pareto optimal und sicher sein.

» N soll dasselbe sein, wenn die Utilitaten
positiv linear transformiert werden.

» Wenn das Polygon P symmetrisch

hh bezliglich der Gerade 1A=JA ist, soll das
: ," ¢ Ergebnis auf dieser Gerade liegen.
5855 A, > SeiQein Polygon, das SQund N
: enthalt, wahrend Q in P liegt. Dann soll
A B/ . . Ndie Verhandlungsstelle in Q sein.
Inge’s Auszahlung » Grafische Darstellung der Axiome:



Nash Verhandlungsschema

]
| e o | \Y Yo
-‘I"'__:__ ‘\“\\.— negotiation -/.Q\-'\" — -/ f
':I l ",\Iﬁﬂ q/ L . ¥
- - 'S ! |I II I
-0 | \ *sq [ |50l
Ji e L |5
Ia--‘f"_ | - -
e, |
Axiom ] Axiom 2
— |
it e
bl i P
| /..# 7 - c{// e
3Q Y
AR | P Ne8Q @ 1
& o \H__
Axiom 3 Axiom 4

» N wird so berechnet: Wenn SQ = (xo, ¥o) SO gegeben ist,
folgt N = (x*, y*) wobei (x* — xp)(y* — ¥o) = maxin

. {(x,y)InP:x>x0,y > Yo}



Nash Verhandlungsschema
» Beispiel: Seien A= (0,0), B=(2,0), C=(4,2), D= (1,5),
SQ=(2,1), E=(3,1), F=(2,4)
und P = Konvexe Hulle{SQ, E, C, F}.
» Der Geradenabschnitt FC erfillt die Bedingungen (z.B.

Pareto optimal und sicher) im Satz, und er ist explizit so

gegeben: y=6-x, 2<x<4

» Auf FC wird (x — 2)(y — 1) maximiert, wenn maximiert wird
(x—2)(y—1)=(x—2)((6—x)—1) = —x®+7x—10 = f(x)

» Mit f/(x) = -2x+7,f(7/2) =0, f(7/2) =9/4, f(2) =0
und f(4) = 2 < 9/4 folgt, dass f ein globales Maximum in
X* =7/2 hat.

» Da2 < x* <4gilt, liegt (x*, y*) in FC, wobei
y*=6-x"=5/2.

» Die Zielfunktion F(x,y) = (x — 2)(y — 1) wird tatsachlich

- Uber P in der Verhandlungsstelle N = (7/2,5/2) maximiert.



Nash Verhandlungsschema
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Angenommen gibt es eine Population von Agenten, und
jeder verbraucht Ressourcen x und y.

Sobald der eigene Vorrat einer Ressource aus ist, stirbt
der Agent.

Die Agenten suchen und tauschen Ressourcen.

Zwei Agenten treffen sich und bestimmen einen Tausch
nach dem Nash Verhandlungsschema.
Seien g; und b; die Verbrauchsraten fiir die Ressourcen x
und y fOr den iten Agenten, i =1, 2.
Wenn x; und y; zur Zeit t = 0 vorhanden sind, gelten
X = Xj — ajt, y:y,-—b,-t
fr den jiten Agenten, wenn kein Tausch stattfindet.
Der ite Agent stirbt in der friihsten Zeit ¢, die erfullt
0=x;—a;t, oder 0=y — bt
Die naturliche Utilitat ist Lebenszeit,
uj = min{x;/a;, yi/bi}



Nash Verhandlungsschema
» Die gestrichelten Geraden mit Steigungen
dy/dx =y'/x" = s; = bi/a
sind die jeweiligen Bahnen ohne Tauschen:

Y y
Agent 1 Agent 2
Ay1 +Ay2
(X2, ¥2)
s (x1,¥1)
Ay2 +AX1
f X T 1 X
AXq AXo

» Ohne Tauschen sterben die Agenten mit Uberschiissen,
Axy = Xy — ¥1/81 bzw. Ay = yo — SoXo.
» Wenn sie zusétzliche Vorrate
Ayr = S1x1 — y1 bzw. Axp = yo /S — Xo
hatten, waren die Lebenszeiten verlangert, und beide
154 Ressourcen waren gleichzeitig erschopft.



Nash Verhandlungsschema

» In der obigen Konfiguration haben Agenten 1 und 2
Ressourcen x bzw. y dem anderen anzubieten.
» Was ist ein fairer Tausch? SQ = nichts tauschen.
» Die Utilitaten kénnen so grafisch dargestellt werden:
» Rechtes Dreieck: Us
Agent 1 hat Axy, e paem 2
will Ay;.
» Linkes Dreieck: e
Agent 2 hat Ays, -
will Axo. 2 SQ
» Spiel findet im
Durchschnitt S
der Dreiecke statt. Warum? : : U
> (U1 = y1/b1) (U2 — X2/ @) Boonge nien
soll in S maximiert werden.
» Je nach Parametern befindet sich die L6sung im Mittelpunkt
einer Hypotenuse oder in der Kreuzung zwischen diesen.

Agent 1
Dreieck
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Stochastische Prozesse

» Man kennt die Eigenschaft der autonomen
deterministischen Modelle,
x' =1f(x), x(t+s)=~(t;x(s))
dass die Losungsformel £ unabhangig von s gilt.
» In Wahrscheinlichkeitstheorie gibt es analog die
Markov-Eigenschaft, wobei die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(X(t+s) =j|X(s) =)
von s nicht abhangt. Hier ist X(t) eine Zufallsvariable und
{X(t)}+>0 ist ein stochastischer Prozess.
» Insbesondere gilt
P(X(t+s) =j|X(s) = i) = P(X(t) = j| X(0) = i)
» Analog zum Modell x’ = Geburtsrate — Todesrate oder

X(t+dt)—x(t) = b(x)dt+ o(dt) — d(x)dt + o(d)

gibt es probabilistisch,  ceburtein [t,t+0] Todesfalle in [£,t40lt]
PX(t+dt)y=i+1|X(t)=1i) = bidt+ o(dt) (beschrankte
PX(t+dt)y=i—1|X(t)=1i) = didt+ o(dt) Ubergange)

156 P(X(t+dt)=1i|X(t) =)

1—@—@:1—b/dt—d,'df+o(dt)



Markovsche Eigenschaft und Bayessche Regel
» Sei pi(t) = P(X(t) = i). Wenn die mdglichen Zustande
X(t) € {0,1,..., N} sind, dann gilt

pi(t + dt)
— P(X(t+df) = i)
= S P(X(t+dt) = i X(t) = ) - P(X(t) = ) (Bayes)
= Lo P(X(dt) = i[ X(0) = ) py(1) ~ (Markov)
= Djimjj<t P(X(dt) = i| X(0) = j) - pj(t) + o(dlt) (Ubergénge)
= bidtpi1(t)+(1 - &qj - @)P/( ) + dit1dt pia(t) + o(dt)
i>1 i<N-1 i>1 i<N-1
» Esfolgt fir 1 <i <N,
ot =L AL =
t+ dt) —
pi(t ) & i dz‘ pil) = bi_1 pi—1(t) — (b; + d;)pi(t) + dip1 pir(t)
oder
p =Ap, A=trdiag{bi_1,—( b + di ), diq} € RNFDXNHD
- I~~~
i>1 i<N—1  i>1 i<N-1
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Populationsdynamik

» Beispiel: Population ist 1 Individuum, N = 1.

0= P(X(dt) =1|X(0)=0) = bodt+o(dt) = by =0
P(X(df)=0|X(0)=1) = didt+ o(dt)

Das System der GDG p’ = Ap ist

pPo = —bol=opo + dip mit Lésung,
Py = —dipr = pi(t) = e %p;(0)
po(t) +pi(t)=1 = po(t) =1—e %'py(0)

» Beispiel: Population besteht aus N Mannern.

0=P(X(dt)=i+1|X(0)=i) = bidt+o(dt)=b;=0
P(X(dt)=i—1|X(0)=i) = ddt+o(dt) di=D

Fir das System der GDG p’ = Ap qilt
A = tridiag{0, —d;dj~0, di+1 } = tridiag{0, —Dd;~q, D}
158



Todesprozess
Lésung des Systems,

/

Py = —Dpn = pn(t)=e Ppy(0)

Ph_1 —Dpn_1 + Dpy = —Dpn—1 + De~P'py(0)

(eP'on—1)' = Dpn(0) | f,at

eP'pn_1(t) — pn—1(0) = pn(0)Dt

pn-1(t) = € P'[pn-1(0) + pn(0)Dt]

—Dpn-2 + Dpn—1 = —Dpn—2 + De~P'[pn_1(0) + pn(0) Dt]
(e”pn—2)" = Dlpn-1(0) + pn(0) D]

pn—2(t) = e P[on_2(0) + pn—1(0) Dt + pn(0) 5 (Dt)?]

/
Pn_2

S

usw.
pi(t) = e PN p(0) P, T<i<N, po(t) =1- 5, pit)

Todesprozess, N=20, Py blau, Py rot

1

Mit Anfangs- .
bedingungen T ost
pi(0) = din: =

0

0 5 10 15 20 25 30
159 Zeit



Todesprozess

» Bestétigung dass die Formel py(t) =1 — Ef\; pi(t) passt:
Po=—X4p = DY pi— DY piss

= DZL pi — DZ;\szi: Dpyv

» Der Erwartungswert E[X(1)] erfullt

EX(t)] = SN onpa(t) =
EX(H)] = Shonph(t)
= —DYNy npa(t) + D0 nppya (1)
= —DY i npn(t)+ DN (n— 1)pa(1)
~D Y4 pa(t) = —D[1 — po(1)]
Wahrend py(t) klein ist, gilt Erwartungswert
E[X()]' ~ —D 20
oder =2
E[X(£)] ~ E[X(0)] — Dt 2"
Schliesslich gilt

160
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Geburtsprozess

» Beispiel: Ein Entdeckungsprozess.
» X(t) = Anzahl der Entdeckungen bis zur Zeit t.
» X(t)€{0,...,N}
» Es gelten
P(X(dt)=i+1|X(0)=1i) = bdt+o(dt) bj=B
0=PX(dt)=i—1|X(0)=1i) = didt+o(dt)=d =0
Fir das System der GDG p’ = Ap gilt
A= tridiag{b;, —b;5/<N, 0} = tridiag{B, —85/<N, 0}
» Analog zum Todesprozess,

Pp = —Bpo = po(t)=eBpy(0)
Py = Bpo—Bpi - pi(t)=e B[ps(0) + po(0)BH]
/

p> = Bpi—Bp: p2(t) = e B'[p2(0) + p1(0)Bt + po(0) 5 (Bt)?]
usw.

pit) =e B op(0) P, 0<i<N-—1, py(t)=1- ' pi(t)
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Poissonsche Verteilung

162

>

Nun werden unendlich viele Zustande fiir einen
Geburtsprozess erlaubt, d.h. N — co.

Geburtsprozess: Schatze werden entdeckt und nicht
vergessen, also gibt es keinen gleichzeitigen Todesprozess.
Seien

» X(t) = Anzahl der entdeckten Schétze zur Zeit t.
» A(t) = Anzahl der Schatze, die im Zeitintervall [0, {]
entdeckt werden.

Es gelten

P(X(dt)=i+1|X(0)=1i) = bidt+o(dt) b=8B
0=P(X(dt)=i—1|X(0)=1) = didt+o(d)=di=0
P(A(t) = k) = P(X(t)=k|X(0)=0)

Fur A(t) sind die Anfangsbedingungen flr p,(t) gegeben
durch ps(0) = 05,0, und es folgt die Poissonsche Verteilung

k k
PA(t)=k)=e & Z/ 0 Pj(0) (Bt) )j — Bt B



Poissonsche Verteilung
» Der Erwartungswert ist

B (Bt)™
E[A(t)] = Z npn(t) = = (Bye #> " (T~ Bt
n=0 n=1 ’

» Sei G = Zeit bis zur nachsten Entdeckung. Esqiltfart >0
P(G>t) = P(X(t+s)=1i|X(s)=1)
Vi = P(X(t+s)=0|X(s)=0)
Vs = P(X(t)=0|X(0)=0)
(mit Anfangsbedingungen) = po(t) = e~ 8
» Sei g die Wahrscheinlichkeitsdichte fir G, d.h.
P(Ge M) = [,,9(s)ds
Mit der obigen Formel folgt die Exponentielle Verteilung
e Bl=P(G>1t)=["g(s)ds (t>0)
d.h. g(t) = Be~B' fur t > 0 und g(t) =0firt<0.
» Der Erwartungswert ist

E[G] = /OOO sg(s)ds = /Ooo sBe Bds =1/B
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Lange einer Warteschlange

» Kunden kommen bei einer Kasse an.
» Sei X(t) = Anzahl der Kunden in der Warteschlange.
X(t)e{0,...,N}
» Geburt: Ein neuer Kunde kommt an.
» Todesfall: Ein wartender Kunde wird bedient.
» Wie oben gesehen gelten Folgende mit entsprechenden
Anfangsbedingungen.
» Reiner Geburtsprozess:
G = Zeit bis n&chster Kunde ankommt.
P(G>t)=eB8, EG =1/B=:c
wobei ¢ = durchschnittliche Zeit zwischen Kundenankiinften.
» Reiner Todesprozess:
T = Zeit bis nachster Kunde bedient.
P(T>t)=e P E(T)=1/D=:s
wobei s = durchschnittliche Zeit zwischen Kundenbedienungen.
» Das System p’ = Apist mit bj=1/cund d; = 1/s,
pi = bi—1P—1 — (b + AP+ diy1pjr1, 0<j< N
Py = —bopo + dip

164 Py = bn_1pn—1 — dvpN



Lange einer Warteschlange
» Analog zu den vorherigen Beispielen ist die Systemmatrix

A = tridiag{l, —1din,0} + tridiag{0, — 15iz0, 1}
- qi 1 -
—= < 0
c S
1 17,1 1
¢ (G+ts) s
EoGah
o 1 -1
» Ein stationdrer Zustand p* (p’ = Ap — 0) erflllt Ap* =0
» 1. Gleichung:
BB pi=ops p=s/e
» 2. Gleichung:
_ &S _ ﬁ _ &T &5 *x * 2 %
O_(C S> C+37 P2 = pP1 = p~Po
» Weiter,

= plpt, 1<i<N
165 P P Po =1 >



Lange einer Warteschlange

> p; ist gegeben durch
N

N
. 1-—
1=3 o =3 slpg oder 0—1/Zp*in+1
i=0

i=0
» Der Erwartungswert ist
N

N N
* Pk * N * d j
EX =Y ipf = p5y o' = PPod*pZP'
i—0 i—0 i—1
_ [e=p)]d [, =M
1N | dp 11—,

p(1 = (N+1)p" + NpMT)
(1= p)(1 = pN*T)

E[X*] 2

I\J\Z

Ex Ve L
1—p
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Wartezeit bei der Warteschlange

167

>

Bei der Warteschlange einer Kasse komme ich zur Zeit
t = 0 an. Sei X(t) = Anzahl der Kunden vor mir an der
Kasse zur Zeit t.
Sei Y = meine gesamte Wartezeit, d.h. die Summe der
Bedienzeiten der vorherigen Kunden plus meine eigene
Bedienzeit. Verteilung? Erwartungswert?
¢, s = durchschnittliche Zeiten zwischen
Kunden-Ankinften bzw. -Bedienungen, p = s/c < 1.
Zur Vereinfachung wird angenommen, die Anzahl der
moglichen Platze in der Warteschlange erflillt N — oo,
Py = b S =, P =ppg S pl(1 = p)
Far die Verteilung von Y,

P(Y <t)=>_ P(Y < t[X(0) = )P(X(0) =)
i=0
» P(Y < t|X(0) =) entspricht py(t) eines reinen
Todesprozesses mit Anfangsbedingungen p;(0) = d;1 ;-
> Nimm P(X(0) = i) = p} = /(1 - p).



Wartezeit bei der Warteschlange

» FUr den reinen Todesprozess mit Anfangsbedingungen
pj(O):5;+1jgeItenfUrj: 1,...,0i+1,

) t o sy i+1
k=j 5/+1 K . =

und mit py(0) = 0,
i1 _t/s ; i sy omrls
po(t) = —ZZP/U) _€ @’ po(t) :/0 ( /.S) e®
j=1

S ! i S

> Zusammengefasst

t i a—T/8
Y<t Zp / (7'?'3) erT

1-p el=nr/s |

e [ e (o))
= Oe g T (r—1)/s|,
—_——

—erT/s

oder P(Y > t)=1—P(Y < t) = e (/s=1/0)t,

—1 7e—(1/s—1/c)t
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Wartezeit bei der Warteschlange

» Sei y die Wahrscheinlichkeitsdichte fir Y, d.h.
P(Y e M)= [,,y(r)dr
Mit der obigen Formel folgt
e (1/s=1/0t — p(y > t) = [ y(r)dr (t>0)
d.h. die Exponentielle Verteilung,
y(t) = (1/s—1/c)e (/s=1/e)t
» Der Erwartungswert ist

E[Y] :/ooo ry(r)dr = /OOO (1/s —1/c)e-(1/s=1/01

00 —(1/s—-1 T
n / o (/s-1/crg, _ € /1o

: —(1/s—1/0)|,
—0

1 S p S
S 1/s—1/c 1—-p W=cli L= 1-, P7¢
» Bei Stationaritat: (erwartete) Wartezeit =
(durchschnittliche) Zeit zwischen Kundenank(inften x
(erwartete) Lange der Warteschlange bei einer Kasse.

(e 9]

- _ 767(1/371/0)7

0
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Diskrete Probabilistische Modelle

» Beispiel: Zustand eines Aufzugs.
» Zuerst kontinuierlich:

» M@dgliche Zustande: X(f) € {0 (EG),...,N},d.h. N+1
Stockwerke.

» X(t) = i zur Zeit t wenn immer noch im iten Stockwerk oder
wenn unterwegs zum iten Stockwerk.

» Geburt: X(t) =i — X(t+dt)=i+1.

» Todesfall: X(t) =i — X(t+dt)=i-1.
z.B. N =2, p' = Ap, wobei
—by di 0 dp=0
A= bo —(b1 + d1) o)) , d.h.
0 b —db b, =0

Losung: Mit A= SAS™, p(t) = elp, = SeMS~'p(0)

bo=bi=do=0ch = p(t)=F(§§.5)7
d.h. alle Stockwerke sind auf die Dauer gleich
wahrscheinlich.
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Markov-Ketten

» Nun diskret:
» X(n) = i wenn im jten Stockwerk nach dem nten Ubergang.

» n = Ubergangsindex, nicht lineare Zeit.
> pi(n) = P(X(n)=1i)
» Die Verteilung far elivnen Ubergang ist gegeben durch

pi(1) = P(X(1) = j| X(0) = i) pi(0)
i=0 P
wobei P = {P;} die Ubergangsmatrixist. > F;; = 1
Def: Eine Markov-Kette (linear mit konstanten
Ubergangswahrscheinlichkeiten) ist ein zeitlich diskretes
dynamisches Modell bestehend aus Zustanden {S;} und
Wahrscheinlichkeiten {P; ;}, wobei der Ubergang S;|n — Sj[n41
mit Wahrscheinlichkeit P; ; stattfindet.
» Ein Schritt der obigen Markov-Kette wird dargestellt durch
p'(1)=pT(0)P
und n Schritte durch
p'(n=p (n-1)P=---=p'(0)P"
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Zustand eines Aufzugs

» Nimm N = 2. Man fahrt weder 0 — 2 noch 2 — 0 in einem
Ubergang. Deswegen gelten
Poog=Fy2=0
» Man fahrt nie i — i in einem Ubergang. Deswegen gelten
Poo=P11=P2=0
» Da die Zeilensumme der Ubergangsmatrix immer 1 ist, gilt
fir ein 0 € [0,1]

0 1 0 6 0 1-0
P=|601—-0| und Pk =101 o0 |, PK'=p

0 1 0 6 0 1-90
» Daher
p(0)=(1,0,00T = p2k+1)=(0,1,007, p(2k)=(6,0,1—-6)T
» Startend vom EG wird der Aufzug unbedingt im mittleren
Stockwerk bei ungeraden Ubergangen sein, aber dies ist
bei geraden Ubergéngen nicht méglich.
» Der Unterschied zwischen dem kontinuierlichen und dem

- diskreten Ergebnis hat mit der zeitlichen Variable zu tun: t vs. n.



Wetter Ubergange

» Beispiel: Angenommen befindet sich das Wetter an einem
gegebenen Tag in einem der Zustande: S (Sonne),

W (Wolken) oder R (Regen).

Abgeschatzte Ubergangswahrscheinlichkeiten werden in
einer Tabelle zusammengefasst,

v

S W R 1 1

ST1 1 o 2 2 0

wli 33 P=|1 i3] P>on>
2 4 17 o 1 1

RI|O 1 1 2 2

v

PeS (stochast/sche Matrizen): (1); =1,Vi= P1=1.
s € W (Wahrscheinlichkeitsvektoren): (s); € [0,1]und s-1 = 1.
Mit Ausgangszustand s” € W ist s"+1 = PTs" ¢ W der
Ubergangszustand.
» Mit Anfangszustand s® € Wist s” = (P")"s% ¢ W der nte
Zustand. Firs Beispiel s =% § = (2,2, 1) (Gleichgewicht).

Satz: Fir Pe Smit P" > 0,n > 1,318 ¢ W, wobei P'8 = 8,

173 und (PT)”e,- njf §, ve; mit (e,-)j = 5,'71'.

v
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Optimale Entscheidung

» Wie viel soll ein Kaufer fir die Firma kaufen?

» GrofBen:
t
u

Zeit, im Intervall [0, 1]

Menge gekauft und sofort geliefert

zu Beginn des Zeitintervalls

Z = Nachfrage im Zeitintervall (Zufallsvariable)
f = Wahrscheinlichkeitsdichte fur Z
P(Z<s)= fos f(z)dz, Z2>0

p = Einheitspreis
¢o = Einheitskosten
k = Fixkosten: Lieferung, Verwaltung

Ziel: Profit maximieren, E[Profit] = ?
» Moglichkeiten flr Ertrage E:
e gQanzes uverkauft, E=p-u
e u—Zbleibtlbrig, E=p-Z.
» Es gibt Lagerungskosten falls u > Z gilt.
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Optimalen Warenkauf
» Sei ((t) = Menge gelagert zur Zeit ¢, ((0) = u.
» Die gesamten Lagerungskosten sind c; f01 ¢(t)dt.
C(,t) z.B.
u t = 0: Anfang einer Woche
t = 1: Ende der Woche

Sei ((t) = max{u — g(t)Z,0},

y—Z g(0) =0, g([0, 1]) C [0, 1],
-t Konsumrate ist g'(t) > 0.

» Gesamtkosten sind 1
K(u,Z) = k+ cou + ¢ / max{u — g(t)Z,0}dt
0

» Ertrége sind E(u,Z) = p- min{u, Z}.
» Der Profit P(u,Z) = E(u,Z) — K(u, Z2) ist

]
P(u,2) :p-max{u,Z}—k—cou—c1/ max{u—g(t)Z,0}dt
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Zielfunktion far den Warenkauf
» Die zu maximierende Zielfunktion ist (zu zeigen)
J(u) = E[P(u, Z)] = E[E(u, Z)] - E[K(u, Z)] =

/oo [p- min{u,z} — (k + CoU + ¢4 /1 max{u — g(t)z,0}dt | | f(z)dz =

0 0

p/uzf(z)dz + p/oouf(z)dz —k—cou— 01/1 [/U/g(z)u—g(t)z)f(z)dz] dt
0 u o |Jo

» Die Ableitung lasst sich schreiben, (zu zeigen)

p/ dz—co—c1/ /U/g z)dzadt
I(P—Co)—(P+C1)/O f(z)dz - 01/0 [/u”/g”f( )dz] at

» Firden Fallg(0)=0,9g(t)=1,t>0,

I = (o)~ (p+en) " H2)dz
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Maximierung der Zielfunktion
» FUr diesen Fall erfillt ein kritischer Wert u*
u* _
/ f(z)dz = P—&
0 P+ ¢
» Wahrscheinlichkeitsdichte? Mdglichst einfach ist eine
gIeichméBige Verteilung f(z) = Xo,u1(2)/U. Dann aus

p—=C u /U, 0<u-<U
1>p+c1_/0 U/ Xp.u(Z dz_{ 1, v>U

folgt

v =U(p- Co)/(P+ C1).
» Mit einer GauB-Verteilung f(z) = ﬁe p[— (Z “) ] und

m:/ou* H(2)dz = - [erf<fa> +erf<uf;au>}
folgt

U= — fo—erf1[erf( 2'0_00}

fa) p+ci]
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Verteilungen von Teilchen

178

>

Es werden hier Experimente konzipiert, in denen das
Ergebnis sich aus Zufallen ergibt, aber es ist so hoch
wahrscheinlich, dass es als gewiss betrachtet werden kann.
Das Ziel dieser Modellierung ist, die Entstehung eines
scheinbaren Determinismus aus einem fundamentalen
Indeterminismus besser zu verstehen.

Dabei steht der Zentrale Grenzwertsatz zentral im
mathematischen Werkzeug.

Zuerst werden Systeme im Gleichgewicht untersucht, und
spielerische Beispiele mit Gelebohnen, Miinzen und
Wiirfeln werden eine hilfreiche Vorbereitung leisten.

Dann werden Systeme von Teilchen im Gleichgewicht
betrachtet, zuerst stationar und dann energetisch. So wird
man die Bolizmann Verteilung kennenlernen.

SchlieBlich werden dynamische Systeme von Teilchen
betrachtet, und die Teilchendichte flr Brownsche
Bewegung und fiir Quantenmechanik wird modelliert.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/statqw.pdf

Geleebohnen im Glasgefal3

» Siehe das Video.

» Sei X eine Zufallsvariable
fir eine beliebige Schatzung
der Anzahl der Geleebohnen.

» FUr eine beliebige Person
in einer Menge € sei
X :Q — (0,00).
» Qund M = (0, c0) heiBen Ergebnisraum bzw. Messraum.

» Sei 1y = 4510, d.h. der Erwartungswert ist die tatsachliche
Anzahl der Geleebohnen im Glasgefa3. Muss es so sein?

» Sei oi die Varianz von X mit ox > 0. (Voraussetzung, ZGS)
» Es gelten |ux|,ox < oo. (Voraussetzungen, ZGS)

» Seien {Xj, X2, ... } unabhangige Zufallsproben, alle gleich
verteilt wie X. (Voraussetzungen, ZGS)

» Die Zufallsvariable Y(" = X; + Xo + - - - + X, erfillt:
Py = Ny, U%/(m = no%. Warum?
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https://youtu.be/iOucwX7Z1HU

Geleebohnen im Glasgefal3
» Die Zufallsvariable
Y /n— ux
Zp=—"—"-—-
ox/vn
erfallt: Warum?
pz, =0, U%n =1.
» Die Zufallsvariable Z ~ N(0, 1) sei normal verteilt mit
Hz = 0, U% =1.
g(x)

P(Z c [a,b]) = /  9(x)dx

g(x) = e X2 )\/2r

» Laut dem Zentralen Grenzwertsatz nahert sich die

0 Verteilung von Z, der Verteilung von Z an, wenn n — oo.



Geleebohnen im Glasgefal3

» Es folgt Ve > 0, (Wie?)
a(x)
0.4}
— g% y(n) f
0.3 N P( T HX SG) = <|Zn| < >
evﬁvax=2 )(
0.2
0.1 TP <\Z] < ef) T,
N N,
-4 -2 2 4

» Fur fixiertes nwird Y(") /n mehrmals geprobt und alle Proben
mit Histogramm dargestellt. Fir n — oo sehen diese so aus:

50 50 50
40 40 40
n=10 n=25 n=>50

30 30 30
20 20 20
10 10 10

M 0 0

0 4510 10000 1] 4510 10000 0 4510 10000

. d.h. Ve > 0, P(|Y" /n — x| > €) =5 0.



Geleebohnen im Glasgefal3

» Sei die Zufallsvariable X modelliert mit der
Wahrscheinlichkeitsdichte f,

P(X € [a,b]) = /: f(x)dx, f(x)= { (X/WZ)GX/(V): ii 8

f(x)

0.0001

2000 5000 10000

wobei v = 4510/2 wegen der Integrale

X = / xf(x)dx =2y, o% = / (x—2a)2f(x)dx = 2+2.
0 0

» Man merkt, f wird in px nicht maximiert!
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https://www.wolframalpha.com/input/?i=Integrate%5Bx+%28x%2Fa%5E2%29Exp%5B-x%2Fa%5D%2C%7Bx%2C0%2CInfinity%7D%5D
https://www.integralrechner.de/

Geleebohnen im Glasgefal3
» Esgiltfur Y® = X; + X5,

Pla< Xi+Xo <b) = / Pla< x1 + Xo < b)f(x1)dxy =

0o 00 b—x4
/ Pla—x1 < Xo < b— x1)f(x;)dx; = / [ / f(xg)dxgl F(x1)dxy
0 0 a—Xxq

L [/ flx - ydx] =[x nrmm] ox

» Daf(x —y)=0flrx —y < 0d.h. fir y > x, folgt

Pla< X1+ Xo < b) = /[/ f(x —y)f ]

=1)(x)

und daher ist die Dichte fiir Y(® gegeben durch

x3e —X/vy
/fx yfy)dy = ——— 34
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Geleebohnen im Glasgefal3
» Ahnlich gilt fir Y(" = Xj + Xo + - -+ + X,
b 2n—1 o—x/vy
(n) _ (n) My~ X €77
P(a< Y\ <b) /a A (x)dx, " (x) @n— 12

» Weiters gilt fir Y(") /n

P(a< Y /n< b) = /

bn b
(m x=nt (m
P(an < Y < bn) = A (x)ax nf(")(nt) dt

n e
=F(n)(t)
F™(x)
0.0005 — n=5
n=10 o1 A
,_\ n=20 F) (x) = n(nx)2n-1e=nx/~
/ \ (2n —1)142n
L \ X

und P(|Y("/n —4510| > ¢) =% 0, Ve > 0.
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Geleebohnen im Glasgefal3

» Im Video sind Schatzungen {xi,...,x,} von n =160
Probanden gesammelt worden, und zwar mit dem
Mittelwert (x4 + - - - + xp)/n ~ 4515.

» Laut dem Modell mit der Dichte f ist die Wahrscheinlichkeit
dieses Ergebnisses gegeben durch:

(160)
P< Y

160
» Fir die Dichte f gelten pux = 2y = 4510, ox = v/2y ~ 3189.
» Laut dem Zentralen Grenzwertsatz wird diese
Wahrscheinlichkeit so approximiert,

—4510

4515
<5 —/ F(189)(x)dx ~ 0.015819
4505

(160) “0'0198\ +0.0198 5—x2/2
P 4s10| <5 | ~p(|z]< 20160 :/ e i
160 3189 —00198 V2

» War das Ergebnis ein ziemlicher Gliicksfall? 0.015823.
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https://youtu.be/iOucwX7Z1HU

Viele Minzen Werfen

» Es wird ein Experiment mit
ganz vielen Miinzen
konzipiert, das zu einer
Folge von Histogrammen
fahrt, wie fir
Geleebohnen gesehen.

» Sei X eine Zufallsvariable
mit X(K) =0, X(Z) =1 und
P(X=0)=1-qg,P(X=1)=q.

» Der Erwartungswert ist

pux =E(X)=P(X=0)-0+P(X=1)-1=q
und die Varianz ist
0% =V(X) =E((X - ux)?) = P(X=0)(0-q)
+ PX=1)(1-9q?=q(1-q)

» Fir das mehrmalige Spielen seien { X1, X, ...}
Zufallsvariablen fir das 1. Spiel, das 2. Spiel, usw.
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Viele Minzen werfen
» Diese seien gleich verteilt wie X,

1o P(X;=0)=P(X=0)=1-¢q
L P =1)=P(X=1)=q
mt px, = pix = q
i=1,2,... X=X
{o)%,:ai:qﬁ—q)

» Weiters seien sie von einander unabhangig,
P(Xi=n& X;=m) = P(X; =n)-P(X;=m), n,mec{0,1},
» Deswegen gelten fir Y(") = Xj + Xo + - - - + X,

E(YM) = B(Xq) + - + E(Xp) = nux
V(YM) = V(X)) + -+ V(Xn) = no%
und

E(Y()/n) = E(X)/n) + -+ + E(Xa/1) = pix
V(Y™ /n) = V(X;/n) + -+ V(Xn/n) = 62 /n.
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Viele Miinzen werfen

» Weiters gelten (Wie?)
YO /n—pimy o YO OBy o wx o px
E( Ty(n) y(n)) = Ty(n) ) E(0y<n)) o Ux/\f ox/vn 0
V(T y 1y (y() /py = TE0 o,
y(n) T(n) ax/n
» Die Zufallsvariable
7 — Y(n)/n — X
" ox/vn
erfallt: Warum?

pz, =0, a%n =1.
» Die Zufallsvariable Z ~ N(0, 1) sei normal verteilt mit

PZ < b))~ | Cgl0dx, gx) = e 2 /VBr

uz =0, a§:1.
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Viele Miinzen werfen

» Laut dem Zentralen Grenzwertsatz nahert sich die
Verteilung von Z, der Verteilung von Z an, wenn n — oo.

» Es folgt Ve > 0, Wie?

(1) - )
=rp <|Z|<€\F> o,

» Je gr6Ber n ist, desto weniger ist die Streuung.

NN

y(n)
n

—px| <

n=60

0 1
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Viele Miinzen werfen

» Man bestatigt, mit der Bernoulli Verteilung fur X hat
Y(M = Xy +--- 4+ X, die Binomial Verteilung

! ) q"(1-q)""

P(Y() = m) = ( m

» Mit g = 1/2 wird diese Verteilung in m = n/2 maximiert.
» Mit der Formel von Stirling,

n' =~ v2rn(n/e)", n— oo

folgt nach Vereinfachung

n n—oo n nn - =
PY® = n/2) =3 \/ ox(n/2)(n— n/2) (n/2y72(n — nj2y 22~ Nan " ©

» Je groBer n ist, desto ahnlicher sind die Verteilungen.

n=5 n=10 n=20

0.5 0.5 0.5
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https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/KeelingMW20.pdf

Viele Wirfel Werfen

» Es wird ein Experiment
mit ganz vielen Wurfeln
konzipiert, das zu einer
Folge von Histogrammen
fhrt, wie schon bei den

vorigen Beispielen K. - ~ L)
gesehen.
» Seien S4,..., Sg die Augenzahlen 1, ... 6 flr eine Wrfel.
» Sei X eine Zufallsvariable mit
und X(S1)=1, ..., X(Ss)=6
PX=1)=---=P(X=6)={ PX¢g{1,....,6})=0

» Der Erwartungswert ist
px =EX)=P(X=1)-1+--+P(X=6)-6=]
und die Varianz ist

ok = V(X) = PX=1)-(F =12+ + P(X=6)- (5 6% = ¥
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Viele Wurfel werfen
» Fir das mehrmalige Spielen seien {Xi, X5,...}

Zufallsvariablen fur die 1. Wirfel, die 2. Wirfel, usw.

» Diese seien gleich verteilt wie X,

PXi=m)y=P(X=m)=1%, me{l,.. 6},
| = N <N gz—gz—g
X —0x = 12

» Weiters seien sie von einander unabhangig,

» Deswegen gelten fir Y = Xj + Xo + - - - + X,
E(Y(M) = E(X1) + -+ + E(Xn) = nux
V(YM) = V(X)) + -+ V(Xn) = no%

und

E(Y(/n) = E(X;/n) + - + E(Xa/7) = pix

.,6},

V(YD /n) =V(Xi/n) + -+ V(Xp/n) = a%/n.

192
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Viele Wurfel werfen
» Weiters gelten

YO /n—pimy \ g YO0 ComwPy oy  px px
E( oo y<n>) = E( T ) E(Uy(n)) = UX/\z/ﬁ S =
V() — (YO /) = T 1.
Y Y(n) X
» Die Zufallsvariable
Y /n— ux
Zy= X
ox/vn

erfullt:
pz, =0, a%n =1.
» Die Zufallsvariable Z ~ N(0, 1) sei normal verteilt mit

P(Z € [a,b]) = / ’ g(x)ax, g(x)=e*/2/\V2x

uz =0, (7%:1.

» Laut dem Zentralen Grenzwertsatz nahert sich die

105 Verteilung von Z, der Verteilung von Z an, wenn n — oo.

0



Viele Wurfel werfen
» Es folgt Ve > 0,
P (

v ) <|zn|<€f> = p <|Z\<€f

n ox

—px| <

» Je gréBer n ist, desto weniger ist die Streuung.

n=20 n=40 n=60
100 100 100

50 50 H 50
0 0 0

0 6 0 6 0 6

» Das Ergebnis (Y(® = m) Iasst sich so darstellen,

(YA =m) = (YD=m—-1undXo=1)
oder (Y =m—2und X; =2)
oder

oder (Y")=m—6und X, =86).
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Viele Wirfel werfen
» Da die Ereignisse (Xo =1/),i=1,...,6, disjunkt sind, gilt

P(Y® =m) = P(YD=m—1und X =1)
P(YD =m—2und X, = 2)

+ + |l

+ P(Y") =m—6und X, =6).
» Da die Wirfe unabhangig sind, gilt

P(Y® = m) P(YD =m—1).P(Xp = 1)
P(YD =m—-2). P(X, =2)

P(Y") = m—6) - P(X, = 6)
» Dahergiltfir2 < m<6-2,
P(Y® = m) = [P(Y(” =m—1) 4+ P(YD = m—6)} /6.

+ 4+ 4

» Ahnlich fir jedes n gilt fiir n < m < 6n,

P(Y(+) = m) = [p(y(n) =m—1)4---+P(Y" = m—G)} /6.
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https://digitalscholarship.unlv.edu/cgi/viewcontent.cgi?article=1025&context=grrj

Viele Wirfel werfen

» P(Y(" = m) wird in m* = | 7n/2] maximiert. Man bestétigt

PiYMD=m) = 0, m=1,...,n—1
P(YMW=m) > 0, m=n,...,6n
PiYMD=m) = PY"=7n—m), m=n,...,m*
steigend, m=n—-1,... m*
P(Y() =m) ist { fallend. m:{ *m*, n gerade },...,Gn
m*+ 1, nungerade

und P(Y() = m*) =3 0.
» Je gréBer n ist, desto dhnlicher sind die Verteilungen.

n=20
0.15 0.15
exakt

0.15
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https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/KeelingMW20.pdf

Viele Teilchen Zerfallen

» Es wird ein Experiment
mit ganz vielen zerfallenden
Teilchen konzipiert, das zu
einer Folge von Histogrammen
fuhrt, wie bei den bisherigen .
Beispielen gesehen. 125

i
~ o
o S

| Py

Co-60 remaining (%)
@
S
1

Co-60 Decay

» Uberlege den Zerfall eines I

Number of half-lives

ZUfé”igen Teilchens im (1 half-life = 5.27y)

Zeitintervall [0, f].
» Sei X(t) eine Zufallsvariable mit

keinen Zerfall in [0,t] : X(f) =0
Zerfallin [0,f] - X(t) =1

» Wenn das Teilchen kein Gedachtnis hat, gilt

P(X(s+1t)=01X(s)=0)=P(X(t) =0).
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https://youtu.be/lSlC5Jzn9C8

Viele Teilchen zerfallen
» Durch die Regel von Bayes gilt

P(X(s+1)=08&X(s)=0) P(X(s+1)=0)

P(X(s+1t) =0|X(s)=0) = P(X(s) = 0) = TPIX(s) =0)

» Zusammengefasst erfilllt die Uberlebungsfunktion
S(t) = P(X(t)=0), S(t)S(s)=S(s+1).
Mit S(0) = P(X(0) = 0) = 1 folgt aus Gedachtnislosigkeit
S(t+ dt) — S(t) _ S(t)S(dt) — S(t)S(0) _ S(dt) — S(0)
dt dt dt ’
Mit A = —S’(0)/S(0) = —S'(0) und dt — 0 ergibt sich
S'(t)=-AS(t), S(0)=1.
Die Lésung fuhrt zu der exponentiellen Verteilung

PX(H)=0)=e M PXt=1)=1-—e? t>0.

v

S(t)

v

v

v

(o8 Man bestatigt, die Gedachtnislosigkeitsbedingung wird erfillt.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/modII_ss19/radiodecay.pdf

Viele Teilchen zerfallen
» Der Erwartungswert ist

pxy =E(X(1) = P(X(t) =0)- 0+ P(X(t) =1) - 1=1— e
und die Varianz ist V(X (t)) = E((X(t) — ux(n)?) =
0%y = PX(t)=0)(1-e -0y
+ PX(H)=1)(1-eM-12=...=(1 - M)e M

» FUr mehrere Teilchen seien {Xi(t), Xo(t),...}
Zufallsvariablen fiir das 1. Teilchen, das 2. Teilchen, usw.

» Diese seien gleich verteilt wie X(t),

[=1,2 P(Xi(t) = 0) = P(X(t) = 0) = e—“
e {P(Xi(t)=1)=P(X() 1)=1-

At
. pxi( = kx@py =1—€
=12 { 0% = Ok = (1—e e
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Viele Teilchen zerfallen

» Weiters seien sie von einander unabhangig, d.h. far i # j,
P(Xi(t) = n & Xj(t) = m) = P(X(t) = n)-P(X;(t) = m), n,mec{0,1}.

» Deswegen gelten fir Y("(t) = Xq(t) + Xo(t) + - - - + Xn(2),

E(Y()(1)) = E(X; (1)) + (Xn( ) = N
V(Y(1) = V(Xi(1) + - + V(Xa(1) = ok
E(Y(”)(t)/n):E(X1(l')/n)+"'—‘rE(Xn(t)/n) NX(t
V(YO(t)/n) = V(Xi(t)/n) + -+ V(Xa(t) /) = 0%/ 1.
» Weiters gelten
YOOty _ g YO/ Priwy — _kx —
E UY(”)(tz) )=H Ty £ Ty’ X /f X /\f -0
Y () /11 /"
Vg ) = 2 VYO()/n) = 207 = 1
y(n) (1) y(M (1)
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Viele Teilchen zerfallen
» Die Zufallsvariable
YO (t)/n— puxe)
ox/Vn

Zy(t) =

erfallt:
f1zy(t) = 0, Ui(r) =1
» Die Zufallsvariable Z ~ N(0, 1) sei normal verteilt mit

P(Z c[a b]) = /bQ(X)d)c g(x) = e /2)Var
Hz = 0, J% =1.

» Laut dem Zentralen Grenzwertsatz nahert sich die
Verteilung von Z,(t) der Verteilung von Z an, wenn n — oc.
» Es folgt Ve > 0,

p(| Y20 <) =p(1zt) < YY) =z p (121 < YY) oy,
( ) =P (1zon< 20) = P (121 20

n oX(t) oX(t)

— HX(1)
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Viele Teilchen zerfallen
» Je groBer n ist, desto weniger ist die Streuung.

n=20 n=40 n=60

150 150 150
100 100
50 50
0 0
0 1 0 1

» Man bestatigt, mit der Bernoulli Verteilung fur X(t) hat
Y (t) = X;(t) + - - - + Xu(t) die Binomial Verteilung

P = m) = (1) (1= e X)me

100
50
0

0

1] 1

» Bei der Halbwertzeit = log(2)/) wird in m = n/2 maximiert.

» Mit der Formel von Stirling, n! ~ v2wn(n/e)", n — oo
folgt nach Vereinfachung

n) n— oo n n" -n n—=ee
P(Y( )(t) =n/2) — \/27r(n/2)(n— n/2) (nj2)7/2(n — n/g)n_n/22 = \/; — 0.
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https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/KeelingMW20.pdf

Viele Teilchen zerfallen

» Je groBer n ist, desto ahnlicher sind die Verteilungen:

unten Binomial und Normal, fir t = 0 (rechts) , ..., T (links).
» Da die Wahrscheinlichkeit des Zerfallens spater héher

wird, liegen die Maxima anfanglich rechts, und sie

bewegen sich nach links.

» Man bestétigt, px(t) = P(Y("(t) = k) erfiillen po(t) = e,

pk() (n k+1)pk 1(t) (n_k)pk(t)v k=1,....n

und dieses System entspricht keinem Poisson-Prozess,
der folgendermafen in Zusammenhang mit radiaktivem

203 Zerfall verwendet wird.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/modII_ss19/radiodecay.pdf

Viele Teilchen zerfallen
» Die Wartezeit bis ein einziges Teilchen zerfallt sei mit der
Zufallsvariable T bezeichnet. Wegen Gedachtnislosigkeit
P(T>t+s|T>s8)=P(T>t)
und wie vorher mit S(t) = P(T > t) und A = —§'(0),

P(T>t)=e?M= /OO f(s)ds, f(t) = e .
t

» Bei einem homogenen Poisson-Prozess hangt die
durchschnittliche Ereignisrate von der Zeit nicht ab.
» Mit der Regel von Bayes ergibt sich die nutzbare Formel,

P(Tet,b]&T >t
P(Te[t1,t2]|T>t1):( /[DETziﬁ) D

P(Teltb]) e —e? | _ e Me—t) *)
P(T > t) e~
» Fir eine praktisch unendlich groBe Population sei N(7) die
Anzahl der Teilchen, die in einem Zeitintervall der Lange

zerfallen. Sei px(7) = P(N(7) = k), k € Np.

204



Viele Teilchen zerfallen

» Um die Verteilung flr {px } zu bestimmen wird zur Kenntnis
genommen, k Zerfallsereignisse im Zeitintervall [0, 7] verlangen

» k — 1 Ereignisse in einem Zeitintervall [0, s] C [0, 7) mit
P(N(s) = k —1) = px—1(8)
» 1 Ereignis in einem Zeitintervall s, s 4 ds], und zwar mit (x)
P(N(s+ds)=k|N(s)=k—1)=P(T €[s,s+ds]| T > s)
=1— e = \ds + o(ds)
» 0 Ereignisse in einem Zeitintervall [s + ds, 7], und zwar mit (*)
P(N(t) =k | N(s+ds)=k)=P(T>71|T>s+ds)
=1-P(Tc(s+ds,7]|T>s+ds)=e N9 4 o(ds).

» Da diese unabhéangig sind, ist die Wahrscheinlichkeit der

Vereinigung durch das Produkt gegeben, integriert Gber
alle Zwischenzeiten s,

PulT) = / Pr_1(5)(Ads)e A9 = g3 / pr_1(s)AeSds, ke N.
0 0
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Viele Teilchen zerfallen
» Es ergibt sich durch Ableiten

Pi(T) = —Xe ™ /0 Pr_1(S)Ae*$ds + e M Apk_1(T)eT A

oder
Pi(T) = =Api(T) + Apk—1(7), k€N
Fir den Fall k = 0 folgt pj(7) = —Apo(7) aus
po(t) = P(N(7) =0in[0,7]) = P(T > 1) = e,
Da es keine Ereignisse in Null Zeit geben kann, gilt fir 7 = 0,
po(0) =1, p«(0)=0, keN.
Die Lésung des unendlichen Systems ist

v

v

v

k
P(N(7) = k) = px(7) = (AKT!) eV, keN.

Man bestatigt, der Erwartungswert erfullt E(N(7)) =
Lineares Wachstum ist adéquat nur fiir - < ¥ = In(2 )/)\l

v

v
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https://imsc.uni-graz.at/keeling/modII_ss19/radiodecay.pdf

Viele Teilchen zerfallen
» Um eine Rettung von diesem Problem mit linearem
Wachstum zu basteln, wird ein nicht homogener
Poisson-Prozess Uberlegt, bei dem die durchschnittliche
Ereignisrate von Zeit abhangt.
» Mit S(t) = P(T > t) und
St d

folgt S(t2) = S(t) exp[— [,2 A(t)aH].
» Man bestatigt,

S(te — t1) # S(&2)/S(t)

und daher wird die Bedingung der Gedéachtnislosigkeit
nicht erfallt!
» Mit S(0) =1 folgt P(T > t) =

exp [— /0 t)\(t)dt] _ /t T i(s)ds,  f(t) = A(t) exp [— /0 t A(s)ds] ds
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https://imsc.uni-graz.at/keeling/modII_ss19/radiodecay.pdf

Viele Teilchen zerfallen
» Mit der Regel von Bayes ergibt sich die nutzbare Formel,

AT et | 7> 1) - PLELEE T8 PO ltee)

=1—exp {— /t:2 )\(s)ds] . *)

» Fir eine praktisch unendlich gro3e Population sei N(7) die
Anzahl der Teilchen, die in einem Zeitintervall der Lange 7
zerfallen. Sei px(7) = P(N(7) = k), k € Np.

» Um die Verteilung fir {px} zu bestimmen wird zur Kenntnis
genommen, k Zerfallsereignisse im Zeitintervall [0, 7] verlangen

» k — 1 Ereignisse in einem Zeitintervall [0, s] C [0, 7) mit
P(N(s) = k = 1) = pk-1(s)
» 1 Ereignis in einem Zeitintervall s, s + ds], und zwar mit (x)
P(N(s+ds)=k|N(s)=k—1)=P(T €[s,s+ds]| T > s)
=1—exp [— e )\(r)dr} = \(s)ds + o(ds)
» 0 Ereignisse in einem Zeitintervall [s + ds, 7], und zwar mit (*)
P(N(T)=k|N(s+ds)=k)=P(T>7|T>s+ds)=

pos —P(Te(s+ds,7]| T >s+ds)=exp[— [] A(r)dr] + o(ds).



Viele Teilchen zerfallen

» Da diese unabhéangig sind, ist die Wahrscheinlichkeit der
Vereinigung durch das Produkt gegeben, integriert Gber
alle Zwischenzeiten s,

Pi(7) = /0 " pe_1(s)(\(s)ds) exp [_ /S ’ )\(r)dr} _

exp [— [ a0 [ piestsins)en [ / )

)\(r)dr} ds, keN.
0

» Es ergibt sich durch Ableiten,

:_ /OT )\(f)dr} /OT Pr_1(S)A\(S) exp {/Os )\(f)dr}

+exp [— A )\(r)dr] Pr_1(T)A(T) exp [/OT )\(r)dr}

Pi(T) = —A(7) exp

oder

Pi(T) = =A(T)Pk(T) + A(T)Pk-1(7), keN.
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Viele Teilchen zerfallen
» Fir den Fall k = 0 folgt py(7) = —A(7)po(7) aus

po(t) = P(N(7) =0in[0,7]) = P(T > 7) = exp [—/ /\(s)ds} .
0
» Da es keine Ereignisse in Null Zeit geben kann, gilt fur 7 = 0,

po(O) =1, pk(O) = 07 k € N.
» Die Lésung dieses unendlichen Systems ist

T

= px(7) = exp [—/ A(s)ds] X

0
k—1
{/ dsiA(sq / dssA(S2) - / dsk)\(sk)}, k € Np.

» Man bestétigt, der Erwartungswert erfillt E(N(7)) = [5 A(

» Mit einer vermuteten Form 1 — e #™ = E[N(r )]/IE[N( )]
folgt A(t) = vue#! wobei v = E(N(x)), aber eine
unendliche Anzahl von Teilchen ist angenommen worden!

1 » Fazit: Das Bernoulli-Modell passt am besten.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/modII_ss19/radiodecay.pdf

Viele stationare Teilchen in einem Behalter

211

Seien ganz viele Teilchen
und ein Behalter gegeben,
wobei der Behalter in ganz
vielen Bins unterteilt ist.
Siehe das Video mit der
derzeitigen Vorstellungen,
dass alle Teilchen auf den
Boden fallen. Im nachsten
Abschnitt bleiben sie im
energetischen Gleichgewicht.
Sei es gleich wahrscheinlich, dass ein beliebiges Bin mit
einem beliebigen Teilchen besetzt wird.

Es wird die Verteilung von n Teilchen in k Bins bestimmt,
die am wahrscheinlichsten ist.

Diese ist auch die Erwartungsverteilung, der von
Verteilungen eines Zufallsexperiments fir n immer gréBer
angenahert wird.



https://youtu.be/weAP7-0qtTY

Viele stationare Teilchen in einem Behalter

» Sei Q = {B1,Bo,...,Bk} das Ergebnisraum mit den
maoglichen Orten der Teilchen.

» Seien die Teilchen mit {T¢, T, ..., Ty} markiert.

» FUr ein zufalliges Teilchen T sei X; : Q — {0,1} eine
Zufallsvariable mit X;(T in B) = 9; ;.

» Mit Xj +---+ Xk = 1sind {Xj,..., Xk} korreliert, wie z.B.
mit Kund Z (k = 2) im Miinzenspiel.

» Fir das jte Teilchen sei X;; : Q — {0,1} eine
Zufallsvariable mit X; j(T; in B)) = d; .

» Weil die Teilchen unabhangig von einander Platz finden,
sind {Xj1,..., X} fUr fixiertes i unabhangig.

> Sei die Zufallsvariable Y") = X1 + - - - + X; , die Anzahl
der n Teilchen im iten Bin.

> Es wird gezeigt, P(|Y")/n—1/k| < €) =31, Ve > 0.

» Das Experiment kann mit Histogrammen dargestellt

werden, die sich den vorherigen ahnein.
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Viele stationare Teilchen in einem Behalter
» FUr ein beliebiges Teilchen sei X; eine Zufallsvariable mit
Teilchen im Bini: X; =1
Teilchen nichtim Binj: X;=0
P(Xi=0)=1-¢q;, PXi=1)=aq, g+ - +aq=1
» Man bestatigt fir X = {Xi,..., Xk},
px =E(X)=q=A{q,...,q}
ist der Erwartungsvektor, und die Kovarianzmatrix ist
% = V(X) = E((X — ux)(X — ux)") = diag(q) — qq"
» Fir das jte Teilchen sei X;; eine Zufallsvariable mit
das jte Teilchen im Bin i: X ; =1
das jte Teilchen nichtim Bin iz X;; =0

wobei X;; gleich verteilt ist wie X;.
» Da die Teilchen von einander unabhangig sind, sind

i {Xi1,..., Xin} fur fixiertes i unabhangig.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/KeelingMW20.pdf

Viele stationare Teilchen in einem Behalter

> Sei die Zufallsvariable Y = X, { + - - + X , die Anzahl
der Teilchen im iten Bin.

» Seien1={1,... ;1 und m={my,..., my} mit m;
Teilchen im jten Bin.

> Der Zufalisvektor Y = {y{" v hat die
Multinomialverteilung

n!

P(Y(”):m):<m'l>q'", 1"m=n, 17g=1

wobei der Multinomialkoeffizient (.'1’,!!) gegeben ist durch
nl/(my!--- my!), und die Potenz ist g™ = q{" - -- g *.
» Da die Zufallsvektoren X; = { Xy ,..., Xk}, j=1,...,n,

unabhéangig sind, gelten
E(Y) = E(Xq)+---+E(X,), V(YD) =V(Xq)+---+V(Xp)
» Mit g = 1/k gelten

E(YM)=1/k, V(Y™ = (k-diag(1) —117)/k?
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Viele stationare Teilchen in einem Behalter
» Laut dem Zentralen Grenzwertsatz gilt Ve >0

P(‘Y(”)/nf 1/k‘ < e) —P (W < eﬁ> ¥ P (12 < e/n) = A
wobei Z ~ N(0, ¥%) mit Erwartungsvektor 0 und
Kovarianzmatrix £%.

» Um die wahrscheinlichste Verteilung zu bestimmen, werden
q = 1/k und die grébere Stirling Formel In(n!) ~ nin(n) — n
in der transformierten Zielfunktion In(P(Y(" = m)) verwendet.
» Man bestatigt durch die stationare Stelle von der
Lagrange-Funktion

L(m,\) =m' (1 —In(m)) — A(1"m — n)

dass P(Y(" = m) beztiglich m unter 1" m = n mit dem
Erwartungsvektor m* = E(Y(") = (n/k)1 maximiert wird.
» Zufallssimulationen: Je héher nist, desto enger liegen die

oie Durchschnittsverteilungen beim Erwartungsvektor.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/KeelingMW20.pdf

Viele energetische Teilchen in einem Behalter
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Seien ganz viele SRy WY \‘\ ]

X i \ \ \ iflw M ’ 4
energetische Teilchen NN \\\\\\\\ \"\‘&’W'A’ /,/// /

v

in einem Behalter gegeben.

Alle Teilchen besitzen
nur kinetische Energie,
und die gesamte Energie
im Behalter ist fixiert.

Analog zur Position im
letzten Abschnitt seien
nun die Energien der Teilchen in vielen Bins unterteilt.

Es wird die Verteilung von n Teilchen in k Bins bestimmt,
die am wahrscheinlichsten ist.

Es wird gezeigt, fir nimmer groBer nahert sich die
Erwartungsverteilung der wahrscheinlichsten Verteilung an.

Es wird gezeigt, fir nimmer gré3er ndhern sich diese
Verteilungen der sogenannten Boltzmann Verteilung an.



https://youtu.be/weAP7-0qtTY

Viele energetische Teilchen in einem Behalter

» Sei Q = {B1,Bo,...,Bk} das Ergebnisraum mit den
maoglichen Energien der Teilchen.

» Ein Teilchen im iten Bin hat Energie E;, wobei

Ex>Ex_1>---Eo>E >0.

» Seien die Teilchen mit {T4, Ty, ..., Tp} markiert.

» FUr ein zufélliges Teilchen T sei X;: Q — {0,1} eine
Zufallsvariable mit X;(T in B) = 9, ;.

» Fir das jte Teilchen sei X;; : Q — {0,1} eine
Zufallsvariable mit X; ;(T; in B)) = ;.

» Sei die Zufallsvariable Y " — = Xi1+ -+ X die Anzahl
der n Teilchen, die im /ten Bin zu flnden sind.

» Wegen der fixierten gesamten Energie E ist das Platzfinden
far ein Teilchen im Allgemeinen abhangig von den anderen,
aber es wird gesehen, fir E = O(n) immer groBer sind X; ;
und Xy annaherungsweise unabhéngig, und daher:

> Fir X = {Xi,..., X} und YO = (Y{ v} wird gezeigt,

217 P(|Y”)/n—ux|§€)_>1,ve>0.



Viele energetische Teilchen in einem Behalter
» Mit m; Teilchen im jten Bin der Energie E; seien

1:{1,...,1}, m:{m1,...,mk}, E:{E1,...,Ek}.

v

Sei E = E/n die durchschnittliche Energie mit
Ei<E<1"E/k

Mikrozustande sind Verteilungen von {Ty, To,...,Th}.
Makrozustande sind Verteilungen von {my, ..., my}.

Alle mdglichen Mikrozustande seien gleich wahrscheinlich.
Der Zufallsvektor Y = (Y y("}ist dann so verteilt,

- {W(E) EE w v (3

0, sonst, 1Tm=n, mTE=E

v

v

v

v

» Mit dem Multinomialkoeffizienten werden mdgliche
Mikrozustand-Permutationen flir einen gegebenen

b Makrozustand berticksichtigt.



Viele energetische Teilchen in einem Behalter
» Diese Verteilung wird mit den folgenden Gr6Ben untersucht.

Makrozustande E= {I:'j}j’-‘:1 # Mikrozustande
{M = i};\iﬁ {mi};\; = {mi,j},'li1,/l'(:1 {K}{ip K = (mn,')
Erwartungen: m="N,mK;/N N

» Z.B.seien E={(i—1)AE}< ,, AE="+, E=nund n, k=5.

Makrozustande E, E> E; E4 Es | # Mikrozustande
M=1: 1 4 0 0 0 5

2: 4 0 0 0 1 5

3: 3 0 2 0 0 10

4. 3 1 0 1 0 20

sonanichaien M = 5 2 2 1 0 0 30
Erwartungen: | 250 1.43 0.71 0.29 0.07 Gesamt: 70

» Mit Wahrscheinlichkeit 30/70 ist Makrozustand m, = ms

219 am wabhrscheinlichsten, und die Erwartungen /m sind ahnlich.
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Viele energetische Teilchen in einem Behalter
» Sei M eine Zufallsvariable fir den Makrozustand.
» Beispielsweise wird E[X1] =0-P(X; =0)+1-P(X; =1)
durch die Bayesche Regel gegeben,

POXG=1) = SE PG =1|M=)P(M=i)=3N, "5

_ 310 , 320 , 230 _
— I tentintan+ER =05

» Analog ergeben sich die Erwartungswerte:
px =E[X] =E[X]] = m/n, E[Y"]=E[X{]+ - +E[X] =
» Unabhangigkeit wird mit der Bayeschen Regel so kontrolliert,
P(Xoj=1& Xy p=1)= 2,1 P(Xoj=1& Xijp=1|M=0)P(M =)

=N P =1 Xy =1&M=)PXj=1|M=i)P(M=i)

41 045 , 0310 , 1320 , 2230 _ 1 _ 1y o
=t it TR T+ 22 =1 =P =1)- P(Xp = 1)

» Hier ist Unabhangigkeit genau. Im Allgemeinen gilt die Uber-
einstimmung annaherungsweise fir E = E/n = fix und n — oc.



Viele energetische Teilchen in einem Behalter

> Mit der Unabhangigkeit von {X;}7 , fur fixiertes E=E/n

und groR3es n folgt mit dem Zentralen Grenzwertsatz,

1/f

(n)

221

Ve > 0, wobei Z ~ N(0,¥%) mit Erwartungsvektor 0 und
Kovarianzmatrix £%.

Da andere Zustande sehr unwahrscheinlich werden, ist py
annaherungsweise auch die wahrscheinlichste Verteilung.
Trotzdem sind Unterschiede zwischen dem wahrscheinlichsten
Zustand m, und dem Erwartungszustand m in der obigen
Tabelle mit n = k = 5 nicht trivial.

Die Methode von Boltzmann wird nun verwendet, um den
Makrozustand zu bestimmen, der annaherungsweise flr
groBes n am wahrscheinlichsten ist.

Dieser Zustand wird durch das Maximum des
Multinomialkoeffizienten unter Einschrankungen mit
Lagrange-Multiplikatoren bestimmt.



Viele energetische Teilchen in einem Behalter

>
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Dafur soll der Multinomialkoeffizienten in der Zielfunktion
P(Y"™ = m) bezliglich m unter den Einschrankungen
1"m = nund m" E = E maximiert werden.

Die grobere Stirling Formel In(n!) ~ nin(n) — n wird in der
transformierten Zielfunktion In(P(Y("™ = m)) verwendet.
Der gesuchte Zustand ist stationar fir die
Lagrange-Funktion

Lim A, p)=m"(1 —In(m)) —X1"m—n) — u(m"E — E)

Far die entstehenden Rechnungen seien definiert

k ~ ~
Z(w)=> e "B, ¢(u) = e"E[Z' () + EZ()]
i—1

wobei Z(u) die sogenannte Partitionsfunktion ist.
Die Stationaritatsbedingungen der Lagrange-Funktion sind

m=e**"E  ne* =Z(u) und ¢(u) =0.



Viele energetische Teilchen in einem Behalter
» Unter der Annahme E; < E < 17 E/k gelten
k

k ~
¢(O) = Z(E— E,) <0, ¢’(,u) — Z(E_ Ei)Qeu(E—E,-) >0
= i=1
im ¢(u) = lim S (B - £)eE-E) 4 tim S (E - Ej)emE-E) = o,

HU—00 H—00 ‘ H—+00 ‘
E;>E E<E

=0 =00

» Dabher existiert genau ein p* € (0, 00), mit dem die
Stationaritatsbedingungen erfillt sind.

» Laut dem Boltzmann Modell gilt 1/u* = T, wobei « die
Boltzmann Konstante und T die Temperatur sind.

» Mit V2,L = diag(—1/m) ist L konkav in m (iber (0, n).

» Daher wird die Wahrscheinlichkeit P(Y(") = m) beziiglich
m unter Erhaltungseinschrankungen mit der Boltzmann
Verteilung maximiert,

= ne " E/Z(u*).
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Viele energetische Teilchen in einem Behalter

n=5 Teilchen, k=5 Energiestufen s n=10 Teilchen, k=5 Energiestufen
——Erwartung ——Erwartung
H ~———Wahrscheinlichst ~———Wahrscheinlichst
Vergleich der 25 ~holman ! ~Bolmann
H 6
Verteilungen g £
S S
— = =5
m, m,, m* Z g
R 54
H =l <
mit den 5 z
g g3
Parametern: : :

~

E={(i-1)AE}L,

0
A E ___n 0 2.5 5 7.5 10
- k—1 Energiestufen Energiestufen
E =n k — 5, n=20 Teilchen, k=5 Energiestufen n=40 Teilchen, k=5 Energiestufen
b
— 16 ——Erwarts 35 ———Erwarti
n=5,10, e I
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) . = =
2" 225
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g < 8 <
. = Z15
der Differenzen S
. « <10
zu Null ist ¢
T 2 5
augenscheinlich.
0 0

0 5 10 15 20 0 10 20 30 40
224 Energiestufen Energiestufen



Diffusion und Browsche Bewegung

» Brown hat 1826-27 die unregelmafBige Bewegung von im
Wasser schwebenden Blitenstaubteilchen beobachtet. Er
und andere haben gemerkt, der Pfad eines gegebenen
Teilchens ist so unregelmafig dass es zu keiner Zeit eine
Tangente hat, und die Pfade von zwei Teilchen sind
unabhangig von einander.

Bell shaped curve
i.e. Normal distribution

Siehe das Video.
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https://youtu.be/6VdMp46ZIL8

Brownsche Bewegung

226

>

Die zufallige Bewegung von Teilchen in einem dinnen
Rohr wird hier betrachtet.

Ein beliebiges Teilchen bewegt sich zuféllig nach links oder
nach rechts mit gleicher Wahrscheinlichkeit.

Sei § eine Zufallsvariable mit

P(6=-1)=1=P0=+1)

wobei § = —1 und § = +1 Verschiebungen eines Teilchens
nach links bzw. nach rechts darstellen.

» Seien {01, d2, ... } unabhangig und gleich verteilt wie 4.

Dargestellt sei die Position eines beliebigen Teilchens zur

Zeit t in Zeitschritten von At durch die Zufallsvariable
X(t; At).

Zur Zeit t = 0 gilt X(0, At) =0.

» Zur Zeitt =1 - At qilt

X(1- At At) = V2DAt - 64
wobei D > 0 eine Diffusivitat darstellt.



Brownsche Bewegung
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» Zur Zeitt = kAt giltfark =1,2,...

X(k - At; At) = X((k — 1) - At; At) + V2DAL - 5

oder
X(k - At; At) = V2DAt - (61 + - - + k)
Analog seien {Xi(t; At), Xo(t; At), ...} Zufallsvariablen,

die die Position von Teilchen darstellen, die sich gleichartig
aber unabhangig von einander bewegen, d.h. k=1,2 ...

X,(k - AL At) = )(,((k - 1) - At At) + V2DAt - (5,’7/(

wobei {0; x } unabhangig und gleich verteilt wie § sind.
Man simuliert diese Bewegung von Teilchen durch
Zufallsproben und erstellt Histogramme fur die
Teilchendichte, wie in der obigen Abbildung gesehen.
Die Eigenschaften der Histogramme sollen voraussagt
werden:



Brownsche Bewegung

» Die Verschiebungs-Zufallsvariable ¢ erfillt

ps =E(8) = P(6 = —1)(=1) + P(6 = +1)(+1) =0

02 =V()=P(6=—-1)(-1-0)2+ P06 = +1)(+1 - 0)? =

» Die Positions-Zufallsvariable erfullt

Lt/At]
X(t; At) = X(t—At; At)+V2DAL-6)yypq = -+~ = V2DAL > §;
i=1
mit [t/At]
px(tan = E(X(t; At)) = V2DAt Y ps; =0
i=1
und

Lt/At]

oxan = E(X(t; At)?) =2DAt > o5
i=1

228
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Brownsche Bewegung
» Laut dem Zentralen Grenzwertsatz
Pla< X(t; At) < b) =
( t/At a  _ X(EAD = pxgan _ | t/AL b )
[t/At] /2Dt ~ TX(t:Al) —\ [t/At] V2Dt

At—0 a b
— P <Z< , Z~N(0,1), a<b, abeR.
< _\/2Dt> (0:1)

vaDt
» Daher gilt
b//2Dt
Pla< X(t: Aty < b) 220 1 e %/2dz
\/b 27 Ja/v2Dt
=zv2Dt 1 / o X2/(4D0) gy
vV 47('Dt a

» Hausaufgabe: Fiir « € (0, 3] entwickle das Modell mit

Po=-1)=«a, P6=0)=1-2a, P(l=+1)=nqa.
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Brownsche Bewegung
Ergebnisse einer Monte-Carlo Simulation:
» Fira=-10, b= +10.
29 raumliche Zellen,
D=5, At =0.01
und oo = 0.5:

Mehr Abstand
zwischen
Zufall vs. Normal

Teilchendichte 1 Teilchen-Positionen

» Fira=-10, b= +10.
29 raumliche Zellen,
D=5, At =0.01
und v = 0.1:

Teilchendichte

Weniger Abstand
zwischen
Zufall vs. Normal
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Brownsche Bewegung
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>

Die Eigenschaften der Teilchendichte sollen vorausgesagt
werden:

Sei X(t) eine Zufallsvariable fur die Position eines
beliebigen Teilchens in einem diinnen Rohr zur Zeit t.

Sei p(x, t) die Wahrscheinlichkeitsdichte far X(t),
b
Pla< X(t) < b) = / o(x, 1)dx
a
Sei §(7) eine Zufallsvariable, die die Anderung der Position

des Teilchens in einem Zeitintervall der Lange 7 darstellt.
Sei (¢, 7) die Wahrscheinlichkeitsdichte far §(7),

b
P(3(r) € [a,b]) = / f(¢.7)0e

die keine Bewegungsrichtung bevorzugt, und daher ist
f(¢, 7) eine gerade Funktion in &: (&, 7) = f(—¢&, 7).



Brownsche Bewegung

» Wenn zur Zeit t die Wahrscheinlichkeitsdichte p(x, t) fur
X(t) gegeben ist, dann folgt aus
P(a< X(t+7) < b)=P(a< X(t)+ () < b) =

/ :" Pla< X(t)+¢ < b)ien)ds = | +: [ / o t)dn} f(¢. m)de

—£

_ /ab [/:o (X — €, O (E, T)d.g] dx

dass zur Zeit t + 7 die Wahrscheinlichkeitsdichte p(x,t + 7)
far X(t + 7) gegeben ist durch

+oo
p(X,t47) = / p(x — € (£, )0,

—00

» Durch Taylor-Entwicklungen und Eigenschaften von f folgt

p(X, ) +Tpi(X, 1)+ =p(x, 1+ 7)= /“’o (X, 1) = px (X, DE+ pax(X, )E2 /24 - ]F(E, 7)dE
p(x. 1) /*00 (¢, T)dg—px(x, 1) /+°° (€, 7)dEApx(x, t)/ L2, Tyt
—— —— , 00

=1 =0
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Brownsche Bewegung
» Es ergibt sich dann

. +o00 52
p(x.) = Dpuslxt) mit D= [~ Sf(e e
» Mit den Anfangsbedingungen
pe(X, 0) — { 1/(26)a X € [_67+€]

0, sonst
ist die Lésung fur t > 0 gegeben durch

1 X+e€ X —¢€

pi(x,t) = > [erf <@) — erf <\/47Dt>} .

» Daher wird f gegeben durch

e_xz/(4DT) e—0 e €
WHPE()GO‘*‘T)_/ pf(x — & 0)f(&, 7)d¢

/ ryde =9 f(x, 7).
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Brownsche Bewegung

» Man bestatigt
+0o 52
| 5-femnde=p

oo 2T
» Zusammengefasst ist die Losung des Anfangswertproblems
pt(X, 1) = Dpxx(x, 1), p(x,0) = po(X)
gegeben durch
+oo e~ V2/(4D1)
p(x,t) = /_oo PO(X_}/)Wdy
» Hausaufgabe: Analog zur Berechnung Uber Q x [0, T]
einer Temperaturverteilung gegeben durch die Lésung von
pcTy =V - (AVT), T(t,00)=Tx(t), T(0,2)=Ty

entwickle numerische Methoden, um die Dichte p in einem
raumlichen Intervall x € [0, 1] Uber ein Zeitintervall

t € [0, T] zu berechnen.
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https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/KeelingMW20.pdf

Brownsche Bewegung
» Firt € [0, 5], x € [0, 1],
101 raumliche Zellen,
1001 Zeitschritte,
und D = 1:

Es bleibt
1
/ p(x, t)dx =1
0

Also p(x, t) =31,

» Firt e [0, 5], x € [0, 1],
101 raumliche Zellen,
1001 Zeitschritte,
und D = 5

Evolution der Dichte

Evolution der Dichte

Die Evolution
ist langsamer.
mit D kleiner.
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Quanten- und Klassische Materie

» Siehe das Doppelspalt-Experiment.

» Im 20. Jahrhundert ist entdeckt worden, dass Licht und
Materie beide einen Wellen- und einen Teilchen-Charakter
besitzen.

» Um den Wellencharakter zu verdeutlichen, soll die
mathematische Beschreibung von Wellen hervorgehoben
werden, wie sie fir Elektromagnetismus und
Strémungsmechanik bekannt sind.
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https://youtu.be/ip8cmyitHss

Von Quanten- bis zur klassischen Materie
» Sei eine komplexe Welle mit der Wellenfunktion

w(x,t) = u(x,t)+-v(x, t) = p(x,t)exp[e - 0(x, t)]

p(x,t) = \/U(x, t) + v3(x, 1), tan(f(x,t)) = v(x,t)/u(x,t)

u(x, t) = p(x, 1) cos(6(x, 1)),  v(x,t) = p(x, t) sin(d(x, 1))
dargestellt, wobei nur die Intensitat
w(x, )| = p(x. 1)
messbar ist.

» Falls es zwei Wellen wy(x, t) und wa(x, t) gibt, folgt aus der
Superposition fir die Gesamtamplitude

w(x,t) = wy(x, t) + wa(x, t)

W1(X7 t) = U1(X’ t) +- V1(X7 t) = p1(X, t)exp[z- 01(X7 t)]

Wa(x, t) = Uz(x, t) + 1 va(X, 1) = p2(x, t) exp[e - O2(x, 1)]
237



Von Quanten- bis zur klassischen Materie
» Hausaufgabe: Zeige
|W(X> t)|2 = (U1 (Xv t) +- V‘I(X7 t)) : (U1 (Xa t) — 1 V1(X7 t)) =
P2(X, t) + pa(x, t) + 2p1(x, t)p2(X, t) cos[01 (X, t) — b2(x, 1)].

» Der letzte Term ist der sogenannte Interferenzterm.
» Der klassische Transport von Masse wird bezlglich der

Materie-Dichte mit der Konvektionsgleichung modelliert,
Pt(Xa t) + [V(Xa t)p(X, t)]x =0

wobei v(x, t) die lokale Geschwindigkeit ist.
» Man bestatigt, die Lésung dieser Gleichung ist gegeben
durch die reisende Welle,

p(X,t) = po(x — 1)
wenn p(x,0) = po(x) anfanglich gilt und die

Geschwindigkeit v(x, t) = v eine Konstante ist.
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https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/KeelingMW20.pdf

Von Quanten- bis zur klassischen Materie
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vy

Mit diesem Modell kann aber keine Interferenz entstehen.
Deswegen wird eine Materie-Welle mit der Wellenfunktion

?!)(X, t) =V p(X, t) eXp[ZG(X, t)/h]>

,O(X, t): W)(X’ t)|7 0(X7 f)zarg[ﬂ)(X, t)]
allgemeiner modelliert, wobei die Phase 6 fur die
beobachteten Interferenzmuster notwendig ist.

Die Phase ist hier mit der Planck-Konstante # skaliert.
Fir eine Materie-Welle wird die Wellenfunktion so
interpretiert, dass

[W(x, )P = p(x, 1)
die Wahrscheinlichkeitsdichte fur die Position eines

Teilchens darstellt.
Daher muss erflillt werden,

+o00
/ lb(x, B)Pdx =1, Vt> 0,



Von Quanten- bis zur klassischen Materie
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» Weiters gibt es die Beziehung 6x(x, t) = mv(x, t) zwischen

der Phase 6 und der Geschwindigkeit v, wobei m die
Masse eines Teilchens darstellt.

Die Konvektionsgleichung fir p wird mit einer zweiten
Gleichung flr die Phase 6 gekoppelt,

1

pr(x, 1) + —[x(x. Do(x. ] = O

1 B2 pxx(X, 1)
0 — 02 % RS stud Wbl AP
t(Xat)+2m9X(X7t)+ (th) o°m p(X,t)
Dieses System ergibt sich von der einfacheren
Schrédinger Gleichung, die folgendermafen formuliert
werden kann.
Flr die geradlinige Bewegung eines einzigen Teilchens sei
die Wellenfunktion gegeben durch
w(X’ t) _ Aez(wx/v—wt) _ AeZm(X/)\—VI)

wobei A die Amplitude der Schwingungen, w = 27v die
Drehfrequenz und v = v\ die Geschwindigkeit sind.




Von Quanten- bis zur klassischen Materie
» Mit der Frequenz der Schwingungen v, ist die Energie E
gegeben durch die Planck-Einstein Formel,
E =2nhv.
» Mit der Wellenlange X ist der Impuls p durch die
de-Broglie-Einstein Hypothese gegeben
_2nh
==
» Folglich ist die Wellenfunktion gegeben durch
1/}()(7 t) — Aez(xprt)/h'
» Es gelten

O W, oEn O PP . oEtyn PP
Sy (X 1) = A PRI o (x, 1) = — 5 A PR = (. 1)

und

%(x, t) = _1E gt _ —fw(x, t).

ot h
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v

Sei V das lokale Potential, dem das Teilchen ausgesetzt wird.

» Die Gesamtenergie E ist gegeben durch die Summe der

kinetischen (3mv?2) und der potentiellen (V) Energie,

12 P~
E=jmv+V=__+V.
Aus
P v t
Ey(x,t) = ﬁw(x, t) + V(x)y(x, 1)
folgt
hoy K0Py
Lot _amoxe /Y

» Diese ist die Schrodinger-Gleichung in 1D.

ist die Schrédinger Gleichung analog gegeben durch

noy _ h?

1 Ot~ 2m Ay —Vy



Von Quanten- bis zur klassischen Materie

» Hausaufgabe: Analog zur Berechnung der Dichte fur
Brownschen Bewegung entwickle numerische Methoden
fir die Losung der Schrédinger Gleichung auf einem
raumlichen Intervall x € [—L, +L] und Uber ein Zeitintervall
t € [0, T]. Hinweis: Mit einer sehr groBen Wellenfrequenz
A = h/m muss das raumliche Gitter sehr fein sein!

» Analog zur Brownschen Bewegung ist eine Lésungsformel

fir das Anfangswertproblem (V=0)
Nk 0%
Bt~ omax?’ Y(X0) = to(X)

gegeben durch (D =1h/(2m))

2

[T o(x—y) B
w(X,z‘)—/_oo iiEgi’)fW( 4<2f;>t>dy-
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>

Hausaufgabe: Verwende diese Losungsformel, um die
Lésungen auf der Wiki-Seite zu kontrollieren.

Laut der Arbeit von Heisenberg kénnen die Position und
der Impuls eines Teilchens nicht gleichzeitig bestimmt
werden. Die Unschérfe des Ortes x und des Impulses p
werden jeweils durch deren statistische Streuung o und
op definiert, und die Unscharferelation besagt

Dirac hat gemeint, die klassische Mechanik kann als
Grenzfall der Quantenmechanik angesehen werden, wenn
h gegen Null strebt. Dies soll heiBen, Newtonsche Gesetze
sollen sich von der Schrodinger Gleichung ergeben, wenn
h— 0.

In dieser Arbeit wird Uber den Grenzibergang im Detail
erklart.


https://de.wikipedia.org/wiki/Schr%C3%B6dingergleichung#Eindimensionales_freies_Teilchen
https://arxiv.org/pdf/1201.0150v2.pdf

Von Quanten- bis zur klassischen Materie
» Hausaufgabe: Fir eine Pakete-Breite o und mit A = /i/m stelle
die Losung (d.h. ||, R(v¥), 3(x»)) dynamisch grafisch dar,

A2 o2 + 2uth/m

m

_ ov/2/7 2m wth w2a?  (x —2nth/(Am) — z7r<72/>\)2)
vt = o2 + 2uth/m oxp (T (X_ 7) B )

far A grof3 (h ~ 1, quantum) und far & klein (& ~ 0.1, klassisch),
bzw. m klein (quantum) und fir m grof3 (klassisch).
» Mit A = 47h/(mv) erfillt diese Losung

e N (2R
P(Xat)—W(Xam - \/mexp( 04+4h2t2/m2

» Mit 7 — 0 oder m — oo hat die Lésung die Form

die einer reisenden Welle mit Geschwindigkeit v entspricht.

e » Hausaufgabe: Stelle diese dynamisch grafisch dar: Video.


https://imsc.uni-graz.at/modellwoche/2020/quant1d.m4v

Von Quanten- bis zur klassischen Materie

» Hausaufgabe: Wiederhole diese Uberlegungen in 2D und

fir zwei Teilchenwellen, um Interferenzmuster zu

untersuchen: Video.

r————00ERE
20— 0B
t——O0——0EE

P 0
e OEEE
t——0——0EE

1+ea\/7(

» Zwei Teilchen werden an x = 0, y = ++ eingefuhrt.
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» Quantum 7 gréBer links, klassisch 7 kleiner rechts.



https://imsc.uni-graz.at/modellwoche/2020/quant2d.m4v
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