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Was sind Integral- und Differentialrechnungen?

» Kurz beschrieben: Eine Integralrechnung entspricht dem
Flacheninhalt unter der Kurve einer Funktion f(x)
zwischen x = gund x = b:

f(x)
1.0)

o /1 f(x)dx =1/3
0

02 04 06 08 10"

» Kurz beschrieben: Eine Differentialrechnung f'(xg)
entspricht der Steigung einer Funktion f(x) an der Stelle

X = Xo.
/ f(X):X27 X0:1/27

0% 04 06 08 10" f/(XO) =




Warum sind diese niitzlich?

» Ein flussiges Material wird 1cm tief in den schattierten
Bereich eingegossen. Wie viel der Flissigkeit wird
notwendig? (auch Wahrscheinlichkeitsrechnungen [158])

(x)
1.0

o /1 f(x)dx =1/3
0

02 04 06 08 10"

» Eine Rennstrecke hat ein parabolisches Profil. An welcher
Stelle ist die Neigung genau 45° aber vorher < 45° und
nachher > 45°? (auch Min/Max Probleme [122])

/ f(x)=x2, xo=1/2,

f'(x0) =1

X
02 04 06 08 1.0



Warum diese Rechnungsarten zusammen studieren?
» Erstaunlicherweise gibt es eine Beziehung zwischen
Integral- und Differentialrechnungen, und zwar

Flacheninhalt

=
t -

F(t) "2° F(0) + / Fi(x)dx & F(x)
0 ~—

Steigung

d.h. sie sind Umkehroperationen von einander:

Eine Integralrechnung | einer Differentialrechnung ()’ der
Funktion F liefert F zurlick!

» FUr den Flacheninhalt auf Seite 7] zeigen wir spater:

1(x)
1.0)

" f(x) =x% = F'(x), F(x)=x3/3

o /1 f(x)dx = F(1) — F(0)=1/3
0

X
02 04 06 08 1.0
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Was ist das neue Werkzeug?

» FUr Integral- und Differentialrechnungen wird man mit
Unendlichkeiten (Grenzwerten) vertraut!

» d.h. was passiert wenn Parameter unendlich grol3 oder
unendlich klein werden?

» FUr die Integralrechnung: Der Grenzwert ist

f(x)
1.0

0.8 1 2
/ Xt=—, Xo=—, Xi =
0.6 / n n
0.4 /
/ i i—1
0.2 4 AX=Xi—Xj_41=— — —— =
_ n n

02 04 06 08 10"

0

1\21 /2?1 21, 1
_<) +(>+...+()”;

n/ n n) n n/ n 3



Was ist das neue Werkzeug?
» Wie kann man diesen Grenzwert berechnen? Nicht durch
Auswerten an der Stelle n = oo!
» FUr die Differentialrechnung: Der Grenzwert ist
f(x)

1.0
0.8

06 f(x) = X2, Xo=1/2, |h|klein
0.4
f(xo + h) — f(xo)
0.2 7 —
— (X0 +h) — xo

02 04 06 08 10"
-02

f(Xo + h) — f(Xo) (Xo + h)2 — Xg h—0
/ =~ =
f'(xo) ~ TR R b — 2Xp

» Wie kann man diesen Grenzwert berechnen? Nicht durch
Auswerten an der Stelle h = 0!

11



Ziele die vor uns liegen
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>

Wir missen zuerst mit Funktionen und ihren Graphen
vertraut werden.

Wir mUssen zuerst mit Grenzwerten vertraut werden.

Dann werden wir Integral- und Differentialrechnungen
genau definieren und Rechenmethoden kennenlernen.

Eine Extremstelle xp einer Funktion f(x) erfullt (meistens)
f'(xo) = 0, eine Gleichung, die wir nach x; auflésen
kénnen missen. Beispiel: f(x) = x2, f'(x) = 2x
Eine Funktion f(x) ist steigend fur f/(x) > 0 und fallend flr
f'(x) < 0. Fir solche Ungleichungen mlssen wir die
entsprechenden x-Werte finden kénnen.

Wir missen Differentialrechnungen beherrschen, um
entsprechende Umkehroperationen flr Integralrechnungen
zu machen. Beispiel: f(x) = x2 = F'(x), F(x) = x3/3
Schliesslich werden wir uns mit Verallgemeinerungen in
mehreren Variablen beschaftigen.



Hausaufgaben, vgl. Kapitel 2 im Losungsheft
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» Finden Sie Wolfram Mathematica,

http://www.wolfram.com/mathematica/

oder Wolfram Alpha,
http://www.wolframalpha.com/

wobei die letzte auch fir das Handy verfligbar ist.
Siehe Google Play oder die App Store.
Lernen Sie die Software kennen, z.B.
» Plot [{x"2, (x-1/2)+1/4},{x,0,1}]
» Plot [Evaluate [{XA2, D[x"2,x] }J , {x, 0, 1}]
» Integrate[x"2,{x,0,1}]
» ContourPlot [x"2+y"2==1,{x,-1,1},{y,-1,1}]
» Simplify[x"2+2x+1]
oder auch Abktirzungen davon — experimentieren!

Da solche Software existiert, warum soll man diesen Stoff
lernen? Uberlegen Sie die automatische Ubersetzung
einer Sprache! Man muss sich mit der Sprache
auskennen, bevor das Werkzeug natzlich wird!


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/mathlh.pdf
http://www.wolfram.com/mathematica/
http://www.wolframalpha.com/

Relationen
Def: Eine Relation ist eine Beziehung zwischen den Elementen
(x, y) eines geordneten Wertepaares. Der Definitionsbereich D
besteht aus den x-Werten und der Bildbereich B besteht aus
den y-Werten. Die Relation lasst sich typischerweise durch
eine Gleichung mit x und y und einen Graphen darstellen.

» Beispiel: Die Gleichung r>0,x,y €R
(x = %)%+ (y —yo)? = r?
stellt die Relation zwischen x und y in einem Kreis mit
Zentrum (Xo, ¥o) und Radius r dar:

y
2.0
B Q
1.0

X0:17 y0:3/21 r:1/2
D=1[1/2,3/2], B=1[1,2]

14



Kreise und Ellipsen
» Beispiel: Die Gleichung r>0,x,Yy €R
(x = x0)%/& + (y — y0)?/b* =1

stellt die Relation zwischen x und y in einer Ellipse mit
Zentrum (Xg, ¥o) und Langen a und b der x- bzw.
y-Achsen.

a:27 b=3 322, b=
D=[-2,2], B=[-3,3] D=1[-1,8], B=][1/2,5/2]
15



Parabeln
» Beispiel: Die Gleichung a#0,x,¥ R
x=a(y - yo)*+ X

stellt die Relation zwischen x und y in einer waagerechten
Parabel mit Scheitel (xp, ¥o) und senkrechtem
Ausdehnungfaktor a dar: R = (—o0, +00)

XoZO:yo, a=1 X0:—1/4, y0:1/2, a=-4
D=[0,0), B=R D=(-c0,—1/4], B=R

» Was sind xg, yp und a fiir x = y? + 4y + 5? der Graph?

. Quadratische Erganzung: y? + 4y +5 = (y + 2)% + 1



Quadratische Erganzung
» Beispiel:

xz[y2+4y]+5:[<y+;>2—4} +5=(y+2)%+1

y2+ay+4
» Beispiel: ,
x=2y?—12y 417 =2 [ <y— 6> - 9]+17 =2(y—3)2—1
- 2 2
2[y2—6y] "
yc—6y+9
» Im Allgemeinen, a#0,b,ceR

ay’+by+c=aly—a)P+4
Man bestimmt «, 5 durch
aly—a)®+8 = ay’—2aay+ac®+p = —2aa=b, ad’+f=c

oder o = —b/(2a) und 3 = ¢ — an®.
» Diese Lésung zeigt, quadratische Erganzung kann immer

. durchgeflihrt werden.



Hyperbeln
» Beispiel: Die Gleichung a,b>0,xp,¥ R
(x = x0)2/& — (y — y0)?/b% =1

stellt die Relation zwischen x und y in einer waagerechten
Hyperbel mit Scheiteln (xo — a, o) und (xo + &, yo) und

Asymptoten |(x — xo)/al = [(¥ — yo)/b| dar: (IX]="7)
N s p y
N a

1 / .
/ 6 NI -2 2/ 1"
2 1 )( 2 /\é\ <
/ \ ) —4\\
7 2 N -°
a=1, b=1 a=3, b=2

D=R\(-1,1), B=R D=R\(-4,2), B=R
18



Hausaufgaben, vgl. Kapitel 2 im Losungsheft

» Flr das letzte Beispiel kann man die Asymptoten
|(x — x0)/al = |(y — ¥o)/b| durch die Geraden
¥y =Yo—(b/a)(x — X)) und y = yo + (b/a)(x — xo)
grafisch darstellen.
» Die stlickweise Definition von | X] ist

-X, X<0 (0 in beiden Fallen?)
_ 2 ’ =
‘X|_\/7_{ X, X>0 (VX2 £ 4+X 1)

Far die folgenden Gleichungen
» 4 =10 —2x + x2 — 12y + 4y°
»0=y?>+y+1—x
» 36 = —32 + 8x + 4x2 — 36y — 9y?

sind folgende durch quadratische Erganzung durchzufihren:
» die Art der Relation (den Kegelschnitt) erkennen,
» die Relation grafisch darstellen, und
» die Mengen D und B aus dem Graphen ablesen.

19 Hinweis: Jedes Beispiel erscheint oben in einer anderen Form.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/mathlh.pdf

Funktionen
Def: Eine Funktion ist eine Relation, in der es nur ein y € B flr
jedes x € D gibt.

» Beispiel: Die Gleichung S, X0, Yo €R
y(x) = s(x = Xo) + Yo

stellt eine Funktion fir x und y(x) in einer Gerade mit
Steigung s und y-Achsenabschnitt a = yp — $xp.

» Der Punkt (xo, yo) liegt auf der Gerade.

» Esgelten D=Rund B=Rfalls s # 0, sonst B= {yp}.

» Wenn (xq, y1) ein anderer Punkt auf der Gerade ist, dann
erfullt die Steigung s = (y1 — ¥0)/(X1 — Xo)-

» FUr das Beispiel einer Hyperbel auf Seite (18] sind die
Asymptoten durch |(x +1)/3| = |(y + 2)/2| gegeben, d.h.
die 2 oben grafisch dargestellten Geraden,

%W%:éx+n72 und muy:féwifg



Geraden
» Beispiel: Der Punkt (xo, yo) = (—1,—1) liegt auf einer
Gerade Ly mit Steigung s; = —2.
» Mit der Form y(x) = s(x — xo) + yo ist L1 gegeben durch
Ly: y(x)=-2(x+1)—-1
» Beispiel: Die Punkte Py = (1,1) und Py = (3, 2) liegen auf
einer Gerade Lo. (X0, ¥0) = (1,1)7?)
» Die Steigungist s, =(2—-1)/(3—1)=1/2.
» Mit der Form y(x) = s(x — xp) + yo ist L> gegeben durch

y(x)
1
[ y
~2.0-1%-1.0-05 | ¥ 1.0
y(x)
0.5 ?
2.0
15 05 10 15 20
1.0 -0.5
10 15 2.0 25 3.0 3.5X -1.0
» Da sys, = —1, liegen Ly und L, senkrecht auf einander.



Betragsfunktion
» Die Betragsfunktion mit Steigung s und Scheitel (xo, ¥o):

—8(x — x0) + Yo, X< Xo

Y =six =l +yo= { S0 T

» Ein Scheitel einer Kurve, die
(noch méglicher Drehung)
lokal u- oder v-formige ist, ist eine -1
Stelle einer kritischen Krimmung.

\y#r/ i

2 1 ' 1 2 X -4 ; 2"
X=0=y, s=1/2 =1, Y=-1, s=-3
D=R, B=][0,) D=R, B=(-o0,—1]



Betragsfunktion

» Eine Summe von Betragsfunktionen, mit 2 Scheiteln,

—x—3, x€(—o0,—1]
y(x)=2|x+1|—|x —1|={ 3x+1, xec[-1,+1]
X+3, x€[+1,+x)

» Spitze fir 2|x + 1| in x = —1, Spitze fur |[x — 1| in x = +1.
» Die wichtigen Intervalle sind (—oco, —1], [~1,+1] und [+1,00):

y(x)
6

#2(x+1), X [-1,+1] 4

—2(x+1), xe€(—o0,—1]
2l x +1] =
+2(x+1), x€[+1,+00)

+x—=1), xe[-1,+1] 32 o1 T 2 3~

{ +(x—1), x€(—o0,—-1]
—|x=1|=
—(x—=1), xe€[+1,+0)
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Ungleichungen und Funktionen
» Beispiel: Fir die Funktion y(x) stellen die Mengen
{ey)eR?ry <y()} und {(x,y) eR®:y > y(x)}
die zwei-dimensionalen Gebiete in
R2 = {(x,y) : X,y € R} = (~00,+00) X (00, +0)
unterhalb bzw. oberhalb der Kurve y = y(x) dar.
» Fir fixiertes x und y < y(x), liegt P = (x, y) unter

Q = (x,y(x))-
» Fir fixiertes x und y > y(x), liegt P = (x, y) Uber
Q = (x, y(x)).
y y




Ungleichungen und Funktionen

» Beispiel: Das Dreieck D inklusive seines Randes und mit
Eckpunkten (0, 0), (0,3) und (1, 1) stellt man durch
Ungleichungen und eine Grafik dar.

» Die 3 Seiten des Dreiecks liegen auf 3 Geraden.

» Man erinnert sich an die Gleichung einer Gerade durch
Punkte Py = (xo, o) und Py = (x4, y1),

y(x) = s(x=xo0)+Yo, S=(Y1—Yo)/(x1—x) €R, sonst x = xo(= x1)
» Die drei Geraden am Rand des Dreiecks sind

Py =(0,0), Pi=(1,1) = y = x

P0:(171)7 P1:(0?3) = y - 72(X71)+1 §

POI(O,O), P1I(0,3) = x =0

» Das Dreieck lasst sich so darstellen:

D = {(x,y)eR2: x>0} N x=0 y=x
{(x,y)eR?:y>x} n !
JER?:y < -2x+3} — x

YER?: x>0,x<y<-2x+3} 2 1\2 ’




Ungleichungen und Funktionen
» Beispiel: Die Relation x? /4 + y? = 1 stellt eine Ellipse dar,
aber das Innere der Ellipse Iasst sich so darstellen:
E={(x,y)eR?: x?/4+y? <1}

» Die untere und obere Teile der Ellipse lassen sich durch die
Funktionen y;(x) bzw. y»(x) darstellen: (x%/4 + y; 2(x)? = 1)

Yy
B L

e Y2(X) o 5

// 05 \\ y2 = 1-x2/4

vl = T34 (\/y2#4y))
- -1 1 yi(x) = —+y/1—x2/4 (unterer Teil)
) 00 yo(x) = ++y/1—x2/4 (oberer Tell)

» Mit diesen Funktionen hat das Innere die Darstellung:
E = {(xy)eR:xe(-2,2), y(x) <y} N
{(Xay) € Rz X e (_272)7 y< yZ(X)}

= {(x,y) €R?:x€c(-2,2), y1(x) <y < yo(x)}
26 die fir die Grafik genutzt werden kann.

$




Quadratische Polynome
» Das quadratische Polynom a#0,b,c,x, ) €R
y(x) = ax® + bx +c = a(x — x0)* + yo

entspricht einer senkrechten Parabel mit waagerechtem
Ausdehnungfakior a und Scheitel (xo, ¥o)-

» Durch quadratische Erganzung

a(x — x0)2 + yo = ax® — 2axox + axg + yo
ist der Scheitel gegeben durch
Xo = —b/(2a), yo=c— axg.

» Wenn a > 0 gilt, entspricht der Scheitel einem
Minimumpunkt far y(x). Sonst fir a < 0 entspricht der
Scheitel einem Maximumpunkt far y(x).

» Die Nullstellen fir y(x) sind

. —b—Vb? —4ac . —b+ Vb? —4ac
1= , Xe =
2a 2a

und es gilt y(x) = a(x — x1)(x — x2).



Quadratische Polynome
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» Falls die so-genannte Diskriminante D = b? — 4ac (der

Radikand der Wurzel) D < 0 erf(llt, sind die Nullstellen
komplex, d.h. Elemente der Menge
C={z=x+wy:x,y eR}

wobei 2 = —1, und x = R{z} und y = 3{z} sind die reele

bzw. imaginére Teile von z.

Komplexe Zahlen haben viele wichtigen Anwendungen, die

auBerhalb des Rahmens dieser Lehrveranstaltung liegen,

aber hier sind sie z.B. so nltzlich: 641,

Falls x; » ¢ C\RR gilt, sind im Graphen der Funktion y(x) in

R? keine Kreuzungen mit der x-Achse zu sehen.

Fur y(x) = ax? + bx + ¢ findet man die Mengen
Yi={xeR:y(x)>0}oder Y_={xecR:y(x) <0}

zuerst durch Bestimmung der Nullstellen x ».

Falls x; » ¢ C\RR gilt, folgt

>y >0flra>0

e 2
y(x) = alx = x0)" + yo {§y0<0f0ra<0



Quadratische Polynome

Falls x1 » € R gilt, bestimmt man Y., Y_ durch die Darstellung
y(x) = a(x — x1)(x — x2) und eine Tabelle folgender Art.

(_007_1) (_172) (2700)
-3 o o o
(x+1) o @ ® z.B. unten links
(x—2) S S) @
y(x) o B o
y(x) yfx)
| 1
~1 1 7 X
-1 2 - 0 17X
y(x) =§(2+x—x?) y(x)=x2+x+3
X12 = —1, 2 (X0 ¥0) = (3, 3) x12 = 3(=1%1), (X0, %0) = (—3,
D=R,B=(— ,%] D=R,B=[} )

o Yi=(-1,2), Y. =R\[-1,2] Y. =R, Y_ =0



Kubische Polynome
Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom nten Grades

p(x) = anx" + -+ -+ a;x + ag hat n Nullstellen {xq, ..., xp}.
Erlaubt sind {ao, ..., an}, {x1,...,Xn} C Cund x; = x; flr i # .
» Das kubische Polynom a#0,b,c,deR

y(x) = ax® 4+ bx® + ox + d = (ax® + pux + v)(x — x3)
mitv = —d/xz und u = b+ axs = —(d + cx3) /X3
hat mindestens eine reele Nullstelle x5 € R.

» Die anderen 2 sind Nullstellen des quadratischen
Polynoms ax? + ux + v = a(x — x1)(X — X2),
moglicherweise mit xq » € C.

» Beispiele: y(x) = x3 — xbzw. y(x) =1 - x3, D=R = B.

VZ(X) / y2(x)
1
2 /1 2 X
x
-1 -2 \ I\ 2
30 2 -1




Biquadratische Polynome
» Das biquadratische Polynom as #0, a3, a,ay,a € R

y(x) = agx* + asx® + apx® + a;x + ag

hat 4 Nullstellen {x1, X2, X3, x4} mit allen, einigen oder
keinen in R, die restlichen in C\R.

» Wahrend fUr kubische Polynome maximal eine Hochstelle
und maximal eine Tiefstelle mdglich sind, sind bis auf 3
Extremstellen mdglich fir biquadratische Polynome.

» Beispiele: y(x) = (4 — 5x% + x*)/2 = (x2 — 1)(x® — 4)/2
bzw. y(x) =14+ x — x3 —x* = (1 = x®)(x® + x + 1).

)%(x) yz(x)

ML,

VIV

2

D:R,B:[—%,oo) D=R,B=(—oo,pul|, p~1.3



Polynomdivision
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» Um z.B. y(x) = 1+ x — x® — x* zu faktorisieren, kann
mann Polynomdivision durchfihren.
» Fur Polynome 2., 3. und 4. Grades gibt es algebraische
Formeln fir die Nullstellen, aber ab dem 5. Grad nicht mehr!
» Jedoch merkt man, y(1) = 0 und daher ist (x — 1) ein
Faktor, d.h. es gibt ein Polynom p(x) mit y(x) = (x — 1)p(x).
» Durch Polynomdivision ergibt sich,

—x*  =x3 +x +1 = x—-1 = —x3-2x2—2x—1
e —x* +x8
0 —2x° +x  +1
o 2x3  42x2
0 —2x2  +x +1
o —2x2  +42x
0 —x  +1
© —x  +1
0 0

» Ahnlich fir p(x) = —x3 — 2x2 — 2x — 1 merkt man,
p(—1) = 0, und durch Polynomdivision ergeben sich
p(x) = (x +1)(=1 —x —x%) und y(x) = (1 — x®)(X® + x + 1).



Hausaufgaben, vgl. Kapitel 2s&3 im Losungsheft

» Man findet Funktionen fiir die Asymptoten der Hyperbel
4(x +1)? — 9(y — 2)? = 36 und stellt diese grafisch dar.

» Man findet Formeln fir die Geraden durch (—1,0) und
(—3,7) bzw. durch (13, -2) und (13, 7).

» Man findet die Scheitel der Funktionen y;(x) =1 —2|x + 1|
und y»(x) = 2|x — 1| und stellt die Funktionen grafisch dar.
Dann stellt man y(x) = y1(x) + y=(x) grafisch dar.

» Das Dreieck mit Eckpunkten (1,1), (3,1) und (3, 2) stellt
man grafisch und mit Formeln als Menge dar.

» Man stellt die Menge H = {(x,y) € R?: x> — y2 < 1} in R?
grafisch dar.

» Man bestimmt die Mengen {x € R : x> — 3x + 2 < 0} und
{x eR:(x+2)(x2-1)>0}.

» Man findet die Nullstellen der Polynome y;(x) = 2x° — 2x,
yo(Xx) = 3 —3x3, y3(x) = 4 — 5x2 + x* und
¥a(x) = 6(1 + x — x3 — x*) und stellt diese grafisch dar.
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Rationale Funktionen
» Eine rationale Funktion ist ein Quotient von Polynomen,

_ P(x)
r(x) = ax)’ pPEPn, q<EPnm
wobei P, die Polynome hochstens nten Grades darstellt.
» Wenn n # m, gelten fir |x| — oo,

17| = oo, Nn>m
0, m>n

weil eines der Polynome schneller wachst als das andere.
» Wenn n= mund

p(X) = PnX"+pp_1 X"+ + po
q(x) = gnX"+ Gn1X" 1+ + qo

dann gilt far |x| — oo,
n .« .. _n 71 ... 7” o0
H(x) = PnX" + - + po <x > _ pn+/on4xi1 + +DOX7 IxI>c0 Pn
GnX"+ -+ qo \ X" QntQn—1X"" + -+ Qox~" Qn
weil x ¥ =1/xX — 0 fir k > 0und |x| — .




Rationale Funktionen

» Wenn g(xp) = 0 # p(xp), gilt [r(x)| — oo fir x — xo (Polstelle).

» Beispiele: r(x) = x3/(1 + x2) bzw. r(x) = 3x/(1 + x?):

r(x)

r(x)

» Beispiel: r(x) = x2/(x? — 1):

r(x)
3

\_

-3 -2 -1

2 3

X

D=R=B D=R,B=[-33]

= x2/[(x = 1)(x+1)]
(—o0,—1) (-1,0) (0,4+1) (+1,40)
x? ® @ @ @
(x—1) e o o ®
(x+1) S ® ® )
r(x) @ ool O 0 O —ohee @
D =R\{£1}, B=R\(0,1]




Stetige und nicht stetige Funktionen
» Vom letzten Beispiel: y3(x) = x?/(x? — 1), x # +1,
ys3(£1) = 0, erfallt |y5(x)| — oo fir x — £1, und man sagt:
y3(x) ist nicht stetig an den Stellen x = +1.
Informelle Def: Eine Funktion y(x) ist stetig an der Stelle xo,
wenn der Graph an dieser Stelle ununterbrochen ist.
Maglichkeiten fur Unstetigkeiten sind:

1. Spriinge, z.B. y;
2. unendlich schnelle Schwingungen z.B. y»
3. und Unendlichkeiten, z.B. y3
» Beispiele: yq(x) = sign(x) bzw. y>(x) = sin(1/x), y»(0) = 0,

yi(x)

1.0p———
0.5

-10 05 05 10

-0.5]

A 4 R, =

D=R,B={-1,0,1} D=R,B=[-1,1]



Bisektionsverfahren

» Wenn eine Funktion stetig ist, muss sie eine Nullstelle in
einem Intervall (a, b) haben, wenn y(a) < 0 und y(b) >0
oder y(a) > 0und y(b) < 0, d.h. y(a) - y(b) < 0.

» Unter diesen Bedingungen kann das Bisektionsverfahren
verwendet werden, um eine Nullstelle zu finden.

» Man sucht eine Nullstelle des kubischen Polynoms

y(x) =14+ x+x2+x°

Es gelten y(x) == —oo und y(x) *25° 1 o0.

Anhand dieser Hinweise findet man mit a= —10 und

b =10, es gelten y(a) = —909 < O und y(b) = 1111 > 0.
» Bisektionsverfahren: Man wiederholt die Iteration bis

|a — b| oder |y(c)| ausreichend klein sind:

_a+b a «+ ¢ ya@-y)>0
©= 2 {b « ¢ yb) y(c)>0

» FUr das kubische Polynom findet man y(—1) = 0 und
daher y(x) = (1 4+ x)(1 + x?), also sind die Nullstellen {—1, 4}.



Potenzfunktionen

» Potenzfuntionen der Form y(x) = x" und y(x) = V/x fur
neN={12,...}: (No =NuU{0},Z=—-NUNy)
xh2 x2n X
Vx
X
-2 2" -1 1%
X
xA3/lxr5 o X 4
D=R,B=1]0,00),n€ 2N D=B=[0,0),nc2N
D=R,B=R,ne 2N — 1 D=B=R,ne2N -1

» Man versteht x™/" = {/x™, m.n € N, ggT(m.n) = 1. Sonst
xP,pe R, (x>0)durch X°P — xP, X, pe Q={m/n: m,n e Z}.
38 » Graphen (x> 0) fir p € [1, oc) wie links, fir p € (0, 1] wie rechts.



Umkehrfunktionen
» Die Graphen fiir y(x) = v/x sind (eingeschrankte)
Spiegelungen durch die Mediane y = x von den Graphen
far y(x) = x". Dies ist aber kein Zufall.
» Z.B. fur y(x) = x? mit eingeschréanktem D, = [0, ) = B,
ist die Spiegelung durch die Mediane gegeben durch die
Funktion y~'(x) = /x mit D,—+ = By und B, = D,

2

Y(y
f(x)
1 1 1(x)

-1 0 1 ¥ 9 0 1 2

» Fir f(x) = 1 + x2 mit eingeschrénktem Dy = [0, c0) und
folglich B = [1, 00) ist die Spiegelung gegeben durch die
Funktion f~'(x) = v/x — 1 mit Ds—+ = By und Bs—1 = Dy.



Umkehrfunktionen
» Die Einschrankung fir Dy ist notwendig, damit die
Spiegelung eine Funktion ist:
» Die Spiegelung ist eine Funktion, wenn jede senkrechte
Gerade den Graphen von f~' hdchstens einmal trifft.
» Dies gescheht genau dann, wenn jede waagerechte
Gerade den Graphen von f hdchstens einmal trifft.
» So wird die Einschrankung fiir Dy bestimmt.
» Man merkt, /' macht die Wirkung von f riickgéngig,

X)) =f(Vx—=1)=(Vx—-124+1=x, Vxe D1 =[1,)

und umgekehrt
X)) = 103+ = /(@ +1) =1 =|x| =x, Vx e D;=][0,00).

» Die Funktion f~1 ist die Umkehrfunktion von f.
» Wegen der Spiegelung gelten immer: D; = B; + und D; + = Bs.
» Man bestimmt die Formel fiir f~' durch

X =f(f1(x) = (F1(x)2+1, VxeDp1=8Br=[1,00)

. xe[l,00)= (FI))R=x-120 =" f1(x) = Vx =1



Komposition von Funktionen
» Die Gleichung f(f=1(x)) = x, Vx € D1, ist eine
Komposition oder Hintereinanderausfihrung der 2
Funktionen f und =1,
» Allgemeiner ist
f(9(x)) = (fog)(x), Vx e Dgmitg(x) € Dy
eine Komposition der 2 Funktionen f und g.
» Beispiel: Far
f(x)=1/V1—=x2, Df=(-1,+1)
g(X) = \/}7 Dg = [0700)
ist die Komposition gegeben durch
1 1
f X = = s
(90)) V1i-g(x)2  V1-x
d.h. vx € [0,1). (nicht Vx € (—o0,+1) 1)

Hausaufgabe: Man wertet f in den g-Werten im Graphen
von g aus, erstellt den Graphen von f o g und liest
Dfog = [0, 1) und Bfog = [1 , OO) ab.

Vx € [0,00) mit v/x € (—1,+1),



Hausaufgaben, vgl. Kapitel 4 im Losungsheft

» Man findet die waagerechten und senkrechten Asymptoten
sowohl die Nulstellen der rationalen Funktion
r(x) = (X% = 3x +2)/(2x? — 14x + 24).

» Man implementiert das Bisektionsverfahren, um V2 zu
berechnen. Hinweis: /2 ist eine Nullstelle fir y(x) = x® — 2.

» Was ist ein Beispiel einer Funktion, fir welche das
Bisektionsverfahren keine Nullstelle liefert?

» Man schreibt die Funktion ¢(x) = x5 als eine Komposition
¢ = fogmitf(x) =x?und Df = R = Dy sowie Dy,q = R.

» Man stellt die Funktionen ¢(x) = v/x2 und
¥(x) = Vx2/(1 + x2) grafisch dar. Man liest die Mengen
D;, By und Dy, By, von den Graphen ab.

» Durch Einschrankungen der Menge D,, und folglich B,
bestimmt man eine Umkehrfunktion ¢~'(x), die
o~ (p(X)) = x, ¥x € D, erfilllt.
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Translationen und Streckungen von Funktionen

» Durch eine Verschiebung (Translation) des Graphen von
y = f(x) zum neuen Ursprung (xo. Vo) bekommt man den
Graphenvon y — yp = f(x — Xp) oder y = g(x) = yo + f(X — Xo).
» Beispiel f(x) = vxund g(x) =1+ vx -2,

g oo ~
1 1
-1 0 1 2 3% -1 0 ; 2 3*
Df = [0700)7 Bf = [Oa OO) Dg = [2,00), Bg = [1,00)

» Man bekommt den Graphen von vy = f(ux) oder
y = g(x) = f(ux)/v durch eine Ausdehnung (;z € (0, 1)
oder v € (0, 1)) oder eine Stauchung (. € (1,00) oder
v e (1,00)) (Streckung) des Graphen von y = f(x).



Translationen und Streckungen von Funktionen
» Beispiel: /(x) = 3x2(1 — x2) und g(x) = 3(x/2)?(1 — (x/2)?)/3
= {5x?(4 — x?) (Ausdehnung in x, Stauchung in y),

f
10"
5

X
-3 -2 -l1_0_5\ \ 2 3
-1.0

Df - IR7 Bf - (_007 %]

1_%(3()

0.5
e

X
-3/2 -_0_5\ 1 s\ 3
-1.0




Exponentialfunktionen

» Fir eine Basis a € R, = (0, 00) versteht man die
Exponentialfunktion y(x) = a&* = exp,(x), x € R, (wie fur
Potenzfunktionen) durch 2 — a*, 3, x € Q.

» Firae (0,1)ist & fallend, fir a € (1, 00) ist &* steigend.

» Beispiele: f(x) = (1/2)* =27 bzw. g(x) = 3*.

féx) %(X)
2 2

X X

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

» Eine besondere Basis ist gegeben durch die Eulersche
Zahla= e ¢ Q, e = 2.71828, die definiert ist durch
n 3=38-2-1
(1+:7> nife —l+l+l+l+... 21 =2.1

45 S0l 21 3l sw



Logarithmusfunktionen

» Jede waagerechte Gerade trifft den Graphen der
Exponentialfunktion y(x) = a*, a € R,, hdchstens einmal.

» Daher ist die Spiegelung durch die Mediane eine Funktion,
und zwar die Umkehrfunktion y=1(x) = log 4(x).

» Beispiele: f(x) = 10g1¢(x) bzw. g(x) = log.(x) = In(x),

f{x) i
l /"—-——_-—_ 7 3
W 10 |
1

» Da die Exponentialfunktion y(x) = &* und die
logarithmische Funktion y~1(x) = log,(x)
Umkehrfunktionen sind, gelten

vy '(x) = ad%X=x, Vxe Diog, =R+
v '(y(x)) = logza@ =X, VX E Dexp, =R



Logarithmusfunktionen
» Weitere Eigenschaften der Logarithmen sind
Ioga(x}/) - |Oga(X) + Ioga(y)
IOQa(X/Y) - IOga(X) - IOga(y)
log,(x?) = plog,(x)
» Man kann die Basis so andern

log,,(x) = log,(b'°%X)) = log,(x)log ,(b)

» Beispiel: Der Zerfall einer radioaktiven Substanz mit
Halbwertzeit = 1/3 wird mit der Funktion y(t) = 7e~
dargestellt. Das unbekannte X erflllt

7 = y(0) = 2y(1) = 2y(1/3) = 14e /3,
Man I6st nach X auf,

In(.) | In(7) = In(14e*/3) = In(14) + In(e~*/3)
—In(14) | In(7/14) =In(7) —In(14) = In(e"*/3) = —)\/3
~3x In(8) = In(2t3) = —-3In(2~") = .

Dann gilt y(t) = 7e~"®! = 7¢h(™) — 7.8,



Ankathete (x)

Winkelfunktionen Gegenkathete (y)

» Oft lernt man die Winkelfunktionen durch folgende

Hypotenuse (r)
Beziehungen fur ein rechtwinkliges Dreieck kennen: j‘
cos(0) = x/r, sin(0) =y/r, tan(f)=y/x 4

X
(cos (6 sin(e))
=t

Zentrum und x am Kreis: tan(@) — sin(6)/ cos(6)
Weiters gelten (vgl. Seite [87))

cot(d) = 1/tan(#), sec(f)=1/cos(d), csc(f)=1/sin(H).
Als MaB eines Winkels wird Bogenmalf3 nicht Gradmal3 fur
die Winkelfunktionen verwendet, wobei Bogenmaf3 der
Lange eines Bogens auf dem Einheitskreis entspricht.
Wegen der Beziehung u = 27r zwischen Umfang u und
Radius r eines Kreises gilt

Allgemeiner kann man diese mit
dem Einheitskreis definieren.
Mit r = 1 oben seien o im

Bogenmaf = %GradmaB
z.B. 90° = /2 rad (Radianten), 45° = 7 /4 rad, usw.



Winkelfunktionen
» Wohlbekannte Beispiele der Werte fiir die

Winkelfunktionen sind: (cos?(0) + sin?(9) = 1, warum?)
(cos(0),sin(0)) = (1,0) tan(0) = O
(cos(g).sin(E) = (L.1) tan(d) = %
(cos(7).sin(3)) = (5. 75) tan(y) = 1
(cos(3).sin(3) = (4 %) tan(3) = V3
(cos(3),sin(3)) = (0,1) tan(3) = 7

» Durch Spiegelungen kann man die Winkelfunktion z.B. fur

6 = —%, 25, 77 usw., aus den obigen Fallen bestimmen.

» Die Graphen dieser periodischen Winkelfunktionen sind:

Cozs(x) 1an(x)

™~ PN p
-2 \n/_1 o 2n j ] U j
-2

sin(x)

e (A

-2

A




Hausaufgaben, vgl. Kapitel 4 im Losungsheft

» Anhand des Graphen fir ¢(x) = x5 stellt man
P(x) =24 (x — 1)§ und v(x) = 2(3x)§ grafisch dar.
» Man stellt die Exponentialfunktion yy(x) = exp(—Ax) fur
verschiedene \ € R grafisch dar. D, B =7
» Man stellt die logarithmische Funktion y,(x) = In(ux) far
verschiedene i € R, grafisch dar. D, B =7
» Man stellt die Funktionen f,(x) = ' =¥ und g, (x) =
In(1 + vx) fur verschiedene v € R grafisch dar. D, B =?
» Man findet die Werte von ), die 3(1 — &) = 2(1 — &)
erfillen. Hinweis: Man 18st nach x = e* auf und setzt A = In(x).
Man erklart warum es gilt cos2(6) + sin(#) = 1.
Man berechnet die Winkelfunktionen fiir 6 = —%, 2¢, 7r.
Man stellt cot(6), sec(#) und csc(d) grafisch dar.
Durch eine (notwendige) Einschrankung der Menge D und
folglich B fur jede Winkelfunktion bestimmt man grafisch
eine entsprechende Umkehrfunktion.

vV v.v v
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Konzept eines Grenzwerts
» In der Einflihrung [10] sieht man folgende Grenzwerte,

1 2 2
/ xX2dx ~ <1> 1_|_ <2> 1_|__|_(g> - = S(n) n—oe 1
0 n) n n) n n/ n 3
H,_/ N’ T
x2Dx X3 AX X AX
und [11] mit f(x) =x?
(x0) ~ 0L fa) _ (ot 15§ _ a(h) "% 2x

(XO + h) — X0 h
» Im ersten Fall ist Auswertung bei n = oo nicht méglich,
aber man sieht das Ergebnis, wenn n unendlich grof3 wird:
n 107 102 103 10*
Summe S(n) | 0.385 0.33835 0.333833 0.333383
» Im zweiten Fall ist Auswertung bei i = 0 nicht mdglich,
aber man sieht das Ergebnis, wenn h unendlich klein wird:
h 10-7 102 103 10°*
Quotient Q(h) | 1.1 1.01 1.001 1.0001

X0:1/2




Grenzwert und Stetigkeit Definiert

Informelle Def: Ein Grenzwert L einer Funktion y(x) an einer
Stelle xo € RU {xo00} ist der Wert, der von y(x) angenahert
wird, wahrend xo von x beliebig angenahert wird.

Man schreibt den Limes :  lim y(x) = L.
X—Xo
Wenn y(xp) existiert und mit dem Grenzwert libereinstimmt,
d.h. L = y(xp), dann ist die Funktion y(x) stetig an der Stelle
Xo. Jedoch ist Stetigkeit nicht notwendig fir die Existenz eines
Grenzwerts L.

Die Funktion hat einen einseitigen Grenzwert,

im y(x)=L", lim y(x)= Lt

X*)XO X—)X0

wenn L~ von y(x) angendhert wird, wahrend xp von x < Xp
angendahert wird, oder wenn L™ von y(x) angenahert wird,
wahrend xp von x > xp angenahert wird.



Konzept eines Grenzwerts

53

» Fir das Beispiel mit Flacheninhalt fir f(x) = x2 dber [0, 1],
_(n+1)2n+1)

Summe: S§(n) = 612 S(m)
. 1 1 !
nIme S(n) = 3 0 i

obwohl S(o0) nicht existiert.
» Fir das Beispiel mit Steigung in xo = 1/2 fir f(x) = x2,

Quotient:  Q(h) = (1/2+h)? —(1/2)?

h
[ h) =1
fm Q)
obwohl Q(0) nicht existiert. -1 0 i

» Wenn die Licke mit (0, 1) geflllt wird, wird Q(h) stetig erganzt.



Methoden zur Bestimmung eines Grenzwerts

» Fir das Beispiel mit Flacheninhalt fiir f(x) = x2 Giber [0, 1],

2" +3n+1 /n2 2+3n1"4+n? Lo 1

6n2 n—2 6 3
weil N~ =1/n—=0und n=2 =1/n? - 0 fiir n — cc.

Satz: Fir p > 0 gelten lim xP=0und lim |x|7”=0.
X X——00

l
—+00

» Fur das Beispiel mit Steigung in xo = 1/2 fur f(x) = x2,

(1/2+h2—(1/2)2 h+h*
h - h
weil das Polynom p(h) = 1 + h Uberall stetig ist, d.h.
p(h) — p(ho), h — ho, Vho € R.
Satz: Fir Polynome p(x) und q(x) (erlaubt ist auch g(x) = 1)

ist die rationale Funktion r(x) = p(x)/q(x) stetig in xg € R,
wenn q(xp) # 0, d.h. XIerJ( r(x) = r(xp).
0

Q(h) = 14+ h%



Konzept der Stetigkeit

» Die folgenden Funktionen sind nicht stetig in xo = 0, aber
sonst sind sie stetig. Gibt es aber Grenzwerte in xg = 07

i(x) Y2(X) y3(0)
1.0 3

2

0.5/
1

.
oY

» Im ersten Fall mit y; (x) = sign(x) existieren die einseitigen
Grenzwerte (warum?)

X
-1.0 -05 0.5 1.0

—-0.5]

lim yi(x)=+1, Ilim y;(x) = -1

x—07t x—0—

aber y1(0) = 0 stimmt mit diesen nicht tberein.



Konzept der Stetigkeit
» Im zweiten Fall mit y»(x) = sin(1/x), x # 0, y»(0) = 0,
existieren die einseitigen Grenzwerte in 0 nicht.
» Hausaufgabe fir diese schwingende Funktion:

o Finden Sie unendlich viele positive und negative
x-Stellen beliebig nah bei xo = 0, in denen y»(x) = +1 gilt.
o Finden Sie unendlich viele positive und negative
x-Stellen beliebig nah bei xo = 0, in denen y»>(x) = —1 gilt.
o SchlieBen Sie, es gibt keinen Grenzwert in xo = 0,
tatsachlich keine einseitigen Grenzwerte, da +1 und —1
(sowie alle Werte in [—1,41]) von y»(x) angen&hert
werden kénnen, wahrend xo = 0 von x > 0 oder x < 0
in bestimmter Weise angenahert wird.

» Hinweis: Die Higel und die Taler der Sinus-Funktion sind:

sin(2kr + 7/2) = +1, sin(2knr —n/2) = -1, Vk € Z.



Uneigentliche Grenzwerte

» FUr den dritten Fall mit y5(x) = 1/x, x £ 0, y53(0) = 0,

gelten
lim y3(x) = —oo, lim y3(x) = 4oc.

x—0~ x—0*t
Informelle Def: Eine Funktion y(x) hat einen uneigentlichen
Grenzwertin xo wenn y(x) oder —y(x) unendlich grof3 wird,
wahrend xp von x angenahert wird. Fir die jeweiligen Falle
schreibt man

XI|_>r’r)1(0y(x) = 00, X|E)T)](0 y(x) = —o0.

Die Funktion hat einen uneigentlichen einseitigen Grenzwert in
Xo, wenn y(x) oder —y(x) unendlich grof3 wird, wahrend xo von
X < Xp oder x > Xxg angendhert wird. Fir die jeweiligen Faélle
schreibt man

lim y(x) =400, lim y(x)= —o0,

XA)XO XA)XO

lim y(x) =400, Ilim y(x)= —oc.

+ +
X=X, X=X



Uneigentliche Grenzwerte

» Fir eine rationale Funktion r(x) = p(x)/q(x) mit einer

Polstelle in xo, d.h. p € P, g € Pm, q(x0) = 0 # p(Xo),
. oo, p(xg)-q(x) >0
lim r(x) = 0 0
) (e R
und + X+
im r(x):{ oo, piy) - a0%y) >
x—>x0+ —0Q, p(Xo) q( )
» Beispiel: r(x) = x%/(x* — 1) auf Seite [35.
r(x) — +oo, x — 1T
5 r(x) — —oo, x — 17
J 2 r(x) —» —oo, x — —17F
. r(x) — 400, x — —17
. r(x) — 1, X — 4o
-3 -2 -1
:; p(x)=x2>0, x#0
:(x—1)(x+1){ >0, xeR\[-1,1]

<0, xe(-1,1)



Methoden zur Bestimmung eines Grenzwerts
Satz: Fir die rationale Funktion
r(x) = p(X) _ PnX"+ -+ Po |xjzoo
a(x)  gmx™+--+qo
mit p = pn/qm gelten

px"~M4 vernachlassigbar

lim I’(X) n>m { +00, p > 0
X—4-00 —00, p<0
und
400, p>0, n—me2N oder
. n>m <0, n—me2N -1
im r(x) = — o0, ﬁ>0, n—me2N -1 oder

p<0, n—me2N

Satz: Fir p > 0und n € 2N — 1 gelten

lim |x]P =400, lim x"=—00, lim x""=—.
X—700 / X——00 X——00



Methoden zur Bestimmung eines Grenzwerts

» Beispiele: die rationalen Funktionen auf Seite [35.
r(x) =3x/(1 + x?)

3x [x? i
lim —
x—+oo 14+ x2\ x 2 1

. _ 3
= lim x' =0 2
X—foo~~1 4 x—2
—0 N—— -1
—3

und r(x) = x3/(1 + x?)

i x> [x? o

m —— —5

x—+too 14+ x2\ x 2 1 /
1

= Im x ———=+
X—r400 ~~ X—2 4+ 1
— - OO — -1
—1

r(x) =x3/(1 — x2), x = 400 ?




Stetigkeit der Bekannten Funktionen
Die folgenden Funktionen sind stetig auf dem eigenen D:

| 2

>

>

>

Polynome p(x) = pnx" + -+ + po, D =R.

Rationale Funktionen r(x) = p(x)/q(x), D = {x € R: q(x) # 0}.

Betragsfunktion y(x) = |x|, D = R
N—1
Potenzfunktionen ¢(x) = v/x, D= R = [O 00).
p <0
Potenzfunktionen ¢(x) = xP (e na), [0 00), D= R;.

n

Exponentialfunktionen y(x) = exp4(x ), D=R.
Logarithmusfunktionen y(x) = log,(x), D = R;..
Winkelfunktionen ¢(x) = cos(x), ¥(x) = sin(x), D = R,

~v(x) =tan(x), D = R\{n/2 + nZ}.

Summen, Produkte der obigen f+ g, f- g, D = Df N Dy.
Quotienten der obigen f/g, D = {x € Dy Dy : g(x) # 0}.
Translationen der obigen f(x — xo) + Yo, D = Ds + Xo.
Streckungen der obigen af(5x), D = D¢/p.

Kompositionen der obigen 7(g(x)), D = {x € Dy : g(x) € Ds}.



Methoden zur Bestimmung eines Grenzwerts

Basierend auf den obigen Stetigkeits-Eigenschaften bestimmt
man Grenzwerte flr die folgenden Beispiele einfach durch
Auswertung im Definitionsbereich D:

lim y(x) =y(x), YxeD

X—Xo

» y(x)=1+2|x-3|,D=R.
» y(x) =/(Bx —2—-x2)/(x2 + x —2), D= (-2, +2]\{+1}.
> y(x) = ¥/x/(1 —x), D=R\{1}.
» y(x) = |x[?3/(1 +x3) = Vx2/(1 + x?), D=R.
> y(x) = (x = 7)" "Zexp(rIn(x — 7)), D= [7,+0).
> y(x) = |x] In\X! D = R\{0}.
» y(x)=1/(1+e%),D=R.
(x) =

y(x) = cos(7r(x 3)) + sin(n(x —2)), D=R.
» y(x) =tan(rx/2), D =R\Z
Hausaufgabe: Zur Uberzeugung stellt man diese grafisch dar.



Methoden zur Bestimmung eines Grenzwerts
» Wegen der alternativen Darstellung (vgl. Seite [45)),

1 x x? = xk
X __ .

ist es nachvollziehbar, dass die Exponentialfunktion
schneller als jedes Polynom wachst,

lim x"/e¥=0, neN
X—r+00

» Weiters fir p > Ound a > 1 (sonstige Falle?)

lim xP/a*=0, lm |x[Pa*=0
X——+00 X——00

» Dann mit p = 1 und x = log (1), g > 0, lassen sich diese
Regeln firr die Exponentialfunktion mit der logarithmischen
Funktion so umschreiben:

i q_ i q_
tILngo log,(t)/t7 =0, tILn& log,(t)t? = 0.
» Mit fortgeschritten Methoden: [134].



Methoden zur Bestimmung eines Grenzwerts

» Mit den Eulerschen Formeln,

. e e . e — g—X
e = cos(x) +usin(x), cos(x) = %, sin(x) = s
gibt es die alternativen Darstellungen, (wie genau?)
X2 x4 > x2k
= 142 4+...= —1)k
cos(x) L TS kzo( ) 2k
X3 x5 =~ x2k+1
i = x—_ 4+ 4= T, S A
sin(x) = x=grtgt ;)( ) k1),

» So sind die folgenden Grenzwerte nachvollziehbar,

lim sin(x) 1 im 1 —cos(x) 1

x—0 X - x—0 X2 2

» Man interpretiert diese Formeln anhand der Graphen der
Winkelfunktionen.



Zwischenwertsatz
Satz: Wenn eine Funktion f(x) in einem Intervall [a, b] stetig ist,
und der Wert \ zwischen f(a) und f(b) liegt, dann existiert eine
Stelle c € [a, b] inder f(c) = A gilt.

Folgerung: Wenn f(x) in [a, b] stetig ist und f(a) - f(b) < 0 gilt,
dann existiert eine Stelle ¢ € (a, b) inder f(c) = 0 gilt. (A = 0)

» Man spielt Billard und muss Uber Banden schief3en, um
eine versteckte Kugel anzuspielen.

. o Seix der Winkel zwischen der Laufbahn des Spielballs und
GV der (ersten) Bande, die der geschossene Spielball trifft.

o Auf der Laufbahn des Spielballs sei |f(x)| der minimale
Abstand zum Zielball, und es gelten f(x) > 0 beim
Rechtsfahren und f(x) < O beim Linksfahren.

w o Mit offenem Auge sieht man, ein Winkel x = a fihrt zum

;f?{';;_ . . Rechtsfahren und ein Winkel x = b flhrt zum Linksfahren.

' o Weil f(x) vom Winkel x stetig abhangt, gibt es einen Winkel
c e (a b)mitf(c)=0.

o Man versucht die Abschatzung von a und b visuell zu
verbessern (durch ein natirliches Bisektionsverfahren), bis

65 der gewinnende Winkel ¢ geleistet wird.




Bisektionsverfahren

» Man erinnert sich an das Bisektionsverfahren: Die lteration
wird wiederholt, bis |a — b| oder |f(c)| ausreichend klein sind:

_a+b a «+ c¢ f(a)-flc)>0
¢ {b « ¢, f(b)-f(c)>0

» Beispiel: Man findet eine Nullstelle fir f(x) = 1 + x3 + x°.
(Es gibt keine algebraische Formel fir die
Nullstellen eines quintischen Polynoms!)

Man merkt, f(—1) = —1und f(0) =1,alsoa= -1, b=0.

c f(c) a b
—0.5000 0.8438 —1.0000 0.0000
—0.7500  0.3408 —1.0000 —0.5000
—0.8750 —0.1828 —1.0000 —0.7500
—0.8125  0.1095 -0.8750 —0.7500
—0.8438 —0.0283 -—0.8750 —0.8125
—0.8281 0.0426 —-0.8438 -0.8125
—0.8359  0.0077 —0.8438 —0.8281
—0.8398 —0.0102 -0.8438 —0.8359
—0.8379 —0.0012 —0.8398 —0.8359 = f(—0.84)~ 0

f(a) - f(b) < 0




Zwischenwertsatz und das Bisektionsverfahren

» Beispiel: Der Chef stellt ein Computerprogramm zur
Verfligung, das P(x) den Profit der Firma in Abhangigkeit
vom Produktionsniveau x durch Simulation berechnet.

o Die Aufgabe ist, das (gefahrliche) Produktionsniveau x = ¢
zu finden, in dem P(c) = 0 gilt.

o Durch Versuch und Irrtum findet man Stellen x = aund
X = b, indenen P(a) < 0 und P(b) > 0 gelten.

o Man lasst das Bisektionsverfahren durch 106 lterationen
laufen, aber es ergibt sich immer noch keine Stelle c, in der
P(c) =~ 0 gilt.

o Was kdnnte das Problem sein? Wie kénnte die grafische
Darstellung der Profit-Funktion aussehen?

o Welche Annahmen des Zwischenwertsatzes werden
verletzt?

> Beispiel (vgl. Seite [130)): Einheitspreis p(x) = %
Umsatz U(x) = xp(x), Kosten K(x) = 1{%(3 — sign(x — 1)),
Profit P(x) = U(x) — K(x), P(0.2) =~ —0.74, P(17) = 1.2.




Zwischenwertsatz

Folgerung: Sei f(x) stetig in (a, b) mit keinen Nullstellen. Dann
(sonst...)
(sonst...)

ecc(ab), f(c)>0 = f(x)>0, Vx € (a,b)
ecc(ab), f(c)<0 = f(x)<0, Vx e (ab)

» Beispiel: Man untersucht die rationale Funktion als ob die

Grafik nicht bekannt wére: r(x)

r(x) =

x2 —5x+6 z/

\

x2 —5x+4

Nullstellen: x;, = (5+ /25 —24)/2={2,3}
Polstellen:  xj2 = (5+ 25— 16)/2={1,4}

r(x) ist stetig in D = R\{1,4} und erflllt r(2) =

r(0) = +43/2 >0 = r(x)>0in
r(3/2) = -3/5 <0 = r(x)<0in
r(5/2) = +1/9 >0 = r(x)>0in
r(7/2) = -3/5 <0 = r(x)<0in
r(5) = +43/2 >0 = r(x)>0in

(=
(
(
(
(

1
2
3
4

72)
,3)
74)

Y

[

oo, 1)

o0)

5

x



Folgen und Reihen
Informelle Def: Eine Folge {y;}?°, ist nichts anders als eine
Funktion mit dem Definitionsbereich D = N. Eine Reihe {s,}°° ,
ist eine Folge von Summen der Elemente einer Folge, s, = >_7_, yi.

» Beispiel: Die Folge {1.1.1....} stellt man mit {y;}>,,

y; = (i), I € N, dar, wobei f(x) = 1/x und
XIme f(x)=0 = ill[goy; =0.
» Beispiel: Fiir das Beispiel mit Flacheninhalt fir f(x) = x2

uber [0, 1] mittels der Teilung {x; = i/n}]_, mit Ax = 1/n,

n 1
Sp=XCAX 4+ XBAX = ) XPAx~ / x2dx

i=1 70

l&sst sich die Folge der Summen {s,} >, mit s, = S(n),

n < N, darstellen, wobei S(x) = (2x2 + 3x + 1)/(6x?), und

, 1 .
XI|_>mOOS(x)_§ = nI|_>moosn_

5.



Summenformeln

» Die Folge {m®sp}oc, = {31, i2}°, ist eine Reihe und

snzszx—Z<> L 322 1nn+1)(2n+1) nosoo 1
n

—
6
i=1

w \

» Bekannte Formeln fir solche Reihen sind, z.B.

n

4

1nn+1)n_>oo1 3 1 (n+1) n_>oo1
nZZ - 2’ n4z _< -

n* 2
» Die geometrische Reihe erfllt

(r=4+1=7)
”Z1r,_1—r”n2>o 1/(1=r), |r|<1
R +o00, r>1

» Man merkt, die geometrische Folge {r"}>,, r € (0,1)

|asst sich durch die Exponentialfunktion r” = ag(n)
g(x) = r*, darstellen, und

(r>1=7)
. B o
Xllm gx)=0 = nllm r"=0.



Methoden zur Bestimmung eines Grenzwerts
» Genau wie bei den allgemeineren Beispielen,
n(n+1)/n 2\ 1(1+1/n) nogo 1
o2 () 2 2

-2
n(n+1)(2n+1) <n3>

6n3 n—3 6 6
» Durch die Eigenschaften einer geometrischen Folge,

1427 /37 (1/3)"+(2/3)" p5eeo 0+0 0
1437\3 7))  (1/3)7+A1 0+1
Satz (Sandwich): Mit a(x) < b(x) < ¢(x), ¥x € Ry, folgt
XI|_>moo b(x)=L aus XI|_>moO ax)=L= XI|_>mOO c(x)
» Beispiel: Mit b, = sin(n)/n zeigt man b, = 0, mit dem
Sandwich a, < b, < ¢,, wobei a, = —1/n T 0 und

n—oo

ch=+1/n"— 0.

(1 /n)2+1/n) n—oo 2 _

1

3



Hausaufgaben, vgl. Kapitel 5&6 im Losungsheft

» Durch Auswertungen immer ndher bei der Stelle x =0

schatzt man den Grenzwert ab: lim,_,g exp(—1/x2).
Durch die Komposition y = f o g, y(x) = exp(—1/x?),
f(x) = exp(—x), g(x) = 1/x2, bestimmt man den
Grenzwert: lim,_,o exp(—1/x2).

Durch Auswertungen immer naher bei der Stelle x = 0
schatzt man die einseitigen und moglicherweise
uneigentlichen Grenzwerte ab: lim,_,q+ exp(1/x).
Durch die Komposition y = fo g, y(x) = exp(1/x),

f(x) = exp(x), g(x) = 1/x, bestimmt man die einseitigen
und mdglicherweise uneigentlichen Grenzwerte:
limy_,o+ exp(1/x).

Der Flacheninhalt des Dreiecks mit Eckpunkten (0, 0),
(1,0) und (1, 1) ist 1/2. Der ist auch das Integral von
f(x) = x Uber [0, 1]. Man nahert diesen Flacheninhalt
durch eine Summe der Flacheninhalte der Vierecke an:
[X,'_1,X,'] X [O,f(X,')], Xj = i/n, i=1,....,n,n— oo.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/mathlh.pdf

Hausaufgaben

>

Fiir die Funktion f(x) = x3 bestimmt man die Steigung
einer Sekante durch die Punkte (xo, f(xp)) und

(xo + h, f(xo + h)). Man berechnet die Steigung der
Tangente in (1/3, f(1/3)) durch den Grenzwert h — O.
Man gibt Beispiele von Funktionen an, die wegen (a)
Spriinge (nicht sign(x)), (b) Schwingungen (nicht sin(1/x))
oder (c) Unendlichkeiten (nicht 1/x) nicht stetig sind, und
man erklart prasiz, wo und warum die ausgewahlten
Funktionen nicht stetig sind.

Bei den Beispielen der letzten Hausaufgabe, erklart man
prasiz, wo und warum diese Funktionen doch stetig sind.
Man gibt ein Beispiel einer Funktion an, die positive und
negative Werte besitzt, aber das Bisektionsverfahren liefert
keine Nullstellen.

Man stellt sich ein alltégliches Beispiel vor, in dem ein Laie
das Bisektionsverfahren implizit benutzt.

Mit dem Bisektionsverfahren findet man annaherungsweise
eine Nullstelle der Funktion f(x) = x2 +In(e™" + |x|).



Hausaufgaben

» Man findet eine Nullstelle fur ¢(x) = cos(wx) + sin(rx).

Hinweise: Man verwendet Bisektion oder man merkt mit
cos(a =+ b) = cos(a) cos(b) F sin(a) sin(b)
sin(a+ b) = sin(a) cos(b) £ sin(b) cos(a)

es gilt ¢(x) = v2cos(n(x — 1/4)). AuBerdem gilt ¢(x) =0

genau dann wenn tan(wx) = —1.

Fir die Beispiele auf Seite [62] stellt man jede Funktion

grafisch dar und merkt wo diese nicht stetig sind.

Man findet die Intervalle in denen

r(x) = (x? — 3x 4+ 2)/(x? — 7x + 12) positiv bzw. negativ

ist. Man bestimmt die waagerechten und senkrechten

Asymptoten. Man bestimmt die uneigentlichen einseitigen

Grenzwerte. Man bestimmt die Grenzwerte fir unendlich

groBes |x|. Man stellt r(x) grafisch dar.

Man gibt Beispiele von rationalen Funktionen an, die

erfullen (a) r(x) — 0, |x| — oo, (b) r(x) — 400, [X| =

bzw. (c) r(x) — +o0, X = —oo und r(x) — —oo, X — +00.



Hausaufgaben
» Man berechnet die Grenzwerte:

(x*=1)/(x®2=1),  x—1 Ixsin(x), x—0
(1+29/(e¥+37%), x—+oco sin(x)/|x|, x— +o0
(1 + x)4~~, X = +oo  logy(X)/vX, X — +oo
5¢/(1 + x + x?), X — —0o  /xIn(x), x—0
sin(x?)/x2, X —1 tan(rx/2), x —1%

» Bei einer Feier wollen 15 Teilnehmer mit Sektglasern
anstoBen, und man sagt voraus, wie viele Glaserklange es
geben wird. Hinweis: Die 1. Person stof3t mit 14 anderen
Teilnehmern an, die 2. Person sto3t mit noch 13 anderen
Teilnehmern an, usw.

» Ein Schnecke mdchte von der Mitte eines Gartens
insgesamt 20 Meter bis zur Mitte des nachsten Gartens
kriechen. Wegen steigender Mudigkeit schafft sie jede
Stunde nur die Halfte des verbliebenen Weges. Wie weit
kommt sie nach 8 Stunden? Wie lang dauert es, bis sie
99% des Weges zum Ziel kommt?



Konzept der Ableitung

» In der Einflhrung sieht man die Steigung der Funktion
f(x) = x?in x = xp durch Grenzwerte, d.h. die h-Methode,
f(xo +h) — f(x0) _ (xo+ )2 — 5

() = e = P = alh)

2
Q(h) = 72X0hh+ h hiO 2X0 +h hi(; 2X0

und im Allgemeinen hat man folgende Definition.

Def: Die Ableitung einer Funktion f(x) mit Definitionsbereich D
ist eine Funktion f'(x), die durch den Grenzwert gegeben ist,

ooy FOx+h) — f(x)

Fx) = Jim =—————
Wenn x sich am Rand von D befindet, ist der Grenzwert
einseitig: h — 0*. Existiert der Grenzwert an der Stelle x € D,
ist die Funktion f(x) an dieser Stelle differenzierbar. Die
Tangente an der Stelle (xp, f(xo)) ist die Gerade
76 (¥ = f(%0)) = f'(X0)(x — xo).



Ableitung eines Polynoms
Andere Formulierungen und Notationen fir die Ableitung sind
z.B.

Duf() = I (x) = tim TV IRy, O h) = (x = )

dx X—x X —X h—0 2h
» Beispiel: Firr den Fall g(x) — x°,

g(x +h)—g(x) (X0 +h)® x5
(xo+h) —xo N h

Durch die Eigenschaft &8 — b® = (a— b)(&® + ab + b?),

g'(xo) = = Q(h)

Q(h) "2 (xo + )2 + (xo + h)xo + X2 29 3x¢

» Im Allgemeinen gibt es die Formel fur die Ableitung einer
Potenzfunktion mit Potenz n € N,

n

y(x) = X" y'(x) = X"



Summenregel und Vielfachregel
» Die Ableitung einer Summe von Funktionen

(f0)+g(x) = lim [f(x + h) + g(x + )] = [f(x) + g(x)]
= lim f(x + h) — f(x) + lim g(x+h) —g(x)
h—=0 h h—0 h
= f(x)+9'(x)

ist gegeben durch die Summe der Ableitungen.
» Die Ableitung eines Vielfaches einer Funkiion

()Y = fim ATCEMZA) o 70 1)~ 1)

= AF(x)

ist gegeben durch das Vielfache der Ableitung.
» Mit diesen Regeln bekommt man die Formel fir die
Ableitung eines Polynoms p(x) = ppx" + -+ + p1 X + po,

P/(X) = npox™" 4 (N = 1)pp_1 X" 2 + - + py
und insbesondere qilt flr eine Konstante Dypy = 0. (wie?)



Differenzierbarkeit und Potenzfunktionen
» Wann ist eine Funktion nicht differenzierbar? Beispiel:

+1, x>0 .
00 = xl, 1) = Jim PEAL= 0 { “x<o = {90
- 7, x=0

Die einseitigen Grenzwerte limj_,q+ |h|/h sind +1, aber es
gibt keinen eindeutigen Grenzwert hier. Daher ist
f(x) = |x| differenzierbar nur in R\{0}, weg vom Knick.

» Die Ableitung einer Potenzfunktion ist

y(x)=xP, y'(x)=px""!, peR
Schon gezeigt 77! fiir p € N. Gilt auch fiir p € R wo xP~'
wohl definiert ist, insbesondere weg vom Vertikal in xP, wie
man bei den Graphen der Potenzfunktionen sieht.
» Beispiel: y(x) = V/x2 ist differenzierbar nur in R\{0},
2/(8V/x), x#0 2/(3Yx)
/ . / o 9
Y(X){ lim (V2 ~0)/h =7, x =0 Y(X){ X#0
—



Produktregel und Quotientenregel
» Die Ableitung eines Produkts ist gegeben durch

Dif(x)g(x) = lim f(x + Mg(x +hh) — f(x)g(x)

= lim

lim [f(x—l—h)— f(x)] 90X + h) + F(x) g(x+h)—g(x)

h h
= '(x)9(x) + f(x)g'(x)

» Die Ableitung eines Quotienten ist gegeben durch
1) _ o fx+h)/g(x + h) = £(x)/g(x)

*g(x)  h-o0 h
i [f(x +h) - f(x)} 1 i) [gx+h)—glx)
~ h—=0 h g(x+h) g(x)g(x + h) h
fix)  f(x) F(x)9(x) — f(x)g'(x)




Kettenregel

» Die Ableitung einer Komposition ist gegeben durch die
Kettenregel:

Dxf(g(x))

o flgx+h) — f(g(x)
h—0 h

_ fla(x +h) —flg(x))] [g(x +h) —g()]
= A g(x + h) — g(x) ][ h =1

Hier ist f'(g(x)) die duBBere und g’(x) die innere Ableitung.
» Beispiele: Produktiregel, Quotientenregel bzw. Kettenregel,

9(x))d'(x)

DX+ X2) = ——(1 4 x3) + Yx(2x) = 7
3V/x? 3V/x2
x2—1 _ 2x(1+x%)—(x*—1)2x _ 4x
x2 41 (x24+1)2 - (x2+1)2

_5(vx+1)°

Dx(\/)?+1)10:10(\/)?+1)92:/} 7



Ableitungen von Exp und Log Funktionen

» Wie aus der alternativen Darstellung [63] erkennbar ist,

L1 x xP = XK
AT TR-TI K
k=0
gilt erstaunlicherweise: D,e* = e*. (Details?)

» Die Ableitung der logarithmischen Funktion lasst sich mit
der Kettenregel berechnen: Man setzt

y(x) =1f(9(x)), f(x)=¢€" und g(x)=In(x),
und mit y(x) = f(g(x)) = ") — x folgt

yY'(x) = F(g(x))g'(x) = e"¥DyIn(x) = Dyx =1
Nochmals mit ") — x ergibt sich,

xDyIn(x) =1 oder DylIn(x)=1/x



Ableitungen von Exp und Log Funktionen

» Durch die Kettenregel: Dyu(x)P = pu(x)P~1u/(x)
D" = /(x)e"™ Dy In(u(x)) = L)
g u(x)
» Beispiele:
D.e™ =76%, D ¥ = _6xe ¥, DyIn(x)]2 = %In(x)
3 2y 2 oy —2X
DxIn(1+3x) = T ax Dy In(x )_X, DxIn(1—x°) = e

» Methoden mit und [47]:

DX2X _ Dxeln(QX) _ Dxexln(Z) _ In(2)exm(2) — |n(2)2x

Dy logs(x) = Dy logs(e"™)) = Dy In(x)logs(€) = logz(e) 1

x  xIn(3)



Ableitungen von Winkelfunktionen

» Aus den alternativen Darstellungen [64],

sin(x) = er—e” cos(x) = e +e™

N 21 ’ N 2

folgen (Details?)
Dy sin(x) = cos(x), Dxcos(x) = —sin(x)

wie man auch von den jeweiligen Graphen sieht.
» Durch die Quotientenregel,

sin(x)  (cos(x))cos(x) — sin(x)(—sin(x))

Dxtan(x) = Dy cos(x) cos2(x)

_cos?(x) +sin®(x) 1
B cos?(x) ~ cos?(x)

= sec?(x)



Ableitungen von Winkelfunktionen

» Ableitungen der anderen Winkelfunktionen ergeben sich
durch die Kettenregel,

Dy csc(x) = Dy[sin(x)] ™" = —[sin(x)]~2(cos(x))

= sm1(x)(:|)ns(())(()) = —csc(x) cot(x)

Dy sec(x) = Dy[cos(x)]" = —[cos(x)]2(— sin(x))

= | = sec(x) tan(x)

cos(x)  (—sin(x))sin(x) — cos(x)(cos(x))
sin(x) o Sinz(x)
_sin®(x) + cos?(x) 1

- sin?(x) - ~sin?(x) =~ os¢*(x)




Ableitungen von Winkelfunktionen

» Durch die Kettenregel: Dy tan(u(x)) = u/(x) sec?(u(x)),

Dy sin(u(x)) = U'(x)cos(u(x)), Dxcos(u(x)) = —u'(x)sin(u(x))
» Beispiele: Dy tan(1 + In(x)) = (1/x) sec?(1 + In(x))
Dy sin(7x) = 7cos(7x), Dycos(1/x) = (1/x2)sin(1/x)
» Zusammen mit anderen Regeln [80],
Dy sin(x — 1) cos(x — 1) = cos?(x — 1) — sin®(x — 1)
Dyx?cos(1/x) = 2x cos(1/x) + sin(1/x)
Dye~2¥ cos(3x) = —e~2¥(2cos(3x) + 3sin(3x))

14+ sin(x) 1+ sin(x) + cos(x)
1 +cos(x)  (1+cos(x))2




Umkehrfunktionen der Winkelfunktionen

» Wie bei friiheren Hausaufgaben hingewiesen worden, gibt
es folgende Umkehrfunktionen der Winkelfunktionen,

ArcSin(x)

|

ArcCos(x)

arcsin(x) = sin~'(x)
D =[-1,1]
B=[-7/2,4+7/2]
sin(sin~'(x)) = x,¥x e D

arccos(x) = cos™'(x)
D= [_17 1]
B = [0, +]
cos(cos~'(x)) = x,vx € D

arctan(x) = tan~="(x)
D=R
B = (—n/2,+7/2)
tan(tan—'(x)) = x,Vx € D



Ableitungen der Umkehrwinkelfunktionen

» Durch die Kettenregel und die Beziehung zwischen
Funktion und Umkehrfunktion ergeben sich die
Ableitungen der Umkehrwinkelfunktionen,

1

0(x) =sin"'(x), sin(d(x)) =x, cos(A(x))d(x) =1 g
=  Dysin '(x)=0(x)=1/cos(sin"'(x)) =1/V1 - x2 iz

0(x) = cos~'(x), cos(f(x)) = —sin( (x))0'(x) =1 3

s
= Dycos '(x)=0(x) = —1/sm(cos 1(x)) = —1/v/1—x2

0(x) =tan~'(x), tan(6(x)) = x, secz(e( X))o’ (X)_1 { x
= Dytan~'(x) = @'(x) = cos®(tan~"(x)) = 1/(1 + x?) ;



Wenn keine Formel Anwendbar ist
» Friher ist gezeigt worden, f(x) = |x| und g(x) = xP, p < 1,
sind differenzierbar nur in R\{0}.
» Eine direkte Rechnung ist fir diese Erkenntnis notwendig:

f(h) — £(0) |h[—10] _

ey 2p o L _
102 gy 7 < o P = i) =
vy 2o 9(h)—g(0) . AP—0 1 ;
g(O)—,|7|11>10 h _,I7|£1>10 h _AToh1*P_'

» Es gibt aber auch Funktionen, die doch differenzierbar an
Stellen sind, in denen keine Formel anwendbar ist, z.B. fir

J(x) = { x? cos(1/x3: j((ig

gelten y'(x) = 2xcos(1/x) + sin(1/x), x # 0, und
v e Y(h)—y() . hPcos(1/h)—0 B
y(0)= flzino h B flzino h B )’[)nohCOS(1/h) =0

Achtung: Im Allgemeinen darf man nicht zeilenweise
ableiten! Mit x anstatt x2 existiert y’(0) nicht! (Warum?)
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Hausaufgaben, vgl. Kapitel 7 im Losungsheft

>

Durch die Definition der Ableitung zeigt man,

Dyx" = nx"', ne N.

Man stellt die Potenzfunktion y(x) = |x|P und ihre

Ableitung fiir verschiedende p € R grafisch dar. (x = 07)

Man stellt die Betragsfunktion y(x) = s|x — xo| + yo und

ihre Ableitung fir verschiedene s, xp, yp grafisch dar. (x = x?)
Man bastelt eigene Beispiele, um sich mit der

Vielfachregel, der Summenregel, der Produktregel, der
Quotientenregel und der Kettenregel vertraut zu machen.
Man berechnet z.B. Dy tan~'(1 + In(x)),

Dy In(exp(—2x) exp(3x)) und Dy|x|tan(1/x).

Man stellt y(x) = xPcos(1/x), x # 0, y(0) = 0, und y'(x)

far verschiedene p > 0 grafisch dar. (x =07)
Man gibt Beispiele verschiedener Arten von nicht
differenzierbaren Funktionen an. Hinweise: Kandidaten

sind geknickte Funktionen aber auch nicht stetige Funktionen!
Man stellt f(x) = €, In(x), sin(x), cos(x) und tan(x)
zusammen mit der Tangente in (1, f(1)) grafisch dar.
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Qualitative Eigenschaften der Ableitung - Monotonie

Def: Eine Funktion f(x) mit Definitionsbereich D ist streng
steigend in einer Teilmenge M C D wenn

Vxi, o € M, x1 <xo = f(x2) > f(xq),
und sie ist streng fallend in M wenn

Vxi, o € M, xy <xo = f(X2) < f(xq).
Die Eigenschaft ist nicht streng wenn nur f(x2) > f(xq) bzw. nur
f(x2) < f(x1) gelten. Wenn eine Funktion (streng) steigend oder
(streng) fallend ist, ist sie (streng) monoton.

» Da die Ableitung einer Funktion ihrer Steigung entspricht:

Satz: Eine Funktion f(x) mit Definitionsbereich D, die in einem
Intervall / C D differenzierbar ist, ist in /

streng steigend wenn f'(x) > 0,Vx € I, gilt
und

streng fallend wenn f'(x) < 0,Vx € I, gilt.
Die Eigenschaft ist nicht notwendigerweise streng wenn f'(x) > 0
bzw. f'(x) < 0 gelten, z.B. wenn f'(x) = 0 in einem Teilintervall gilt.



Steigende und Fallende Funktionen
» Beispiel: Fir y(x) = x* + x + }, D=R,

y(x)

2

-2 -1

0

1

X

y(x)=2x+1=2(x+1/2)

(=00, —1/2) | (—1/2,+0)
(x+1/2) S ®
y'(x) S o
y ist fallend steigend

» Beispiel: Fur y(x) = x*/3 — x, D =R,

(X)
%

yY(x)=x2-1=(x+1)(x—-1)

(—oo,=1) | (—=1,+1) | (+1,0)
(x+1) S) ®
(x—1) S &
y'(x) ® ®
yist | steigend | fallend | steigend




Steigende und Fallende Funktionen
» Beispiel: Fir y(x) = x*, D =R,
y(x)

2 y'(x) = 4x°
(—00,0) | (0,+00)
! X E B
yx)| o ®
I — 0 1 >* | yist | fallend | steigend

» Beispiel: Fir y(x) = x — x?/2 — x®/3 + x*/4, D = R,

y(x)

Y(x)=1—=x—=x2+x3=(x+1)(x—1)?

1 (_007_1) (_1¢+1) (+1,00)
(x+1) S @ ®
2\ 1 T 2" (x —1 )2 @ o) )
- y'(x) o & @

y ist fallend | steigend | steigend




Steigende und Fallende Funktionen

» Beispiel: Fur y(x) = 1/(2x?), D = R\{0},

5o

X

y'(x)

=—1/x3,

x#0

(_007 O)

(0, +00)

—x3

D

S

y'(x)

S

S

y ist

steigend

fallend

» Beispiel: FOr y(x) = |x|, D =R,

y(x)

y'(x) =sign(x), x#0
(—00,0) | (0,00)
sign(x) = —1 +1
y'(x) S o
y ist fallend | steigend




Steigende und Fallende Funktionen

» Beispiel: Fur r(x) = (x* — 5x + 6)/(x* — 5x + 4), D=R\{1,4},
r(x)
3
2 E \ Fx) = 10 — 4x
I ——— (X2 —5x 4 4)2
0 E . B 5/2 - x
o i (x —1)2(x — 4)2
-2 x#1,4
-3
—o0,+1) | (+1,45/2) | (+5/2,+4) | (+4,+0)
(x —1)2 @ ® @ ®
(x — 4)? ® ® ® ®
(5/2 - x) @ ® S S
r'(x) ® ® O S)
rist steigend | steigend fallend fallend




Steigende und Fallende Funktionen
» Beispiel: Flr y(x) = 2|x +1| = 3|x| +2/x — 1| =1, D =R,

y(x)
3 y'(x) = 2sign(x+1)
— 3sign(x)
+ 2sign(x — 1)
1 X # 1,0, +1

(—o0,—1)| (=1,0) | (0,+1) | (+1,+00)
+2sign(x +1) = -2 +2 +2 +2
—3sign(x) = +3 +3 -3 -3
+2sign(x — 1) = -2 -2 -2 +2
y'(x) = —1 +3 -3 +1
y ist fallend | steigend | fallend | steigend




Steigende und Fallende Funktionen
» Beispiel: Fir y(x) = Vx2 — 1, D =R,

(x
YZ )

, B 2X
\ 1 / y(X) = 733 (X271)2
2X

X # —1,+1
-2
(=00, —=1) | (—=1,0) | (O,+1) | (+1,+00)
Y (x+1)2 ® ® ® ®
V(x —1)2 @ ) ® ®
X S S @ @
y'(x) o O @ @
y ist fallend | fallend | steigend | steigend




Steigende und Fallende Funktionen
» Beispiel: Fir y(x) = 8Vx2/(8 + x?), D =R,

(X)
Y2
1
X
-4 -2 0 2 4
/(x) = 32(4 — x?) 32  (2+x)(2—x)
Y = sox@+x22 381 x22  Ix
(—00,—2) | (—=2,0) | (0,42) | (4+2,00)
(2 + x) o - & &
(2-x) ® ® ® S)
VX o o ® @
y'(x) o o ® o
yist | steigend | fallend | steigend | fallend




Steigende und Fallende Funktionen
» Beispiel: Fur y(x) = xe *, D=R,
y0

y'(x)=e*(1-x)
I/\ { >0, x<1

-1 /‘ 1 2 3" <0, x>1
. yist{ steigend in  (—o0, 1)

- fallend in (1, +00)

» Beispiel: Fir y(x) = xIn(x) — x, D =Ry,

y(x)
1t y'(x)=In(x), x>0
<0, xe€(0,1)
1 1 2./3 4" >0, x>1
. fallendin (0,1)
=1 y steigend in (1, 4o0)
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Steigende und Fallende Funktionen

» Beispiel: Fiir y(x) = sin®(x), D = [0, 2x],

y(x)

1/\/\

0 X

| z T 3z 2 1
2 2

= 0, x= gﬂ',
y'(x) = =41, x= %77 = >0,
2sin(x)cos(x) ¢ =+1, x=27 = >0,
= sin(2x) =-1, x=37 = <0,
=-1, x= %71' = <0,
steigend in (0, 27) undin

yist{

100

(7, )

fallendin (3w, 7) undin (37, 2r)



Steigende und Fallende Funktionen
» Beispiel: Fur y(x) —tan~'(x)/(1 + x?), D =R,

Bisektion:a=0,b=1,c«+ (a+ b)/2,... X

y(x) y/(Xo) = 0, Xp ~ 0.7654
" 1 —2xtan~"(x)
, 1 —2xtan™'(x
0.2 y(x) = (1 + x2)2
-2 -1 1 2 (= 0, x=+£x

+1, x=0 = >0, x€(—x0,X)
—-0.1, x=—-1 = <0, x€(—00,—Xp)
—-0.1, x=+1 = <0, xe€ (x,+00)

fallend in  (—o0, —Xp)
y ist

Q

steigend in  (—xop, Xo)
fallend in  (xp, +00)
101



Lokale Extrema
» Man erkennt die Eigenschaften der Extremstellen der
obigen Beispiele und die Beziehung zur Ableitung.
Def: Eine Funktion f(x) mit Definitionsbereich D besitzt ein

(streng) lokales Minimum an der Stelle xo € D wenn

102

f(xo) < f(x), firjedes x € D mit |x — xp| ausreichend klein,

und ein (streng) lokales Maximum an der Stelle xo € D wenn

f(xo) > f(x), furjedes x € D mit

X — Xo| ausreichend klein.

Diese sind nicht streng, wenn eine Ungleichung nicht streng ist.

» Die Funktion y(x) = x3/3 — x,
mit D = [-3, +3]

besitzt lokale Minima in
X =-3,+1

und lokale Maxima in
x =—1,43.

(x
%




Kriterium der ersten Ableitung

Satz: Eine Funktion f(x) mit Definitionsbereich D sei stetig in D
und differenzierbar mindestens in D\{xp}.

Sie besitzt ein streng lokales Minimum an der Stelle xo wenn
fir h > 0 ausreichend klein und xp + h € D,

f'(xo —h) < 0und f'(xo + h) > 0.

Sie besitzt ein streng lokales Maximum an der Stelle x, wenn
fir h > 0 ausreichend klein und xp + h € D,

f'(Xxo —h) > 0und f'(xo + h) < 0.

Falls xo +£ h ¢ D (d.h. xp ist am Rand von D) fallen die
entsprechenden Ungleichung weg. Es befindet sich keine
Extremstelle in xo wenn f'(xo — h)f'(xo + h) > 0 gilt.

» Obwohl f(x) an der Stelle xp differenzierbar sein mag, ist
dies fur den obigen Satz nicht notwendig!
» Man untersucht all der obigen Beispiele der steigenden
und fallenden Funktionen in Bezug auf lokale Extrema und
103 zwar mit zahlreichen eingeschrankten Definitionsbereichen.



Hausaufgaben, vgl. Kapitel 8 im Losungsheft

» FUr ein spateres Beispiel zeigt man hier, die
Zuckerkonzentration r(t) = 5t/(4 + 3t) ist fur t > 0 streng
steigend. Daher flr t > 7 = 76/3 gilt

095-r*=r(r)<r(t)<r-=5/3.

» Man bestimmt die lokalen Extrema der Funktion
y(x)=x3/3 — xfirD=[-1/2,+1/2].

» Man bestimmt die lokalen Extrema der Funktion
r(x) = (x> —5x +6)/(x? — 5x + 4) fur D = [1,5]\{1,4}.

» Man bestimmt die lokalen Extrema der Funktion
y(x) = 8Vx2/(8 + x?) fur D = [1,3].

» Man zeigt 2 sin(x) cos(x) = sin(2x) und
cos(2x) = cos?(x) — sin?(x) mit den Eigenschaften

sin(f + ¢) = sin(#) cos(¢) + sin(¢) cos(6)
cos(f £ ¢) = cos(0) cos(¢) F sin(¢) sin(h)

» Man fuhrt das Bisektionsverfahren durch, um die

Nullstellen von y’(x) zu finden, wenn y(x) = tan='(x)/(1 + x?).
104
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Qualitative Eigenschaften der Ableitung - Krimmung

Def: Eine Funktion f(x) mit Definitionsbereich D ist (streng)
konvex (nach oben gekriimmt) in einem Intervall / C D wenn
Vxi, o €l, x1<x<x2 = fx)<y:
(x,y) € Gerade durch (x1, f(x1)) und (X2, f(x2))
Sie ist (streng) konkav (nach unten gekrimmt) in einem
Intervall / ¢ D wenn
Vxi,Xo €1, x1<x<x2 = f(x)>y:
(x,y) € Gerade durch (x1, f(x1)) und (X2, f(X2))
Das Krimmungsverhalten ist nicht streng in /, wenn die
Ungleichungen f(x) < y nur teilweise streng in / sind.

» Diese sind in (—oo, +00) streng konvex bzw. konkav:

f(x) f(x)
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Ableitungen hoherer Ordnung

Def: Die zweite Ableitung einer Funktion f(x) ist eine Funktion
f"(x), die durch den folgenden Grenzwert gegeben ist,

f//(x) _ fIILrPO f/(X + h/?) — f/(X)

Existiert der Grenzwert an der Stelle x, ist die Funktion f(x)
zweimal differenzierbar an dieser Stelle. Andere
Formulierungen und Notationen flr die zweite Ableitung sind
z.B.

P, P (%) . f(x+h)—2f(x)+ f(x — h)
g =lm =y = m, h2

D3f(x)

Ableitungen héherer Ordnung, " = (), f(4), D3f(x), d®f/dx®,
usw. werden ahnlich definiert.

Satz: Eine Funktion f(x) mit Definitionsbereich D, die zweimal
differenzierbar in einem Intervall / C D ist, ist (streng) konvex

105 oder konkav wenn ”(x) > 0 bzw. (x) < 0, Vx € I, gilt.



Konvexe und Konkave Funktionen
» Beispiel: Fir y(x) = x* + x + }, D=R,

y2(X)
y'(x)=2>0
1
y ist konvex in R
2 -1 0 1%
» Beispiel: Fur y(x) = x*/3 — x, D =R,
y(x)
3
2 (~o0.0)
7 o <0, x€(—00,0
1 r0=2x{ S %o
-3 - -1 1 2 3x

-1 ist konkav in  (—o0,0)
y konvex in (0, +o0)
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Konvexe und Konkave Funktionen

» Beispiel: Fir y(x) = x*, D =R,

(x)
YZ

(tatsachlich konvex im R)

-2 -1

0

1

y"(x) = 12x2
(_007 O) (07 +OO)
© ©
y"(x) ® ®
2% yist | konvex | konvex

» Beispiel: Fir y(x) = x — x?/2 — x®/3 + x*/4, D = R,

y(x)

108

y'(x)=—-1-2x+3x% = (x — 1)(3x + 1)

(_OO’_%) (_%7+1) (+1,00)
(Bx+1) o ® &
(x—1) O S ®
y"(x) o e o
y ist konvex konkav | konvex




Konvexe und Konkave Funktionen
» Beispiel: Fur y(x) = 1/(2x?), D = R\{0},

109

3o

2

1

0

1

2

X

Y/(x) = 3/x%, x#0

>0, x¢€(—00,0)
>0, xe(0,+00)

ist konvex in (—o0,0)
y konvex in (0, +oc0)

» Beispiel: Fur y(x) = |x|, D=R,

y(x)

y'(x)=0, x#0
Die Gerade durch (xq,y(x1)) und
(x2,y(x2)) liegt oberhalb vom Gra-
phen von y(x), wenn xyx2 < O
gilt, aber nicht fir beliebige {xq, x> }.
Die Funktion ist konvex aber nicht
streng konvex in D.



Konvexe und Konkave Funktionen
» Beispiel: FUr r(x) = (x* — 5x +6)/(x* — 5x +4), D=R\{1,4},

£(x)

3 :

2/: \ ) = 12(7 — 5x + x?)
1 S— (X2 —5Bx+4)3

o — (x —5/2)2+3/4

2 3N 4 5 = 12
i [ \ (x —1)3(x — 4)3
-2 x#1,4
S %

(—o0,4+1) | (+1,+4) | (+4, +00)
(x —1)3 o ® ®
(x —4)8 S S ®
(x —5/2)2 +3/4 @ o) ®
r'(x) & S ®
rist konvex konkav konvex
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Konvexe und Konkave Funktionen

111

» Beispiel: Flr y(x) = 2|x + 1| = 3|x| +2/x — 1| =1, D =R,

o y"(x) =0
x #—1,0,+1

Die Gerade durch (x1, y(x1))
und (xz2, y(x2)) liegt oberhalb
1 vom Graphen von y(x), wenn
x1 < —1und x; € (—1,0] gel-

. . x ten, aber nicht fir beliebige
-2 -1 0 1 2 X1, Xo € (—00,0].
Die Funktion ist (nicht streng) konvex in (—o0, 0).

Ahnlich ist die Funktion (nicht streng) konvex in (0, +o0).

Die Gerade durch (x4, y(x1)) und (x2, y(x2)) liegt unterhalb vom Gra-
phen von y(x), wenn x; € [-1,0) und x> € (0, +1] gelten, aber nicht
fir beliebige x1, xo € [—1,+1]. Die Funktion ist (nicht streng) konkav
in(=1,41).



Konvexe und Konkave Funktionen
» Beispiel: Fir y(x) = Vx2 — 1, D =R,

YZ(X)

1 2
, 2(x<+3
\ / Vi(x) = 3( 2)
x 9 (1 - X )5
A L ey
9Y/(1+x)5¢/(1
-2
(_007_1) (_17+1) (—|—1,—|—OO)
(1 + x)° o ® ®
(1 —x)> ® @ o
(x2 +3) @ @ @
y"(x) o - S
y ist konkav konvex konkav
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Konvexe und Konkave Funktionen
» Beispiel: Fir y(x) = 8Vx2/(8 + x?), D =R,

(X)
)
S j—
X
-4 -2 0 2 4
V() = 32(7x* —92x2 —32) | 7-32(x2+X2) | -(x + X)(x — &),
9V/x4(8 + x2)3 9Vx4(8 + Xx2)2 | _ x#0
{92i 9222;4'7'(—32>} = {-X%%,%%}, X?>~0.339, %X~3.67
(=00, —X) [ (=%,0) | (0,%) [ (X, 00)
(x + %) o ® ® ®
(x —X) S S) S @
A P &) ® @
y"(x) ® S S ®
113 y ist konvex | konkav | konkav | konvex




Konvexe und Konkave Funktionen
» Beispiel: Fur y(x) = xe *, D=R,
y(0

y'(x) =¥ (x-2)
I/\ <0, x<2
-1 1 2 3" >0, x>2
. { konkav, x <2
1 y ist

- konvex, x > 2

» Beispiel: Fir y(x) = xIn(x) — x, D =Ry,

y(x)
1t y'(x)=1/x, x>0
X >0, x>0
-1 1 2 3 =
N y ist konvex in (0, 4+o00)
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Konvexe und Konkave Funktionen

» Beispiel: Fiir y(x) = sin®(x), D = [0, 2],

y(x)

jl/\/\

X
. n ar 2
2 2
(= 0, x=2t7 k=0,1,2,3
Y (x) = =2, x= %77 = >0, xe (9 im)
o =2, X=32 0, xe(im?2
2 cos?(x) — 25sin?(x) X =2m = <% X€ (g”’ g”)
=42, X=m = >0, xe(ym3m)
=-2, X=57 = <0, xe(zm gm)
=v2, x= %TF = >0, xe (%W, %ﬂ)
konvex in (0, 47r) in (37,27) und in (£, 8n)

ist :
s Y { konkavin (}m,37)undin (3,



Konvexe und Konkave Funktionen

» Beispiel: Fir y(x) =tan~'(x)/(1 + x?), D =R,

Bisektion:a=1,b=2,c <« (a+ b)/2,...x

y(x) y”(x1) = 0, X1~ 1.330
0.4
") = (6x2 — 2)tan"(x) — 6x
0.2 y N (1 + x2)3
-2 -1 1 2" 0, x=0,%x

—-01, x=-2 = <0, x€(—o00,—Xq)
~+06, x=—-1 = >0, xc(—x,0)
0.4 ~-06, x=+1 = <0, xe€(0,x)
~+01, x=+42 = >0, xe€(xq,+0)

Q

ist konkav in (—oo,—x1) undin (0,x)
y konvex in (—xi,0) undin (xq,4o00)
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Kriterium der zweiten Ableitung
Satz: Wenn eine Funktion f(x) an einer Stelle x; differenzierbar
ist, muss sie an der Stelle xq stetig sein.

» Man wendet diesen Satz auch fir Ableitungen héherer
Ordnung an, z.B. f"(x) existiert = f’(x) stetig.

Satz: Eine Funktion f(x) mit Definitionsbereich D sei zweimal
differenzierbar in D. Sie besitzt ein streng lokales Minimum an
der Stelle xg € D wenn
f(x)=0 und f’(xg)>0
und ein streng lokales Maximum an der Stelle x, € D wenn
f'(x0) =0 und f’(xp) <O.

Warnung: Der letzte Satz liefert die Extremstelle xg nicht, wenn
» f'(xo) # 0 gilt und xp sich am Rand von D befindet,
» "(xo0) = 0 gilt oder
» f(x) nicht ausreichend differenzierbar ist,
d.h. wenn sie einen Knick, eine senkrechte Tangente oder
117 eine Unstetigkeit hat (vgl. vorletzter Satz).



Wendepunkte
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» Man untersucht all der obigen Beispiele von konvexen und
konkaven Funktionen in Bezug auf lokale Extrema und
zwar mit zahlreichen eingeschrankten Definitionsbereichen.

» Achtung: Wegen der obigen Warnung werden nicht alle
Extremstellen dieser Beispiele mit dem Kriterium der
zweiten Ableitung gefunden!

Def: Eine Funktion f(x) mit Definitionsbereich D hat einen
Wendepunkt X € D wenn sich das Krimmungsverhalten von
f(x) in X andert,

d.h. es gibt zwei Intervalle (x1, X), (X, x2) C D, und f(x) ist
konvex in (xq, X) und
konkav in (X, x2)
oder f(x) ist
konkav in (x1,X) und
konvex in (X, X2).



Wendepunkte
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Warnung: Ein Wendepunkt X ist nicht definiert durch eine
der einfachen Bedingungen:

f’(X) = 0 oder f"(X) existiert nicht.
Es muss bestétigt werden, dass sich das
Krimmungsverhalten in X andert.
Man untersuche alle obigen Beispiele von konvexen und
konkaven Funktionen in Bezug auf Wendepunkte.
Achtung: In einigen dieser Beispiele gibt es Punkte, die
eine der obigen einfachen Bedingungen erfullen, obwohl
sie keine Wendepunkte sind. Andererseits erflllt jeder
Wendepunkt eine dieser Bedingungen.
Wenn f(x) in X dreimal differenzierbar ist und es gelten
f’(x) = 0 # f”(X), dann gibt es einen Wendepunkt in X.
Wichtige Anwendung: Man bestatige, der Punkt (f, K/2)
ist ein Wendepunkt fur logistisches Wachstum einer
Population: K (S-férmige Kurve)

P(1)

T 1 texp(—(t—to)/7)



Hausaufgaben, vgl. Kapitel 8 im Losungsheft
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Man gibt ein Beispiel einer lokalen Extremstelle an, die mit
dem Kriterium der ersten Ableitung gefunden wird aber
nicht mit dem Kriterium der zweiten Ableitung.

Man gibt ein Beispiel einer lokalen Extremstelle an, wobei
die Funktion an der Stelle nicht stetig ist.

Man skizziert eine Funktion (ohne Formel), die eine
Nullstelle der ersten Ableitung besitzt, obwohl diese
keinem lokalen Max oder Min entspricht.

Man skizziert eine Funktion (ohne Formel), die bei einem
lokalen Max oder Min keine zweite Ableitung hat.

Man skizziert eine Funktion (ohne Formel), die eine
Nullstelle der zweiten Ableitung besitzt, obwohl diese
keinem Wendepunkt entspricht.

Man skizziert eine Funktion (ohne Formel), die bei einem
Wendepunkt keine zweite Ableitung hat.

Man zeigt, der Punkt (f, K/2) ist ein Wendepunkt fur
P(t) = K/[1 + exp(—(t — to)/7)]-


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/mathlh.pdf

Globale Extrema
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Def: Eine Funktion f(x) mit Definitionsbereich D besitzt ein
globales Infimum (Inf) fu, wenn fo, € R der groBte Wert ist,

der erflillt fuin < f(x), firjedes x € D.

Ist fmin €ine Auswertung f(Xmin) in €inem Xpin, dann ist fyi, €in
globales Minimum. Sie besitzt ein globales Supremum (Sup)
fmax WenNnn f.x € R der kleinste Wert ist, der erfillt

fnax > f(x), flrjedes x € D.

Ist fnax €ine Auswertung f(Xmax) iN €iNem Xpmax, dann ist ., ein

globales Maximum.
y(x)

» Die Funktion y(x) = x3/3 — x, 3
mit D = [-3, +3], 2
hat ein globales Minimum y(—3) 1

und ein globales Maximum y(+3),

und mit D = [—/3, +1/3], -1
hat ein globales Minimum y(+1) -2
und ein globales Maximum y(—1). _3




Globale Extrema

» Rezept zur Bestimmung der globalen Extrema einer Funktion
f(x) mit Definitionsbereich D und einseitigen Grenzwerten in D:

1. Man berechnet f'(x) und bestimmt die kritischen Stellen:

a) Stellen z € D wobei f'(z) =0,
b) Stellen ¢ € D wobei f'(c) nicht existiert und
c) Stellen r am Rand von D.
2. Man wertet aus:
a) f(z) fur jedes z,
b) f(c) (lim, ... f(x), f nicht stetig) fur jedes ¢ und
c) f(r) (lim,_, . f(x), D offen) fur jedes r.

3. Der groBte Wert aus der Liste in (2) ist das globale Max
(Sup, wenn Grenzwert nicht angenommen). Der
kleinste Wert ist das globale Min (Inf, wenn
Grenzwert nicht angenommen).

Warnung: Zur Bestimmung der globalen Extrema sind die
Kriterien der ersten oder zweiten Ableitung nicht zutreffend!
122 Diese Kriterien sind nur fur lokale Extrema.



Optimierungsproblem - Material Minimum
Beispiel: Das Material fir einen Zaun wird minimiert.
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Ein Garten mit FlAcheninhalt A — 16m?
wird eingezaunt.

Da die Zaunsticke nur geradlinig sind,
wird das eingezaunte Gebiet viereckig. X

A=16

Mit vorgegebenem Flacheninhalt bestimmt man die
Langen der Gartenseiten, die die Gesamtlange des Zauns
und daher die Kosten minimieren.

Seien x und y die jeweiligen Langen, die durch den
Flacheninhalt xy = A = 16 eingeschrankt sind.

Die Gesamtlange L des Zauns ist 2(x + y).

Durch die Kombination der letzten 2 Gleichungen:
2(x+y)=2(x+16/x) = L(x)

Weil es nur sinnvoll ist, dass x und y positiv sind, und wie

grof3 sie sein sollen vorher unbekannt ist, wird die
Zielfunktion L mit D = (0, c0) versehen.



Optimierungsproblem - Material Minimum

» Man folgt dem Rezept zur Bestimmung des globalen
Minimums der Ziel-Funktion L(x) in D = (0, 00):
(D kleiner?)
1. Man berechnet )
L’(x):2—i—§:2XX7216
und bestimmt die kritischen Stellen:
a) L'(z)=0inz=+4€ D (und —4 ¢ D),
b) L'(c) existiert nichtin ¢ = 0, aber ¢ ¢ D,
c) rn =0, =+oocam Rand von D = (0, +o0).
2. Man wertet aus:
a) L(z) =16,
b) c¢ D,
c) D offen, limy_,g+ L(X) = +00 = liMyx_00 L(X).
3. Das globale Minimum der Gesamtlange des Zauns
befindet sich bei x = z=4,und y = 16/x =4 = x, d.h.

s der optimale Garten ist quadratisch.



Optimierungsproblem - Durchfluss Maximum
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Die Aushdhlung fir einen Tunnel y(x)
hat einen parabolischen Querschnitt, '
der gegeben ist durch die Funktion

y(x)=1-x

Innerhalb dieser Aush6hlung
wird der Tunnel mit flachen
Mauern gebaut, die einen

a 1

trapezférmigen Querschnitt bilden.

Um den Durchfluss zu maximieren, soll der Flacheninhalt
des schattierten Bereichs maximiert werden.

Sei (a, y(a)) der Punkt in dem das waagerechte Stlick das
nach unten geneigte Stick trifft, d.h. a > 0.

Der gesamte Flacheninhalt (eines Trapezes) ist gegeben

durch
B 2a-+ 2

Fla) = =2

y(@)=(a+1)(1-2)




Optimierungsproblem - Durchfluss Maximum

» Man folgt dem Rezept zur Bestimmung des globalen
Maximums der Ziel-Funktion F(a) in D = [0, 1]:
(D=[-1,+1]?)
1. Man berechnet
F'(a)=1-2a- 34

und bestimmt die kritischen Stellen:
a) F'(z)=0inz=1/3€ D (und -1 ¢ D),
b) kein ¢, da F’(a) Uberall existiert,
c) n=0,rn=1amRandvon D= [0, 1].
2. Man wertet aus:
a) F(z) =32/27,
b) kein c,
c) F(0)=1,F(1)=0.
3. Das globale Maximum der gesamten Flacheninhalt
befindet sich bei a =z = 1/3 mit F = 32/27.
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Optimierungsproblem - Mittelwert
» Man zeigt fir die Daten {x;}!%, = {1,0,...,0}, der
Mittelwert 1/10 ist gegeben durch das globale Minimum
der Funktion (D=10,1]?)
10
fxX)=> (x=x)? (=(x-172+9x%, D=R

i=1

1. Man berechnet f'(x) = 2(x — 1) + 18x und bestimmt die
kritischen Stellen:
a) f(z)=0inz=1/10€ D,
b) kein ¢, da f'(x) Uberall existiert,
C) = —00,h = +o0.
2. Mit f(x) = 10x? — 2x + 1 wertet man aus:
a) f(z) =9/10,
b) kein c,
c) D offen, limy_,_ f(x) = +oo = limy_, f(X).
3. Das globale Minimum befindet sich beim Mittelwert

. x=z=1/10.



Optimierungsproblem - Median
» Man zeigt fur die Daten {x;}!%, = {1,0,...,0}, der Median 0
(Mitte der sortierten Liste, hier 5(xs + xs) = 0) ist gegeben
durch das globale Minimum der Funktion (D=10,1]?)

10
gx)=> Ix—xl (=|x-1+9/x)), D=R
i=1

1. Man berechnet g’(x) = sign(x — 1) 4+ 9sign(x), x # 0, 1,
und bestimmt die kritischen Stellen:
a) kein z, da g’(z) nie Null wird,
b) g'(c) existiert nichtinc; =0, ¢, =1,

C) 1 = —00,fp = Fo0. ~(x—=1)-9x, x<0
2. Man wertet aus mit g(x) = { —(x—1)+9x, 0<x<1
a) kein z, (x—=1)+9x, x>1

b) g(ci) =1,9(c2) =9,
c) D offen, limy_,_« g(Xx) = +oo = limy_,5 g(X).
3. Das globale Minimum befindet sich beim Median

108 x = ¢y = 0, d.h. unempfindlich zum Ausrei3erwert 1.



Optimierungsproblem - Profit Maximum
Beispiel: Der Profit einer Firma soll maximiert werden.
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(e]

Die Firma produziert x Fasser vom Kirbiskerndl pro
Woche.
Sei p(x) der Preis pro Fass, bei dem alle x produzierten
Fasser in der Woche verkauft werden.
Marktforschung zeigt, die Nachfrage ist so dass
p(x)=1-—x.
Der entsprechende Umsatz pro Woche ist
U(x) = xp(x) = x(1 — x).
Die Kosten, um x Fasser pro Woche zu produzieren, sind
K(x) = /8x/125.

Der Profit fur die Firma ist

P(x) = U(x) — K(x) = x(1 — x) — \/8x/125.
Zur Bestimmung des globalen Maximums wird die

Profit-Funktion mit D = [0, 1] versehen. Sonst sind p(x)
und U(x) negativ.



Optimierungsproblem - Profit Maximum

» Die Nachfrage ist p(x) = 1 — x, d.h. je hdher ist der
Fasspreis, desto weniger Kirbiskerndl wird verkauft.

p(x) (x)

1

Ui
) \/\
0 x 0 x

0 0.5 1 0 0.5 1

0.5

» Der Umsatz U(x) = x(1 — x) wird maximiert in x = 1/2,
der Profit aber nicht.
» Die Kosten K(x) = /8x/125 steigen schneller wenn wenig

Kirbiskerne angekauft werden, langsamer fur gréBere Mengen.
K(x) P(x)

0.5 025
0.02
0 x
l'nm 04 07\1
X
-025

0
0

0 0.5 1

» Der Profit P(x) = x(1 — x) — /8x/125 ist negativ, wenn zu

. wenig oder zu viel produziert wird. (FP(0.4) = max.)



Optimierungsproblem - Profit Maximum

» Man folgt dem Rezept zur Bestimmung des globalen
Maximums der Profit-Funktion P(x) in D = [0, 1]:

1. Man berechnet
P(x)=1-2x— 2 twvx 2 [t3—1t+1 2]

125x t 210V 5

kubischin t = /X > 0: Nullstellen vx € {/2, T~ 1~ 1. 1}

und bestimmt die kritischen Stellen:
a) P(2)=0inz = (\/2)%, 22 = (g~ )P € D,
b) P’(c) existiert nichtinc =0 € D.
c) 1 =0,rp=1amRandvon D= [0,1].
2. Man wertet aus:
a) P(z1) =2/25, P(z) < 0,
b) P(c) =0,
C) P(I’1) =0, P(I’g) < 0.

i 3. Das globale Profit-Maximum befindet sich bei x = z;.



Tangenten und das Newtonsche Verfahren

» Da die Ableitung f'(x) einer Funktion f(x) der Steigung
entspricht, ist die Tangente an der Stelle (xp, f(xo))

gegebendurch —(y — (x,)) = 7'(x0)(x - x0)
» Wenn man eine Nullstelle X sucht, fx)

setzt man y — 0, l6st man nach x
auf und mit x4 < x bekommt man

X1 = Xp — f(Xo)/f/(Xo)

Die neue Tangente ist 300+, M x2)2

(v — ) = /() (x = x) / w0t
Analog bekommt man 1

Xp = x1—f(x1)/f(x1) usw  xkp1 = xk—f(x)/f'(x), k=0,1,2...

Satz: Seien g(x) = x — f(x)/f'(x) und xp, X € (a,b) und vy € (0, 1).
Konvergenz x "= % folgt aus |g'(x)| < 7, g(x) C (a,b), ¥x € (a, b).

132 » Beispiel: f(x) = x® — 2, xo = 2, Xk o g — /2.



Regel von de I'Hépital

» Seien f(x) und g(x) an der Stelle x, differenzierbar mit
f(xo) = 0 = g(xp). Dann kann der Grenzwert fur f(x)/g(x)
so berechnet werden:

i 100 _ ) = £(x0)
x=x0 g(x) - x=x0 g(x) — 9(x0)
. f(x)—f(x0) Xx—Xxo . F(x)
= lim =
=x X=X g(x) —g(x) x=xg'(x)

» Analog gilt der Lésungsweg auch fur den Fall, dass

1f(X)],|g(x)| = o0, X — Xp.

» Vorherige Beispiele, zuerst 64/ fir 0/0,

sin(x) r cos(x)

. 'H .
lim = lim =1
x—0 X x—0 1
. 1—cos(x)H . _ sin(x) H . _cos(x) 1
im ————~ = lim ——~ = |lim = —
xIaO X2 xlao 2x xlao 2 2
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Regel von de I'Hépital

und dann [63] flr +00 /00,

. I'H i
lim =
x—o00 exp(x) X%oo exp( )
. . In(x)r
lim xIn(x) = lim ( )'2 | 1/x = lim —x=0
x—0+ x—0+ X1 x—0t —1/Xx2 x50+

» Durch Umschreiben mit Umkehrfunktionen fiir 0° und +oc?

lim x* = lim exp(In(x¥)) = lim exp(xIn(x))
x—0+ x—0+ x—0+
= exp( lim xIn(x)) °0e" exp(0) = 1
x—0+
. . : In(x)
1/x  _ 1/ _
XI|_>mOOx = XI|_>mooexp (In(x X)) _XI|_>mooexp '

= exp < lim In(x)) i exp <Xli_>moo 14)() =exp(0) =1

xX—oo X
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Implizites Ableiten

» Beispiel: Ein Ballon wird mit der Flussrate 1cm?®/min befullt.
Sei r(t) der (wachsende) Radius zur Zeit t wobei r(0) = 0.
Man berechnet die zeitliche Anderungsrate r'(7) wenn r(7) = 1.

Die Beziehung zwischen dem Volumen V() und dem
Radius r(t) zur Zeit t ist (fr eine Kugel) V(1) = 47r3(1)/3.
Man leitet ab, (Einheiten kontrollieren)

1=V/(t)=4rr2()r'(t) = r(r)=1/(4xr?(r)) = 1/(4n)

» Beispiel: Ein Teilchen bewegt sich in der Ebene mit
Koordinaten (x(t), y(t)) zur Zeit t. Es gelten
(x(7),y(7)) = (1.,1) = (X'(7), ¥ (7)). Man berechnet die
zeitliche Anderungsrate des Abstands vom Ursprung bei t = 7.

Laut Pythagoras erfillt der Abstand (1) = x?(1) + y2(1).
Man leitet ab, (Einheiten kontrollieren)

2r(t)r'(t) = 2x(O)X' (1) + 2y()y'(H) = r(r)=V2
135



Hausaufgaben, vgl. Kapitel 9 im Losungsheft
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Das Material fur eine Dose mit fixiertem Volumen soll
minimiert werden, und man findet den Radius und die
Hbhe dieser Dose.

Man maximiert den Querschnittflacheninhalt des Tunnels
auf Seite [125], aber nun mit der Aush6hlung gegeben
durch einen kreisférmigen Querschnitt.

Man zeigt im Allgemeinen, der Median bzw. der Mittelwert
der Daten {x;}]_, sind gegeben durch das globale
Minimum der Funktion f,(x) = >"7; [x — x;|P, p=1,2.
Man bestimmt die globalen Extrema der Funktion

f(x) = sign(x)/(1 + |x|) auf [-1, +1].

Man maximiert den Profit auf Seite [130,, aber nun mit
Kosten nur linear abhangig von der Anzahl der
angekauften Waren.

Man berechnet v/2 mit dem Newtonschen Verfahren.
Man zeigt mit der Regel von de I'Hépital, p(x)e=* — 0,

X — oo, fir jedes Polynom p.

Man findet r/(t) fir das Teilchen in einer Ellipse.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/mathlh.pdf

Konzept des Integrals
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{fox+---+x,§Ax} =

» In der EinfUhrung (10 sieht man den Flacheninhalt unter
der Kurve der Funktion 7(x) = x* zwischen x = 0 und
x = 1 durch einen Grenzwert, d.h. die n-Methode,

(n+1)2n+1) o
6n? = S(n)

i 1
Xi=1, AX=Xi—Xi_1=1

| 0.2]

x2dx = I|m S(n) = %

und im AIIgememen glbt es die folgende Definition.
Def: Fira= xp < X; < xp = b, Ax; = x; — X;_1 > 0und X; € [x;_1, Xj]
ist das bestimmte Integral einer Funktion f(x) zwischen
Integrationsgrenzen a und b gegeben durch den Grenzwert,

02 04 06 08 10"

/ f(x)dx = lim S(n fo, Ax;, lim max Ax; =0.

n—o0 n—o0 1<j<n

Existiert der Grenzwert (fir belleblge X € [x; 1, x;]) der Riemann-
schen Summe S(n), ist die Funktion f(x) Riemann integrierbar.



Bestimmtes Integral
» Beispiel: Fur den Fall g(x) = xmita=0und b= 1und

X;=1i/n=X;, AX; = x; — x;_1 = 1/n ergibt sich
n 1)
Z (X)) Ax; = ZX,AX, = =1 Z = S(n)
i=1 i=1
nin+1) 1
/ g(x)dx = nI|_>moo S(n) = nI|_>mOO 52 o

» Beispiel: Fir den Fall y(x) = x3 mita=0und b= 1 und
X; =i/n=X;, AX; = x; — x;_1 = 1/n ergibt sich

n n n

X . P1 1 1 /n(n+1)\?
Zy(x,-)Ax,-:Zx?Ax,-:ZEE:FZF: n4< ( 5 )> =3S(n)
i=1 i=1 i=1

i=1
! . _/n(n+1)\? 1
/0 y(x)dx = nll_)moo S(n) = nl|_>moO ( 52 ) =7
» Beispiel: Die Funktion r mit r(x) =1firx e Qund r(x) =0
far x € R\Q, ist auf keinem [a, b] C R Riemann intergrierbar!
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Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnungen

» In vielen Fallen kann man den Flacheninhalt viel leichter
bestimmen.
» Anhand einer Funktion F(t) mit der Eigenschaft

F(t)— F(a) = '/: f(x)dx

ist der Flacheninhalt unter der Kurve flr f(x) zwischen
x = aund x = b gegeben durch

F(b) — F(a) — /; F(x)dx

Hauptsatz: Es muss F'(t) = f(t) gelten!
F(1) = tim FUERN = FO 1 [/t+hf(x)dx—/tf(x)dx]

h—0 h h—0 h

1
fmyp 00 M (0} — (0
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Stammfunktionen
» Fir die Falle

9(x) = x = G(x), % [ aax=c(1) - o) =
f(x) = x2 = F'(x), F(x % / (1) — F0) =
y(x) = = Y(x), Y(x X— / (1)-Y(0) =

Def: Eine Funktion F(x) mit der Eigenschaft F'(x) = f(x) ist
eine Stammfunktion far die Funktion f(x).

» Oben sind G, F und Y Stammfunktionen fir g, f bzw. y.
> Man merkt, eine Stammfunktion ist nicht eindeutig, z.B.
F(x) = x3/3 + 1 ist auch eine Stammfunktion fir f(x) und

/1 f(x)dx = F(1) — F(0) = %
0

» Stammfunktionen unterscheiden sich immer durch eine

o Konstante, z.B. F(x) — F(x) = 1.

A= WO =N =



Unbestimmtes Integral
Def: Das unbestimmte Integral von f(x) ist gegeben durch die
Menge aller Stammfunktionen,

/f(x)dx —F(x)+c, ceR

wobei F'(x) = f(x) gilt.

» Man leitet die Stammfunktion ab, um zu bestatigen:

p+1
/xpdx: ;+1 +c, p#-1, /x1dx:ln(|x)+c

cos(wx)

X
/eaxdx: ¢ +c, a#0, /sin(wx)dx:

«

+C

w

1
2 _ — tanT
/sec (x)dx =tan(x) + c, / T2 dx =tan '(x)+c

» Von einer Tabelle der bekannten Ableitungen, () links
und F’(x) rechts, liest man die Stammfunktion fr

» f(x) = F'(x) rechts von F(x) links (einfach rickwarts) ab.



Summenregel und Vielfachregel

» Das unbestimmte Integral einer Summe von Funktionen

/[f(x) + g(x)]0x = F()+G(x)+¢ — / F(x)dx + / g(x)dx

ist gegeben durch die Summe der unbestimmten Integrale.
» Das unbestimmte Integral eines Vielfaches einer Funktion

/)\f(x)dx:)\F(X)+c:)\/f(x)dx

ist gegeben durch das Vielfache des unbestimmten
Integrals.

» Mit diesen Regeln bekommt man die Formel fur die
Stammfunktion eines Polynoms

p(x) = Pnx" + - + P1X + Po,

+1 X2
/P + P1 + PoX +C
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Kettenregel

» Das folgende unbestimme Integral ist gegeben durch eine
(rickwarts) Anwendung der Kettenregel,

| (a0 (x)ok = f(g(x)) + o
» Beispiel: f(x) = &, g(x) = ax,
/ e adx = /f’ 9(x))g'(x)dx = f(g(x)) +c=e* +¢

oder allgemeiner | e/()u/(x)dx = e“) 4 c.
» Beispiel: f(x) = —cos(x), g(x) = wx,

/ sin(wx)wdx = / F(9(x))g (X)dx = F(g(x)) + ¢ — — cos(wx) + ¢

oder allgemeiner | sin(u(x))u/(x)dx = — cos(u(x)) + c.
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Substitutionen
» Wenn das 1. Beispiel auf umgeschrieben wird,

X
e dx =

+C
Q

kann man die Kettenregel mit einer Substitution
u=u(x)=ax
betrachten.
» Anstatt einer Integration bezlglich x fuhrt man eine
Integration bezlglich u durch.
» Wahrend dx der Breite eines x-Integrationsvierecks
entspricht, entspricht
du = U'(x)dx = adx
der Breite eines u-Integrationsvierecks,

' 1 1 1
/e“xdx:/e”du/a: /e”du: —e'+c=—-e"+c
) a o' Q

» Analog wenn das 2. Beispiel auf umgeschrieben wird,

/. sin(wx)dx = _ cos(wx) +c

w
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Substitutionen

» Beispiel: Mit einem Auge auf die Kettenregel

/ Z((;))dx =In|u(x)|+c

erkennt man im folgenden Integral, der Zahler ist fast die
Ableitung des Nenners
X
/ 14+ x2 ax

Daher macht man die Substitution
u(x) =1+x2, du=u'(x)dx =2xdx, xdx = du/2

und bekommt

xalx d“/2 /d“ 1In\u|+c Din(1 43 + ¢
1+x2 2
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Substitutionen

» Beispiel: Mit einem Auge auf die Kettenregel
/ e“™ ! (x)dx = e“™) 4 ¢

erkennt man im folgenden Integral, neben der
Exponentialfunktion steht fast die Ableitung der Potenz,

/ xe** dx

Daher macht man die Substitution
u(x) = x2, du= U (x)dx =2xdx, xdx = du/2

und bekommt

1 1 1
/xexzdx:/e“dU/Zz 2/e“du: Ee“+c: EeXZJrc

146



Substitutionen

» Beispiel: Mit einem Auge auf die Kettenregel

CU'(x) - 1
/ T u(x)2 u(x)2dx =tan'(u(x))+c
erkennt man im folgenden Integral, wenn die 4
herausgehoben wird

ax dx /4
4+x2 | 14 (x/2)2

und man die Substitution macht,
u(x)=x/2, du=uU(x)dx =dx/2, dx=2du
ergibt sich

ax . 1 au . 1 _1q . 1 1
i "3 W_Etan (u)+c_§tan (x/2)+c

147



Bruchzerlegung

» Beispiel: Obwohl der Zahler sich von der Ableitung des
Nenners unterscheidet,

/ X ax
1+x

kann man den Bruch zerlegen,

X _1+x—1_1+x 1 ’ 1

T+x  14+x  1+x 1+x 1+ x

und es ergibt sich

/ X dx:/1dx—/ L dx=x—-In[1+x|+c
14+ x 1+x

wobei

1 - au
/ dx”é”/:In|uy+c:ln|1+x|+c
1+x u
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Partialbruchzerlegung

» Beispiel: Obwohl der Zahler sich von der Ableitung des
Nenners unterscheidet,

”
/X2_1dx

kann man den Bruch zerlegen,
1 1 A B
X1 =) x+1)  x=1  x+1
odermit1 =A(x+1)+B(x —1)

x=1=A=1/2, x=-1=B=-1)2

Dann mit
1 12 1/2

x2-1 x—-1 x+1

ergibt sich
/dx_1 ox 1 [ ox _1
x2-1 2/ x-1 2/ x+1 2

1
In|x—1|—§ln]x+1|+c
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Partielle Integration
» Die Produkiregel ist die Basis der partiellen Integration,

u(x)v(x) = /a[u(x)v(x)]/dx = / U'(x)v(x)dx + / u(x)v/(x)dx

» Beispiel: FUr das Integral

/ xeXdx

erkennt man, der problematische Term x = u(x)
verschwindet mit v/(x) = 1. Daher macht man die
Substitutionen,
xe*¥ = u(x)V'(x), u(x)=x, V(x)=¢€"
und bekommt mit v/(x) = 1 und v(x) = €*,
/xexdx— xe* —/exdx— (x—1)e¥+c
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Partielle Integration
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» Beispiel: FUr das Integral

/In(x)dx

erkennt man, der problematische Term In(x) = u(x) wird
leichter durch u/(x) = 1/x. Daher macht man die
Substitutionen,

In(x) = u(x)V'(x), u(x)=In(x), V(x)="1
und bekommt mit ¢/(x) = 1/x und v(x) = x,
/In(x)dx = xIn(x) — /xldx =x(In(x)—1)+c

Beispiel: Fur das Integral

/sin(x)exdx

erkennt man, der Integrand sin(x)e* wird — sin(x)e,
nachdem partielle Integration zweimal durchgefiihrt wird.



Partielle Integration
o Daher macht man zuerst die Substitutionen,
sin(x)eX = u(x)v/(x), u(x)=sin(x), V/(x)=¢€"
und bekommt mit v/(x) = cos(x) und v(x) = e,
/sin(x)exdx = sin(x)e* — /cos(x)exdx
o Dann fiir das letzte Integral macht man die Substitutionen
cos(x)e* = f(x)g/(x), f(x) =cos(x). g'(x)=e"
und bekommt mit f/(x) = — sin(x) und g(x) = €*,

/‘ cos(x)e*dx = cos(x)e* + /sin(x)exdx

o Wenn die letzten 2 partiellen Integrationen kombiniert
werden, ergibt sich (dann +2)

2 / sin(x)e*dx = (sin(x) — cos(x))e* + ¢
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Hausaufgaben, vgl. Kapitel 10 im Lésungsheft
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>

Durch einen Grenzwert berechnet man das bestimmte
Integral der Funktion y(x) = x + x? zwischen 0 und 1.
Man I6st das letzte Beispiel mit dem Hauptsatz der
Integral- und Differentialrechnungen.

Fir das letzte Beispiel bestimmt man zwei verschiedene
Stammfunktionen fiir y(x) = x + x2.

Flr jede tabellarische Rechnung einer Ableitung im
friiheren Abschnitt Gber Differentialrechnungen schreibt
man diese bezlglich einer Stammfunktion um.

Anhand der Kettenregel bestimmt man eine
Stammfunktion fiir @~ () /(1 + x2), — sin(x) sin(cos(x)),
2xe*” In(eX), und cos(tan(x)) sec?(x).

Man berechnet das unbestimmte Integral fir die folgenden
Integranden: 1/(7 + 2x + x2), (1 + x)/(7 + 2x + x2),
1/(2+3x2), (X2 + x +1)/(x? — 4), x/V1 — x2, x?e X und
e cos(3x).


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/mathlh.pdf

Flacheninhaltsrechnungen
» Da F(x) = —cos(x) eine Stammfunktion fir sin(x) ist,

/ " sin(x)dx = F(r)—F(0) = — cos(m)+cos(0) = —(—1)+1 — 2
0

d.h. der Flacheninhalt unter sin(x) von 0 bis 7 ist 2.
» FUr die Auswertung zwischen 0 und =« schreibt man,

/7r sin(x)dx = —cos(x)|j = —cos(n) + cos(0) =2
0

» Da die Werte von sin(x) zwischen = und 27 die negativen
Werte von sin(x) zwischen 0 und 7 sind, gilt

27
/ sin(x)dx = — cos(x)[2™ = — cos(2r)+-cos(m) = —2 < 0
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Flacheninhaltsrechnungen
» Die Summe der letzten 2 bestimmten Integrale ist

2w s 27
/ sin(x)dx = / sin(x)dx +/ sin(x)dx =2-2=0
0 0 T
oder
27
/ sin(x)dx = — cos(x)|5" = —cos(2r)+cos(0) = —1+1 =0
0
sin(x)
X
n s
-1 \_/

» Auch das rickwarts Integrieren andert das Vorzeichen,

/0 sin(x)dx = —cos(x)[® = —2 = cos(x)[F = — /7r sin(x)dx
T 0

- da bei einem riickwarts laufenden x die Breite dx negativ ist.



Flacheninhaltsrechnungen

» Um den Flacheninhalt im schattierten Bereich zu
bestimmen, muss man teilweise intergrieren und das
Vorzeichen entsprechend anpassen:

Flacheninhalt(0, 27) = sin(x)

T 27 1’/\
/ sin(x)dx—/ sin(x)dx = 4 I ’\/”x
0 T
-1
» Analog ist der Flacheninhalt zwischen f(x) = 1 — x?/4 und
g(x) = 7x/24 zwischen 0 und 2 gegeben durch

3/2 2
/ () — g(x)]ax + / 9(x) — F(x)]dx =
0 3/2

8/2 X2  7x 2 [7x X2
10X X X
[l gle g e

1248 /|, 48 12

f(x),g(x)
1
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Leibniz-Regel

» Man leitet die Funktion ab,

L(x) = /a f(t)olt

wobei die Integrationsgrenzen von x abhangen.
» Dafir zerlegt man das Integrationsintervall in 2 Teile
[a(x), b(x)] = [a(x), c] U [c, b(x)] mit ¢ € Dy,

L(x) = /a (CX) f(t)dt+‘/(; " iyt = /bm f(tyat ~ /C ot

JC

die als Differenz der Kompositionen umgeschrieben wird,

» Mit der Kettenregel bekommt man die Leibniz-Regel,
L'(x) = F'(b(x))b'(x)—F'(a(x))d (x) = f(b(x))b'(x) — f(a(x))d (x)

» Beispiel: Dy flg(zx) sin(t)dt = sin(x?)2x — sin(In(x))/x.
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Wenn keine Formel Anwendbar ist

» Man fuhrt eine Messung von einer Gréf3e x durch, aber es

gibt Messfehler dabei. (Details im stat Skriptum)
» Seien {x,}N_, Stichproben mit

;N ;N
oy 2 2 _ 2
,UNX—N;XM 0’ s _N_1n§_:1(xn X)

» Man sagt, die Messung X ist GauB3 verteilt, wenn die
Wahrscheinlichkeit dass | X — ;| < a gilt, durch den

Flacheninhalt einer glockenformigen Kurve gegeben ist,
g(x)

p+a e_()z(o_.él)2
/ gx)dx, g(x) =
p—a

w-a

V2ro?
a+p

» Keine Stammfunktion kann fir dieses Integral angegeben
158

werden, und die Wahrscheinlichkeiten miissen numerisch
approximiert werden, z.B. mit endlich vielen Vierecken.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/statqw.pdf

Trennbare Differentialgleichungen

» Die zeitliche Anderungsrate 7 (t) der Masse einer
radioaktiven Substanz ist proportional zu der Masse m(t),

m'(t) =a-m(t), m(0) = mg

wobei a < 0 ein Proportionalitatsfaktor ist, und my ist die
Anfangsmasse.

» Zur Lésung gruppiert man alle m GréBen zusammmen,
m'(t) _
m(t)

» und integriert beide Seiten tber das Intervall [0, ],
t m’(s)

Inrrligt)zln]m(t)\—ln\m(O)\:/ m(s) ds:/otadsat

» Man lést nach m(t) auf und bekommt

| ()/m—exp( m(t)
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m(0) = my (a = a(t) auch maglich)

) —exp(at) oder m(t) = mye



Trennbare Differentialgleichungen

» Die zeitliche Anderungsrate einer Tierpopulation mit
begrenztem Futter wird modelliert durch

P =P (1-52). w01 =p

7 K
wobei K die Kapazitidt des Lebensraums ist, und
beeinflusst wie schnell die Kapazitat erreicht wird.

» Zur Lésung gruppiert man alle p Gréf3en zusammmen,

p'(t) 1 -
= —, 0) = 7 = 7(t) auch moglich
» und nach Partialbruchzerlegung integriert dber [0, {]
p(1) /‘f 1 t
In ds— | —ds—= —
K—p()| K- o =y o s)) Jom " T 7
» Man I6st nach p(t) auf und bekommt
K
p(t) =

14+ (K/po—1)e /"
160



Differentialgleichung erster Ordnung
» FUr die allgemeine Differentialgleichung erster Ordnung,

y'(t) +a(t)y(t) = b(t), y(0)=yo
» multipliziert man zuerst mit dem Integrationsfaktor
t
(1) = exp < / a(s)ds), die erfullt /(1) = a(t)f(1),
0

» und bekommt durch die Produktregel,
(O] =y (OF)+F(0)y(t) = [y (O)+a(t)y(t)] = 1(1)b(1).
» Zur L6sung integriert man uber das Intervall [0, ],
t -t
y()f(t) = y(0)f(0) = / [y(s)f(s)]'ds = / f(s)b(s)ds
0 Jo
» Man I6st nach y(t) auf und bekommt

ot
y(t) = f{?) + ’;f(‘;‘))b(s)ds
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Hausaufgaben, vgl. Kapitel 11 im Lésungsheft
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>

Man berechnet das bestimmte Integral von y(x) = x3 — x
(a) zwischen —1 und 0, (b) zwischen 0 und +1 und (c)
zwischen —1 und +1. Dann bestimmt man den
Flacheninhalt zwischen der Kurve fir y(x) und der x-Achse.
Man bestimmt den Flacheninhalt zwischen f(x) = In(x)

und g(x) = (x — 1)(x — 2 +In(2)) zwischen 0 und 2.
Hinweis: Obwohl f(x) — —oo fir x — 0, ist das bestimmte
Integral von f(x) zwischen 0 und 1 endlich!

Man bestatigt, Dxf sin(t)dt = sin(x?)2x — sin(In(x))/x.

In(x)

Man approximiert das bestimmte Integral fo x)dx,
g(x) = e**/2/\/2x, durch eine Summe Y7, g(x;)Ax,

Xx; =1i/n, Ax =1/n, fur immer gréBeres n. Hinweis: Der

Grenzwert ist =~ 0.341345.

Far die logistische Differentialgleichung

p'(t) = p(t)(1 — p(t)), p(0) = po, leitet man die Lésung

p(t) =1/(1+(1/po — 1)e~") her.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/mathlh.pdf

Funktionen mehrerer Variablen

» Beispiel: Die Funktion
f(x,y) = x>+ y?

ordnet einen Wert f(x,y) € R
fiir jedes Paar (x, y) € R? zu,
zB.f(1,2) =12 + 22 =5,
» Diese Funktion I&sst sich so
grafisch darstellen:
» Esgelten D =R? und B = [0, ).
» Es gibt fUr diese Funktion
a. keine Unendlichkeiten,
b. keine Springe und
c. keine unendlich schnelle Schwingungen.
Also analog zum Fall einer Funktion einer einzigen
Variable ist diese Funktion stetig.
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Stetige Funktionen mehrerer Variablen
Informelle Def: Ein Grenzwert L einer Funktion f(x, y) an einer
Stelle (xp, ¥o) € R? ist der Wert, der von f(x, y) angenéhert
wird, wahrend (xo, ¥o) von (x, y) beliebig angenahert wird.

Man schreibt den Limes : lim f(x,y) = L.
(x.5)—(X0,¥0)

Wenn f(xo, yo) existiert und mit dem Grenzwert Gbereinstimmt,
d.h. L = f(x0. o), dann ist die Funktion f(x, y) stetig an der
Stelle (Xo, yo)
» Anhand der Erfahrung mit Funktionen einer einzigen
Variable tGberzeugt man sich, dass die folgenden
Funktionen stetig sind, auBBer an der Stelle (xp, o) = (0, 0):

fi(x,y) = sign(x® + y?), fa(x,y) =sin(1/(x* + y?))
f3(x,y) = 1/(x? + y?) wobei £,(0,0) =0, i=1,23

Hinweis: Diese Funktionen hangen nur vom Abstand
r = /X2 + y? zwischen dem Punkt (x, y) und dem

. Ursprung (0,0) ab. Die Graphen sind Rotationsflachen.



Stetige Funktionen mehrerer Variablen
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» Beispiel: Die Funktion

2X
f(Xa}/)_)(g_:/yz

mit 7(0,0) = 0 I&sst sich so

grafisch darstellen:

Es gelten D = R? und B = [-1, +1].
Entlang der Gerade y = kx,

2k

f(x, kx) = 11 k2

x#0 f(x,y)

hangt der Wert von f von der Steigung k ab!

Daher gibt es keinen Wert L, der von f angenahert wird,
wahend (xp, ¥o) = (0,0) von (x, y) beliebig angenahert wird.

Diese Funktion ist nicht stetig an der Stelle (0,0), aber
sonst ist sie stetig.



Tangentialebene einer Flache
» Beispiel: Die Funktion

f(x,y) =x>+y?

ist hier zusammen mit einer

Ebene grafisch dargestellt,

Kontaktpunkt (xo. yo) = (1.1).
» FUr fixiertes y = yy sei

z = f(x.y) = u(x) die Spur

in der Flache durch den

Kontaktpunkt. Die Tangente ist

Z = u(xp) + U'(xo)(X — Xo)
» Analog fur fixiertes x = xp sei
z = f(xo,y) = v(y) die Spur
in der Flache durch den
Kontaktpunkt. Die Tangente ist

z=v(yo) + V'(Yo)(¥ — Yo)
166

VA
f(x,y)

Im Kontaktpunkt, H6he:
z = f(x0, Yo)

= u(xo) = v(¥o)

aber

U/(Xo) =?... fX(Xo,yo)
V'(yo) =7 ... f,(x0, o)



Partielle Ableitungen
» Wenn nach der einen Variable abgeleitet wird, wahrend die
andere Variable fixiert bleibt, ergeben sich die partiellen
Ableitungen, d.h. U'(xo) = f«(xo, Yo) und v/(yo) = f,(x0, Yo),

. f(xo + h, — f(xo, of
fx(Xo, Yo0) = ,L[‘;'O (X0 }/o/)7 (X0 J0) _ Oxf(xo0, Yo) = ETX(XO,-}/O)
. f(xo0, Y0 + h) — f(xo, ) of
f,(x0, o) = /I,I_% (X0, Yo ,)7 (X0 J0) Iy f(xo0, ¥0) = @(Xodfo)

Informelle Def: Sei w(t) = f(x(t), y(t)) eine Spur in der Flache
z = f(x, y) Uber einer differenzierbaren Kurve (x(t), y(t)) mit
(x(0),y(0)) = (X0, Yo). Weiters existiert die Tangente von w(t)
an der Stelle t = 0. Wenn alle solchen Tangenten eine Ebene
bilden, ist diese die Tangentialebene fur f an der Stelle (xg, ¥o)-

» Wenn die Tangentialebene einer Funktion f(x, y) an der
Stelle (xp, yo) existiert, ist sie gegeben durch
z = f(X0, Yo) + f(X0, Yo) (X — Xo) + fy(X0, Y0)(¥ — Yo)

o, > Beispiel: f(x,y) = x* +y2, (x0,y0) = (1,1): z=2x + 2y - 2.



Differenzierbare Funktionen mehrerer Variablen
Informelle Def: Wenn £, und f, in (xo, yo) existieren, ist f partiell
differenzierbarin (xo, o). Wenn es eine Tangentialebene an
der Stelle (xo, yo) gibt, ist f differenzierbarin (xo, yo)-

Satz: Wenn £, und #, in (X, yo) stetig sind, ist f differenzierbar.

» Stetigkeit ist notwendig fiir Differenzierbarkeit aber nicht fur
partielle Differenzierbarkeit:
» Die Funktion 7(x, y) = x® + y? ist Giberall stetig und
differenzierbar mit der obigen Tangentialebene.
» Die Funktion f(x, y) = 2xy/(x? + y?) ist nicht stetig an
der Stelle (0,0) und hat hier keine Tangentialebene. Sie
ist aber partiell differenzierbar mit £,(0,0) = 0 = £,(0,0).
» Anhand der Darstellung der Tangentialebene einer
differenzierbaren Funktion,

z = f(Xo0, o) + fx(X0, Yo)(X — Xo) + f,(X0, Yo)(¥ — Y0)
ist sie waagerecht, d.h. z = Konstante, genau dann wenn
fX(X07y0) - 07 fy(XO;YO) =0.

. » Diese ist eine notwendige Bedingung flr eine Extremstelle.



Extrema einer Funktion mehrerer Variablen
» Beispiel: Fiir die Funktion f(x, y) = x? + y? gilt
2xo = f(X0,¥0) =0, 2yo = f,(X, %) =0 in (x0.y0) = (0.0)
wo f ein streng lokales Minimum besitzt.

Def: Eine Funktion f(x, y) mit Definitionsbereich D besitzt ein
streng lokales Minimum an der Stelle (xp, o) € D wenn

f(x0, ¥0) < f(x,y), flrjedes (x,y) € D mit
|X — Xo| + |¥ — Yo| ausreichend klein,

und ein streng lokales Maximum an der Stelle (xo, o) € D wenn

f(x0, ¥0) > f(x,y), furjedes (x,y) e D mit
|X — Xo| + |y — Yo| ausreichend klein.

Diese sind nicht streng, wenn eine Ungleichung nicht streng ist.
Die Extrema sind global, wenn eine Ungleichung flr alle

159 (X,y) € Dailt.



Partielle Ableitungen Hoherer Ordnung
Def: Die Stelle (xo, yo) ist ein kritischer Punkt fir f(x, y) wenn

fi(X0. ¥o) = 0 = fy(xo0, Yo)
oder wenn eine von diesen nicht existiert.
» Wie bestimmt man, ob ein kritischer Punkt tatsachlich
einem lokalen Extremum entspricht?
» Analog zum Fall einer Funktion einer einzigen Variable
braucht man auch hier Ableitungen hoherer Ordnung.
» Diese werden naturlich so definiert:

fx (X, y) = Oxfu(x, y) = OZf(x., y), fy(x,y) = Oyfy(X,y) = 05f(x,y)

fXY(Xﬂy) = 0Xfy(x,y) = any(X,y) = fyx(x,y)
wobei gemischte partielle Ableitungen unabhangig von der
Reihenfolge der jeweiligen partiellen Ableitungen sind, d.h.
fyy = fyx, falls diese stetig sind.
» Man braucht auch die allgemeinere Kettenregel (Details?)

. Dif(x (1), y(1)) = f(x(1), y(D)X'(1) + £, (x(1), y(1))y' (1)



Lokale Extrema bezlglich mehrerer Variablen
» Wenn 7(x, y) ein lokales Minimum oder Maximum in
(X0, Yo) besitzt, mussen u(x) = f(x. yo) und v(y) = f(xo. )
ein lokales Minimum oder Maximum in xg bzw. y, besitzen.
» Gelten mussen dann fur ein lokales Minimum
0 < U"(x0) = fx(%0, ¥0), 0 < V'(y0) = fyy(X0, Y0)

und fur ein lokales Maximum

0> u"(x0) = fix(X0,¥0), 0> V'(y0) = fyy(x0, Y0)

» Weiters entlang jeder Gerade y — yp = k(x — Xxp) besitzt
w(x) = f(x,yp + k(x — xp)) ein lokales Minimum oder
Maximum in xp mit w”(xp) > 0 bzw. w”(xg) < 0 wobei

W (x0) "L fix(X0, Yo) + 2KFy (X0, Yo) + K2F,y (X0, Yo) = (k)

Also mussen die k-Nullstellen von der rechten Seite ¢ (k)
komplex sein, d.h. die Diskriminante erfullt

[2f, (X0, 0)12 — 4fex (X0, Y0)yy (X0, Y0) < O.
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Bedingungen flr Lokale Extrema
Satz: Eine Funktion f(x, y) mit Definitionsbereich D sei zweimal
stetig partiell differenzierbar in D. Sei (xg, o) € D ein kritischer

Punkt mit
f (X0, Yo) = 0 = fy(x0, Yo)-
Sie besitzt ein streng lokales Minimum an dieser Stelle wenn
fix (X0, ¥0) > 0, fry(X0,¥0) >0,  f5,(X0. ¥0) < fax(Xo0, Y0)fyy (X0, ¥o)-

Sie besitzt ein streng lokales Maximum an dieser Stelle wenn
fix (X0, ¥0) <0, Ty (X0, ¥0) <0, 15,(X0, ¥0) < fx(Xo, Y0)fyy (X0, Yo).

» Beispiel: Fur f(x,y) = x2 + y2 geltenin (xo, o) = (0.0),

fx(X0,¥0) =2X0 =0, fy (X0, %) =2¥0=0
und

fix (X0, ¥0) = fry(X0,¥0) =2 >0, fZ,(x0,¥0) = 0 < 4 = fix(X0, ¥0)fyy (X0, o)

und daher besitzt f(x, y) ein lokales Minimum in (X, yo).
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Sattelpunkte
» Beispiel: Die Funktion
f(x,y) = y? = x? 1
Iasst sich so grafisch darstellen:
» Esgeltenin (xg. yp) = (0,0),
zZ=

(X0, Yo) = —2x0 = 0 = 2y = f, (X0, Yo) fx,1)
fXX(X07yO) - _27 fyy(XO-/,VO) =2 -1

f2,(X0, Yo) = 0 > —4 = f(Xo, Y0)fyy (X0, Y0)

und die Ungleichung (X0, o) > fex(Xo, Y0)fyy (X0, vo) ist
eine hinreichende Bedingung fiir einen Sattelpunki:

Def: Ein kritischer Punkte ist ein Sattelpunkt, wenn er keiner
Extremstelle entspricht.

» Die Funktion f(x, y) = y? — x? erfillt f(0, y) = y? > £(0,0)
> —x? = f(x,0), x, y # 0. Der kritische Punkt (xo, o) = (0,0)

175 entspricht daher keiner Extremstelle und ist ein Sattelpunkt.



Lokale Extrema von Funktionen mehrerer Variablen
» Beispiel: Die Funktion
X 1
N =T ety

lasst sich so grafisch darstellen:
» Esgeltenin (+1,0)

f(x,y)

1—x? 1 x=+1

-0.5
M) = T2 = ©
X —2Y  x=+1 -2,
MO =15 iy = O
C2x(x2=3) 1 =11 x=—1 X 6y2—-2
bo(x.¥) = (+x253 T+y2 y=0 2~ 01 y=0 1+ x2(1+y2)3 hy(X.¥)

1-x®  —2y 1
6 )) = Y _x=y, fo(1,0) = —5 < 0> —1 = £,(1,0)

» Dabher besitzt f(x, y) ein lokales Minimum in (—1,0) und

- ein lokales Maximum in (+1,0).



Hausaufgaben, vgl. Kapitel 12 im Losungsheft
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>

Man stellt die Funktionen f;(x, y) = sign(x® + y?),

h(x.y) = sin(1/( + y2)), B(x,y) = 1/(x2 + y?),

fi(0,0) =0, i = 1,2, 3, grafisch dar und bestatigt dass
diese stetig sind, auBBer an der Stelle (0, 0).

Man zeigt fur die Funktion f(x, y) = 2xy/(x? + y?),

f(0,0) = 0, der Grenzwert lim(, ,y_,(0,0) f(x, y) existiert
nicht, aber die partiellen Ableitungen existieren und
erfillen £(0,0) = 0 = £,(0,0).

Man bestétigt, dass f(x, y) = x2 und g(x, y) = y? keine
streng lokalen Extremen besitzen.

Man stellt die Funktion f(x, y) = v/x2 + y2 grafisch dar und
bestimmt die Tangentlalebene in (1,1,+/2). Existiert eine
Tangentialebene in (0,0,0)? Flr g(x,y) = /1 +x2+y2 ?
Man bestimmt die lokalen Extrema fir die Funktion

fx,y) = (x3/3 = x)/(1 + y?).

Man zeigt, die Funktion f(x, y) = xy besitzt einen
Sattelpunkt.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/mathlh.pdf

Eingeschrankte Globale Extrema

» Beispiel: Man findet die globalen
Extrema fir f(x, y) = x° + y? (iber
Q={(x,y) e R?: x| +|y| < 1}.

» Der einzige kritische Punkt far
f(x,y)ist (0.0) ¢ Qmit(0,0)=0.

» FUr die Extremestellen am Rand
von Q untersucht man zuerst die 1!
Seite y =1 — x, x € [0, 1]. Hier sind die Werte von f(x, y)
gegeben durch g(x) = f(x,1 — x) =1 —2x + 2x2, x € [0,1].

» Der einzige kritische Punkt von g(x) ist x = J mit
9(3) = %, und die Randwerte sind g(0) = 1 = g(1).

» Die entsprechenden Werte fir f(x, y) sind
f(1.1)=9(3) = J und (0, 1) = g(0) = 1 = g(1) = £(1,0).

» Die anderen Seiten von Q sind ahnlich.

» Das globale Minimum von f auf Qist 7/(0,0) = 0 und das
globale Maximum von f auf Qist f(0, +1) = f(+1,0) = 1.

» Am Rand von Q sind die globalen Extrema 1/2 und 1.

= 1
f(x,y)
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Lagrangesche Funktionen

177

» Manchmal ist es schwierig, eine Abhangigkeit zwischen x

und y in der Einschrankungsmenge mit einer Funktion
einer einzigen Variable darzustellen, z.B. y(x) =1 — x im
letzten Beispiel.

Sei die Einschrankungsmenge implizit gegeben durch

E={(x,y) eR?:g(x,y) =0}

und man sucht die globalen Extrema von f(x, y) in E.
Obwohl eine eingeschrankte Extremstelle (xg, yo) € E
noch nicht bekannt ist, sei y = y(x) eine Funktion, die E in
der Nahe von (xp, yo) darstellt,

y(Xo) = ¥o. 9(x,y(x)) =0, [|x—Xo| klein genug.
Beispiel: Mit f(x, y) = xy und g(x, y) = x° + y? — 1 besitzt
f(x,y) globale Extrema in (£1/v/2,+1/y/2) € E, wobei E
in diesen Punkten entweder durch
y(x) = y1(x) = +V1 — x2 oder durch
y(x) = ys(x) = —V/1 — x2 dargestellt wird.



Lagrangesche Funktionen
» Durch die Kettenregel
Dxg(x, y(x)) = 9x(x. y(x)) + gy (x. y(x))y'(x)
Da g(x, y(x)) = 0und y(xo) = yo gelten, folgen

0 = Dxg(x, ¥(X))Ix=x, = 9x(X0. Y0) + 9y (X0, Y)Y (X0) =0 /() = &L0:20)

9y (X0, o)

» Durch die Kettenregel
Duf(x, y(x)) = £ (x, y (X)) + 1, (x, y (X)) y'(x)
Da (xo, ¥(X0)) = (X0, Yo) fur f(x, y(x)) extrem ist, folgen
0 = Dxf(X0, ¥0) = fi(X0, ¥0) + fy (X0, ¥0)Y'(X0) =0 —y/(xp) = 21020 _ oxll0. o)

fy(x0, %)  9y(x0, Yo)

» Daher sucht man (xg, yp) durch die Bedingungen,
(X0, Yo) = Agx(X0, Y0), Tfy(X0,Y0) = Agy(X0. ¥0), furAeR

(X ist das gemeinsame Vielfache im Bruchteil bei y’ (xq))

eines kritischen Punktes fir die Lagrangesche Funktion,
L(Xay’ )‘) = f(X,y) - )‘g(va)
wobei \ ein Lagrangescher Multiplikator fur die

- Einschrankung g(x, y) = 0 ist.



Lagrangesche Funktionen

» Beispiel: Mit f(x, y) = xy und
g(x.y) = x?+ y? — 1 sind die
Bedingungen eines kritischen
Punktes fur L(x,y,A\) =xy— 2=
AMx2 + y2 — 1) gegeben durch  £(X,¥)

Ly(x,y,\) =y —2xA=0
Ly(x,y,\)=x—-2yA=0
L)\(vaa)‘):‘lixziyZ:o

» Mit y = 2)\x folgt x = 2\y = 4)\?x. Da (x, y) € E, kann
x = y = 0 nicht gelten, und es folgt A = +1/2.

» Aus y =2 x und x = 2)\y folgt y = +x. Aus
1=x2+y?2=2x2=2y2folgt (x,y) = (+1/V2,+1/V/2).

» Dannist /(1/v2,1/V/2) =1/2 = {(—1/v/2,-1//2) das
globale Maximum, und das globale Minimum ist
F(1/v2,-1/v2) = ~1/2 = (~1/v/2,1/V2).
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Lagrangesche Funktionen ¥y

» Beispiel: Man sucht den minimalen Abstand
zwischen dem Punkt (0. 1) und
der Gerade {(x,y) : y = 2x}.

» Der Abstand /(x — 0)2 + (y — 1)2
zwischen dem Punkt (0, 1) und einem
allgemeinen Punkt (x, y) wird minimiert,
wenn f(x,y) = x? + (y — 1)? minimiert wird.

» Die Einschrankung lasst sich mit
g(x,y) =y —2x = 0 darstellen.

» Die Bedingungen eines kritischen Punktes
fir die Lagrangesche Funktion

Ly ) =10y —aley) oy | plor)Z 2 =0
=x2+(y—1)2 = Ay — 2x) sind Ly(x,y,\) =2(y =1) - A=0
Ly(x,y,\)=2x—-—y =0
» Mitx=—-\y=1+X/2=1—-x/2und 0=y —2x =
(1 —x/2) —2x = 1 — bx/2 ist der ndheste Punkt (die
Projektion) in E gegeben durch x =2/5und y = 2x = 4/5.
5o > DerAbstandist \/(2/5—0)2+ (4/5—1)2 =1//5.




Konvexitat, Konkavitat, Globale Extrema
Def: Eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion
f(x, y) ist konvex in der Menge D wenn V(x, y) € D,

(X, ) >0, fy(x,y) >0, 15,(x,y) < fu(X, ¥)yy (X, ¥)
und konkavin D wenn ¥(x,y) € D,

f(X,¥) <0, fy(x,y) <O, f)?y(x-}/) < (X, )y (X, ¥)

Satz: Sei f(x, y) eine zweimal stetig partiell differenzierbare
Funktion mit einem kritischen Punkt in (xg, ¥o). Wenn f(x, y) far
alle (x, y) € R? konvex bzw. konkav ist, ist f(xo, yo) das globale
Minimum bzw. Maximum far f(x, y).

» Fir die Funktion f(x, y) = x2 + y? gelten
fix(x,y) =2 = f,y(x,y) und fy,(x, y) = 0 fur alle
(x,y) € R?2. Daher ist sie global konvex, und sie besitzt ein

globales Minimum im kritischen Punkt (0, 0).
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Gradient und Hessematrix

» Eine ausreichend differenzierbare Funktion f(x, y) lasst
sich folgendermassen quadratisch in (x, y) approximieren:

f(x,y) = (X0, ¥o) + fx(X0, Yo)(X — Xo) + £, (X0, Yo)(¥ — o)
+3 T (X0, Y0) (X = X0)2 + Fiy (X0, Y0 ) (X = X0) (¥ = Y0) + %y (X0. Yo) (¥ — Yo)?
» Vektoren und Matrizen werden im nachsten Abschnitt
prasentiert, aber der Gradient Vektor Vf(x, y) und die
Hessematrix V2f(x, y) sind

Vi(x.y) = h(x.) ] bzw. VZf(x.y) = { fo(X,¥) By(X,y) }

fy(X-/Y) fyx(Xsy) fyy(X-Y)

» Das Skalarprodukt, die Transponierte und die Multiplikation
von Matrizen werden im nachsten Abschnitt definiert.

» Durch diese ist die obige quadratische Approximation
gegeben durch

T T
X — Xo 1] x—xo > X — Xo
f ~f Vi(Xo, — V<f(Xo,

(X7y) (X07y0)+|: Y —¥ :| (X0y0)+2|: Y —¥ :| ( 0 y0)|: Y — Yo :|
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Hausaufgaben, vgl. Kapitel 12&13 im Losungsheft

» Man bestimmt die lokalen Extrema fur die Funktion
f(x,y) = (x*/3 = x)/(1 + y?).

» Man zeigt, die Funktion f(x, y) = xy besitzt einen
Sattelpunkt.

» Man bestimmt die globalen Extrema von f(x, y) = x? + y?
iber Q = {(x,y) € R? : max{|x|,|y|} < 1} und lber den
Rand von Q.

» Man bestimmt die globalen Extrema von f(x, y) = y? — x?
Uber E = {(x,y) € R? : g(x,y) = 0} wobei
glx.y) =x2+y? —1.

» Man bestimmt den minimalen Abstand zwischen dem
Punkt (2,3) und dem Kreis x? 4 y2 = 1. Gleichzeitig findet
man die Projektion von diesem Punkt auf den Kreis.

» Man bestimmt den minimalen Abstand zwischen dem
Punkt (1,2,3) € R® und der Ebene
{(x,y,2) € R®: x + y + z = 0}. Gleichzeitig findet man die

. Projektion von diesem Punkt auf die Ebene.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/mathlh.pdf

Losung eines linearen Gleichungssystems

» Eine allgemeine Losungsmethode far lineare
Gleichungssysteme ist Gauf3sche Elimination:

3X4

184

aquivalent,
2

- 1§I — 1l

=31 —=1

aquivalent,

1+ S11— 11l

3X1 + 6X2 + 9X3 = 6
2X1 + 5X2 8X3 = —10
X1 4xo X3 = -8
3x1 + 6XxXo + 9x3 = 6
Xo — 1 4X3 = —14

— 6X2 -1 Oxz = —-10

3X1 + 6X2 + 9X3 = 6
Xo — 1 4X3 = —14

~ 94x; = 94

Lésung durch Rickwartssubstitution:

+ 6X2
X2

+

9X3
1 4X3
94X3

6 = Xi=4(6—6x2—9x3)=—1
14 = xo=-144+14x3=07%
-94 = x3=+117



Vektoren und Matrizen

» Dieses lineare Gleichungssystem lasst sich mit Matrizen
und Vektoren vorteilhaft umschreiben.

» Multiplikation der Matrix A mit dem Vektor ¢ ist gegeben
durch Skalarprodukte wie (1,2) - (7,8) =1 x 7 +2 x 8,

als | e=[7] ae-| G0 e || ]
5 6] o

’ | 5.6)-(7.8) |

» Man schreibt, A ¢ R3%2, d.h. A hat Dimensionen 3 x 2 mit
3 Zeilen und 2 Spalten. Achtung: #Spalten(A)=#Zeilen(c).

» Man schreibt, ¢ € R? oder ¢ € R2*', d.h. ¢ ist ein Vektor
aber auch eine Matrix mit 2 Zeilen und 1 Spalte.

» Das Skalarprodukt wird auch durch Matrix-Multiplikation so

gegeben,
171777 7
HEHEREI MR TE

- wobei a' die Transponierte vom Vektor a bezeichnet.



Vektoren und Matrizen f [ |

» Eine direkte Rechnung zeigt fiir ¢ € R?, A € R3%2 B ¢ R2x3,
(AC)T:CTAT€R1X3, (AB)T:BTATERSXS.‘ (BA)T:ATBTERZXZ
» Das Produkt AT A ergibt sich haufig, z.B.

12
. [135 35 44 po
AA—[z 4 6 gg = | 44 56 | €F

» Die Summe oder Differenz von 2 Matrizen (oder Vektoren)
mit den gleichen Dimensionen gilt komponentweise,

+6 -5 +7 -3
mitB=| —4 +3 git A+B=| -1 +7 |.
+2 -1 +7 +5
. e 7k
» Sowie Skalar-Multiplikation: ke = 8k |’ k € R.

» Die Euklidische Norm eines Vektors ist gegeben z.B. durch

Hc”:m:\/CTC: \/72+82:\/m
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Losung eines linearen Gleichungssystems
» Mit den folgenden Matrizen und Vektoren

A R i B e
s R T
lasst sich das obige lineare Gleichungssystem mit Mx = b

darstellen.
» Die Matrix

’ 67 -6 93

M'=—1| -6 30 -42

282 | 43 18 -3

bezeichnet die Inverse von M mit der Eigenschaft

100
M M=MM'1=I=|01 0

0 0 1
wobei I die Einheitsmatrix bezeichnet.
- » Wenn M~ existiert, ist M invertierbar.



Inverse Matrix
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» Die Inverse kann auch durch Eliminationsschritte
berechnet werden.

» Beispielsweise fir die obige Matrix M bildet man die
erganzte Matrix

3 6 9100
Ml=|2 5 -8 ] 010
1 -4 -7 |00 1

» Man fuhrt die analogen Eliminationsschritte durch,

0o 1 2 3] 00
=51 — i 0 1 -14 | -2 10
-2 — 0 -6 —10 | —1 0 f

12 3] foo
01 -14 | -210
I+ 8§11 — 1l 00 —94 | —13 6 1
um die streng untere Dreieckselemente von M zu nullen.



Inverse Matrix

» Dann fuhrt man weitere Eliminationsschritte durch,

I+ 30— 120 |
-2 - 010 |
—gglll = I 00 1 |
—2ls1 (100 [ 25
010 | —
001 | 3

=[IM]

um die streng obere Dreieckselemente von M zu nullen.
» Hausaufgabe: Man zeigt, die 3 x 3 Matrix auf der rechten

Seite ist M~ wie friiher angegeben.

» Hausaufgabe: Man zeigt, die LOsung des obigen linearen
Gleichungssystems Mx = b ist gegeben durch

x=M"'b

Ix=M"Mx=M"'b oder
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Linear Abhangigkeit und Rang

» Eine lineare Kombination von Vektoren my, mo, ... m, ist

ein Vektor
X1Mmy + XoMy + - - - + XpMp
fl'er1,x2,...,x,, eR.
» Vektoren my,mo, ... my, sind linear unabhangig, wenn
[X1,X2,...,Xp] = X =0 aus

X1my + Xomy + - -+ Xymp =0

folgt, und sonst sind die Vektoren linear abhangig.

» Eine Matrix M ist invertierbar genau dann, wenn ihre
Spalten M = [my my --- my] linear unabhangig sind.

» Der Rang einer Matrix M € R™*" ist die maximale Anzahl

der linear unabhangigen Spalten. [ 1 2
» Beispiel: Der Rang der Matrix A = [ 3 4 ] = [ay ap] ist 2:
Hausaufgabe: Auch 2 fiir AT, 5 6
Xg+2x = 0 X =0
Xia@1+xa=0 < 3xi+4x, = 0 & X1 : 0
5x1+6x = 0 2=

190



Cramersche Regel

» Beispiel: Die Losung u = —1, v = 2, des 2 x 2 linearen
Gleichungssystems Au = w,

3 2 1 =
A{GFJT v W{4} oder 6u+5v = 4
ist gegeben durch,
u = det([w az])/det(A), v =det([a; w])/det(A)

wobei a; und a, die Spalten von A bezeichnen, und

u
v

air ae

det {
do1  dap2

= ai1dz2 — dzi1dy2

ist die Determinante fur die 2 x 2 Matrix {a;; : i,/ = 1,2}.
» Mit M = [my my mg] ist die Losung des 3 x 3 Gleichungs-
systems Mx = b gegeben durch,

_ det([b my, mg]) _ det([my b mj]) _ det([my m; b])

detM) 27 7 det(m) 0 T T det(m)
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Determinante

» Die Determinante fiir eine 3 x 3 Matrix wird rekursiv durch
die Definition fir 2 x 2 Teilmatrizen so definiert,

ail a2 ais A aps
det | a»y ax ao3 = aq4 det |: a a ]
32 d33
as1 dgz2 dass

a1 asg | a4 a
—aqo det 21 23 + ajz det |: 21 22
az1 as3 | as1 asp

» Man erhalt die Teilmatrix, deren Determinante mit a4
multipliziert wird, wenn man die Zeile und Spalie von A
entfernt, in denen ay4 sich befindet.

» Die anderen Teilmatrizen werden analog bestimmt.

» Das Vorzeichen der Terme in der obigen Summe alterniert!

» Diese Methode zur Lésung eines linearen Gleichungssystems
durch Determinanten heif3t die Cramersche Regel.

» Ist Ainvertierbar, d.h. det(A) # 0, funktioniert die Methode.

» Der Aufwand ist aber grof3, wenn das System grof3 ist!
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Losbarkeit und Kern
» Das lineare Gleichungssystem Mx = b ist zu l6sen,

3 6 9 Xq 6
2 58|, x=|x|, b=|6
X3 0

11 1
Es gilt aber det(M) = 0, und daher ist M nicht invertierbar!
Das Ergebnis der Gauf3schen Elimination ist trotzdem

M =

v

v

3 6 9|6 Xy =2—2Xo —3X3 = —2 + X3
01 2|2 T X =2 — 2x
0 0 0fO0 x3 beliebig

Mit x* = [-2,2,0]" gilt Mx* = b.

Mit ¥ — [1, -2,1]" gilt Mx = 0, und daher V) € R 16st

X), = X* + \x das System: Mx, = Mx* + \Mx = b+ 0 = b.
Achtung: Das Produkt der diagonalen Elemente nach der
GaufBschen Elimination ist die Determinante! So kann die

193 Determinante mit minimalem Aufwand berechnet werden!
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Losbarkeit und Kern

» Der Kern einer Matrix A ist die Menge der Vektoren x, die
Ax = 0 erflllen.

» Jedes Vielfache vom Vekior x liegt im Kern der Matrix M,
d.h. M(Ax) = A\Mx = 0.
» Wenn der Vektor b anders ist, z.B.

3 6 9 Xq 6
2 58|, x=|x|, b=]|6
11 1 X3 1

dann ergibt sich nach GauBchen Elimination,
{ 3 6 9|6

M =

01 2|2
0 0 01 0x1 +0x2 + 0x3 =17

» FUr diesen Vektor b gibt es keine Losung des Systems.
» Der Kern von MT besteht aus Vielfachen von x = [-1,1,1].
» Das System Mx = b hat eine Lésung, nur wenn X' b = 0.
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Eigenvektoren und Eigenwerte

» Wenn eine Matrix diagonal ist, ist die Wirkung der Matrix
klar, z.B. im folgenden Fall werden die Komponenten von x
durch die jeweiligen Vielfachen vergréBert,

2 00 Xq 2X1
A=|0 5 0| =diag{2,5,9}, x=|x |, Ax=| 5%

0 009 X3 9x3

» Hier sieht man auch mit den Einheitsvektoren

1 0 0
ee=(0]|, e&=|1|, e=1|0
0 0 1

es gelten
Aé1 = 2é1, Aég = 5é2 und Aég = 9é3

d.h. fir i = 1,2, 3 bildet die Matrix A ein Vielfaches von &;
in ein Vielfaches von &; ab. Diese Vielfachen sind Eigenrdume.

- » Ahnliches gilt fiir allgemeinere Matrizen nach Transformationen.



Eigenvektoren und Eigenwerte

» Fir eine allgemeine Matrix A € R3*3 sucht man eine
Transformation S € R3%3, wobei A so

S71AS = A = diag{\1, A2, A3}

auf eine diagonale Matrix transformiert wird.
» Mit einer Spalten-Zerlegung S = [s1 s, s3] lasst sich die
obige Gleichung AS = SA so umschreiben,

As; = S\, i:1,2,3

» Da (A— \l)s; =0 fir ein s; # 0 gelten muss, sieht man
von der Cramerschen Regel, es muss gelten

det(A— /) =0, i=1,23.

» Unterschiedliche Nullstellen \; flr das charakteristische
Polynom p(\) = det(A — \/) flhren zu linear unabhangigen
Vektoren s;, d.h. S~ existiert und A ist diagonalisierbar.
» Diese Nullstellen {\1, A2, A3} sind die Eigenwerte, und die
jeweiligen Eigenvektoren sind {s1, sy, s3}. Vielfache der
196 Eigenvektoren sind Eigenrdume.



Eigenvektoren und Eigenwerte

» Beispiel: FUr die folgende Matrix A werden die Vektoren
links in die Vektoren rechts abgebildet,

» Das charakteristische Polynom hat Nullstellen \ € {1.3},
p(\) = det(A-\) = det [ (-2 e ! N ] (2 A2

» Mit » = 1/+/2 sind die entsprechenden Eigenvektoren
S = [—u M]T und s, = [M M]T fir Ay = 1 bzw. Ao = 3,

(A—1l)s; = “ 1 ]31 —0, (A-3N)s,— [ B ]sgzo

197 » Die Eigenvektoren sind senkrecht, weil A symmetrisch ist.



Eigenvektoren und Eigenwerte

» Beispiel: FUr die folgende Matrix A werden die Vektoren
links in die Vektoren rechts abgebildet,

» Das charakteristische Polynom hat Nullstellen \ ¢ {1 + /61,

p(\) = det(A—\I) = det [ (1 ;A) (1 EA) =(1-))2-6
» Mit n = +/2/5 und v = /3/5 sind die entsprechenden
Eigenvektoren sy = [~ v]" und sp = [p v] T fir

A :1*\@bZW.)\2:1+\F6,
(A—(1-V6))s; =0, (A—(1+V6)))s; =0

198 » Aist nicht symmetrisch, die Eigenvektoren nicht senkrecht.



Eigenvektoren und Eigenwerte

» Sei AS = SA die Eigenraum-Zerlegung fur A, wobei
A =diag{\, A2} und S = [s1 s8] invertierbar ist.
» Sei ein beliebiger Vektor x bezuglich der Eigenvektoren so

dargestellt,
g X = Y181+ Y282

d.h. x — Sy wobei y = [y yo] .
» Dann wird die Wirkung von A bezlglich Vielfachen der
Eigenvektoren so dargestellt,

Ax = ASy = SAY = M\ (y181) + Xa2()2S2)
» Anwendung: lterative Verfahren, x, = b + (| — A) x4,

X "= x = A 'bnur wenn max{\(/ — A)} < 1, weil
Xk —x= (1= A)(xk_1 — x) = (I — Ak (xo — x) =% 0.
» Anwendung: Sei X eine Lésung des Systems Ax = b,
wobei Fehler in b ~ b = Ax vorhanden sind. Dann mit
w(A) = v/max{\(ATA)}//min{\(ATA)} qilt,
Ix — X| |b— b
o6 TS




Hauptkomponentenanalyse

» Gemessene Daten: 207
_ | X1 X2 - Xn 15\ _
Yo Y2 -+ Yn S _
» Zentrieren: e = [1,1,...,1] e R™*", o ‘
X, = X — (Xe"/n)e o5 3
» Sphaéren: %80 05 10 15 2f

Kovarianz: K= X,X] /n, KV=VA, X,=A2VTX,

v

Seien V = [vq, vo] und A = diag{ A1, A2}, A1 > Ao,

Die Richtungen vy und v» sind die Hauptkomponenten.

Die Varianz \{ der Datensteuung in der Richtung v ist
gréBer als die Varianz der Datensteuung in der Richtung vo».
Kompromieren: p = [1,0] € R'*2 (da \; > )\»),

v

v

v

X = VAZp pX, + X — X,
200



Lineares System von Differentialgleichungen
» Analog zum Anfangswertproblem gibt es Anwendungen
m(t) = a-m(t) x'(t) = Ax(t)
{ m0) = mo 1 x(0) = xo
mit einem System von Differentialgleichungen, z.B.
xq(t) = 2x1 (1) + x2(1),  x3(t) = x4 (1) + 2x2(1)
» Sei AS = SA die Eigenraum-Zerlegung fiir A € R2*2,
wobei A = diag{\1, A2} und S = [s; sp] invertiertbar ist.
» Mit y(t) = S~ 'x(t) folgt
y'(t) =S 'x'(t) = ST TAx(t) = STTASy(t) = Ay(t)
oder yi(f) = A1 () und y5(t) = Aaya(t).
» Das entkoppelte System lasst sich wie l6sen,
Sx(t) = y(t) = exp(At)y(0) = exp(At) Sx(0)
oder x(t) = S~" exp(At)Sxo, d.h. x(t) = exp(At)xo.
» Analog zum Anfangswertproblem

t /
A A(t—s) . X(t) = AX(t)TLb(t)
- x(t)y=e fxO+/0 e =% p(s)ds 1bst { x(0) = xg



Symmetrisch, Positiv Definite Matrizen

» Eine Matrix A ist symmetrisch (S), wenn A — A" gilt.
» Fir eine symmetrische Matrix A gilt immer \(A) C R.

» Eine Matrix A ist positiv definit (PD), wenn x " Ax > 0,
Vx # 0, z.B. es giltimmer x"Ax = ;xT(A+ AT)x und

5 5 9 1 xTAx = IxT(A+ AT)x =
A:[s 5}, 32[1 2], X BTBX = (BxX)T (Bx)
|Bx||>>0, Vx#0

» Fir eine SPD Matrix A gilt immer A(A) > 0.

» Eine Matrix V ist orthogonal, wenn V=" = VT,

» Eine SPD Matrix A ist immer diagonalisierbar. Weiters gilt
A= VAV firr eine orthogonale Matrix V und eine
diagonale Matrix A, z.B. wie bei der Eigenraum-Zerlegung,

[2 1 1 [ =1 4 [10
A‘[1 2]’ V_\/E[H +1}’ A‘[o 3}
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Symmetrisch, Positiv Definite Matrizen

>

203

Die Spur einer Matrix A ist die Summe der diagonalen
Elemente. Insbesondere gilt spur(A) = >, A;.
Weiters gilt det(A) = [[; A/

121 |10 spur(A) = spur(A) = 4,
A—[1 2]’ "—[o 3}’ det(A) — det(A) = 3.

Fiir eine Matrix A € R2*2 gilt

e Aist SPD &

e det(A) = M2 >0&spur(A) =X\ + >0

° det(A) = 411822 — 3$2 >0.&aji,a» >0
Die Bedingungen fir Konvexitat sind aquivalent zu der
Bedingung, dass die Hessematrix

fixx
sz ’ — xx Ixy
(X y) [ f,VX fy,V ]

SPD ist. Analog sind die Bedingungen fir Konkavitat
aquivalent zu der Bedingung, dass —V?f SPD ist.



Hausaufgaben, vgl. Kapitel 14 im Lésungsheft

204

>

Man I6st ein eigenes lineares Gleichungssystem Ax = b,
A € R3*3 mit GauBscher Elimination.

» Man I6st dieses System auch mit der Cramerschen Regel.
» Man verwendet Eliminationsschritte, um die Inverse A~’

dieser Matrix A zu bestimmen.

Fir das eigene lineare Gleichungssystem Ax = b bestatigt
man, es gilt x = A~ 'b.

Man bestimmt die Eigenraum-Zerlegung fir diese Matrix
A, und fir Ax = b stellt man b und x bezlglich Vielfachen
der Eigenvektoren dar.

Fur eine Matrix A mit max{\(A)} < 1 bestétigt man durch
Rechnungen, es gilt AXx — 0, k — oo, fiir ein beliebiges x.
Man bestatigt die Abschatzung

|x — X||/||x|| < x(A)|b— b|/||b| beispielsweise mit
ausgewdhlten A, x, b, xundb. [0 2 2 1

Man kompromiert die Daten X = [ 0 § § 1 ]

auf eine Gerade mit Hauptkomponentenanalyse.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/mathlh.pdf

Globale Extrema fur Lineare Regression

» Fir lineare Regression bestimmt man fiir Daten
{(xi,¥i)}_¢, n € N, eine reprasentative Gerade
y = ap + ayx durch die Methode der kleinsten Quadrate.
» Man minimiert die Funktion global,

E(ao, ay) Z[(ao +ayx) — yj]° Ubera=(ay,a) € R

» Schwieriger aber weniger empfindlich auf Ausrei3er ist mit
n

Fap,ar) = |(a+aix;) -y tber (ap,ar) € R?
i=1
» Die partiellen Ableitungen sind durch die Kettenregel und
die Mittelwert-Notation 7(x, y) = L 5" | f(x;. y;) gegeben,

Esx(a) = ZZ[(ao +aix)—y] = 2n(apt+ai-X-Y)

Ea(a) = 22[(30 +aix)—ylx = 2n(ap-X+as-x2—Xy)
205 = VE(a) = [Ex(a) Ex (@)



Globale Extrema fur Lineare Regression
» Esqilt E5(a*) =0 = E, (a*),d.h. VE(a*) = 0, in

XY —X-y

a'=(a.a). aj="2 ")
Xc—X

a=y—ax
» Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung sind

n n
Ezy.a0(a) = Z 2=2n, E,a(a)= Z 2x2 = 2nx2

E E
Eay.a (@) = Ea,, g 2x; = 2nx, V2E(a { dd  —aa }
aop,ai ( ) ai ,ao par i ( ) o a

» Da Ej 4 (a) =2n> 0, Eg, 4,(a) = 2nx2 > 0 und
an,ao(a)Eéh ,a1 (a) ao a4 (a) 2(X2 - 72) = 4n2(X - 7)2 >0
gelten, ist V2E SPD und E(a) ist global konvex.

pos » Daher wird E(a) in a* global minimiert.



Globale Extrema fur Polynomiale Regression

» Fir polynomiale Regression kann fur Daten {(x;, yi)}7+,
n € N, ein reprasentatives Polynom
y(x) =ap+ aix + - -- + amx™ durch die Methode der
kleinsten Quadrate bestimmt werden.

» Daflr wird die folgende Zielfunktion global Uber
{aj}", € R™ 1 minimiert,

n
E(ao, ar,...,am) = » (@0 + arx;+ - - amx") — yj|?
i=1

wobei lineare Regression dem Fall m = 1 entspricht.

» Die Zielfunktion E lasst sich mit Matrizen und Vektoren
darstellen.

» Man erkennt die Auswertung y(x;) als Skalarprodukt,

y(x)=0,%,...,x") - (ao, a1, ...,am) = 1xap + xjxay + -+ x{" xam
zwischen den Vektoren (1, x;,...,x) und (ao, @1, . .., am)-
» Dies muss flir jedes i = 1,..., ndurchgeflihrt werden.
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Globale Extrema fur Polynomiale Regression
» Hausaufgabe: Mit den folgenden Matrizen und Vektoren

w0 ] ]
R I P Y

kann die Zielfunktion so dargestellt werden,
E(a) = [|[Ma - b|?
» Hausaufgabe: Durch die Norm-Eigenschaften,
E(a) = ||Ma-b|?=(Ma—b)"(Ma—b)
= a' M Ma—-2b"Ma+b'b
» Hausaufgabe: Durch eine direkte Rechnung ergeben sich
die partiellen Ableitungen der Zielfunktion,

VE(a)=2(M Ma—M'b), V?E(a)=2M"M (SPD)
» Also ist der (global minimierende) kritische Punkt a*
gegeben durch die Lésung des linearen Gleichungssystems,

T o T
08 M Ma=M'b



Abschatzung von Geraden

» Es seien Daten {(x1, y1), (X2, ¥2), - -

., (Xn, ¥n)} gegeben,

die ungefahr eine lineare Beziehung aufweisen,

2.0

1.0 R

0.5

0'3.0 0.5 1.0

2.0°

und man schétzt eine Funktion y(x) = ap + a;x so ab,

yi=y(x;) = ap+ aix,

i=1,....n

» Die einfachste Methode zur Bestimmung der 2 Unbekannten
ao, ay ist visuell: 2 Punkte auswahlen, ungefahr auf der gleichen
Gerade wie die Datenpunkte, z.B. (0,3/2) und (2. 1/2).
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Abschatzung von Geraden

» Mit den 2 abgeschéatzen Punkten (0,3/2) und (2,1/2) ist
die Gerade durch diese gegeben durch

3/2-1/2

(y —3/2) =s(x —0), Steigungs = 0>

=—1/2

odera; =s=—-1/2und g = 3/2.
» Durch die Methode der linearen Regression (vom letzten
Abschnitt) minimiert man die Zielfunktion

E(ao, ar) = [(ao+aix1)—y1]+- - +[(a+aiXn) —yn]* = min

und schatzt die Unbekannten der gesuchten Gerade mit
den minimierenden Parametern

Xy —x-y _ _
k k k
a1 _—772, ao—y*a1X

_ X2 —X
ab, wobei
X = Mittelwert{xq,...,xn},
Xy = Mittelwert{xqy1, ..., Xn¥n},
x2 = Mittelwert{x2,... x2}, usw.
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Abschatzung von Geraden

» Beispiel: Gegeben seien die Daten
(1.0,0.9), (2.0,2.1), (3.0,2.9), (4.0,4.1),

die klar eine kleine Abweichung von der Gerade y(x) = x
aufweisen, d.h. ay =0und a; = 1.

» Die Mittelwerte der Daten sind:

= (1.0+2.0+30+4.0)/4=25

= (09+21+29+41)/4=25

= (1.0-0.9+20-21+30-29+4.0-4.1)/4=755
(1.02+2.02+3.02+4.0%)/4=75

>l <

» Die (durch die Methode der linearen Regression optimal)
abgeschéatzen Parameter der Gerade sind:
o — Xy—-x-y 755-25-25
T 2 _x2 75-252

=1.04 ~ 1

ap=y—ajx=25-104-25=-0.1~0
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Abschatzung von Potenzfunktionen

» Es seien Daten {(t, u1), (fo, U2), ..., (tn, un)} gegeben, die
ungefahr eine potenzartige Beziehung aufweisen,

i
2.0

1.5

1.0

0.5

-0.5

0.0 il

und man schatzt eine Funktion u(t) = ct® so ab,

u,-zu(t,-):ct?, i=1,...,n

» Man transformiert die Daten in lineare Form um,

yi=In(u;) = Infu(t)] = In(c) |- a+¢ 2 ()|~ = ao+aix;

212

und schatzt die Parameter visuell ab: ¢ = a; =2, c = e® = 1/2.



Abschatzung von Potenzfunktionen
» Beispiel: Gegeben seien die Daten

213

1= <

v

(1.0,0.9), (4.0,2.1), (9.0,2.9), (16.0,4.1),
die klar eine kleine Abweichung von der Funktion
u(t) = +/t aufweisen, d.h. ¢ = 1 und ¢ = 1/2.

Die Mittelwerte der transformierten Daten, d.h.
Yi= In(u,-), Xi = In(t,-), i=1,2,3,4, sind:

0.0 + 1.3863 + 2.1972 + 2.7726) /4 = 1.589

0.1054 + 0.7419 + 1.0647 + 1.4110)/4 = 0.7781

0.1054-0.0+---+2.7726 - 1.4110)/4 = 1.82
(0.02 +--- +2.7726%) /4 = 3.6092

Die abgeschatzen Parameter sind:

o == TL—Y-Y _ 1.82 —1.589-0.7781

‘ X2 _ x? 3.6092 — 1.5892

In(c*) = ay = y—ajx = 0.7781-0.5383-1.589 = —0.0773 ~ 0

oder c¢* =e% =0.9256 ~ 1

=
= (-
(_

=0.5383~ 0.5



Abschatzung von Polynomen

» Zur Bestimmung eines Polynoms nten Grades sind n + 1
Koeffizienten zu bestimmen. Daflir braucht man
mindestens n + 1 Informationsstiicke.

» Beispiel: Ein quadratisches Polynom

y(x) = ap + a1 x + apx?

erfullt y(—1) = 1, y(—%) = 2, y(0) = 3. Die Koeffizienten
a = [ay, ay,a0] " erfiillen das lineare Gleichungssystem,

1 -1 177 a
R
1 0 0 ao

» Das aquivalente Gleichungssystem ergibt sich durch

Ma=b, a=M"b

N —00| LoN| —

1 1 1 17[a][}1
= Jr—1: 3 1o a ,
1 00 ao %
» mitLésung ao = 4, a1 = (3 - 2- 5)/(-1) = Lund & = 1.



Abschatzung von Polynomen

215

» Es seien Daten nd

{(X1>}’1 )7 (X27 }/2)7 sy (men)}
gegeben, die ungefahr eine 15 ,
polynomartige (in diesem Falll _//"
quadratische) Beziehung aufweisen, Lo S
und man schétzt eine Funktion 1
y(x) = axx? + ayx + ap so ab, e s

Yi= y(X) = ao + a1 X + axx? | i

i=1,...,n -1.0 -05 00 05 10

Durch die Methode der polynomialen Regression (Summe
der quadratierten Abstanden wird minimiert),

1X1X12 ap )4
M=1|: + 1|, a=|a |, b= :

82 yn

werden die Koeffizienten durch Lésung des linearen
Gleichungssystems M"Ma = M b gegeben: a,—a; —ay=1/2.

1 xp X2



Abschatzung von Polynomen
» Beispiel: Gegeben seien die Daten

(-1.0,3.05), (-0.5,1.70), (0.0,1.05), (0.5,0.70),

die eine kleine Abweichung von der Funktion

y(x) =1 — x + x? aufweisen, d.h. ay = 1, a; = —1 und a, = 1.
» Die Matrizen und Vektoren sind:
L on oes 40 —10 1500
M = , M M= -1.0 1.5 —-1.000
1 0.0 0.00 15 —-1.0 1.125
1 0.5 0.25 ' ' )

b=[305 170 1.05 070]', M'b=[650 —3.55 3.65]"
» Die abgeschatzen Parameter sind:

ap 0.99 1
a=|a |[=M M) M b)y=| 104 | ~ | 1
ao 1.00 1
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Hausaufgaben, vgl. Kapitel 15 im Lésungsheft

217

» Man bestéatigt die Details, um zu zeigen dass die

Zielfunktion fir lineare Regression global konvex ist.

Fir polynomiale Regression bestatigt man die Matrix-
Darstellung der Zielfunktion und ihre partiellen Ableitungen.
Man generiert Daten, die eine kleine Abweichung der
Gerade y(x) = —x/2 + 3/2 aufweisen. Durch Regression
bestimmt man eine optimale Gerade durch die eigenen Daten.
Man generiert Daten, die eine kleine Abweichung der
Potenzfunktion u(t) = t?/2 aufweisen. Durch Regression
bestimmt man die optimale Potenzfunktion durch die
eigenen Daten.

Man bestimmt das quadratische Polynom durch die Punkte
(—-1,2), (0,1)und (1,2).

Man generiert Daten, die eine kleine Abweichung des
quadratischen Polynoms y(x) = 1 4 x + x? aufweisen.
Durch Regression bestimmt man das optimale
quadratische Polynom durch die eigenen Daten.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/mathlh.pdf

Abschatzung von Rationalen Funktionen
» Beispiel: Bei der Osmose zwischen zwei Zellkammern wird
der Verlauf der Zuckerkonzentration durch die rationale
Funktion beschrieben,
5t
)= 73
» Man bestimmt die Gleichgewichts-Konzentration r* so

r(t)fist E __5 —>§fr* t— oo
443t \t') 4 '4+3 "3 7
dai ' =1/t~ 0furt— oo.
» Laut einer friheren Hausaufgabe ist r(t) streng steigend.
» Der Zeitpunkt 7, an welchem die Abweichung vom
Gleichgewichtszustand weniger als 5% betragt, erflllt:
. _ e -
=r"—r(r)=0.05-r" = 300 | x 300 - (4 + 37)
—-300-57=(25—-5-100)(4+37) = 7=76/3
» Weiters fir t > 7 gilt 0.95 - r* = r(7) < r(t) < r.

218



Abschatzung von Rationalen Funktionen

B[ o PN —

219

» Zur Bestimmung eines Quotienten r = p/q von Polynomen
p nten Grades und g mten Grades, sind (n+1) +(m+1)
Koeffizienten dieser Polynome zu bestimmen. Jedoch gibt

es nur n+ m+ 1 Freiheitsgrade.
» Beispiel: Die rationale Funktion

a1+ ax

—1
r(X):pO+p1X q(11
Qo + giX \ q,

1+ azx

erfillt r(1) = J, r(2) = %, r(3) = 3. Die Koeffizienten

a=[a,ap, as] ' erfiilen

(1 +33'1) = ai+ao-1 1
(14+a3-2) = aj+a-2 oder 1
(14+a3-3) = aj+a-3 1

mit Lésung a; =0, a, =1, a3 = 1.

y
2
3

1.
_o.
_13.

B0 PN —

£ 0O PN —



Abschatzung von Rationalen Funktionen
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» Es seien Daten

{(x1,n1), (X2, r2),...,(Xn, 1)} 12

gegeben, die ungefahr einer

rationalen Funktion 0.5

r(x) = (a1 + axx)/(1 + asx)

entsprechen, und man schatzt 0K

diese Funktion so ab,

i~ r(x,-) = (81 + agx,-)/(1 + aSXi) -0.5"t

i=1,...,n

O e
ool ittt
-l e

T

» Durch Regression werden die Koeffizienten durch Losung

1 X1 —xin
M=|: o i |, a=
1 Xn —XnIn

af

a
as

n
]’ b: :
I'n

des linearen Gleichungssystems (M"M)a= M"b

gegeben: a; =0,a, = az = 1.



Abschatzung von Rationalen Funktionen
» Beispiel: Gegeben seien die Daten
(0.0,1.99), (1.0,1.49), (2.0,1.34), (3.0,1.24),

die eine kleine Abweichung von der Funktion
r(x) = (24 x)/(1 + x) aufweisen, d.h. ay =2, a, = 1, as = 1.
» Die Matrizen und Vektoren sind:

1 ?‘8 _?‘28 4.0 6.0 —7.89
M=|1 50 oeg | MM= 6.0 140 -—18.01
{30 _370 ~7.89 —18.01 23.2409

b—[199 149 134 124]  M'b—=[606 7.89 —10.4241 ]
» Die abgeschatzen Parameter sind:

a 1.9846 2
a=|a |=MMT'Mb)=|08876 | ~ | 1
as

0.9130 1
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Abschatzung von Exponentialfunktionen
» Zur Bestimmung einer Exponentialfunktion w(t) = wye!
braucht man mindestens 2 Informationsstiicke, um die 2
Parameter wy und A zu bestimmen.
» Beispiel: Der Wiederverkaufswert w eines Autos wird mit
der Exponentialfunktion w(t) = wye! beschrieben.
1. Am Anfang betragt der Autowert €20000, d.h.
20000 = w(0) = wpe® = wy
2.und nach 2 Jahren €5000, d.h.
5000 = w(2) = 20000e**
Man bestimmt A so:
+20000/ 1/4 =5000/20000 = &>}
In()|  In(1/4) =In(e?*) = 2\
=2 —Fin@)=%inl) = A
= —In(2)=-In(4z) = )\
» Mit w(t) = 20000e~""(2)f = 20000 - 2~ sagt man voraus,

poo der Wert ist w(3) = 20000 - 2—3 = €2500 nach 3 Jahren.



Abschatzung von Exponentialfunktionen

» Beispiel: Die Konzentration einer Chemikalie wird mit
K(t) = K; + Koet! beschrieben. Zur Bestimmung der 3
Parameter braucht man 3 Informationsstilicke.
1. Am Anfang ist die Konzentration 0 Mol/Liter, d.h.
0= K(O) =K+ ngoﬂ =Ki+ Ko = K =—K;j
2. nach 1 Stunde ist die Konzentration 50 Mol/Liter, d.h.
50 = K(1) = Ki(1 — e'"),
3. und nach 2 Stunden ist die Konzentration 75 Mol/Liter, d.h.
75 = K(2) = Ki(1 — "),
Aus K; =50/(1 — e") =75/(1 — &) (1 # 0)

50 75 2x — 1
i = o = — = - —_—
folgtmitx=¢€e": 0 T x 1 a2 25 T2
oder x=}=elund p=—In(2)
und Ki =50/(1 — x) =100

Mit K(t) = 100(1 — e~ ""(®)) = 100(1 — 2-1) sagt man

voraus, K(t) — 100, t — oc.
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Abschatzung von Exponentialfunktionen
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» Beispiel: Die Temperatur in einem plotzlich nicht beheizten

Haus wird mit 7(t) = Ty + T,e"! beschrieben. Zur Bestimmung
der 3 Parameter braucht man 3 Informationsstiicke.
1. Am Anfang ist die Temperatur 22°, d.h.
22 = T(O):T1+T260D:T1+T2 = TL1=22-T15
2. nach 1 Tag ist die Temperatur 12°, d.h.
12=T()= (22— T) + Tre"" =22+ Ty(e'” — 1),
3. und nach 2 Tagen ist die Temperatur 7°, d.h.
7 = T(2) = (22 — Tg) + T262V =22+ T2(62V — 1),

Aus T, = 10/(1 — &) = 15/(1 — &) (v 0)
. .10 15 _ 2x—1

folgt mit x = €” : 0_1—x T 20 T 2

oder x=4=e’undv=—In(2)

und T,=10/(1-x)=20, T, =22-T,=2.

Mit T(t) = 2 4+ 20e~"(®)! = 2 + 20 . 2~ sagt man voraus,
bei2 +20-277 = 4 oder 7 = log,(10) ist die Temperatur 90%
der gesamten Anderung, d.h. 0.9(22 — 2), zu 4° gesunken.



Abschatzung von Exponentialfunktionen

» Es seien Daten {(s1, vy), (S2, V2), ..., (Sn, Vn)} gegeben,
die ungefahr eine exponentielle Beziehung aufweisen,

v
207 . 100
\
N .
A¥ 0.50" %
13 "‘;\- '\'\.
'-\'\' 0.0 .0;’*'%.10 L5 2.0
1.0 T TN ’
L -05 o
0.5 N s
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und man schatzt eine Funktion v(s) = ce”® so ab,
Vi~ v(s)=ce's, i=1,...,n
» Man transformiert die Daten in lineare Form um,
yi = In(v;) = In[v(s;)] = In(C) |- .a,+p|- 2 IN(€%)| —s—, = @o+aix;

- und schatzt die Parameter visuell ab: = a; = —1, c = e® = 2.



Abschatzung von Exponentialfunktionen

226

» Beispiel: Gegeben seien die Daten
(0.0,2.1), (1.0,5.3), (2.0,14.9), (3.0,40.1),

die eine kleine Abweichung von der Funktion
v(s) = 2exps = 2e° aufweisen, d.h. c =2 und i = 1.
» Die Mittelwerte der transformierten Daten, d.h.
Yi= In(v,-), Xi=s8;,1=1,2,3,4, sind:
= (00+1.0+2.0+3.0)/4=15
= (0.7419+1.6677 +2.7014 + 3.6914)/4 = 2.2006
= (0.0-0.7419+---+3.0-3.6914)/4 = 4.5361
(0.0 +-.-4+3.0%)/4 =35

» Die abgeschatzen Parameter sind:
., XYy—-X-y 4.5361—15.2.2006
A s SR 35_152
In(c*) = ay = y—ajx = 2.2006—0.9882-1.5 = 0.7183 ~ 0.6931
oder ¢* = e% =2.0509 ~ 2

/S < i

=0.9882 ~ 1



Abschatzung von Winkelfunktionen

» Es seien Daten {(t;, w), (f2, wo), ..., (tn, wp)} gegeben,
die ungefahr eine sinusférmige Beziehung aufweisen,

WAVTAW
‘&ﬂ"-z\ﬂy w

-2

und eine Funktion w(t) = ¢ + asin[27w(t — b)] schatzt
man so ab,

w; ~ w(t)) = c+ asin2rw(t; — b)], i=1,...,n
» Die Parameter kbnnen ungeféhr so abgelesen werden:
) = Mittwert der w-Werte
Amplitude, Abweichung der w-Werte von ¢

Periode, z.B. Abstand zwischen Higelgipfeln
Wendepunktstelle mit w steigend (auch +1)

o €t
[
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Far die rationale Funktion r(t) = t/(1 + t), t > 0, bestimmt
man den Zeitpunkt, an dem die Abweichung vom
Gleichgewichtszustand weniger als 1% betragt.

Man generiert Daten, die eine kleine Abweichung der
rationalen Funktion r(x) = x/(x 4+ 1) aufweisen. Dann
verwendet man Regression, um die optimale rationale
Funktion durch die eigenen Daten zu bestimmen.

Man bestimmt die Parameter «, 3, X\ der
Exponentialfunktion ¢(t) = o + 5 exp(—At), die mit den
Daten ¢(0) =5, ¢(1) = 3 und ¢(2) = 2 Ubereinstimmen.
Man generiert Daten, die eine kleine Abweichung der
Exponentialfunktion v(s) = 2 exp(—s) aufweisen. Dann
verwendet man Regression, um die optimale Exponential-
funktion durch die eigenen Daten zu bestimmen.

Fir zufallige Werte der Parameter ¢, a, w und b generiert
man Daten, die eine kleine Abweichung der Winkelfunktion
w(t) = ¢+ asin[2rw(t — b)] aufweisen. Dann liest man die
Parameterwerte fir ¢, a, w und b von der Grafik ab.


https://imsc.uni-graz.at/keeling/skripten/mathlh.pdf

	Einführung
	Was sind Integral- und Differentialrechnungen?
	Warum sind diese nützlich?
	Warum diese Rechnungsarten zusammen studieren?
	Was ist das neue Werkzeug?
	Ziele die vor uns liegen
	Hausaufgaben

	Relationen und Funktionen und ihre Graphen
	Relationen
	Kreise und Ellipsen
	Parabeln
	Quadratische Ergänzung
	Hyperbeln
	Hausaufgaben
	Funktionen
	Geraden
	Betragsfunktion
	Ungleichungen und Funktionen
	Quadratische Polynome
	Kubische Polynome
	Biquadratische Polynome
	Polynomdivision
	Hausaufgaben
	Rationale Funktionen
	Stetige und nicht stetige Funktionen
	Bisektionsverfahren
	Potenzfunktionen
	Umkehrfunktionen
	Komposition von Funktionen
	Hausaufgaben
	Translationen und Streckungen von Funktionen
	Exponentialfunktionen
	Logarithmusfunktionen
	Winkelfunktionen
	Hausaufgaben

	Grenzwerte und Stetigkeit
	Konzept eines Grenzwerts
	Grenzwert und Stetigkeit Definiert
	Methoden zur Bestimmung eines Grenzwerts
	Konzept der Stetigkeit
	Uneigentliche Grenzwerte
	Methoden zur Bestimmung eines Grenzwerts
	Stetigkeit der Bekannten Funktionen
	Methoden zur Bestimmung eines Grenzwerts
	Zwischenwertsatz und das Bisektionsverfahren
	Folgen und Reihen
	Summenformeln
	Methoden zur Bestimmung eines Grenzwerts
	Hausaufgaben

	Differentialrechnungen
	Konzept der Ableitung
	Ableitung eines Polynoms
	Summenregel und Vielfachregel
	Differenzierbarkeit und Potenzfunktionen
	Produktregel und Quotientenregel
	Kettenregel
	Ableitungen von Exp und Log Funktionen
	Ableitungen von Winkelfunktionen
	Ableitungen der Umkehrwinkelfunktionen
	Wenn keine Formel Anwendbar ist
	Hausaufgaben
	Qualitative Eigenschaften der Ableitung - Monotonie
	Steigende und Fallende Funktionen
	Lokale Extrema
	Kriterium der ersten Ableitung
	Hausaufgaben
	Qualitative Eigenschaften der Ableitung - Krümmung
	Ableitungen höherer Ordnung
	Konvexe und Konkave Funktionen
	Kriterium der zweiten Ableitung
	Wendepunkte
	Hausaufgaben
	Globale Extrema
	Optimierungsproblem - Material Minimum
	Optimierungsproblem - Durchfluss Maximum
	Optimierungsproblem - Mittelwert
	Optimierungsproblem - Median
	Optimierungsproblem - Profit Maximum
	Tangenten und das Newtonsche Verfahren
	Regel von de l'Hôpital
	Implizites Ableiten
	Hausaufgaben

	Integralrechnungen
	Konzept des Integrals
	Bestimmtes Integral
	Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnungen
	Stammfunktionen
	Unbestimmtes Integral
	Summenregel und Vielfachregel
	Kettenregel
	Partialbruchzerlegung
	Partielle Integration
	Hausaufgaben
	Flächeninhaltsrechnungen
	Leibniz-Regel
	Wenn keine Formel Anwendbar ist
	Trennbare Differentialgleichungen
	Differentialgleichung erster Ordnung
	Hausaufgaben

	Differentialrechnungen mit mehreren Variablen
	Funktionen mehrerer Variablen
	Stetige Funktionen mehrerer Variablen
	Tangentialebene einer Fläche
	Partielle Ableitungen
	Differenzierbare Funktionen mehrerer Variablen
	Extrema einer Funktion mehrerer Variablen
	Partielle Ableitungen Höherer Ordnung
	Lokale Extrema bezüglich mehrerer Variablen
	Bedingungen für Lokale Extrema
	Sattelpunkte
	Hausaufgaben
	Eingeschränkte Globale Extrema
	Lagrangesche Funktionen
	Konvexität, Konkavität, Globale Extrema
	Gradient und Hessematrix
	Hausaufgaben

	Rechnungen mit Vektoren und Matrizen
	Lösung eines linearen Gleichungssystems
	Vektoren und Matrizen
	Inverse Matrix
	Linear Abhängigkeit und Rang
	Cramersche Regel
	Determinante
	Lösbarkeit und Kern
	Eigenvektoren und Eigenwerte
	Hauptkomponentenanalyse
	Lineares System von Differentialgleichungen
	Symmetrisch, Positiv Definite Matrizen
	Symmetrisch, Positiv Definite Matrizen
	Hausaufgaben

	Abschätzung von Funktionsparametern
	Globale Extrema für Lineare Regression
	Globale Extrema für Polynomiale Regression
	Abschätzung von Geraden
	Abschätzung von Potenzfunktionen
	Abschätzung von Polynomen
	Hausaufgaben 
	Abschätzung von Rationalen Funktionen
	Abschätzung von Exponentialfunktionen
	Abschätzung von Winkelfunktionen
	Hausaufgaben


