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35. Eine numerische Integrationsregel n-ter Ordnung beschreibt eine Näherung des Integrals∫ b

a

f(x) dx ≈
n∑

i=0

αi f(xi).

Die Punkte xi ∈ [a, b] heißen Stützstellen und die Zahlen αi ∈ R heißen Gewichte.

Schreiben Sie eine Funktion gewichte(a,b,xx), die zu einer Liste von gegebenen Stützstellen
xx= [x0, x1, . . . , xn] die (eindeutig bestimmten) Gewichte α0, α1 . . . , αn bestimmt, sodass die obige
Formel für alle Polynome vom Grad ≤ n den exakten Wert des Integrals liefert.

Testen Sie die Funktion anhand einiger Beispiele.

Fleißaufgabe: Schreiben Sie die Funktion zu einer Funktion integrator(a,b,xx) so um, dass der
Rückgabewert eine Funktion ist, die die numerische Integration ausführt.

Bemerkung : Es genügt (warum?), dass die Gleichung
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∫ b
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n∑
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αix
k
i

für jedes k ∈ {0, 1, . . . , n} erfüllt ist.

Hinweise: matrix, vector, lambda, .solve_right, add, zip.

36. Schreiben Sie eine Funktion umkreis(A,B,C), die aus drei gegebenen Punkten A, B, C den Um-
kreismittelpunkt des aufgespannten Dreiecks berechnet und das Dreieck samt Streckensymmetralen
und Umkreis zeichnet, in etwa so:
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Hinweise: vector, norm, line, circle, point



37. Sei A eine n× n-Matrix über einem Körper K.

Bestimmen Sie das Polynom p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ am−1x

m−1 + xm mit minimalem Grad,
für das gilt,

p(A) = a0I + a1A+ a2A
2 + · · ·+ am−1A

m−1 +Am = 0. (†)

Vorgangsweise: Bestimmen Sie das kleinstem, sodass Am in der linearen Hülle von {I, A, . . . , Am−1}
liegt. So einm existiert, weil der Raum der Matrizen endlichdimensional ist und es daher ein kleinstes
m gibt, sodass I, A,A2, . . . , Am linear abhängig sind.

Da m minimal ist, sind {I, A, . . . , Am−1} notwendigerweise linear unabhängig. Seien λi die Koor-
dinaten von Am bezüglich dieser Basis:

Am = λ0I + λ1A+ λ2A
2 + · · ·+ λm−1A

m−1,

dann ist p(x) = xm − λm−1x
m−1 − · · · − λ1x− λ0 das gesuchte Polynom.

Zur Überprüfung der linearen Unabhängigkeit und zur Bestimmung der Koordinaten wandeln Sie
am besten die Matrizen in Vektoren um, dann können die Methoden .span_of_basis() und
.coordinates() verwendet werden, wie in der Vorlesung gezeigt.

Bestimmen Sie dieses Polynom jeweils für die Matrizen

(a) A =

(
1

i+ j − 1

)
i,j=1,2,...,5

(b) A =


0 0 0 0 0 6
1 0 0 0 0 5
0 1 0 0 0 4
0 0 1 0 0 3
0 0 0 1 0 2
0 0 0 0 1 1


und verifizieren Sie, dass die Gleichung (†) auch wirklich erfüllt ist. Das ganze kann händisch (mit
oder ohne while-Schleife) passieren oder als Funktion programmiert werden.

38. Schreiben Sie einen Generator, der alle Teilmengen einer gegebenen Menge S (Typ: Set) erzeugt.

Vorgangsweise: rekursiv. Zuerst ein Element aus der Menge S auswählen (z.B. mit s=S.pop()) und
dann für alle Teilmengen M von S \ {s} sowohl M als auch M ∪ {s} zurückgeben. Die leere Menge
muss dabei gesondert behandelt werden.

Abgabe der Lösungen:
Die Abgabe der Lösungen erfolgt über Moodle (KFU) bzw TeachCenter und Onlinekreuze (TU).

Die Filenamen müssen dem Schema bsp_nummer, gefolgt von der Filextension, entsprechen. Andere
Filebezeichner zählen nicht als abgegebene Files.

Abzugebende Files (auch als ein zip-File möglich):
bsp_35.ipynb, bsp_36.ipynb, bsp_37.ipynb, bsp_38.ipynb.
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