Ebene Geometrie

In [1]: A=[1,1]
B=[5,3]
C=[-1,5]

Zeichne Dreieck, Schwerlinien, Schwerpunkt

In [2]: g=line([A,B,C])
g

outlz]: \50:

4.5 1
4.0-3
3.5-3
3.0-3
2.5-3
2.0-3

1.5 -

1.0 -

-1 0 1 2
Linie zurtck zu A fehlt noch

In [3]: g+=line([A,C])
g



Out[3]:

In [4]:

Out[4]:

In [5]:

2.5
2.0

1.5 1

1.0 1

alternativ:

g=line([A,B,C,A])
g

2.5
2.0

1.5 1

1.0 1

w4

-1

o—
=

(A+B)/2  # Seitenmittelpunkt

w4



In [6]:

Out[6]:

In [7]:

Out[7]:

In [8]:

Out[8]:

In [9]:

Out[9]:

In [10]:

Out[10]:

TypeError Traceback (most recent call las
t)

Cell In [5], line 1

----> 1 (A+B)/Integer(2) # Seitenmittelpunkt

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/rings/integer.pyx:2030, in sage.ring
s.integer.Integer. truediv_ ()

2028 return y
2029

-> 2030 return coercion model.bin op(left, right, operator.truediv)
2031

2032 cpdef div_ (self, right):

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/structure/coerce.pyx:1269, in sage.s
tructure.coerce.CoercionModel.bin op()

1267 # We should really include the underlying error.
1268 # This causes so much headache.

-> 1269 raise bin op exception(op, X, Yy)
1270

1271 cpdef canonical coercion(self, x, y):

TypeError: unsupported operand parent(s) for /: '<class 'list'>' and 'Inte
ger Ring'

Der letzte Befehl hat nicht funktioniert, weil A und B Listen und keine Vektoren sind.
Z.B. liefert Addition von Listen nicht das, was wir wollen:

A+B

(1, 1, 5, 3]

A=vector(A)
B=vector(B)
C=vector(C)
A,B,C

((11 1)1 (51 3)! ('11 5))

parent(A)

Ambient free module of rank 2 over the principal ideal domain Integer Ri
ng

"free Module": so etwas wie ein Vektorraum, nur tber einem Ring, in dem man
nicht unbedingt durch alle Elemente ungleich 0 dividieren kann (hier: ZZ).

(A+B)/2 # Mittelpunkt

(3, 2)

parent( )

Vector space of dimension 2 over Rational Field

Durch die Division wurde automatisch von ZZA2 in den Vektorraum QQA2



gewechselt.

In [11]: g+=line([(A+B)/2,C],color="'green')
g

Out[11]:

2.5
2.01
1.5 1

1.0 1

T

-1 0 1

In [12]: g+=line([(B+C)/2,A],color="'green')
g+=line([ (A+C)/2,B],color="green')
g



Out[12]: 5.0

3.0 9
2.5
2.0

1.5 1

1.0 1

-1 0 1 2 3 4 5

Nun wollen wir noch den Schwerpunkt einzeichnen. Dazu mussen wir seine
Koordinaten berechnen. Wir tun das, indem wir fir den Durchschnitt zweier
Schwerlinien ein Gleichungssystem aufstellen und l6sen.

In [13]: var('s,t")
Out[13]: (s, t)

In [14]: sA = A + s*((B+C)/2-A) # Schwerlinie von Ecke A zum Mittelpunkt der Se
sA

Out[14]: (s + 1, 3*s + 1)

In [15]: sB = B +t*((A+C)/2-B)
sB

OQut[15]: (-5*t + 5, 3)

In [16]: solve(sA==sB,[s,t])



In [17]:

Out[17]:

In [18]:

Out[18]:

In [19]:

TypeError Traceback (most recent call las
t)

Cell In [16], line 1

----> 1 solve(sA==sB, [s,t])

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/symbolic/relation.py:1071, in solve
(f, *args, **kwds)

1068 return solve expression(f, x, explicit solutions, multiplicit
ies, to poly solve, solution dict, algorithm, domain)

1070 if not isinstance(f, (list, tuple)):
-> 1071 raise TypeError("The first argument must be a symbolic express
ion or a list of symbolic expressions.")

1073 # f is a list of such expressions or equations

1075 if not args:

TypeError: The first argument must be a symbolic expression or a list of s
ymbolic expressions.
Hat nicht funktioniert, da sA==sB kein symbolischer Ausdruck ist: es wird hier
automatisch zu False ausgewertet, da die beiden Geraden ungleich sind.

sA==sB

False

sA-sB

(s + 5%t - 4, 3*%s - 2)

solve(sA-sB,[s,t])

TypeError Traceback (most recent call las
1)

Cell In [19], line 1

----> 1 solve(sA-sB,[s,t])

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/symbolic/relation.py:1071, in solve
(f, *args, **kwds)

1068 return solve expression(f, x, explicit solutions, multiplicit
ies, to poly solve, solution dict, algorithm, domain)

1070 if not isinstance(f, (list, tuple)):
-> 1071 raise TypeError("The first argument must be a symbolic express
ion or a list of symbolic expressions.")

1073 # f is a list of such expressions or equations

1075 if not args:

TypeError: The first argument must be a symbolic expression or a list of s
ymbolic expressions.

Klappt immer noch nicht, da sA-sB ein Vektor aus symbolischen Ausdricken ist, und
keine Liste.

In [20]: 1list(sA-sB)



Out[20]:

In [21]:

Out[21]:

In [22]:

Out[22]:

In [23]:

In [24]:

Out[24]:

In [25]:

Out[25]:

In [26]:

Out[26]:

[s + 5%t - 4, 3*s - 2]

st=solve(list(sA-sB),[s,t])
st

[[s == (2/3), t == (2/3)]]
st[o]

[s == (2/3), t == (2/3)]
S=sA.subs(st[0])

S

(5/3, 3)

sB.subs(st[0])

(5/3, 3)

g+=point(S,color="red',pointsize=40)
g

5.0 1

3.0 9
2.51
2.01

15 -

1.0 1

n-Eck

Wir wollen ein regelmalSiges n-Eck zeichnen.



In [27]: def ngon(n):
return [[cos(2*pi*k/n),sin(2*pi*k/n)] for k in [0..n]]

In [28]: ngon(12)

Qut[28]: I[I[1, 01,
[1/2*sqrt(3), 1/21,
[1/2, 1/2*sqrt(3)],
[e, 1],
[-1/2, 1/2*sqrt(3)],
[-1/2*sqrt(3), 1/2],
[-1, 0],
[-1/2*sqrt(3), -1/21,
[-1/2, -1/2*sqrt(3)],
[0, -17,
[1/2, -1/2*sqrt(3)],
[1/2*sqrt(3), -1/2],
[1, 0]]

In [29]: g=line(ngon(12),aspect ratio=1)
g

Out[29]:

-1.

Flge farbige Linien vom Ursprung zu den Eckpunkten hinzu:

In [30]: pkte=ngon(12)
for k in range(12):
g+=line([[0,0],pkte[k]],color=hue(k/12))

In [31]: g



Out[31]:
.N\\\\\“‘\~\\\
0.5 1
_10""_6.5""-""0.'5"".0
—0.5 A
-1.

Die hier verwendete Funktion hue(h) parameterisiert alle Farbtone durch Zahlen h
von 0 bis 1.

In [32]: n=50
col=Graphics()

for k in range(n):
col += line([[k/n,01,[k/n,11]1,color=hue(k/n))
col



Out[32]: 1.0

0.8

0.6

0.4 1

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8

In [33]: n=5000
col=Graphics()

for k in range(n):
col += line([[k/n,01,[k/n,11]1,color=hue(k/n))

col

Out[33]: 1.0

0.8

0.6

0.4

0.2




In [34]:

Out[34]:

In [35]:

hue(): kann noch zwei weitere Argumente tUbernehmen, beide zwischen 0 und 1 und
mit Standardwert 1: Sattigung und Helligkeit der Farbe.

n=5000
col=Graphics()

for k in range(n):
col += line([[k/n,01,[k/n,11]1,color=hue(k/n,0.5,1))
col

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.2

n=5000
col=Graphics()

for k in range(n):
col += line([[k/n,0],[k/n,1]],color=hue(k/n,0.5,0.5))
col



Out[35]:

Lineare Algebra

Matrizen

In [36]: A=matrix([[1,2,3],[4,5,6]1])
A

Out[36]: [1 2 3]
[4 5 6]

In [37]: show(A)
\(\displaystyle \left(\begin{array}{rrr} 1 & 2 & 3\\ 4 & 5 & 6 \end{array}\right)\)
In [38]: parent(A)

OQut[38]: Full MatrixSpace of 2 by 3 dense matrices over Integer Ring

In [39]: A[1,1]
Out[39]: 5

Achtung: Indizes starten bei 0!

In [40]: B=matrix(3,2,[1,2,3,4,5,6])
B

Outf[401: [1 2]
[3 4]
[5 6]



In [41]: A*B

Out[41]: [22 28]
[49 64]

In [42]: B*A

Out[42]: [ 9 12 15]
[19 26 33]
[29 40 51]

Man kann auch eine Funktion angeben, mittels der die Eintrage aus ihren Zeilen-
und Spaltenindizes berechnet werden.

Hier: die (10 x 10)-Hilbertmatrix

In [43]: n=10

H=matrix(n,n,lambda i,j: 1/(i+j+1))

H
Out[43]: [ 1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10]
[ 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11]
[ 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11 1/12]
[ 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11 1/12 1/13]
[ 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11 1/12 1/13 1/14]
[ 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11 1/12 1/13 1/14 1/15]
[ 17 1/8 1/9 1/10 1/11 1/12 1/13 1/14 1/15 1/16]
[ 1/8 1/9 1/10 1/11 1/12 1/13 1/14 1/15 1/16 1/17]
[ 1/9 1/106 1/11 1/12 1/13 1/14 1/15 1/16 1/17 1/18]
[1/1060 1/11 1/12 1/13 1/14 1/15 1/16 1/17 1/18 1/19]

Dasselbe mittels Listen: die innere list comprehension erzeugt die (i+1)-te Zeile, die
aullere somit eine Liste aller Zeilen der Matrix.

In [44]: H=matrix([[1/(i+j+1) for j in range(n)] for i in range(n)])
H
Out[44]: [ 1 12 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10]
[ 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11]
[ 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11 1/12]
[ 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11 1/12 1/13]
[ 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11 1/12 1/13 1/14]
[ 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11 1/12 1/13 1/14 1/15]
[ 1/7 1/8 1/9 1/16 1/11 1/12 1/13 1/14 1/15 1/16]
[ 1/8 1/9 1/106 1/11 1/12 1/13 1/14 1/15 1/16 1/17]
[ 1/9 1/10 1/11 1/12 1/13 1/14 1/15 1/16 1/17 1/18]
[1/16 1/11 1/12 1/13 1/14 1/15 1/16 1/17 1/18 1/19]

Matrizen kdnnen auch symbolische Ausdrtdke enthalten. In diesem Fall wird die
Matrix als Matrix Uber dem Symbolic Ring betrachtet. (Alle Eintrage einer Matrix
mussen aus demselben Ring sein.)

In [45]: A=matrix([[1,x],[0,1]1])
A

Out[45]: [1 x]
[0 1]



In [46]: parent(A)

Qut[46]: Full MatrixSpace of 2 by 2 dense matrices over Symbolic Ring

In [47]: H

Out[47]: 1 12 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10]

[

[ 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11]
[ 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11 1/12]
[ 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11 1/12 1/13]
[ 15 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11 1/12 1/13 1/14]
[ 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11 1/12 1/13 1/14 1/15]
[ 17 1/8 1/9 1/10 1/11 1/12 1/13 1/14 1/15 1/16]
[ 1/8 1/9 1/10 1/11 1/12 1/13 1/14 1/15 1/16 1/17]
[ 1/9 1/106 1/11 1/12 1/13 1/14 1/15 1/16 1/17 1/18]
[1/1060 1/11 1/12 1/13 1/14 1/15 1/16 1/17 1/18 1/19]
In [48]: parent(H)

Qut[48]: Full MatrixSpace of 10 by 10 dense matrices over Rational Field

In [49]: A

Out[49]: [1 x]
[0 1]

In [50]: A*A

Out[50]: [ 1 2*x]
[ 0 1]

In [51]: A®5

Out[51]: [ 1 5%x]
[ 6 1]

Auch gewisse symbolische Rechnungen mit Matrizen sind moglich.

In [52]: var('k")

Out[52]: k

In [53]: A™k

Out[53]: [ 1 k*x]
[ 0 1]

In [54]: identity matrix(5)

Out[54]: [1 0 0 0 0]
[0100 0]
[0010 0]
[00010]
[0000 1]

In [55]: zero matrix(2,5)

Out[55]: [0 6 6 0 0]
[0000 0]



In [56]: A.parent()

Qut[56]: Full MatrixSpace of 2 by 2 dense matrices over Symbolic Ring

DUnnbesetzte Matrizen

Matrizen, bei denen die meisten Eintrage gleich 0 sind. Hier ist es effizienter, nicht
alle Eintrage zu speichern, sondern nur die Eintrage ungleich 0 anzugeben. Dies
erfolgt mittels Dictionary.

In [57]: B=matrix(20,20,{(0,0):1, (3,4):2})

Out[57]:

B

the entries)

In [58]: show(B)

\(\displaystyle \left(\begin{array}{rrrrrrrrrrrerrrrrrrr} 1 &0 & 0 &0 & 0 & 0&0& 0 &0
&0&0&0&X0&VD&O&XO&X0O&0O&O&XON0&0&0&0&0&0&0&0&0&0&D0
&0&0&0&0&0&O&XO&X0O&OW0&O0&X0&0&0&0&0&0&0&0&0&0&D0
&O0&O0&0&0&O&O&XOWNW0&0&0&0&X2&0&0&0&0&0&0&0&0&0&D0
&0&O0&0O&0&OW0&0&0&0&0D&O0&X0&0&0&0O&X0&0&0&0&0&0&D0
&O0&O0&OW0&0&0D&O0&X0&0&D&O&X0&0&0&0O&X0&0&0&0&0&0&D0
&O0OW0&0&0&0&0VD&O0&X0&0&0D&O&X0O&X0&0&0&X0O&X0&0&0D&0O&0OW0
&0&0&0&0&0D&OD&XO&X0D&0&O&XOX0&0&O&X0O&X0O&0&0O&ON0&0&D0
&0&0&0&0&0&OD&O&X0&0&O&XOX0&0&0O&X0O&X0O&OW0&0&0&0&D0
&0&0&0&0&0VD&OD&XO&X0&0&O&XOX0O&K0&O&XOWN0&0&0&0&0&0&D0
&0&0&0&0&0&OD&XO&X0&0&O&XOX0O&OW0&O0&X0&0&0&0&0&0&D0
&0&0&0&0&0&0O&XO&X0&0O&O&XOWN0&0&0&0&0&0&0&0&0&0&D0
&0&0&0&0&0&0O&XO&X0O&OW0&O&X0&0&0&0O&0&0&0&0&0&0&D0
&0&O0&O0&0&O&O&XOWNW0&0&0&O0&X0&0&0&0&0&0&0&0&0&0&D0
&0&O0&0&0&OW0&0O&X0&0&0D&O0&X0&0&0&0O&0&0&0&0&0&0&D0
&O0&O0&OW0&0&0D&0O&X0&0&0VD&O&X0&0&0&0O&X0&0&0&0&0&0&D0
&O0OW0&0&0&0&VD&0O&X0&0&0&O&X0&X0&0&0&X0O&X0&0&0D&0O&OW0
&0&0&0&0&VD&0O&O&X0V0&0&O&XOX0&0&0O&X0O&X0O&0&0O&ON0&0&D0
&O0&O0&0&0&X0&0&0&0&0&0&0&0&0&0&0 &0 &0 \end{array}\right)\)

20 x 20 sparse matrix over Integer Ring (use the '.str()' method to see

In [59]:

Out[59]:

In [60]:

Out[60]:

A

[1 x]
[0 1]

A[i] liefert die (i+1)-te Zeile der Matrix (als Vektor).

A[O]
(1, x)

Das funktioniert aus mit dinnbesetzten Matrizen.



In [61]:

Out[61]:

In [62]:

Out[62]:

In [63]:

Out[63]:

In [64]:

Out[64]:

In [65]:

Out[65]:

In [66]:

In [67]:

Out[67]:

In [68]:

In [69]:

Out[69]:

In [70]:

Qut[70]:

In [71]:

Out[71]:

In [72]:

B[O]

(1, ¢, 0, ¢, 0, 6, 6, @, 6, 0, 06, 0, 0, 0, ©, 0, @, O, 0, 0)

A.row(0)

(1, x)

A.column(1) # zweite Spalte

(x, 1)

A

[1 x]
[0 1]

Eintrédge einer Matrix kdnnen direkt Gberschrieben werden.
var('y")

y

All,1]=y

A

[1 x]
[0 y]

A[0,0]=0.5
A

[0.500000000000000 x]
[ 0 yl

parent (A[0,0])

Symbolic Ring

B

20 x 20 sparse matrix over Integer Ring (use the '.str()' method to see
the entries)

Die neuen Eintrage mussen allerdings im der Matrix zugrundeliegenden Ring
liegen. Hier: die ganzen Zahlen

B[1,1]=x



TypeError Traceback (most recent call las
t)
File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/symbolic/expression.pyx:1528, in sag
e.symbolic.expression.Expression. integer ()

1527 try:
-> 1528 n = self.pyobject()

1529 except TypeError:

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/symbolic/expression.pyx:789, in sag
e.symbolic.expression.Expression.pyobject()

788 if not is a numeric(self. gobj):
--> 789 raise TypeError("self must be a numeric expression")

790 return py object from numeric(self. gobj)

TypeError: self must be a numeric expression

During handling of the above exception, another exception occurred:
TypeError Traceback (most recent call las
Eéll In [72], line 1

----> 1 B[Integer(1l),Integer(1l)]=x

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/matrix/matrix0.pyx:1465, in sage.mat
rix.matrix0@.Matrix. setitem ()

1463
1464 if single row and single col and not no col index:
-> 1465 self.set unsafe(row, col, self. coerce element(value))
1466 return
1467

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/matrix/matrix0.pyx:1570, in sage.mat
rix.matrix0@.Matrix. coerce element()

1568 if isinstance(x, Element) and (<Element> x). parent is self. b
ase ring:

1569 return x
-> 1570 return self. base ring(x)

1571

1572 HHHHHHHHHHHHHHH AN R R R H AR R R HH AR R R H AR AR R

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/structure/parent.pyx:901, in sage.st
ructure.parent.Parent. call ()
899 if mor is not None:

900 if no extra args:
--> 901 return mor. call (x)
902 else:
9203 return mor. call with args(x, args, kwds)

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/structure/coerce maps.pyx:289, in sa
ge.structure.coerce maps.NamedConvertMap. call ()

287 raise TypeError(f"cannot coerce {x} to {C}")

288 cdef Map m
--> 289 cdef Element e = method(C)

290 if e is None:

291 raise RuntimeError("BUG in coercion model: {} method of {} ret
urned None".format(self.method name, type(x)))

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/symbolic/expression.pyx:1530, in sag



e.symbolic.expression.Expression. integer ()
1528 n = self.pyobject()
1529 except TypeError:
-> 1530 raise TypeError("unable to convert %r to an integer" % self)
1531 if isinstance(n, sage.rings.integer.Integer):
1532 return n

TypeError: unable to convert x to an integer

Matlab-Notation fir Zeilen und Spalten funktioniert auch. Achtung: hier werden
Matrizen zuruckgegeben, keine Vektoren.

In [73]: A[:,1]

Out[73]: [x]

[yl

In [74]: A

Qut[74]: [0.500000000000000 x]
[ 0 y]

In [75]: parent(A[:,1])

Qut[75]: Full MatrixSpace of 2 by 1 dense matrices over Symbolic Ring

In [76]: parent(A.column(1))

Qut[76]: Vector space of dimension 2 over Symbolic Ring

Lineare Gleichungssysteme

In [77]: H
Out[77]1: [ 1 12 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10]
[ 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11]
[ 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11 1/12]
[ 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11 1/12 1/13]
[ 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11 1/12 1/13 1/14]
[ 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11 1/12 1/13 1/14 1/15]
[ 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11 1/12 1/13 1/14 1/15 1/16]
[ 1/8 1/9 1/10 1/11 1/12 1/13 1/14 1/15 1/16 1/17]
[ 1/9 1/10 1/11 1/12 1/13 1/14 1/15 1/16 1/17 1/18]
[1/16 1/11 1/12 1/13 1/14 1/15 1/16 1/17 1/18 1/19]

In [78]: b=matrix(n,1,lambda i,j: 1/(i+1)"2)
b



Out[78]: 1]
1/4]
1/91]

1/16]
1/25]
1/36]
1/49]
1/64]
1/81]
1/100]

Verschiedene Moglichkeiten, das lineare Gleichungssystem H x = b zu l8sen.

In [79]: H”-1*b # inverse Matrix

Out[79]: 1451/252]

[

[ -99]
[ 1188]
[ -8008]
[ 63063/2]
[-378378/5]
[ 112112]
[-700128/7]
[ 196911/4]
[ -92378/9]

In [80]: show(H™-1)

\(\displaystyle \left(\begin{array}{rrrrrrrrrr} 100 & -4950 & 79200 & -600600 & 2522520
& -6306300 & 9609600 & -8751600 & 4375800 & -923780 \\ -4950 & 326700 & -5880600
& 47567520 & -208107900 & 535134600 & -832431600 & 770140800 & -389883780 &
83140200 \\ 79200 & -5880600 & 112907520 & -951350400 & 4281076800 &
-11237826600 & 17758540800 & -16635041280 & 8506555200 & -1829084400 \\
-600600 & 47567520 & -951350400 & 8245036800 & -37875637800 & 101001700800 &
-161602721280 & 152907955200 & -78843164400 & 17071454400 \\ 2522520 &
-208107900 & 4281076800 & -37875637800 & 176752976400 & -477233036280 &
771285715200 & -735869534400 & 382086104400 & -83223340200 \\ -6306300 &
535134600 & -11237826600 & 101001700800 & -477233036280 & 1301544644400 &
-2121035716800 & 2037792556800 & -1064382719400 & 233025352560 \\ 9609600 &
-832431600 & 17758540800 & -161602721280 & 771285715200 & -2121035716800 &
3480673996800 & -3363975014400 & 1766086882560 & -388375587600 \\ -8751600 &
770140800 & -16635041280 & 152907955200 & -735869534400 & 2037792556800 &
-3363975014400 & 3267861442560 & -1723286307600 & 380449555200 \\ 4375800 &
-389883780 & 8506555200 & -78843164400 & 382086104400 & -1064382719400 &
1766086882560 & -1723286307600 & 912328045200 & -202113826200 \\ -923780 &
83140200 & -1829084400 & 17071454400 & -83223340200 & 233025352560 &
-388375587600 & 380449555200 & -202113826200 & 44914183600 \end{array}\right)\)

In [81]: H\b # veraltete Notation



Out[81]:

In [82]:

Out[82]:

In [83]:

Out[83]:

In [84]:

Out[84]:

In [85]:

Out[85]:

In [86]:

Out[86]:

In [87]:

[ 1451/252]

[ -99]

[ 1188]

[ -8008]

[ 63063/2]

[-378378/5]

[ 112112]

[-700128/7]

[ 196911/4]

[ -92378/9]
H.solve right(b) # aktuelle Notation
[ 1451/252]
[ -99]
[ 1188]
[ -8008]
[ 63063/2]
[-378378/5]
[ 112112]
[-700128/7]
[ 196911/4]
[ -92378/9]

Funktioniert auch, wenn die rechte Seite ein Vektor ist.

b=vector([1/i”2 for i in [1..10]])

b

(1, 1/4, 1/9, 1/16, 1/25, 1/36, 1/49, 1/64, 1/81, 1/100)

H.solve right(b)

(1451/252, -99, 1188, -8008, 63063/2, -378378/5, 112112, -700128/7, 1969
11/4, -92378/9)

Statt H x = b kann man auch das Gleichungssystem x H = b I16sen, bei dem x und b
als Zeilenvektoren betrachtet werden.

In unserem Fall gibt das dasselbe Ergebnis (da H symmetrisch ist), im Allgemeinen
nicht.

H.solve left(b)

(14517252, -99, 1188, 1969

11/4, -92378/9)

-8008, 63063/2, -378378/5, 112112, -700128/7,

Nicht jede Matrix hat eine Inverse (das wird bald in der linearen Algebra behandelt
werden).

A=matrix([[1,2,31,[2,4,51,[0,0,111)
A

[1 2 3]
[2 4 5]
[0 0 1]

A~-1



In [88]:

Out[88]:

In [89]:

In [90]:

Out[90]:

In [91]:

ZeroDivisionError Traceback (most recent call las
t)

Cell In [87], line 1

----> 1 A¥*-Integer(1)

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/matrix/matrix_ integer dense.pyx:982,
in sage.matrix.matrix integer dense.Matrix integer dense. pow ()

980 raise NotImplementedError("the given exponent is not s
upported")

981 if mpz_sgn((<Integer>n).value) < 0:
--> 982 return (~self) ** (-n)

983

984 if mpz fits ulong p((<Integer>n).value):

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/matrix/matrix integer dense.pyx:411
2, in sage.matrix.matrix integer dense.Matrix integer dense. invert ()
4110 ZeroDivisionError: matrix must be nonsingular
4111 """
-> 4112 A, d = self. invert flint()
4113 return A / d
4114

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/matrix/matrix integer dense.pyx:407
3, in sage.matrix.matrix integer dense.Matrix integer dense. invert flint

()
4071 fmpz_clear(fden)

4072 if res ==

-> 4073 raise ZeroDivisionError('matrix must be nonsingular')
4074 if den < 0:
4075 return -M, -den

ZeroDivisionError: matrix must be nonsingular

Der Kern der Matrix A (also der linearen Abbildung x -> Ax)

A.right kernel()
Free module of degree 3 and rank 1 over Integer Ring

Echelon basis matrix:
[ 2 -1 0]

Der Kern ist ein Vektorraum (hier genauer: ein Modul, da Uber Z2).

Vektorraume

V=QQ"5

v

Vector space of dimension 5 over Rational Field

vl=V([1,1,1,0,0])
v2=V([1,-1,1,0,0])
v3=V([1,0,1,0,0])



In [92]:

Out[92]:

In [93]:

Out[93]:

In [94]:

Out[94]:

In [95]:

Out[95]:

In [96]:

Out[96]:

In [97]:

Out[97]:

In [98]:

Out[98]:

In [99]:

Out[99]:

In [100..

Out[100..

In [101..

Out[101..

vl,v2,v3

(1, 1,1, e, 0), (1, -1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0, 0))

parent(vl)

Vector space of dimension 5 over Rational Field

Der von den Vektoren v1,v2,v3 erzeugte Untervektorraum.

U=V.subspace([vl,v2,v3])
U

Vector space of degree 5 and dimension 2 over Rational Field
Basis matrix:

[1 010 0]

[01000]

Die Zeilen der hier ausgegebenen Matrix sind die Vektoren der intern fur U
verwendeten Basis. Man kann die Basis auch wie folgt bekommen:

U.basis()

<)
[cNo]
[cN o]

—_ e~ o~
o -
o
~ ~—

V4=V([G,0,01011])
v4

(6, 0, 6, 0, 1)

v4 in U

False

vl in U

True

Die Koordinaten von v1 bezlglich der intern verwendeten Basis von U:

U.coordinates(vl)

(1, 1]

W=V.subspace([v4])
W

Vector space of degree 5 and dimension 1 over Rational Field
Basis matrix:
[0000 1]

W.is subspace(U)

False



In [102..

Out[102..

In [103..

Out[103..

In [104..

Out[104..

In [105..

Out[105..

In [106..

Out[106..

In [107..

Out[107..

In [108..

Out[108..

In [109..

Out[109..

W.is subspace(V)

True

Die Summe der beiden Untervektorraume (= der kleinste Unterviktorraum, der U
und W enthalt)

U+Ww

Vector space of degree 5 and dimension 3 over Rational Field

Basis matrix:

[1 010 0]

[0100 0]
[0000 1]

U.is subspace (U+W)

True

Der Durchschnitt der beiden Untervektorrdume

U.intersection(W)

Vector space of degree 5 and dimension 0 over Rational Field
Basis matrix:

[

A.right kernel()

Free module of degree 3 and rank 1 over Integer Ring
Echelon basis matrix:
[ 2 -1 0]

Wir wandeln A in eine Matrix uber QQ um, damit ihr Kern ein Untervektorraum von

QQA3 wird.

Al=matrix(QQ,A)
Al

[12 3]
[2 4 5]
[0 0 1]
parent(Al)

Full MatrixSpace of 3 by 3 dense matrices over Rational Field

Al.right kernel()

Vector space of degree 3 and dimension 1 over Rational Field
Basis matrix:
[ 1-1/2 0]

Achtung: A1.image() liefert das Bild der linearen Abbildung x -> XA, nicht das der
von uns Ublicherweise verwendeten linearen Abbildung x -> Ax.

(in anderen Worten: A1.image() liefert den von den Zeilen von A aufgespannten



In [110..

Out[110..

In [111..

Out[111..

In [112..

OQut[1l12..

In [113..

Out[113..

In [114..

Out[114..

In [115..

Out[115..

In [116..

Untervektorraum.)

Al.image() # falsches Bild!

Vector space of degree 3 and dimension 2 over Rational Field
Basis matrix:

[1 2 0]

[0 0 1]

Al.row space()

Vector space of degree 3 and dimension 2 over Rational Field

Basis matrix:

[1 2 0]

[0 0 1]

Leider gibt es keine Methode .right_image(). Wir kdnnen das Bild von A (in unserem
Sinne) z.B. Uber den Spaltenraum erhalten.

Al.column_space() # Das ist der richtige Bildraum fir uns!

Vector space of degree 3 and dimension 2 over Rational Field
Basis matrix:

[ 1 0 2]
[ 0 1 -1]
Generatoren

Generatoren sind ahnlich wie Listen. Sie kdnnen allerdings jedes ihrer Elemente nur
einmal ausgeben und sind danach leer. Die Funktion next(g) ruft das nachste
Element des Generators g auf.

Vorteile: Effizienz! Elemente werden erst dann berechnet, wenn sie gebraucht
werden ('lazy evaluation'). Es wird kein Speicher durch nicht mehr oder noch nicht
benotigte Elemente belegt.

Generatoren kénnen wie Listen erzeugt werden, nur mit runden statt eckigen

Klammern.
g=(1..3)
g

<generator object at 0x7fc0684cab80>

next(g)

1

next(g)

next(g)



Out[116..

In [117..

In [118..

In [119..

Out[119..

In [120..

Out[120..

In [121..

In [122..

In [123..

In [124..

3

next(g)

StopIteration Traceback (most recent call las
1)

Cell In [117], line 1

----> 1 next(qg)

StopIteration:

Der Generator g ist nun leer und hat keinen Nutzen mehr. Durch ernezte zuweisung

kann er "neu befullt" werden.

g=(1..4)

next(g)

1

Restliche Elemente des Generators als Liste ausgeben:

list(g)

(2, 3, 4]

StopIteration Traceback (most recent call las
1)

Cell In [121], line 1

----> 1 next(qg)

StopIteration:

Hauptanwendung: Uber Generatoren kann in Schleifen iteriert werden.

for i in (1..4):
print(1i)

A WN R

Unendlicher Generator, der alle natlrlichen Zahlen ausgibt (naturlich innerhalb

technischer Limits).

nn=(1..)

next(nn)

Out[1l24.. 1



In [125.. next(nn)

Out[125.. 2

In [126.. for i in nn:
print(i)
if i>10:

break

R R Oo0ONO UL~ W

0
1

Die folgende Zelle fuhrt zu einer Endlosschleife. Manueller Abbruch Uber Menu
Kernel -> Interrupt Kernel

In [ ]1: for i in nn:
print(i)

In [128.. next(nn)
Out[128.. 61174

Erschaffung neuer Generatoren aus vorhandenen mittels generator
comprehensions (analog zu list comprehensions).

In [129.. a=(1..5)
In [130.. b=(i"2 for i in a)

In [131.. next(b)

OQut[131.. 1

Achtung: Bei Aufruf des aul3eren Generators b wird intern a aufgerufen. D.h. auch a
zahlt einen Schritt weiter.

In [132.. next(a)
Out[132.. 2

In [133.. next(b)

Out[133.. 9

In [134.. next(b)

Out[134.. 16



In [135.. next(a)

OQut[135.. 5

In [136.. next(b)

StopIteration Traceback (most recent call las
t)

Cell In [136], line 1

----> 1 next(b)

StopIteration:

Programmierung von Generatoren

Komplexere Generatoren lassen sich wie Funktionen programmieren. Das
Schlusselwort yield gibt an, dass an dieser Stelle die Ausfuhrung unterbrochen und
der angegebene Wert zurtiickgegeben werden soll. Beim nachsten Aufruf mittels
next() wird die Ausfuhrung an genau dieser Stelle fortgesetzt.

In [137.. def abc():

yield 'a’
yield 'b'
yield 'c'

In [138.. abc

Out[138.. <function abc at Ox7fc066ce8940>

Die Funktion abc enthalt das Schltsselwort yield. Bei Aufruf liefert sie also einen
Generator zuruck.

In [139.. g=abc()
In [140.. ¢
OQut[140.. <generator object abc at 0x7fc066¢cf70b0O>

Beim ersten Aufruf wird der Code in obiger Definition von abd() bis zum ersten
yield durchlaufen und dort unterbrochen.

In [141.. next(g)

Out[141.. 'a’'

Beim nachsten Aufruf wird der Code von dort weiter bis zum nachsten yield
durchlaufen, und so weiter.

In [142.. next(g)

Out[142.. 'b'



In [143.. next(g)

Out[143.. 'c'

In [144.. next(qg)

StopIteration Traceback (most recent call las
t)

Cell In [144], line 1

----> 1 next(g)

StopIteration:

Generatoren werden Ublicherweise mittels Schleifen definiert. Hier ist ein
Generator, der alle Primzahlzwillinge liefert.

In [145.. def primzw(n=00):
p=3
while p<n:
g=next prime(p)
if gq==p+2:
yield (p,q)
p=q
In [146.. g=primzw()

In [147.. next(g)
Out[147.. (3, 5)
In [148.. next(g)
Out[148.. (5, 7)
In [149.. next(g)
Qut[149. (11, 13)

Primzahlzwillinge bis 1000:

In [151.. pp=list(primzw(1000))
pp



Out[151.. [(3, 5),

(5, 7),
(11, 13),
(17, 19),
(29, 31),
(41, 43),
(59, 61),
(71, 73),
(101, 103),
(107, 109),
(137, 139),
(149, 151),
(179, 181),
(191, 193),
(197, 199),
(227, 229),
(239, 241),
(269, 271),
(281, 283),
(311, 313),
(347, 349),
(419, 421),
(431, 433),
(461, 463),
(521, 523),
(569, 571),
(599, 601),
(617, 619),
(641, 643),
(659, 661),
(809, 811),
(821, 823),
(827, 829),
(857, 859),
(881, 883)]

In [ 1:



