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1.1 Anonyme Funktionen: Lambda-Funktionen (Python)

[1]: def f(x): # "normale" (named) function
return x"2

[(2]: | £
[2]: <function f at 0x7£d014109b80>
Python-Konzept, Schliisselwort lambda. Notation ist stark an Lambda-Kalkiil angelehnt. Kein

return-Statement erforderlich, dafiir aber auch keine Assignments oder mehrzeilige Anweisungen
erlaubt.

[3]: f_anon = lambda x: x~2

f_anon
[3]: <function <lambda> at 0x7£d014109ca0>
[4]: | £(10)
[4]: 100
[6]: f_anon(10) # praktische wverwendung funktioniert gleich!
[5]: 100

Anwendungsbeispiel fiir Lambda-Funktionen: Anpassung der Sortier-Funktion (via sorted)

[6]:|1st = [7, 5, 1234, 13, 9, 8, 5, 17, 42]
[7]:|sorted(lst) # aufsteigende Sortierung
[(71: [6, 5, 7, 8, 9, 13, 17, 42, 1234]

Wollen Zahlen wie in einem Telefonbuch (“lexikographisch”) sortieren. Strategie: iibergebe eine
Funktion als key an die sorted-Funktion, die vor dem Sortieren auf die Elemente angewandt wird.


https://de.wikipedia.org/wiki/Lambda-Kalk%C3%BCl

[8]:

[8]:

[9]:

[10]:

[10]:

[11]:

[11]:

[12]:

[12]:

[13]:

Die Listenelemente werden dabei nicht verédndert, es wird nur nach einem anderen “Schliissel”
sortiert.

sorted(lst, key=lambda elem: str(elem)) # Strings werden automatischy
~lexikographisch sortiert

(1234, 13, 17, 42, 5, 5, 7, 8, 9]

Sortiere Zahlen von 2 bis 1000 absteigend nach der Anzahl der vorkommenden Primfaktoren!

# srange 1ist Sage, faktorisieren auch -- rest wirde in Python aber gleichy
o funktionieren.
zahlen = srange(2, 1000, include_endpoint=True) # alternativ: srange(2, 1001).

Zuerst: herausfinden, wie wir fiir eine gegebene Zahl die Anzahl der Primfaktoren ermitteln kénnen.

z = 84
list(z.factor()) # Liste von Tupeln (faktor, potenz)!

(2, 2>, @, O, 7, DI

# innere liste: "list comprehension”, vlg. beschreibende Mengenschreibweise:
# [bla(z) for = in grundmenge] <---> {bla(z) | = grundmenge}
[alpha for (p, alpha) in z.factor()]

(2, 1, 1]
sum( [alpha for (p, alpha) in z.factor()])
4

# Sortierschlissel ist hier schon etwas grenzwertig mit lambda-Notation,
# leichter zu lesen wdre vermutlich eine "mnormale" Funktion.

print(
sorted(zahlen,
key=lambda z: sum([alpha for (p, alpha) in z.factor()]),
reverse=True
)
)

[512, 768, 256, 384, 576, 640, 864, 896, 960, 128, 192, 288, 320, 432, 448, 480,
648, 672, 704, 720, 800, 832, 972, 64, 96, 144, 160, 216, 224, 240, 324, 336,

352, 360, 400, 416, 486, 504, 528, 540, 544, 560, 600, 608, 624, 729, 736, 756,
784, 792, 810, 816, 840, 880, 900, 912, 928, 936, 992, 1000, 32, 48, 72, 80,

108, 112, 120, 162, 168, 176, 180, 200, 208, 243, 252, 264, 270, 272, 280, 300,
304, 312, 368, 378, 392, 396, 405, 408, 420, 440, 450, 456, 464, 468, 496, 500,
520, 552, 567, 588, 592, 594, 612, 616, 630, 656, 660, 675, 680, 684, 688, 696,
700, 702, 728, 744, 750, 752, 760, 780, 828, 848, 882, 888, 891, 918, 920, 924,



944, 945, 952, 968, 976, 980, 984, 990, 16, 24, 36, 40, 54, 56, 60, 81, 84, 88,
90, 100, 104, 126, 132, 135, 136, 140, 150, 152, 156, 184, 189, 196, 198, 204,

210, 220, 225, 228, 232, 234, 248, 250, 260, 276, 294, 296, 297, 306, 308, 315,
328, 330, 340, 342, 344, 348, 350, 351, 364, 372, 375, 376, 380, 390, 414, 424,
441, 444, 459, 460, 462, 472, 476, 484, 488, 490, 492, 495, 510, 513, 516, 522,
525, 532, 536, 546, 550, 558, 564, 568, 570, 572, 580, 584, 585, 620, 621, 625,
632, 636, 644, 650, 664, 666, 676, 686, 690, 693, 708, 712, 714, 726, 732, 735,
738, 740, 748, 765, 770, TT4, 776, 783, 798, 804, 808, 812, 819, 820, 824, 825,
836, 837, 846, 850, 852, 855, 856, 858, 860, 868, 870, 872, 875, 876, 884, 904,
910, 930, 940, 948, 950, 954, 966, 975, 988, 996, 999, 8, 12, 18, 20, 27, 28,

30, 42, 44, 45, 50, 52, 63, 66, 68, 70, 75, 76, 78, 92, 98, 99, 102, 105, 110,

114, 116, 117, 124, 125, 130, 138, 147, 148, 153, 154, 164, 165, 170, 171, 172,
174, 175, 182, 186, 188, 190, 195, 207, 212, 222, 230, 231, 236, 238, 242, 244,
245, 246, 255, 258, 261, 266, 268, 273, 275, 279, 282, 284, 285, 286, 290, 292,
310, 316, 318, 322, 325, 332, 333, 338, 343, 345, 354, 356, 357, 363, 366, 369,
370, 374, 385, 387, 388, 399, 402, 404, 406, 410, 412, 418, 423, 425, 426, 428,
429, 430, 434, 435, 436, 438, 442, 452, 455, 465, 470, 474, 475, 477, 483, 494,
498, 506, 507, 508, 518, 524, 530, 531, 534, 539, 548, 549, 555, 556, 561, 574,
575, 578, 582, 590, 595, 596, 598, 602, 603, 604, 605, 606, 609, 610, 615, 618,
627, 628, 637, 638, 639, 642, 645, 646, 651, 652, 654, 657, 658, 663, 665, 668,
670, 678, 682, 692, 705, 710, 711, 715, 716, 722, 724, 725, 730, 741, 742, TAT,
754, 759, 762, 764, 772, 775, T77, 782, 786, 788, 790, 795, 796, 801, 805, 806,
814, 822, 826, 830, 833, 834, 844, 845, 847, 854, 861, 867, 873, 874, 885, 890,
892, 894, 897, 902, 903, 906, 908, 909, 915, 916, 925, 927, 931, 932, 935, 938,
942, 946, 956, 957, 962, 963, 964, 969, 970, 978, 981, 986, 987, 994, 4, 6, O,
10, 14, 15, 21, 22, 25, 26, 33, 34, 35, 38, 39, 46, 49, 51, 55, 57, 58, 62, 65,
69, 74, 77, 82, 85, 86, 87, 91, 93, 94, 95, 106, 111, 115, 118, 119, 121, 122,
123, 129, 133, 134, 141, 142, 143, 145, 146, 155, 158, 159, 161, 166, 169, 177,
178, 183, 185, 187, 194, 201, 202, 203, 205, 206, 209, 213, 214, 215, 217, 218,
219, 221, 226, 235, 237, 247, 249, 253, 254, 259, 262, 265, 267, 274, 278, 287,
289, 291, 295, 298, 299, 301, 302, 303, 305, 309, 314, 319, 321, 323, 326, 327,
329, 334, 335, 339, 341, 346, 355, 358, 361, 362, 365, 371, 377, 381, 382, 386,
391, 393, 394, 395, 398, 403, 407, 411, 413, 415, 417, 422, 427, 437, 445, 446,
447, 451, 453, 454, 458, 466, 469, 471, 473, 478, 481, 482, 485, 489, 493, 497,
501, 502, 505, 511, 514, 515, 517, 519, 526, 527, 529, 533, 535, 537, 538, 542,
543, 545, 551, 553, 554, 559, 562, 565, 566, 573, 579, 581, 583, 586, 589, 591,
597, 611, 614, 622, 623, 626, 629, 633, 634, 635, 649, 655, 662, 667, 669, 671,
674, 679, 681, 685, 687, 689, 694, 695, 697, 698, 699, 703, 706, 707, 713, 717,
718, 721, 723, 731, 734, 737, 745, 746, 749, 753, 755, 758, 763, 766, 767, 771,
778, 779, 781, 785, 789, 791, 793, 794, 799, 802, 803, 807, 813, 815, 817, 818,
831, 835, 838, 841, 842, 843, 849, 851, 862, 865, 866, 869, 871, 878, 879, 886,
889, 893, 895, 898, 899, 901, 905, 913, 914, 917, 921, 922, 923, 926, 933, 934,
939, 943, 949, 951, 955, 958, 959, 961, 965, 973, 974, 979, 982, 985, 989, 993,
995, 998, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61,

67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149,

151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233,
239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 283, 293, 307, 311, 313, 317, 331,
337, 347, 349, 353, 359, 367, 373, 379, 383, 389, 397, 401, 409, 419, 421, 431,



[14]:

433,
541,
641,
743,
857,
971,

439,
547,
643,
751,
859,
977,

443,
557,
647,
757,
863,
983,

449,
563,
653,
761,
877,
991,

457,
569,
659,
769,
881,
997]

461,
571,
661,
773,
883,

463,
577,
673,
787,
887,

467,
587,
677,
797,
907,

479,
593,
683,
809,
911,

# ber komplizierteren Sortierschlisseln tst

487,
599,
691,
811,
919,

eine

491,
601,
701,
821,
929,

499,
607,
709,
823,
937,

503,
613,
719,
827,
941,

509,
617,
727,
829,
947,

521,
619,
733,
839,
953,

"normale" Funktion ggf..

523,
631,
739,
853,
967,

~lesbarer.

def anzahl_ primfaktoren(z):
factorization = z.factor()
exponents = [alpha for (p, alpha) in factorization]
return sum(exponents)

print(sorted(zahlen, key=anzahl_primfaktoren, reverse=True))

[5612, 768, 256, 384, 576, 640, 864, 896, 960, 128, 192, 288, 320, 432, 448, 480,
648, 672, 704, 720, 800, 832, 972, 64, 96, 144, 160, 216, 224, 240, 324, 336,
352, 360, 400, 416, 486, 504, 528, 540, 544, 560, 600, 608, 624, 729, 736, 756,
784, 792, 810, 816, 840, 880, 900, 912, 928, 936, 992, 1000, 32, 48, 72, 80,
108, 112, 120, 162, 168, 176, 180, 200, 208, 243, 252, 264, 270, 272, 280, 300,
304, 312, 368, 378, 392, 396, 405, 408, 420, 440, 450, 456, 464, 468, 496, 500,

592, 594, 612, 616, 630, 656, 660, 675, 680, 684, 688, 696,

520,
700,
944,
90,

210,
328,
441,
525,
632,
738,
836,
910,

552,
702,
945,

100,

220,
330,
444,
532,
636,
740,
837,
930,

567,
728,
952,

104,

225,
340,
459,
536,
644,
748,
846,
940,

588,
744,
968,

126,

228,
342,
460,
546,
650,
765,
850,
948,

30, 42, 44, 45, 50,

114,
174,
245,
310,
370,
429,
498,
575,
627,
670,
754,
814,

116,
175,
246,
316,
374,
430,
506,
578,
628,
678,
759,
822,

117,
182,
255,
318,
385,
434,
507,
582,
637,
682,
762,
826,

124,
186,
258,
322,
387,
435,
508,
590,
638,
692,
764,
830,

750,
976,

132,

232,
344,
462,
550,
664,
770,
852,
950,

125,
188,
261,
325,
388,
436,
518,
595,
639,
705,
772,
833,

752,
980,

135,

760,
984,

136,

780,
990,

140,

234, 248, 250,

348,
472,
558,
666,
774,
855,

350,
476,
564,
676,
776,
856,

351,
484,
568,
686,
783,
858,

954, 966, 975,
52, 63, 66, 68, 70,

130,
190,
266,
332,
399,
438,
524,
596,
642,
710,
775,
834,

138,
195,
268,
333,
402,
442,
530,
598,
645,
711,
777,
844,

147,
207,
273,
338,
404,
452,
531,
602,
646,
715,
782,
845,

828,

150,

260,
364,
488,
570,
690,
798,
860,
988,

848,

152,

276,
372,
490,
572,
693,
804,
868,
996,

882,

156,

888,

184,

891,

189,

294, 296, 297,

375,
492,
580,
708,
808,

376,
495,
584,
712,
812,

380,
510,
585,
714,
819,

870, 872, 875,

999,

8,

12,

75, 76, 78, 92, 98, 99,

148,
212,
275,
343,
406,
455,
534,
603,
651,
716,
786,
847,

153,
222,
279,

345,
410,
465,
539,
604,
652,
722,
788,
854,

154,
230,
282,

354, 356,
412, 418,
470, 474,
548, 549,
605, 606,
654, 657,
724, 725,
790, 795,
861, 867,

164,
231,
284,

165,
236,
285,
357,
423,
475,
555,
609,
658,
730,
796,
873,

918, 920, 924,
16, 24, 36, 40, 54, 56, 60, 81, 84, 88,
198, 204,

196,
306,
390,
513,
620,
726,
820,
876,

18, 20,

102,
170,
238,
286,
363,
425,
477,
556,
610,
663,
741,
801,
874,

308,
414,
516,
621,
732,
824,
884,

315,
424,
522,
625,
735,
825,
904,

27, 28,

105,
171,
242,
290,
366,
426,
483,
561,
615,
665,
742,
805,
885,

110,

172,
244,
292,
369,
428,
494,
574,
618,
668,
747,
806,
890,



[16]: list_plot(sorted(zahlen, key=anzahl_primfaktoren, reverse=True))

[15]:

892, 894, 897, 902,
942, 946, 956, 957,
15, 21, 22,
69, 74, 77, 82, 85,

10,

123,
178,
219,
289,
329,
391,
447,
501,
543,
597,
674,
718,
778,
831,
889,
939,
995,

er, 71, 73, 79, 83, 89, 97,

151,
239,
337,
433,
541,
641,
743,
857,
971,

14,

129,
183,
221,
291,
334,
393,
451,
502,
545,
611,
679,
721,
779,
835,
893,
943,
998,

157,
241,
347,
439,
547,
643,
751,
859,
977,

133, 134, 141,
185, 187, 194,
226, 235, 237,
295, 298, 299,
335, 339, 341,
394, 395, 398,
453, 454, 458,
505, 511, 514,
551, 553, 554,
614, 622, 623,
681, 685, 687,
723, 731, 734,
781, 785, 789,
838, 841, 842,
895, 898, 899,
949, 951, 955,
2, 3,5, 7, 11,

163, 167, 173,
251, 257, 263,
349, 353, 359,
443, 449, 457,
557, 563, 569,
647, 653, 659,
757, 761, 769,
863, 877, 881,
983, 991, 9971

142,
201,
247,
301,
346,
403,
466,
515,
559,
626,
689,
737,
791,
843,
901,
958,

13,

179,
269,
367,
461,
571,
661,
773,
883,

101,

143,
202,
249,
302,
355,
407,
469,
517,
562,
629,
694,
745,
793,
849,
905,
959,
17,

181,
271,
373,
463,
577,
673,
787,
887,

103,

903, 906, 908, 909,
962, 963, 964, 969,
25, 26, 33, 34, 35,
86, 87, 91, 93, 94,

145,
203,
253,
303,
358,
411,
471,
519,
565,
633,
695,
746,
794,
851,
913,
961,

915, 916, 925, 927, 931, 932, 935, 938,
970, 978, 981, 986, 987, 994,
38, 39, 46, 49, 51, 55, 57, 68, 62, 65,

95,

146,
205,
254,
305,
361,
413,
473,
526,
566,
634,
697,
749,
799,
862,
914,
965,

106,

155,
206,
259,
309,
362,
415,
478,
527,
573,
635,
698,
753,
802,
865,
917,
973,

19, 23, 29, 31,

191,
277,
379,
467,
587,
677,
797,
907,

107,

193,
281,
383,
479,
593,
683,
809,
911,

109,

197,
283,
389,
487,
599,
691,
811,
919,

111, 115, 118, 119,

158, 159, 161, 166,
209, 213, 214, 215,
262, 265, 267, 274,
314, 319, 321, 323,
365, 371, 377, 381,
417, 422, 427, 437,
481, 482, 485, 489,
529, 533, 535, 537,
579, 581, 583, 586,
649, 655, 662, 667,
699, 703, 706, 707,
755, 758, 763, 766,
803, 807, 813, 815,
866, 869, 871, 878,
921, 922, 923, 926,
974, 979, 982, 985,
37, 41, 43, 47, 53,

199, 211, 223, 227,
293, 307, 311, 313,
397, 401, 409, 419,
491, 499, 503, 509,
601, 607, 613, 617,
701, 709, 719, 727,
821, 823, 827, 829,
929, 937, 941, 947,

4, 6, 9,

121, 122,

169, 177,
217, 218,
278, 287,
326, 327,
382, 386,
445, 446,
493, 497,
538, 542,
589, 591,
669, 671,
713, 717,
767, 771,
817, 818,
879, 886,
933, 934,
989, 993,
59, 61,

113, 127, 131, 137, 139, 149,

229, 233,
317, 331,
421, 431,
521, 523,
619, 631,
733, 739,
839, 853,
953, 967,

# muster,

wdurch stabile Sortierung erkldrbar; viele Zahlen haben gleiche Anzahl wvony

<Primfaktoren.
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Lambda-Funktionen kénnen auch mehrere (oder keine) Input-Argumente haben.

[16]: no_args = lambda: print("hello, world!")
no_args

[16]: <function <lambda> at 0x7£d011£f41940>

[17]: no_args()

hello, world!

[18]: add = lambda x, y: x + ¥y

[19]: add(10, 32)

[19]: 42
Wir kénnen eine neue Funktion bilden, in der eines der Argumente “gebunden” (=eingesetzt) wird —

“Currying”. Wichtig, weil Lambda-Kalkiil eigentlich keine mehrargumentigen Ausdriicke vorsieht.

Hier ein Beispiel, bei dem eine Funktion zuriickgegeben wird, die 10 addiert:

[20]: add10 = lambda y: add(10, y)


https://de.wikipedia.org/wiki/Currying

[21]: add10(32)
[21]: 42

Mehrargumentige Funktionen kénnen auch direkt als “Curry” geschrieben werden:

[22] : add_y = lambda y: lambda x: x + y

[23]: add_y(32) # y = 32 einsetzen liefert eine Funktion = [--> x + 32 zuruck!
[23] : <function <lambda>.<locals>.<lambda> at 0x7fd00fd7fca0>

[24]: add_y(32)(10) # 32 ist y, 10 ist z

[24]: 42

1.2 Listenbasteleien: zip (Python)

3

Zwei Listen konnen im Reiflverschlussprinzip miteinander “verbunden” werden, um eine Liste

(eigentlich: ein Generator) von Tupeln zu erzeugen.

[25]: 1st_1 [1, 2, 3]
1st_ 2 = ['x', 'y', 'z']

[26]: zip(lst_1, 1lst_2)

[26] : <zip object at 0x7£d014112c00>
[27]: list(zip(lst_1, 1lst_2))

[271: [(1, 'x'), (2, 'y, (3, 'z")]

[28]:  for zahl, buchstabe in zip(lst_1, 1lst_2):
print (buchstabe * zahl)

X

Yy
ZZZ

[29]: # bei ungleicher Ldnge wird nur soweit wie méglich "gezippt", der Rest,
—verworfen!
list(zip(range(10), range(42)))

[20]: [(0, O),
(1, 1),
2, 2),
(3, 3),
(4, 4),



[30]:

[30]:

[31]:

[32]:

[32]:

[33]:

[33]:

[34]:

[34]:

[35]:

(5, B,
(6, 6),
a7, n,
(8, 8),
9, 91

Anwendungsbeispiel: symbolische Summe Zjlio aja:j konstruieren.

var('x")

Brauchen Koeffizienten a; als symbolische Variablen, wollen nicht héndisch anlegen. Dazu: kurzer
Ausflug zu f-Strings (f ... format).

# Stringformatierung mit f-Strings (Python!):
"das ist ein normaler string" # -> das ist ein normaler strnig
f"ich bin ein f-string" # -> das tst ein f-string

print(f"Die Faktorisierung von 42 ist {factor(42)}.")
print("Die Faktorisierung von 42 ist " + str(factor(42)) + ".") # natirlichy
wauch moglich, aber weniger elegant. :-)

Die Faktorisierung von 42 ist 2 * 3 * 7.
Die Faktorisierung von 42 ist 2 * 3 * 7.

var_names = [f"a{ind}" for ind in srange(11)]
var_names

['aO', 'al', 'a2', 'a3', 'ad4', 'ab', 'a6', 'a7', 'a8', 'a9', 'al0']

aa = [var(var_name) for var_name in var_names]
aa

[a0, al, a2, a3, a4, ab, a6, a7, a8, a9, all]
sum( [coef*x “power for (coef, power) in zip(aa, srange(len(aa)))])

alO*x™10 + a9*x™9 + a8*x™8 + a7#x"7 + ab*x~6 + ab*x™5 + adxx™4 + a3*x"3 + a2*xx”"2
+ al*x + a0

Es wére auch etwas direkter gegangen, wenn man mehr Sage-Features verwendet:

SR.var?

Docstring:
Return a symbolic variable as an element of the symbolic ring.



INPUT:

* "name" -- string or list of strings with the name(s) of the
symbolic variable(s)

* "latex_name" -- (optional) string used when printing in latex
mode, if not specified use "'mame'"

* "n" -- (optional) positive integer; number of symbolic variables,
indexed from O to n-1

* "domain" -- (optional) specify the domain of the variable(s); it
is the complex plane by default, and possible options are (non-
exhaustive list, see note below): "'real'", "'complex'",
"'positive'", "'integer'" and "'moninteger'"

OUTPUT:

Symbolic expression or tuple of symbolic expressions.
See also:

This function does not inject the variable(s) into the global
namespace. For that purpose see "var()".

Note:
For a comprehensive list of acceptable features type
"'maxima('features')'", and see also the documentation of
*sage.symbolic.assumptions*.

EXAMPLES:

Create a variable zz (complex by default):

sage: zz = SR.var('zz'); zz
zz

The return type is a symbolic expression:

sage: type(zz)
<class 'sage.symbolic.expression.Expression'>

We can specify the domain as well:
sage: zz = SR.var('zz', domain='real')

sage: zz.is_real()
True



The real domain is also set with the integer domain:

sage: SR.var('x', domain='integer').is_real()
True

The "name" argument does not have to match the left-hand side
variable:

sage: t = SR.var('theta2'); t
theta2

Automatic indexing is available as well:

sage: x = SR.var('x', 4)

sage: x[0], x[3]

(x0, x3)

sage: sum(x)

x0 + x1 + x2 + x3
Init docstring: Initialize self. See help(type(self)) for accurate signature.
File: /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/symbolic/ring.pyx
Type: builtin_function_or_method

[36]: SR.var('a', 11) # Sage!
[36]: (a0, al, a2, a3, a4, ab, a6, a7, a8, a9, all)

[37]: |1list(enumerate(['x', 'y', '2z'])) # enumerate ist wie zip, wenn mit laufenden,
<indizes "gezippt" werden soll.

[371: [C0, 'x"), (1, 'y, (2, 'z")]
[38]: # beide abkurzungen zusammen erlauben einen (lesbaren :-)) einzetiler:
sum(coef * x power for (power, coef) in enumerate(SR.var('a', 11)))

[38]: al0*x~10 + a9*x”9 + a8*x"8 + aT7*x"7 + ab*x"6 + ab*x"5 + ad*x"4 + a3*x"3 + a2*x"2
+ al*x + a0

[]:

1.3 Symbolische Funktionen
Bis jetzt: Funktionen immer iiber def.

[39]: def f(x):
return x*sin(x)
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[40]: diff(f, x) # wir haben keinen symbolischen Ausdruck fur f!

TypeError Traceback (most recent call last)
Cell In [40], line 1
----> 1 diff(f, %) # wir haben keinen symbolischen Ausdruck fur f!

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/calculus/functional.py:169, iny
o (f, *args, **kwds)
167 if not isinstance(f, Expression):
168 from sage.symbolic.ring import SR
-=> 169 f = SR(f)
170 return f.derivative(*args, **kwds)

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/structure/parent.pyx:901, in

o O
899 if mor is not None:
900 if no_extra_args:
--> 901 return mor._call_(x)
902 else:
903 return mor._call_with_args(x, args, kwds)

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/structure/coerce_maps.pyx:163, in

o O
161 print (type(C), C)
162 print (type(C._element_constructor), C._element_constructor)
--> 163 raise
164

165 cpdef Element _call_with_args(self, x, args=(), kwds={}):

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/structure/coerce_maps.pyx:158, in
= O
156 cdef Parent C = self._codomain
157 try:
--> 158 return C._element_constructor (x)
159 except Exception:
160 if print_warnings:

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/symbolic/ring.pyx:376, in

< O
374 TypeError: Malformed expression: + * !!! 1
375 nnn
--> 376 return new_Expression(self, x)
377

378 def _force_pyobject(self, x, bint force=False, bint recursive=True):

11



File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/symbolic/expression.pyx:13829, in

< O
13827 raise TypeError(f"unable to convert {x!r} to a symbolic
~expression")
13828 else:

> 13829 raise TypeError(f"unable to convert {x!r} to a symbolic expression"
13830

13831 return new_Expression_from_GEx(parent, exp)

TypeError: unable to convert <function f at 0x7fd00e7dadcO0> to a symbolic
—expression

[ 1: diff(f(x), x) # nur "f" ist Python-Funktion, mit Einsetzung von z erhalten wim,
~etnen diff'baren symbolischen Ausdruck.

[41]: | # Wenn das wieder eine (einsetzbare) Funktion werden soll, muss man etwas,
—aufpassen; die offensichtliche Variante ...
def f_diff(x):
return diff(f(x), x)

[42]: |f_diff(42) # ... ist falsch.
# es wird erst eingesetzt, dann abgeleitet:
# diff(f(z), =) -> diff(Ff(42), 42) -> f(42) wird 42-mal abgeleitet... -> 0.
[42]: 0
[43]: def f diff fixed(x):
u = SR.var('u') # Weg uber eine Hilfsvariable ist nétig.

return diff(£(u), w) (u=x) # ... und am ende muss fir u wieder = eingesetzty
wwerden.

f_diff_fixed(42)
[43]: 42%cos(42) + sin(42)

Wir erstellen eine “echte” symbolische Funktion:

[44]: f(x) = x*xsin(x) # keine gultige Zuweisung in Python, in Sage schon* (* ...,
wnicht wirklich, aber es schaut so aus.)

[45]: |preparse('f(x) = x*sin(x)') # (das ist, was eigentlich passiert.)

[45]: '__tmp__=var("x"); f = symbolic_expression(x*sin(x)).function(x)"'
[46]: £
[46]: x |--> x*sin(x)

12



[471: diff(f, x)

[47]: x |--> x*cos(x) + sin(x)
[48]: £(42)

[48]: 42sin(42)

Achtung: die bei der Erstellung von f(x) gewéhlte Variable ist weiter an die Funktion gebunden!

[49]: parent(f) # Ring von aufrufbaren Funktionen **im Argument x**
[49] : Callable function ring with argument x

[50]: var('y")

[50]: ¥y

[61]: diff(f, y) # Funktion hdngt nicht von y ab, ist bzgl. y also konstant.,
<Ablettung also O.

[51]: x |--> 0

[62]: plot(f, -pi, pi)

[52]:

1.5+

1.0 7

0.5 1
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[53]: g(x) = cos(x)

Addition von verschiedenen symbolischen Funktionen ist mdoglich.

[54]: £ + g
[64]: x |--> x*sin(x) + cos(x)

Das Ergebnis der Summe ist aber evtl. iiberraschend, wenn die Funktionen an verschiedene Vari-
ablen gebunden sind.

[55]: h(y) = tan(y)

[66]: f + h # Argumente werden beim Summieren nicht "vereinheitlicht”.
[66]: (x, y) |--> x*sin(x) + tan(y)

[67]: parent(f + h)

[67]: Callable function ring with arguments (x, y)

Wir erhalten eine Funktion in mehreren Variablen!
Solche konnen wir aber auch direkt definieren:

[568]: h(x, y) = x72 + y~2

[59]: h

[69]: (x, y) |-->x72 + y™2

[60]: plot3d(h, (x, -1, 1), (y, -1, 1))

[60]: Graphics3d Object

1.4 “Stiitzen” fiir symbolische Rechnungen: assume und forget

[61]: var('x n')
[61]: (x, n)

[62] :  integrate(x"n, x) # Sage (und hier konkret das Untersystem Mazima) kann das
<nicht einfach so beantworten ...

RuntimeError Traceback (most recent call last)
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File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/interfaces/maxima_lib.py:806, in
o (self, *args)
805 try:
--> 806 return,,
~max_to_sr(maxima_eval (([max_integrate], [sr_to_max(SR(a)) for a in args])))
807 except RuntimeError as error:

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/libs/ecl.pyx:830, in
= O
829 lispargs = EclObject(list(args))
-=> 830 return ecl_wrap(ecl_safe_apply(self.obj, (<EclObject>lispargs).obj))
831

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/libs/ecl.pyx:353, in
o O
352 else:
--> 353 raise RuntimeError("ECL says: {}".format(message))
354 else:

RuntimeError: ECL says: Maxima asks: Is _SAGE_VAR_n equal to -17

During handling of the above exception, another exception occurred:
ValueError Traceback (most recent call last)
Cell In [62], line 1

----> 1 integrate(x*#n, x) # Sage (und hier konkret das Untersystem Maxima)
~kann das nicht einfach so beantworten ..

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/misc/functional.py:773, in (x,u
sxargs, *xkwds)
648 """
649 Return an indefinite or definite integral of an object ~"x°°
650
()
770
771 "
772 if hasattr(x, 'integral'):
-=> 773 return x.integral (*args, *+*kwds)
774 else:
775 from sage.symbolic.ring import SR

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/symbolic/expression.pyx:13283, in

13281 R = SR

13282 return R(integral(f, v, a, b, **kwds))
> 13283 return integral(self, *args, **kwds)

13284

13285 integrate = integral
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File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/symbolic/integration/integral.py:1064, in

< (expression, v, a, b, algorithm, hold)
1062 return integrator(expression, v, a, b)
1063 if a is Nomne:
-> 1064 return indefinite_integral (expression, v, hold=hold)
1065 else:
1066 return definite_integral (expression, v, a, b, hold=hold)

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/symbolic/function.pyx:1033, in

o O
1031 res = self._evalf_try_(xargs)
1032 if res is None:
-> 1033 res = super().__call__(
1034 *args, coerce=coerce, hold=hold)
1035

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/symbolic/function.pyx:547, in

o O
545 raise TypeError("arguments must be symbolic expressions")
546
—-=> 547 return call_registered_function(self._serial, self._nargs, args, hold,
548 not symbolic_input, SR)
549

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/symbolic/pynac_function_impl.pxi:1, in,

< O
--—=> 1 cpdef call_registered_function(unsigned serial,
2 int nargs,

3 list args,

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/symbolic/pynac_function_impl.pxi:52, in

= O
50 (<Expression>args[0])._gobj, hold)
51 elif nargs ==
-—=> 52 res = g_function_eval2(serial, (<Expression>args[0])._gobj,
53 (<Expression>args[1])._gobj, hold)

54 elif nargs == 3:

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/symbolic/integration/integral.py:129, in
N (self, f, x)
127 for integrator in self.integrators:

128 try:

--> 129 A = integrator(f, x)
130 except (NotImplementedError, TypeError,
131 AttributeError, RuntimeError):
132 pass
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File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/symbolic/integration/external.py:44, in,
o (expression, v, a, b)
42 expression = SR(expression)
43 if a is Nomne:
-———> 44 result = maxima.sr_integral (expression, v)
45 else:
46 result = maxima.sr_integral (expression, v, a, b)

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/interfaces/maxima_lib.py:814, in

o (self, *args)
812 raise ValueError("Integral is divergent.")
813 elif "Is" in s: # Maxima asked for a condition
--> 814 self. _missing_assumption(s)
815 else:
816 raise

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/interfaces/maxima_lib.py:1055, in,
N (self, errstr)

1052 outstr = "Computation failed since Maxima requested additional,
wconstraints; using the 'assume' command before evaluation *may* help (example ,
~of legal syntax is 'assume("\

1053 + errstr[jj+1:k] +">0)', see “assume?  for more details)\n" + errs r

1054 outstr = outstr.replace('_SAGE_VAR_','')

-> 1055 raise ValueError(outstr)

ValueError: Computation failed since Maxima requested additional constraints;
susing the 'assume' command before evaluation *may* help (example of legal,,
~syntax is 'assume(n>0)', see “assume?” for more details)

Is n equal to -17

... weil je nach Wert von n entweder %, oder fiir n = —1 die Funktion log(z) richtig wére.

Anstatt ein (moglicherweise falsches) Ergebnis zuriickzuliefern ( WolframAlpha und Konsorten),
mochte Maxima wissen, ob wir etwas {iber n sagen konnen (insb.: ist n = —17).

Wir kénnen entsprechende Annahmen in Sage treffen.

[ ]: assume(n != -1)

[ 1: Jdisplay typeset

[ 1: integrate(x™n, x)

[ J:|forget() # alle bisherigen Annahmen wieder vergessen
[ ]:|assumptions() # zeige alle aktuellen Annahmen

[63]: assume(n == -1)
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https://www.wolframalpha.com/input?i=integrate+x%5En+dx

[64]:

[64] :

[65]:

[65]:

[66]:

[66]:

[67]:

[68]:

[69]:

[70]:

[70]:

[71]:

integrate(x™n, x)
log(x)
assumptions ()

[n == -1]

sin(n*pi) # Interessanterweise wird die Gleichheit zu einer ganzen Zahl hiem
»nicht ausgenutzt, das Ergebnis kénnte eigentlich O sein.

sin(pi*n)

Nicht nur Gleichheit und Ungleichheit kdnnen angenommen werden, sondern auch Ungleichungen
und Zugehorigkeit zu gewissen Zahlenmengen. Verfligbare “assumption features”:

print (maxima('features'))

[integer, noninteger, even, odd, rational, irrational, real, imaginary,
complex, analytic, increasing, decreasing, oddfun, evenfun, posfun, constant,
commutative, lassociative, rassociative, symmetric, antisymmetric,
integervalued]

forget )

assume(n, 'integer') # Sei n eine ganze Zahl
sin(n*pi) # ... dann ist sin(n*pi) = 0.

0

assume(n, 'noninteger') # Widersprichliche Annahmen kiénnen nicht getroffen,
—werden. Wenn der Widerspruch erkannt wird ...

RuntimeError Traceback (most recent call last)
File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/symbolic/assumptions.py:273, in,
o (self)
272 try:
-—> 273 U
—maxima.eval("declare(’s, %s)" 7 (self._var. maxima_init_(), self._assumption)
274 except RuntimeError as mess:

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/interfaces/maxima_lib.py:470, in

N (self, line, locals, reformat, **kwds)
469 if statement:
--> 470 result = ((result + '\n') if result else '') +,

omax_to_string(maxima_eval ("#$%s$"/statement) )
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471 else:

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/libs/ecl.pyx:830, in
< O
829 lispargs = EclObject(list(args))
-=> 830 return ecl_wrap(ecl_safe_apply(self.obj, (<Ecl0bject>lispargs).obj))
831

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/libs/ecl.pyx:353, in

< O
352 else:
--> 353 raise RuntimeError("ECL says: {}".format(message))
354 else:

RuntimeError: ECL says: declare: inconsistent declaration
~declare(_SAGE_VAR_n,noninteger)

During handling of the above exception, another exception occurred:
ValueError Traceback (most recent call last)
Cell In [71], line 1

----> 1 assume(n, 'noninteger') # Widerspriichliche Annahmen kénnen nicht

ogetroffen werden. Wenn der Widerspruch erkannt wird ..

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/symbolic/assumptions.py:677, in,

o (*args)
675 assume (*x)
676 else:
--> 677 x.assume ()

File /opt/sagemath/sage-10.1/src/sage/symbolic/assumptions.py:277, in,
. (self)
274 except RuntimeError as mess:

275 if 'inconsistent' in str(mess): # note Maxima doesn't tell you if,
~declarations are redundant
276 # Inconsistency with one of the active contexts.
-=> 277 raise ValueError("Assumption is inconsistent")
278 else:
279 raise

ValueError: Assumption is inconsistent

[72]: forget()

[73]: assume(n, 'noninteger')
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[74]: sin(n*pi)
[74]: sin(pi*n)

(Bereichs-)annahmen sind beim Lésen von Gleichungen gelegentlich niitzlich:

[75]: solve(x™3 - 8 == 0, x)

[75]: [x == I*sqrt(3) - 1, x == -I*sqrt(3) - 1, x == 2]
[76]: assume(x, 'real')

[77]: solve(x™3 - 8 == 0, x)

[77]1: [x == 2]

[78]: forget()

Vorsicht: Komplexe Zahlen in Sage sind (aus technischer Notwendigkeit heraus) vergleichbar.

[79]1: 1 + I >0
[79]: True
[80]: 1 - I>0
[80]: True
[81]: -1 + I >0
[81]: False
[82]: -1 - I >0
[82]: False
[83]: assume(x > 0)
Fiir Sage wéiren die komplexen Zahlen zwar (lexikographisch nach Real- und Imaginérteil) vergleich-

bar, Maxima sieht in der Bedingung x > 0 aber keine Bereichseinschrankung, will die Ungleichung
offenbar aber trotzdem nicht auf die gefundenen komplexen Lésungen anwenden...

[84]: solve(x™3 - 8 == 0, x) # es wird nicht "konsistent"” lexikographisch gefiltert .

e e

[84]: [x == I*sqrt(3) - 1, x == -I*sqrt(3) - 1, x == 2]
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[85]:

[85]:

[86]:

[86]:

[87]:

[87]:

[88]:

[88]:

[89]:

[89]:

[90]:

[90]:

[95]:

[96]:

[96]:

# ... man koénnte aber noch "nachfiltern”. "sol.rhs()" ist die rechte seite,
—etner symbolischen relation.
[sol for sol in solve(x™3 - 8 == 0, x) if sol.rhs() > 0]

[x == 2]

1.5 Grenzwerte

... bitte immer mit Vorsicht genieflen und wann immer moglich noch durch Denken oder alternative
Rechnungen iiberpriifen!

var('n')
n

limit( (1 + 1/n) "n, n=o00)

limit(1/x, x=0) # "komplezes oo", wgl. https://en.wikipedia.org/wiki/
<Riemann_sphere

Infinity

Richtung kann {iber dir-Argument angegeben werden.

limit(1/x, x=0, dir='+') # rechtsseitiger Grenzwert, (reelles) +oo
+Infinity
limit(1/x, x=0, dir='-') # linksseitiger Grenzwert, (reelles) -oo
-Infinity

Grenzwerte in Ausdriicken bei denen Teile (mit Hilfe) wegen Identitéaten vereinfacht werden kénnen
sind oft problematisch. Ein Beispiel:

%display typeset

var('w')

expr = w / (sqrt(l + w)*sin(x) "2 + sqrt(l - w)*cos(x)"2 - 1)
expr

w
V—w + 1cos (:U)2 +vVw+ 1sin (:U)2 —1

Beachte: fiir w = 0 entsteht im Zéhler 0, im Nenner cos(z)%+sin(z)%—1 (was dank trigonometrischer
Identitét gleich 0 ist, Sage aber ohne Hilfe nicht “sieht”). Sage gibt daher als Grenzwert den
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Ausdruck W = 0 zurtick, was falsch ist.

[97]: expr.limit(w=0)

[97]: 0

mit ein bisschen Hilfe (hier konkret in Form der trig_reduce-Methode zur Verein-
fachung/Umschreibung von trigonometrischen Ausdriicken) geht es aber doch:

[98]: expr.trig_reduce()

[98]: 2w

CVw+ Lcos(2z) —vV—w+ Lcos(22) —vw +1—v—w+1+2

[99]: expr.trig_reduce().limit (w=0)

[99] : 2
cos (21)

[1]:

[1]:
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