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Vorwort

Multifunktionale Programmsysteme vereinigen — mit unterschiedlichen Schwer-
punkten - die Funktionalitit von Numerik-, Symbolik- und Grafik-Systemen
in iibergeordneten Softwareprodukten mit einheitlicher Benutzerschnittstelle. Sie
ermoglichen die komfortable interaktive Bearbeitung rasch wechselnder Aufgaben
am PC oder auf einer Workstation.

MATLAB ist unter den multifunktionalen Programmsystemen der prominen-
teste Vertreter der numerisch orientierten Produkte. Mit diesem interaktiven Pro-
gramm kann man Gleichungen sehr einfach definieren und auswerten, Daten und
selbstdefinierte Funktionen speichern und wiederverwenden sowie Berechnungs-
ergebnisse grafisch darstellen. Im Zentrum von MATLAB steht die interaktive
numerische Lineare Algebra und Matrizenrechnung: MATrix LABoratory.

MATLAB umfasst neben Methoden der Matrizenrechnung noch viele ande-
re numerische Verfahren, z.B. zur Nullstellenbestimmung von Polynomen, fiir
die FFT (Fast-Fourier-Transform) und fiir die numerische Losung von gewshnli-
chen und partiellen Differentialgleichungen. Umfangreiche Grafik-Funktionalitit
ermoglicht das Erstellen von zwei- und dreidimensionalen technischen Grafiken
am Farbbildschirm oder Drucker.

MATLAB verfiigt iiber einen Interpreter und ldsst sich programmieren. Auf
diese Weise kann man die Funktionalitit des Systems noch erweitern. Aus MAT-
LAB konnen auch Fortran- und C-Programme aufgerufen werden, wodurch man
die Bearbeitung rechenintensiver Aufgaben beschleunigen und bestehende Soft-
ware einbinden kann.

Eine Reihe von Zusatzmodulen, sogenannte Toolbozen, sind fiir verschiedene
Anwendungsgebiete und spezielle Aufgabenstellungen erhiltlich: Signalverarbei-
tung, Splines, Chemometrie, Optimierung, Neuronale Netze, Regelungssysteme,
Statistik, Bildverarbeitung etc. Eine spezielle Erweiterungsméglichkeit von MAT-
LAB geht in Richtung Symbolik: Mit der Symbolic Math Toolboz, die auf dem
MAPLE-Kern aufbaut, wird der Bereich der Computer-Algebra abgedeckt.



vi Vorwort

Programmbeispiele

Umfangreichere MATLAB-Programmbeispiele, die die Verwendung von MATLAB
zur Losung von Aufgaben aus dem Bereich der Numerischen Mathematik ver-
anschaulichen, konnten aus Platzgriinden nicht vollstindig in diesem Buch ab-
gedruckt werden. Diese Beispiele sind durch den Zusatz CODE gekennzeichnet
und konnen in maschinenlesbarer Form von

http://www.math.tuwien.ac.at/matlab

bezogen werden. Eine Beschreibung, wie aus MATLAB auf diese Beispiele zuge-
griffen werden kann, findet sich ebenfalls auf obengenannter Web-Site. Dort gibt
es auch eine Reihe von Ubungsaufgaben.

Danksagung

Dank moéchten wir an dieser Stelle jenen aussprechen, die zur Entstehung dieses
Buches beigetragen haben. Manuel Grohs danken wir fiir die sorgfaltige sprach-
liche Uberarbeitung des Textes. Bei Richard Warnung bedanken wir uns fiir die
Bearbeitung der Programmieraufgaben und bei Michael Ibi fiir die &ufierst kom-
petente Mitarbeit bei der Umsetzung des Manuskripts in IXTEX.

Winfried Auzinger vom Institut fiir Analysis und Scientific Computing der TU
Wien hat grofle Teile des Manuskripts gelesen und dessen Gestalt durch Kritik
und Verbesserungsvorschlige beeinflusst.

Viele Studenten der TU Wien haben durch Anregungen und Korrekturen
dabei geholfen, aus einem Lehrbehelf ein Buchmanuskript zu schaffen. Thnen allen
mochten wir fiir ihre Hilfe und Unterstiitzung danken.

Das Entstehen dieses Buches wurde nicht zuletzt durch die Unterstiitzung des
osterreichischen Fonds zur Férderung der wissenschaftlichen Forschung (FWF)
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Kapitel 1
MATLAB

Die erste Version von MATLAB wurde Ende 1970 an den Universititen von New
Mexico und Stanford entwickelt. MATLAB war als Lehrmittel fiir den Unterricht
in Fiachern wie Lineare Algebra oder Numerische Mathematik vorgesehen. Es
sollte den Studenten die einfache Verwendung der numerischen Programmpakete
LiNPACK und EiSPACK (den Vorlaufern von LAPACK) erméglichen.

MATLAB wurde im Laufe der Jahre, beruhend auf dem Feedback vieler Anwen-
der, stindig erweitert und an die Anforderungen der Angewandten Mathematik
und des Wissenschaftlichen Rechnens (scientific computing) angepasst. MATLAB
wird wegen seiner leichten Erlernbarkeit und vielseitigen Verwendbarkeit nicht
nur im akademischen Bereich, sondern auch kommerziell eingesetzt.

Diese Entwicklungen haben dazu gefiihrt, dass MATLAB zu einem universellen

Mathematik-Softwaresystem erweitert wurde. MATLAB bietet eine interaktive Ar-
beitsumgebung, in der einzelne Befehle direkt ausgefiihrt werden kénnen, wie auch
einen Interpreter, der Quellcode-Dateien der MATLAB-Programmiersprache abar-
beiten kann. Dadurch eignet sich MATLAB auch zur Erstellung gré8erer Program-
me. Es gibt auch einen Cross-Compiler, der MATLAB-Programme in C-Quellcode
iibersetzen kann und auf diese Weise hohe Laufzeit-Effizienz erméglicht.
- MATLAB ist mittels sogenannter , Toolboxen“ auf verschiedene Anwendungs-
gebiete erweiterbar.! Es existieren beispielsweise Toolboxen fiir symbolische Ma-
thematik, Simulation, Signalverarbeitung, Regelungstechnik, Fuzzy Logic, Neu-
ronale Netze und eine Reihe anderer Gebiete.

Es gibt auch einige Konkurrenzprodukte, wie z. B. O-MATR1X? oder das GNU-
Programm OCTAVE ?, die (eingeschrénkt) zu MATLAB kompatibel sind und MAT-
LAB-Programme ausfithren kénnen.

Isiehe http://www.mathworks.com/products
Zsiehe http://www.omatrix.com
3siehe http://www.octave.org
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1.1 Problem Solving Environments

Unter einem problem solving environment (PSE) versteht man, grob gesagt, ein
Software-System, das — iiber eine spezielle Benutzeroberfliche — Problemlésun-
gen in einer bestimmten Problemklasse besonders unterstiitzt. PSEs werden
als Losungshilfsmittel fiir schwierige Probleme eingesetzt, die keinen Routine-
Charakter besitzen. Diese Eigenschaft unterscheidet ein PSE von anderer An-
wendungssoftware.

Als Benutzer eines PSEs wird stets ein Mensch angenommen, d. h., nicht ein
anderes Programm oder ein anderer Computer. Benutzerkomfort und hoher Ge-
brauchswert der Ausgabe (vorzugsweise in grafischer Form) spielen daher eine
wesentliche Rolle beim Design eines PSEs. Effiziente Ausnutzung der Hardware-
Ressourcen ist ein wichtiger Gesichtspunkt, wird aber i. Allg. der Minimierung
des menschlichen Aufwands (seitens des PSE-Benutzers) untergeordnet.

Im Idealfall erledigt ein PSE in effizienter Weise die Routine-Anteile an der
Probleml6sung ohne Eingriffe des Benutzers. Es trifft die Auswahl algorithmischer
Losungs-Alternativen und legt problemabhingige Algorithmus-Parameter fest.

Sobald das Problem in hinreichender Genauigkeit spezifiziert ist, entscheidet
das PSE, welches Teilsystem oder welche Unterprogramme zur Lésung heranzu-
ziehen sind. Der Auswahlmechanismus kann von einfachen Entscheidungsbidumen
bis zu Expertensystemen reichen, deren Wissensbasis sich auf die Kenntnisse von
Fachleuten des Problembereichs stiitzt.

Wenn die internen Losungsmechanismen Resultate geliefert haben, muss das
PSE diese in eine Form bringen, die fiir den Benutzer eine sinnvolle Interpretation
und Weiterverwendung gestattet. Die Visualisierung numerischer Losungen ist
dabei unerlésslich.

Wie in den meisten Software-Systemen ist es auch in PSEs iiblich auf Wunsch
des Benutzers Hilfestellungen (durch Help-Funktionen) zu geben. Es handelt sich
dabei meist um lokale (kontextabhingige) Help-Systeme.

1.2 MATLAB

Mit der Entwicklung von MATLAB wurde ein entscheidender Schritt in Richtung
eines allgemein verwendbaren mathematisch orientierten PSEs gemacht.

Benutzeroberfliche

Nach dem Start von MATLAB, der entweder iiber die grafische Oberfliche oder
durch Eingabe des Befehls matlab im Kommando-Interpreter des Betriebssy-
stems geschieht, meldet sich MATLAB mit der in Abb. 1.1 dargestellten eigenen
Benutzeroberfliche.
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L text Baispial 5.2 char -0.6599 + 1.20301 0.1498 + 0.33651
-0.3052 + 0.57051 -0.0099 + 0.23961
1.3278 + 0.00001 -0.2462 + 0.35421
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1 Columns 9 through 10
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|kreis = (1.0 [0.6 1.2] 'roc') 0.5687 + 0.20804 0.6340 - 0.18011
E—,--,- =0.1755 - 0.1117i 0.0146 - 0.42061
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-0.0603 + 0.27441 0.0917 - 0.02714
0.0112 + 0.13674 0.3750 - 0.09324
b= [147; 342 0.3711 + 0,28991 -0.2362 + 0.32561
t-c=single(12) o 0. 4158
—texc="Beispiel 5.2°
“~krei= = (1.0 [0.6 1.2] ‘rot') >
Lsoe 30 ne 04 n2e27 s Eij= I
o Start # e

Abbildung 1.1: Benutzeroberfliche von MATLAB.

Die Benutzeroberfliche besteht aus einer Menii- und einer Symbolleiste, ei-
nem Fenster mit den Registern ,Current Directory“ und , Workspace“, einem
Kommandofenster (,,Command Window“) und der ,,Command History“. Der
Startknopf links unten erméglicht den Zugang zu allen (am verwendeten Com-
puter installierten) MATLAB-Produkten. Klickt man auf einen Produkteintrag,
so erhdlt man eine Liste der verfiigharen Online-Dokumentationen sowie der
Demonstrations- und Hilfsprogramme zu dem ausgewihlten Produkt.

Der ,,Workspace“-Browser ermdglicht im Fenster ,, Workspace“ das Anzeigen
und Verindern von Variablen. Alternativ dazu kann im Fenster ,Current Direc-
tory® der Inhalt des aktuellen Verzeichnisses angezeigt werden.

Das Kommandofenster dient der interaktiven Eingabe von MATLAB-Befehlen.
Positioniert man den Cursor nach dem ,Prompt“ >, so konnen direkt Anfra-
gen an MATLAB gestellt werden; die weiteren Kapitel dieses Buches werden sich
hauptséchlich mit der Formulierung solcher Anfragen beschéftigen.

Die ,,Command-History“ enthélt eine Liste aller bisher ausgefiihrten Befehle;
falls ein Befehl noch einmal ausgefiihrt werden soll, geniigt ein ,,Doppelklick auf
den entsprechenden Befehl.
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Integrierte Entwicklungsumgebung

Sollen komplexere Probleme in MATLAB behandelt werden, so wird die interaktive
Eingabe von MATLAB-Befehlen im Kommandofenster umstidndlich. Hier bietet
sich die Verwendung von MATLAB-Funktionen und -Skripts an, die in Kapitel
7 ndher vorgestellt werden. Die Benutzeroberfliche von MATLAB enthélt einen
Texteditor, mit dem man solche Funktionen und -Skripts komfortabel erstellen
kann. Dazu klickt man auf das erste Symbol der Symbolleiste (wenn eine neue
Datei erstellt werden soll) oder auf das zweite Symbol (fiir Anderungen einer
bereits bestehenden Datei).

MATLAB-Beispiel 1.1

Die Eingabe von edit ode45 am > edit ode4b
Prompt » o6ffnet die Datei im
Texteditor (siehe Abb. 1.2).

ODE45 im an iwplemencation of the explicit Runge-Futta (4,5) pair of
Darmand and Prince called variously RES(4)7FE, DOPRIS, DP(4,5) and DP54.
It uses a "free” intecpolent of order 4 communicated privacely by
Dormand and Prince. Local extrapolmtion is done,

4 becail= are to be found in The HATLAR ODE Suits, L. F. Shempine and
% K. ¥. Peichelc, SIAN Journml on Scientific Computing, 18-1, 1397.

% Hark W. Reichelt and Lawrence F. Shampine, 6-14-94
i Copyright 1984-2004 The MathWorks, Inc.
] §Revision: 5.74.4.4 § $Dace: 2004/04/16 22:05:30 §

i @ & .

solver name = 'oded5';

¥ Check Llnputs
if nargin < 4
options = []:
if nargin < 3
¥O = [1:
if nargin < 2
tapan = []:
if nargin < 1
error (' MATLAB:ode4S:NotEnoughInputs', ...
'Not enough input arguments. See ODE45.'}y

end
end
end
end

HEE RN N

Abbildung 1.2: Datei ode45 im Texteditor der MATLAB-Entwicklungsumgebung. Der Text-
editor bietet Syntaz-Highlighting und enth&lt einen Debugger fiir MATLAB-Programme.
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Hilfefunktionen

Aus der MATLAB-Kommandozeile ist es iiber den Befehl help moglich, zu allen
MaTLAB-Befehlen detaillierte Informationen abzufragen. Zudem ist die gesamte
MATLAB-Dokumentation digital verfiigbar.

Auf die Online-Hilfe kann entweder iiber den MATLAB-Startknopf oder aber
durch Eingabe des MATLAB-Befehls helpdesk zugegriffen werden. MATLAB startet
daraufhin den ,Help-Desk® (sieche Abb. 1.3). Dieser ist auch online verfiigbar:

http://www.mathworks.com/access/helpdesk/help/techdoc/matlab.html

[ Rotnss Nitse Line Plots of Matrix Data
- Installation
3". MATLAE

‘When you call the ploc function with a single matrix argument

plot(Y)

-@ Getting Started
-4 Examples . ) " ) )
-8 Deskiop Tools and Developme MATLAB draws one line for each column of the matrix. The sx-axis is labeled with the row index vector

Mathematics i 1:m, where m is the number of rows in ¥. For example,

& Programming T = pesks:
E—Q Graphics

| B-MATLAE Plotting Tools Bl retums s 45-by-49 matrix obtained by evaluating a function of two variables. Plotting this matrix
i #-Data Exploration Tools 1ot(2)
ﬂ | B-Annatating Graphs E v
i E-Basic Plotting Commands produces a graph with 49 lines.

f-Basic Plolting Comman
m The graph shows each column plotted as one line. The axes ColorOrder property determines the color
—Platting Imaginary and Cnl& of each line as MATLAB cycles through the list of colors,

@-Plotting with Two Y-Axes
i#-Setting Axis Parameters
@-Figure Windows
#-Creating Specialized Plots g
#-Displaying Bit-Mapped imagsis
@-Printing and Exporting
@-Handle Graphics Objects B
&-Figure Properties

&-Axes Properties ]
'—Examples "
M 3D Visualization

£-I@) Creating Graphical User Inte

-
=

[
'E
l"
£
’.
¥
":.
:
3

Abbildung 1.3: Online-Hilfe von MATLAB.

Unterprogramme, Module

MATLAB hat einen streng modularen Charakter. Durch die Entwicklung eigener
MaATLAB-Funktionen ist es moglich, die Basisfunktionalitdit von MATLAB ent-
scheidend zu erweitern.

Die Méoglichkeit zur Verwendung von optionalen Parametern und Riickgabe-
werten erhoht den Bedienungskomfort. Weiters ist die Definition von , privaten“
Unterprogrammen moglich, die nur von einem bestimmten Unterprogramm auf-
gerufen werden kénnen.
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MATLAB unterstiitzt eine Vielzahl verschiedener Konstrukte imperativer Pro-
grammiersprachen (wie etwa Schleifen, Abfragen), mit denen der Programmfluss
abhingig vom aktuellen Wert einer Variablen steuerbar ist.

Datenobjekte

MATLAB bietet eine Vielzahl vordefinierter maschinenabhéngiger und maschinen-
unabhingiger Datentypen (siehe Kapitel 4). Auf Grund des objektorientierten
MATLAB-Datenkonzepts konnen neu definierte Datentypen die Basisfunktiona-
litat bestehender Datentypen durch Vererbung iibernehmen.

Visualisierung von Daten

MATLAB stellt eine Vielzahl an Visualisierungsfunktionen zur Verfiigung. Grafi-
ken kénnen auch interaktiv verindert werden, um sie z.B. mit einem Titel oder
Annotationen zu versehen (siche Abschnitt 9.4).

1.3 Toolboxen

MATLAB-Toolboxen sind Sammlungen vordefinierter Unterprogramme, mit de-
nen die Funktionalitit von MATLAB betrichtlich erweitert werden kann. Es gibt
zahlreiche nicht-kommerzielle Toolboxen, die iiber das Internet frei verfiigbar sind.
Daneben sind von MathWorks u. a. die folgenden Toolboxen erhéltlich:*

o Symbolic Math Toolboz erweitert MATLAB um einen MAPLE-Kern, der die
symbolische Losung mathematischer Probleme erméglicht,

e Optimization Toolbox dient der linearen und nichtlinearen Optimierung,

o Genetic Algorithm and Direct Search Toolbox dient der Optimierung in je-
nen Fillen, in denen die Voraussetzungen ,klassischer Optimierungsalgo-
rithmen“ nicht erfiillt sind,

o Curve Fitting Toolbox erméglicht die Approximation und Interpolation nu-
merischer Werte (Datenpunkte) durch Funktionen,

o Spline Toolboz ist ein Hilfsmittel zur Interpolation und Approximation nu-
merischer Werte (Datenpunkte) mittels Spline-Funktionen,

e Partial Differential Equation Toolboz ist ein Hilfsmittel fiir die numerische
Losung partieller Differentialgleichungen,

4siehe http://vwww.mathworks.com/products
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o Statistics Toolboz dient statistischen Daten-Analysen,
e Control System Toolboz gestattet die Modellierung von Regelungssystemen,

e Signal Processing Toolbor enthélt Algorithmen und Methoden der digitalen
Signalverarbeitung,

o Wavelet Toolboz ist fiir die Signalverarbeitung mittels Wavelets gedacht,
e Financial Toolbor erméglicht finanzmathematische Analysen,

e Image Processing Toolboz ist fiir die digitale Bildverarbeitung vorgesehen,
e Neural Networks Toolboz unterstiitzt die Entwicklung neuronaler Netze,

e Data Acquisition Toolboz erlaubt die Steuerung angeschlossener Hardware
aus MATLAB heraus.

In diesem Buch wird auf die Besprechung der Toolboxen aus Platzgriinden ver-
zichtet. Die vollstindige Dokumentation ist iiber die MathWorks-Homepage

http://www.mathworks.com/products

frei verfiigbar (inkl. Handbiicher im pdf-Format).

Aufbauend auf MATLAB erlaubt ein weiteres Produkt der Firma MathWorks,
SIMULINK, die interaktive Modellierung, Simulation und Analyse von dynami-
schen Systemen. SIMULINK kann etwa zur Simulation von digitalen Signalprozes-
soren, Kommunikationssystemen und Regelungssystemen eingesetzt werden und
gestattet den Aufbau grafischer Blockdiagramme, um Design und Test derartiger
Systeme zu vereinfachen.

1.4 Studentenversion

Es gibt eine Studentenversion von MATLAB und SIMULINK (derzeit zum Preis von
70 US$). Neben den Vollversionen beider Produkte enthilt die Studentenversion
auch die Symbolic Math Toolboz. Nihere Informationen finden sich unter

http://www.mathworks.com/academia.



Kapitel 2
MATLAB als interaktives System

MATLAB kann wie ein ,, Taschenrechner” verwendet werden. Gibt man neben dem
Prompt » im Kommandofenster mathematische Ausdriicke ein, so werden diese
von MATLAB nach dem Driicken der ENTER-Taste ausgewertet.

2.1 Arithmetische Operationen und Variable

Bei der Auswertung arithmetischer Ausdriicke werden die iiblichen Prioritats-
regeln (siehe Tabelle 5.1 auf Seite 72) angewendet. Werden Operatoren gleicher
Prioritdt miteinander verkettet, wird von links nach rechts ausgewertet.

Dieser Befehl bewirkt eine Aus-
gabe ohne Leerzeilen.

MATLAB wertet arithmetische
Ausdriicke aus.

Operatoren kénnen auch verket-
tet werden.

Ein MATLAB-Ausdruck kann
iiber mehrere Zeilen gehen; in
diesem Fall verwendet man die

[

Notation ,,.. . “.

MATLAB wertet Ausdriicke un-
ter Beriicksichtigung der iibli-
chen Prioritédtsregeln aus.

MATLAB-Beispiel 2.1

> format compact

> 355/113
ans =
3.1416
»> 1.41 + (2/1.41 - 1.41)/2
ans =
1.4142
> 1.41 + (2/1.41 - ...
1.41)/2
ans =
1.4142
» 36/6/2 - 36 - 6 - 2
ans =
-41

8
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Dieser Ausdruck wird von links > 27374
nach rechts ausgewertet: (23)%. ans =
4096

Neben den arithmetischen Operatoren +, -, * und / kennt MATLAB auch eine
Vielzahl an Standardfunktionen wie sin, cos, asin etc. Eine Liste der wichtigsten
vordefinierten Funktionen ist in Kapitel 12 (ab Seite 282) enthalten. Zu beachten
ist, dass die Operanden fiir trigonometrische Funktionen immer im Bogenmaf
angegeben werden miissen.

Zu jedem MATLAB-Befehl kann mittels help Hilfe angefordert werden; z. B.
liefert help cos Informationen iiber die MATLAB-Funktion cos. Mittels helpdesk
kann auf die MATLAB-Dokumentation zugegriffen werden.

MATLAB-Beispiel 2.2

Zu jedem MATLAB-Befehl kann > help cos
durch help befehl Hilfe (auf Eng-

lisch) angefordert werden.

Der Kosinus von 7/2 (= 90°) ist > cos(pi/2)
0. Der numerische Wert von #  ans =

kann iiber die vordefinierte Va- 6.1232e-017
riable pi erhalten werden.

Zugriff auf die MATLAB-Doku-  » helpdesk
mentation.

Berechnungsergebnisse konnen Variablen zugewiesen werden, damit diese in
spéateren Berechnungen weiterverwendet werden konnen (siehe Kapitel 5). Va-
riable miissen vor ihrer Verwendung nicht explizit deklariert werden !
Variablennamen kénnen aus (maximal 31) Gro8- und Kleinbuchstaben sowie
aus Zahlen und Unterstrichen bestehen, wobei der Name mit einem Buchstaben
beginnen muss. Die deutschen Sonderzeichen (&, 6, ii, 8 etc.) sind hierbei nicht
zugelassen. MATLAB unterscheidet zwischen Grof- und Kleinschreibung.

MATLAB-Beispiel 2.3

Rechenergebnisse konnen in Va-  » pi_approx = 355/113
riablen gespeichert werden, die  pi_approx =

(vor ihrer Verwendung) nicht 3.1416

deklariert werden miissen.
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Das Ergebnis einer interaktiven
Berechnung, das keiner Varia-
blen zugewiesen wurde, wird in
der Variable ans abgespeichert.

Somit kann das Ergebnis der
letzten interaktiven Berechnung
weiterverwendet werden.

ACHTUNG: Die vordefinierte Va-
riable pi kann, sollte aber nie
umdefiniert werden.

Durch clear pi kann die ur-
spriingliche Definition wieder-
hergestellt werden.

> exp(1)
ans =
2.7183

> 193/71 - ans
ans =
2.8031e-005

> pi = 4; cos(pi/2)
ans =

-0.4161
> clear pi; pi

ans =
3.1416

Jede Zuweisung erzeugt ein , Echo“, d.h., MATLAB gibt das Ergebnis der Berech-
nung aus oder stellt die aktuelle Belegung einer Variablen dar. Diese automatische
Ausgabe kann durch einen Strichpunkt (;) nach dem Befehl unterdriickt werden.
In diesem Fall weist MATLAB zwar das Ergebnis der angegebenen Variablen zu,
gibt das Ergebnis aber nicht auf dem Bildschirm aus.

MATLAB-Beispiel 2.4

Jede Zuweisung erzeugt ein > n = 12
»Echo“ ... n=

. sofern sie nicht durch einen > n = 13;
Strichpunkt abgeschlossen ist.

Komplexe Zahlen kénnen unter Verwendung der symbolischen Konstanten 2 und
J eingegeben werden. Alle arithmetischen Operatoren und mathematischen Funk-
tionen wie sin, log etc. konnen auch auf komplexe Argumente angewendet werden.

MATLAB-Beispiel 2.5

Die Wurzel aus —1 ist i. > sqrt(-1)
ans =

0 + 1.0000i
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Die Variable a wird mit der kom-
plexen Zahl 1 + 27 initialisiert.

Alternativ kann auch das Sym-
bol j als imagindre Einheit ver-
wendet werden. In der Ausgabe
wird aber immer das Symbol i
benutzt.

Auf den komplexen Zahlen sind
alle iiblichen Operatoren wie
+, —, %, / etc. definiert.

Real- und Imaginérteil einer
komplexen Zahl erhilt man mit
den Funktionen real und imag.

Argument (im Bogenma8) und
Betrag einer komplexen Zahl
erhilt man durch angle und abs.
Zwei nacheinander auszufiihren-
de Befehle werden durch einen
Beistrich getrennt.

Die konjugiert komplexe Zahl
erhilt man mit conj.

Alle mathematischen Standard-
funktionen wie sin, cos, log etc.
kénnen auch auf komplexe Ar-
gumente angewendet werden.

Nach der Eulerschen Formel gilt
e = —1.

Die Variablen 7 und j haben
als vordefinierten Wert die ima-
ginédre Einheit.

>a=1+2i
ans =

1.0000 + 2.0000i

> a=1+2j
ans =
1.0000 + 2.0000i

> a / (3 + 4i)
ans =
0.4400 + 0.08001

> real(a), imag(a)
ans

ans

N =

> angle(a), abs(a)

ans =
1.1071

ans =
2.2361

> conj(a)
ans =
1.0000 - 2.0000i

> cos(a), log(a)
ans =

2.0327 - 3.0519i
ans =

0.8047 + 1.1071i

> exp(i*pi)

ans =
-1.0000 + 0.0000i
>a=1i
a =
0 + 1.0000i
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ACHTUNG: Durch Zuweisungen
an 7 und j wird deren Vordefini-
tion verédndert.

In komplexen Konstanten behal-
ten ¢ und j ihre Bedeutung als
imaginére Einheit.

Durch clear kann die urspriing-
liche Definition wiederherge-
stellt werden.

> i =4,
> a =1+ 2%i
a =

9.0000
>»>a=1i, b =11
a:

4
b =

0 + 1.0000i
> clear i; 1
ans =

0 + 1.00001

MATLAB rechnet im Normalfall in doppelt genauer Gleitpunkt-Arithmetik (mit
ca. 16 Dezimalstellen); wird eine Gleitpunktzahl auf dem Bildschirm ausgegeben,
werden jedoch standardméfig nur 4 Nachkommastellen dargestellt. Der Befehl
format bewirkt, dass man das Ergebnis ab diesem Zeitpunkt in einer anderen
Darstellungsform erhilt (siehe Abschnitt 9.2). Eine dauerhafte Einstellung der
bevorzugten Darstellungsart ist iiber den Meniipunkt , File/Preferences“ moglich.

Standardméflig gibt MATLAB
nur die ersten 4 Nachkommastel-
len aus.

Ist das Ergebnis jedoch zu klein,
so wahlt MATLAB automatisch
eine Darstellung mit Exponent.

format long weist MATLAB an,
double-Gleitpunktzahlen mit 14
Nachkommastellen auszugeben.

format long e weist MATLAB an,
alle Gleitpunktzahlen mit Man-
tisse und- Exponent auszugeben.

Mit format ohne Angabe ei-
nes Parameters kehrt man zum
Standardformat zuriick.

MATLAB-Beispiel 2.6

> testl = 8in(35)
testl =
-0.4282

> test2 = sin(355)
test2 =
-3.0144e-05

> format long; testl
testl =
-0.42818266949615

> format long e; testl
testl =
-4.28182669496150e-01

> format; testl
testl =
-0.4282
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2.2 Vektoren und Matrizen

Zeilenvektoren konnen mit den eckigen Klammern [ und ] gebildet werden. Dabei
werden die einzelnen Vektorelemente in eckigen Klammern nebeneinander (durch
Leerzeichen getrennt) geschrieben. Soll ein Spaltenvektor gebildet werden, so sind
dessen Elemente mit Strichpunkten getrennt in eckigen Klammern zu schreiben.
Weiters existieren Funktionen und Operatoren zur Erzeugung spezieller Vektoren.

MATLAB-Beispiel 2.7

Die nebenstehende Anweisung > zvektor = [1 2 3]
generiert einen Zeilenvektor. zvektor =
1 2 3

(1; 2; 3]

Diese Anweisung liefert einen > svektor
Spaltenvektor. svektor =
1
2
3

Die Lénge eines Vektors kann > length(zvektor)
mit der Funktion length ermit- ans =
telt werden. 3

Vektoren kénnen auch komplexe > kvektor = [2+3i 3]
Elemente enthalten. kvektor =
2.0000 + 3.0000i 3.0000

Zeilenvektoren mit FElementen » v = 2:2:10, w = 0:0.1:0.3
gleicher Schrittweite kdnnen mit v =

der ,,Doppelpunkt-Notation* 2 4 6 8 10
generiert werden, indem man W =
das erste Element angibt, gefolgt 0 0.1000 0.2000 0.3000

von der Schrittweite und dem
letzten Element.

0:0.1:pi/8

0 0.1000 0.2000 0.3000

In der ,Doppelpunkt-Notation* > w
sind auch Ausdriicke erlaubt. w
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Auch negative Schrittweiten > v = 9:-2:1
sind moglich. v =
9 7 656 3 1

MATLAB erlaubt den Zugriff auf > five = v(3)
einzelne Vektorelemente; dazu  five =
wird der Index des Elements in 5
runden Klammern dem Varia-
blennamen nachgestellt.
Vektoren konnen auch dyna- > v(6) = -1
misch vergroflert werden; da- v =
zu wird dem ,neuen Vektor- 9 7 5 3 1 -1
element® einfach ein Wert zuge-
wiesen.
,Uberspringt® man Vektorele- > v(9) = -7

v =

mente, so werden alle undefinier-
ten Positionen mit Null belegt.

9 7 5 31 -1 00

Vektoren gleicher Lange konnen mit den Operatoren + und — addiert und subtra-
hiert werden; die Operationen werden dabei komponentenweise durchgefiihrt. Ist
die Lénge der zwei Vektoren unterschiedlich, liefert MATLAB eine Fehlermeldung.

Es existiert noch eine Reihe anderer Operatoren, die ebenfalls komponenten-
weise auf zwei Vektoren gleicher Lange anwendbar sind (siehe Abschnitt 5.3.7). So
multipliziert z. B. der Operator . * zwei Vektoren komponentenweise miteinander.
Alle Operatoren, die eine Operation komponentenweise auf die Vektorelemente
ibertragen, beginnen iiblicherweise mit einem Punkt.

In MATLAB gibt es auch Operatoren, die Skalare und Vektoren miteinander
verkniipfen; so multipliziert * einen Vektor elementweise mit einem Skalar oder
./ dividiert die einzelnen Vektorelemente jeweils durch einen Skalar.

Vektoren gleicher Linge kénnen
unter Verwendung der Operato-
ren + und - addiert und subtra-
hiert werden.

Ist die Linge zweier Vektoren
unterschiedlich, so liefert MAT-
LAB eine Fehlermeldung.

MATLAB-Beispiel 2.8

> erg = zvektor + [1 2 3]
erg =
2 4 6

> summe = zvektor + [1 2]
??? Error using ==> plus

Matrix dimensions must agree.
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MATLAB wendet skalare Opera- > zvektor*0.5 + 2

toren elementweise auf Vektoren ans =
an. 2.5000 3.0000 3.5000

Alle Operatoren, die mit einem  » zvektor .* [.5 1 2]
Punkt beginnen, werden kompo- ans =

nentenweise auf zwei Vektoren 0.5000 2.0000 6.0000
angewendet.

Ein Spaltenvektor kann aus einem Zeilenvektor durch Transposition erzeugt wer-
den; ist v ein Zeilenvektor, so generiert v’ einen Spaltenvektor, der aus den zu den
einzelnen Elementen des urspriinglichen Vektors konjugiert komplexen Elemen-
ten aufgebaut ist. Im Gegensatz dazu transponiert der Operator .’ (dot transpose
operator) den Vektor lediglich. Wendet man die Operatoren ’ und .’ auf Spal-
tenvektoren an, werden in analoger Weise Zeilenvektoren generiert. Mit Hilfe des
Transpositionsoperators ist die Bildung innerer Produkte moglich.

MATLAB-Beispiel 2.9

Durch Anwendung von ° auf > v = [1; 2; 3]

einen Spaltenvektor ... v =
1
2
3
. wird ein Zeilenvektor gene- > v’
riert. ans =
1 2 3
Enthilt jedoch der zu transpo- » v = [1+2i; 6+i]’
nierende Vektor komplexe Zah- ans =
len, so erhilt man den konjugiert 1.0000-2.0000i 6.0000-1.0000i

komplexen Vektor.

Wendet man jedoch den Opera- > v = [1+2i; 6+i].’
tor .’ an, so wird der Vektor nur  ans =
transponiert. 1.0000+2.0000i 6.0000+1.00001i

Innere Produkte zweier Zeilen- »>a=1[123]; b=1[45 6];
vektoren gleicher Linge kénnen > axb’

mit Hilfe des Transpositionsope- ans =

rators berechnet werden. 32.0000
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Matrizen kénnen ebenfalls mit eckigen Klammern [ und ] gebildet werden; die
einzelnen Zeilen der Matrix werden mit Strichpunkten getrennt, die Elemente
in einer Matrixzeile mit Leerzeichen oder Beistrichen. Es ist moglich, auf einzel-
ne Elemente (oder ganze Teilmatrizen) einer Matrix zuzugreifen. Die Dimension
einer Matrix kann dynamisch verandert werden.

MATLAB-Beispiel 2.10

Matrizen werden (dhnlich wie > matrix = [11 12; 21 22; 31 32]
Vektoren) mit den Operatoren [  matrix =

und ] konstruiert. Die Zeilen der 11 12
Matrix werden dabei mit einem 21 22
; und die Elemente der Zeilen 31 32

durch Leerzeichen getrennt.

Die Dimension einer Matrix > size(matrix)
kann mit der Funktion size er- ans =
mittelt werden. 3 2

Auf einzelne Matrixelemente > blackjack = matrix(2,1);
kann zugegriffen werden. Ma-  » matrix(1,3) = 13
trizen kénnen so wie Vektoren  matrix =

dynamisch vergrofilert werden, 11 12 13
indem zusitzliche Elemente, 21 22 O
Zeilen oder Spalten angefiigt 31 32 0
werden.

In der nebenstehenden Anwei- > matrix(:,4) = [14; 24; 34]
sung wird eine Matrix um eine  matrix =
vierte Spalte erweitert. 11 12 13 14

21 22 0 24

31 32 0 34

Durch das Anfiigen von zwei > size(matrix)
Spalten hat sich die Dimension ans =
der Matrix gedndert. 3 4

MATLAB hat einige vordefinierte Operatoren, die auf Matrizen angewendet wer-
den konnen; z. B. konnen zwei Matrizen mit + und - elementweise addiert und
subtrahiert werden. Das Produkt zweier Matrizen (im Sinne der Abbildungsver-
kettung) kann mit * berechnet werden.

Analog zur Vektorrechnung werden in MATLAB auch skalare Operationen (wie
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+ oder *) auf Matrizen iibertragen. MATLAB besitzt auch Operationen, die kompo-
nentenweise auf zwei Matrizen angewendet werden; diese Operationen beginnen
mit einem Punkt. Beispielsweise multipliziert .* zwei Matrizen gleicher Dimen-
sion komponentenweise. Es ist daher zu beachten, dass Operatoren mit und ohne
Punkt i. Allg. verschiedene Bedeutung besitzen.

MATLAB-Beispiel 2.11

Zwei Matrizen gleicher Dimensi- >[12;34) +[11;11]

on konnen mit + addiert werden.  ans-=
2 3
4 5
>A=1[123; 235];
>B=1[13; 45; 7 8];
Bildung des Produktes zweier > C = A*B
Matrizen (man beachte, dass C =
beide Matrizen passende Dimen- 30 37
sionen besitzen miissen!). 49 61
Operationen mit Skalaren wer- > C/2
den von MATLAB elementweise  ans =
auf Matrizen und/oder Vektoren 15.0000 18.5000
angewendet. 24.5000 30.5000

Zwei Matrizen gleicher Dimensi- > A = [12; 34); B=[22; 2 2];
on konnen mit dem Operator .* > ((A + B).%B) + 6
komponentenweise multipliziert ans =

werden. Alle Matrixoperationen 12 14

kénnen auch verkettet werden. 16 18

Mathematische Funktionen kén- > exp(A)

nen auch auf Matrizen angewen-  ans =

det werden; dabei wird die Funk- 2.7183  7.3891
tion komponentenweise auf die  20.0855 54.5982
Matrixelemente angewendet.

Die Matrix-Exponentialfunktion > expm(A)

e” erhilt man mit der Funktion ans =

expm. 51.9690 74.7366
112.1048 164.0738
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In MATLAB gibt es einige Befehle zum Erzeugen spezieller Matrizen; so gene-
riert etwa zeros(n,m) eine nxm-Matrix, die nur Nullen enthilt, ones(n,m) eine
nxm-Matrix, deren Elemente alle den Wert 1 besitzen, und eye (n) generiert die
nxn-Einheitsmatrix. Eine quadratische Diagonalmatrix, deren Diagonalemente
die Elemente des Vektors v sind, erhilt man durch diag (v).

MATLAB-Beispiel 2.12

Dieses Beispiel veranschaulicht das Erstellen einer 9x9-Matrix, die in der Haupt-
diagonale die Quadrate der Zahlen 1 bis 9 enthilt. Alle anderen Elemente sollen
den Wert 1 erhalten.

Zuerst wird die Matrix E kon- > E
struiert, deren Hauptdiagonal-
elemente 0 sind; an allen ande-

ren Positionen steht 1.

ones(9,9) - eye(9);

D ist eine Diagonalmatrix mit > D
den Elementen 1,4,9,...,81.

diag((1:9).72);

Die gesuchte Matrix ist die Sum- > A = E + D;
me von E und D.

MATLAB unterstiitzt die wichtigsten Operationen der Linearen Algebra, wie das
Losen linearer Gleichungssysteme etc. Eine Liste der entsprechenden MATLAB-
Befehle ist in Kapitel 12 enthalten.

Lineare Gleichungssysteme Az = b konnen mit dem Backslash-Operator \
(,right divide*) in der Form z = A\b gel6st werden. \ ist auch auf iiber- und
unterbestimmte Systeme anwendbar (siehe Abschnitte 5.3.7 und 10.1).

MATLAB-Beispiel 2.13

MATLAB unterstiitzt die Be- > det([1 2; 3 4])
rechnung von Determinanten, ans =
die Ermittlung inverser Matri- -2
zen (siehe Abschnitt 12.6) ... > inv([1 2; 3 4])

ans =
-2.0000 1.0000
1.5000 -0.5000
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. und das Lésen linearer Glei- > A = [1 2; 3 4]; b = [3; 7];
chungssysteme Az = b. > A\b
ans =
1.0000
1.0000

2.3 Laden und Speichern von Daten

Mit load und save kann man alle oder nur ausgewahlte Variablen speichern, um
z. B. eine MATLAB-Sitzung zu unterbrechen und sie spéter an gleicher Stelle fort-
zusetzen.

MATLAB-Beispiel 2.14

Alle Variablen die sich aktuellim > save variable
Speicher befinden werden in der
Datei variable.mat gespeichert.

Die Variablen A, z und b werden > save lingl A x b
in lin_gl.mat gespeichert.

Gespeicherte Variablen werden > load variable
mit dem Befehl load geladen. » load lin gl

MATLAB kann auch andere Dateien und Dateiformate lesen (siehe Kapitel 9).

2.4 Grafiken in MATLAB

MATLAB bietet eine Vielzahl von Funktionen zur Visualisierung numerischer Da-
ten an (siehe Abschnitt 9.4).

Der einfachste MATLAB-Grafikbefehl ist plot; ihm werden zwei Zeilenvektoren
als Parameter iibergeben. Der erste Vektor enthilt die z-Koordinaten der zu
zeichnenden Punkte und der zweite Vektor die y-Koordinaten. MATLAB verbindet
alle so spezifizierten Punkte mit geraden Linien; dieses Verhalten kann aber durch
die Angabe eines ,,Formatparameters” verdndert werden (siche Abschnitt 9.4).
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MATLAB-Beispiel 2.15

Die Funktion z sin(1/z) soll im Intervall [0.003,0.3] grafisch dargestellt werden.
Dazu werden zunichst Abtastpunkte im Intervall dquidistant verteilt. Danach
werden die Funktionswerte an den Abtastpunkten berechnet (dabei wird von der
Moglichkeit Gebrauch gemacht, skalare Operatoren elementweise auf Vektoren zu
iibertragen) und grafisch dargestellt (sieche Abb. 2.1).

0.003:1e-5:0.3;

Die ,Doppelpunkt-Notation“ er- > x
zeugt Abtastpunkte.

Danach wird die Funktion an > y
den Abtastpunkten ausgewertet.

Zuletzt wird die Funktion mit > plot(x,y)

dem plot-Befehl dargestellt.

Mittels grid on werden Gitter- > grid on;

netzlinien hinzugefiigt; mit title, > xlabel(’x-Werte’);

zlabel und ylabel werden ein Dia- > ylabel(’Funktionswerte’);
grammtitel und Beschriftungen

der z- und y-Achsen angebracht.

x.*sin(1./x);

0.18 T T
01

0.05f -

~0.15F -

[ 0.1 0.2 0.3
x-Werte

Abbildung 2.1: Beispiel fiir plot: Darstellung der Funktion z sin(1/z) im Intervall {0.003,0.3]
mit’ Achsenbeschriftungen und Gitternetzlinien.
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Neben plot gibt es in MATLAB noch eine Reihe weiterer Grafikfunktionen (siehe
Abschnitt 9.4). So stellt z. B. semilogy Daten in einem Koordinatensystem mit
logarithmischer y-Achse dar. Diese Darstellung wird u.a. in der Numerischen
Mathematik hiufig verwendet, um Rechenfehler zu visualisieren (siche Abb. 2.3
auf Seite 28). Der Befehl semilogy hat die gleiche Syntax wie plot.

MATLAB-Beispiel 2.16

Jede 2m-periodische Funktion f(¢) kann durch eine Funktionenreihe (Fourier-
Reihe) aus Sinus- und Kosinusfunktionen mit geeigneten Koeffizienten a,, und b,
dargestellt werden:

o0

f(t)= % + Z an cos(nt) + b, sin(nt).

n=1

Wenn man die Funktion f(t) durch eine trigonometrische Reihe

fu(t) = % + i ay, cos(nt) + f: Bn cos(nt)
n=1 n=1

approximiert, dann ist der quadratische Fehler 62 = 5= f [£(t) = fm(t)]2dt minimal,
wenn die Koeflizienten a;, und 3, die Fourierkoefﬁmenten an und b, sind.
Im Folgenden wird auf dem Intervall [0, 27] die Funktion

4 — 2cost
) = 4ot @1

betrachtet, die aufierhalb des Intervalls [0, 27] 2n-periodisch fortgesetzt wird. Die
Fourier-Koeflizienten a,, und b, dieser Funktion sind durch ag = 1 und

an = 1/2° B
b o~ o } n=123,...

gegeben. Bricht man die Fourier-Reihe nach dem ¢-ten Glied ab, so erhilt man
die (im Sinne von §?) Bestapproximierende f(t) der Funktion f(t).

Im Folgenden werden die Funktionen f3, f; und f)o grafisch dargestellt.

Zuerst wird ein Vektor erstellt, n = 0:11;
der die Fourier-Koeffizienten a; a = (1/2)."n;
enthalt.

Abtastpunkte fiir die grafische t
Darstellung werden im Vektor ¢
gespeichert.

linspace(-2*pi, 2*pi);
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Die Funktionen f, werden an
den Stellen ausgewertet, die im
Vektor t enthalten sind. Dabei
sind die Werte von f,(t) jeweils
in der f-ten Zeile der Matrix V
gespeichert.

Die Funktionen f;3, fy4 und fjo
werden in einer Grafik darge-
stellt (siehe Abb.2.2).

for 1 = 1:10

for k = 1:length(t)
V(1,k) = a(1)/2;
for n = 1:1
V(1,k) = V(1,k) + ...
a(n+1)*cos(n*t(k));
end
end

plot(t,V(3,:), t,V(4,:), t,v(10,:));

1.5

0.5

1 1 1 1

Abbildung 2.2: Fourier-Approximation der Funktion (2.1).

Mathematische Hilfsmittel, die bei der Aufbereitung von Daten und Funktionen
fiir deren grafische Darstellung mit Hilfe von MATLAB gute Dienste leisten, sind
in der Curve Fitting Toolboz und die Spline Toolboz enthalten. Die Curve Fitting
Toolboz stellt MATLAB-Funktionen zur Verfiigung, die fiir die Anpassung ma-
thematischer Modelle an gegebene Daten(punkte) und zur Analyse der auf diese
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Art erhaltenen Modelle benutzt werden kénnen. Die Spline Toolboz stellt wie die
Curve Fitting Toolbox Funktionen zur Kurvenanpassung zur Verfiigung. Appro-
ximierende und interpolierende Spline-Funktionen kénnen mittels Extrapolation,
Differentiation und Integration weiter gehend analysiert werden. Daneben stehen
auch Funktionen zur punktweisen Auswertung und Visualisierung von Spline-
Funktionen zur Verfiigung.

2.5 MATLAB-Skripts

Fiir einfache Probleme reicht es oft aus, MATLAB interaktiv zu bedienen, also
Befehlssequenzen interaktiv nach dem MATLAB-Prompt einzugeben. Schon bei
etwas grofieren Problemen (oder bei wiederholter Ausfiihrung einiger Befehle) ist
diese Vorgehensweise jedoch unpraktisch. MATLAB bietet daher die Méglichkeit,
Sequenzen von MATLAB-Befehlen als ,,Skripts“ abzuspeichern. Ein Skript ist eine
Textdatei mit der Dateiendung .m. Obwohl diese Datei mit einem beliebigen
Texteditor erstellt werden kann, empfiehlt sich unter MATLAB die Verwendung
der integrierten Entwicklungsumgebung. Die Entwicklungsumgebung (siehe Abb.
1.2) kann iiber den Meniipunkt , File/New/M-File“ oder durch Eingabe von edit
am MATLAB-Prompt gestartet werden.

Vom MATLAB-Prompt > kann ein Skript durch die Eingabe des Dateinamens
(ohne Dateiendung) aufgerufen werden. Damit MATLAB auf ein Skript zugreifen
kann, muss der Pfad des Skripts im Suchpfad von MATLAB eingetragen sein; der
Suchpfad ist iiber den Meniipunkt ,File/Set Path“ einstellbar.

MATLAB-Beispiel 2.17

Vom folgenden MATLAB-Skript wird das Beispiel 2.15 automatisiert, d.h., die
Funktion z sin(1/z) wird dargestellt und die Achsenbeschriftung angepasst.

Zuerst muss mit einem Editor x = 0.003:1e-5:0.3;
ein neues Skript erstellt wer- y = x.*sin(1./x);
den, das alle auszufithrenden Be-  plot(x,y);
fehle enthilt. Das Skript wird  grid on;
dann z.B. unter dem Namen title(’Graf von x*sin(1/x)’);
plotbsp.m abgespeichert. xlabel(’x-Werte’) ;
ylabel (’Funktionswerte’) ;

i

Vom MATLAB-Prompt kann das > plotbsp
neue Skript dann durch die An-

gabe des Dateinamens (ohne Da-

teiendung) aufgerufen werden.
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Oftmals soll in einem Skript die Programmausfiihrung in Abhéngigkeit des Wertes
einer Variablen unterschiedlich sein oder ein kurzes Programmfragment mehrere
Male wiederholt werden. MATLAB bietet dazu Befehle, mit denen die Abarbeitung
eines Programms gesteuert werden konnen (siehe Kapitel 6).

In Abhéingigkeit einer Bedingung konnen mittels der i~Anweisung zwei ver-
schiedene Programmteile alternativ ausgefiihrt werden. Durch while kann ein Pro-
grammfragment wiederholt ausgefiihrt werden, solange eine Bedingung erfiillt ist.

Die for-Anweisung kann verwendet werden, um Anweisungen n mal auszu-
fiihren. Einer Variablen (genannt ,, Laufvariable“) werden nacheinander alle Ele-
mente eines Feldes zugewiesen; ein Anweisungsblock wird dann fiir jede neue
Belegung der Laufvariablen ausgefiihrt.

MATLAB-Beispiel 2.18

Nebenstehendes Codefragment
weist der Variablen [z den Loga-
rithmus von z zu. Ist z zu klein,
so erhilt [z den (symbolischen)
Wert —oo.

In nebenstehendem Codefrag-
ment werden 10 Zahlen von der
Tastatur eingelesen und auf a(1)
bis a(10) gespeichert.

In nebenstehendem Codefrag-
ment wird der Rest der Division
von z durch y durch eine wie-
derholte Subtraktion z — y be-
rechnet. Die Wiederholung en-
det, wenn z kleiner als y ist.

if z > 27(-1074)

1z = log(z);
else

1z = -Inf;
end
for n = 1:10

a(n) = input(’Wert eingeben:

end

while x >= y
X=X-Y;

end

rest = x;

)

MATLAB-Beispiel 2.19

Vektoriteration: Als Beispiel fiir die Verwendung von Skripts dient hier das ein-
fachste iterative Verfahren zur Bestimmung von Eigenvektoren und Eigenwerten.
Ein Vektor z ungleich dem Nullvektor heifit Eigenvektor einer quadratischen Ma-
trix A, wenn es eine Zahl ) gibt, so dass Az = Az gilt; A heifit der zu z gehorende
Eigenwert. Wenn man A als Matrix einer linearen Abbildung betrachtet, hat ein
Eigenvektor z also die Eigenschaft, dass sein Bild proportional zu z ist.

Bei der Vektoriteration zur Eigenvektorberechnung beginnt man mit einem
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Startvektor o und berechnet mit Hilfe der Rekursion z,, = Az eine Folge von

Vektoren z,, x5, 23, ...

Unter bestimmten Voraussetzungen ist fiir groe Werte von k der Vektor z;
annihernd proportional zu A¥z, wobei A der betragsgrofte Eigenwert von A und
z der dazugehérige Eigenvektor ist. Da mit steigenden Werten von & die Kom-
ponenten von zx sehr groB werden (falls [A| > 1), normiert man den Vektor nach
jedem Schritt. Der Normierungsfaktor néhert sich mit steigendem k& dem Betrag

des betragsgrofiten Eigenwerts (siehe Uberhuber [68]).

Das nebenstehende Skript, das
die obige Matrix-Vektoriteration
20 mal durchfiihrt, sei in der Da-
tei eigapproz.m gespeichert.

Zuerst werden die Matrix und
der Startvektor eingegeben.

Jetzt wird das Skript gestartet.
Der Resultat-Vektor z ist (im
Falle der Konvergenz des Ver-
fahrens) eine Ndherung fiir einen
Eigenvektor von A.

BEMERKUNG: Dieses Beispiel dient lediglich der Illustration verschiedener Pro-
grammiertechniken in MATLAB. Die Berechnung von Eigenwerten und Eigenvek-
toren kann man wesentlich komfortabler, effizienter und zuverlissiger mit den

for k =

1:20

X = A*Xx;

normx

= norm(x,2);

X = x/normx;

end

> A

"

> x

{(-0.8 0.1 0; -0.4 1 0.9;

-0.4 0.3 -2.2];

[1; 1; 1];

> eigapprox

> X

X =
0.0176

-0.2619
0.9649

vordefinierten MATLAB-Funktionen eig und eigs durchfiihren.

‘Berechnung der Eigenvektoren
(Spalten von V) und Eigenwerte
(Diagonalelemente von W) der
Matrix A mit Hilfe von eig.

v,wl =
vV =
0.9306
0.3099
-0.1948
W=
-0.7667
0
0

eig(A)

-0.0536 0.0176
-0.9949 -0.2619
-0.0851  0.9649

0 0
1.0654 0
0 -2.2887

Skripts eignen sich nur zur Automatisierung wiederkehrender gleichartiger Auf-
gaben. Wegen der Gefahr von Seiteneffekten (siehe Abschnitt 7.4) sollten sie nicht

zur Implementierung neuer Funktionalitit verwendet werden.
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2.6 Programmieren in MATLAB

Neben der Verwendung von MATLAB als interaktives System besteht auch die
Méglichkeit, die Funktionalitdt von MATLAB durch die Definition von Funktionen
und Unterprogrammen zu erweitern.

Grofle Teile der folgenden Kapitel befassen sich mit der Programmierung von
»neuen“ MATLAB-Funktionen. Derartige Unterprogramme kénnen vom MATLAB-
Prompt aus durch die Angabe des entsprechenden Namens (zusammen mit et-
waigen Parametern) aufgerufen werden.

Im Folgenden soll beispielhaft gezeigt werden, wie selbstdefinierte Funktionen
in MATLAB implementiert werden kénnen. Dazu wird als Beispiel eine Methode
zur Approximation von 7 herangezogen. Nahere Informationen iiber die Erstel-
lung neuer MATLAB-Unterprogramme sind in Kapitel 7 enthalten.

MATLAB-Beispiel 2.20

Archimedische Methode: Nach Archimedes lisst sich 7 durch folgende Vor-
gehensweise ermitteln: Man berechnet den halben Umfang u,, eines regelmifigen
2"-Ecks, das dem Einheitskreis eingeschrieben ist, und fiihrt dies fiir wachsendes
n durch. Wegen lim,,_,, 4, = 7 erhilt man das folgende numerische Verfahren
zur niherungsweisen Berechnung von 7:

U = 2
1 ..
2"\/5 (1 - \/1 - (un_1/2"‘1)2) fir n=2,3,4,..., "max.

Diese ndherungsweise Berechnung von 7 soll nun mit Hilfe einer MATLAB-Funk-
tion implementiert werden. Dazu muss eine neue M-Date: erstellt werden. Unter
einer M-Datei versteht man eine normale Textdatei mit Dateiendung .m, die
den MATLAB-Programmcode fiir die neu zu implementierende Funktion enthilt.
M-Dateien kénnen mit Hilfe des speziellen, die MATLAB-Syntax unterstiitzenden
Texteditors der integrierten Entwicklungsumgebung von MATLAB erstellt werden.
Damit MATLAB auf die in dieser Datei gespeicherte Funktion zugreifen kann,
muss deren Pfad MATLAB bekannt sein; dieser ist iiber den Meniipunkt , File/Set
Path“ einstellbar.

Anhand des folgenden Beispiels soll nun die Struktur einer M-Datei vorgestellt
werden (eine genauere Beschreibung findet man in Kapitel 7).

Jede M-Datei beginnt mit dem Schliisselwort function, dem Namen einer Va-
riablen, die den Riickgabewert der Funktion enthalten wird, und schliellich dem
Funktionsnamen. Zudem werden noch (optional) Parameter angegeben.

Un
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Die hier konstruierte Funktion  function retval = approxpi(n_max)
liefert einen Vektor, der die Wer-

te der ersten nma.c Iterations-

schritte enthalt.

Nach dem Funktionsnamen kén- % v = approxpi(n_max)

nen Kommentare folgen, die die % filhrt eine Approximation von pi

Funktion beschreiben; Kommen- % nach der Archimedischen Methode

tare beginnen mit einem Pro- 7 durch und liefert die Werte der

zentzeichen. % ersten nmax Iterationen.

Der Startwert wird festgelegt. retval(1l) = 2;

Die Iteration wird durchgefiihrt.  for n = 2:nmax

Man beachte, dass MATLAB den tmp = retval(n-1)/2"(n-1);

Vektor retval dynamisch bis zur tmp = 1 - sqrt(i-tmp~2);

Linge nmax vergrofiert. retval(n) = 2°n*sqrt(tmp/2);
end

Der Name der erstellten Funktion muss mit dem Dateinamen der zugehérigen M-
Datei (also approzpi.m) ibereinstimmen. Aus MATLAB kann nun die neu erstellte
Funktion durch die Eingabe von approzpi, gefolgt von einem Parameter, der die
Zahl der Iterationsschritte angibt, ausgefiihrt werden:

Die ersten 30 errechneten Werte > p = approxpi(30);

der Iteration werden dem Vektor

P zugewiesen.

Nun kann der relative Fehler der > relf = abs((p - pi)/pi);
einzelnen Ergebnisse bestimmt

werden. Dabei werden die ska-

laren Operationen elementweise

auf den Vektorelementen aus-

gefiihrt.

Der relative Fehler wird in > semilogy(1:30, relf);
halblogarithmischen Koordina-

ten dargestellt (siehe Abb. 2.3).

BEMERKUNG: Mathematisch gilt zwar lim,,_,, u, = 7, bei der numerischen Reali-
sierung des Verfahrens treten jedoch (bedingt durch ,, Ausléschungseffekte®) grofie
numerische Schwierigkeiten auf, so dass die numerisch erhaltenen Niherungswerte
U, nicht gegen 7 konvergieren. Ab dem 15. Folgenelement verschlechtert sich das
Ergebnis zusehends, ab dem 28. Folgenelement iiberwiegen die Ungenauigkeiten
und MATLAB gibt sogar falschlicherweise Null als Ergebnis aus. Dies ist daraus
zu erkldren, dass in der innersten Wurzel der Wert 27" sehr rasch gegen Null kon-
vergiert und schon ab relativ kleinen Werten von n nicht mehr als Gleitpunktzahl
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ungleich Null représentiert werden kann. Dadurch wird die innere Wurzel 1 und
die duBlere Wurzel Null.

10 T T T T T
_y
10 r 3
L 2 1
10° { 1
10" | 1
10° 1
10 r 1
-7
10 F 1
10° F 1
10”° r 1
10"° i 1 i i 1
0 5 10 15 20 25 30

Abbildung 2.3: Relativer Fehler bei der Approximation von .



Kapitel 3

Numerische Daten und
Operationen

Die Implementierung der elementaren mathematischen Daten, der Zahlen, auf
einem Computer, gleich welcher Architektur, muss auf einer festen Kodierung
- oder einigen wenigen verschiedenen Kodierungen - beruhen, weil sonst eine
effiziente Verarbeitung nicht méglich ist.

Bei der Kodierung werden den Zahlen bestimmte Bitmuster einer festen Linge
(Formatbreite) N zugeordnet. Damit werden aber maximal 2V verschiedene Zah-
len erfasst, wahrend z. B. die Gesamtheit aller reellen Zahlen iiberabzihlbar un-
endlich (von der Michtigkeit des Kontinuums) ist. Dieses krasse Missverhiltnis
lésst sich auch durch die Wahl einer sehr grolen Formatbreite oder durch die
Verwendung verschiedener Kodierungen nicht beseitigen.

3.1 Integer-Zahlensysteme

Die natiirlichste Weise, Bitmuster dy._1dny—2---dad;dy der Linge N als reelle
Zahlen zu interpretieren, besteht in ihrer Interpretation als Ziffernschreibweise
nichtnegativer ganzer Zahlen im Stellenwertcode zur Basis b = 2, d. h.}

N-1
dy_1dy_o---dodydy = Z dj . 2j, dj € {0, 1} (31)
7=0

Damit werden alle ganzen Zahlen von 0 bis 2V—1 erfasst. Um auch negative ganze
Zahlen darstellen zu kénnen, wird der Bereich der darstellbaren nichtnegativen
ganzen Zahlen eingeschrinkt. Die frei werdenden Bitmuster werden als negative

!Das Symbol = wird hier im Sinne von ,entspricht* verwendet.

29
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Zahlen interpretiert. Beim Zweierkomplement wird —z codiert durch
N-1
T=1+)» (1-d;) 2.
=

Der dadurch entstehende Zahlenbereich [~2V~1,2¥~1 — 1] ist unsymmetrisch.

In MATLAB besteht die Moglichkeit, ganze Zahlen in acht Integer-Formaten (mit
N = 8,16, 32,64, mit oder ohne Vorzeichen; siche Abschnitt 4.3.2) zu speichern:
nt8, uint8, intl6, uint16, int32, uint32, int64 und uintb4.

Seit der MATLAB Version 7 sind fiir int8, wint8, int16, uintl6, int32 und
uint32 arithmetische Rechenoperationen definiert. Die beiden ganzzahligen 64-
Bit-Formate int64 und uint64 dienen nur zur Speicherung, es sind keine Rechen-
operationen dafiir definiert.

Zahlenkonversion

Die Konversion einer Gleitpunktzahl in eine Integer-Zahl oder einer Integer-Zahl
in eine Integer-Zahl eines anderen Datenformats erfolgt mit Hilfe der Funktionen
int8(z), int16(z), ..., denen die zu konvertierende (numerische) Konstante oder
Variable z als Argument iibergeben wird. Bei der Umwandlung wird = auf die
nichstgelegene ganze Zahl vom gewiinschten Typ gerundet.

MATLAB-Beispiel 3.1

Eine Integer-Variable mit N =8  » kurz = int8(-10.89)
wird definiert und der Wert —11  kurz =
wird ihr zugewiesen. -11

Da im Format uint8 keine ne- > ohnevz = uint8(-10.89)
gativen Zahlen darstellbar sind, ohnevz =
wird der Wert 0 zugewiesen. 0

Will man umgekehrt eine Zahl, die in einem Integer-Format gespeichert ist, in
das single- oder double-Format (siche Abschnitt 3.3) konvertieren, so geschieht
das mit den Funktionen single und double.

Integer-Zahlen mit maximal 53 Binér-Stellen (also insbesondere alle ganzen
Zahlen der Formate int8, uint8, ..., wint92) konnen im double-Format exakt
dargestellt werden, da dort die Mantisse 53 Binér-Stellen hat. Anderenfalls wird
auf die néchstliegende Zahl im double-Format gerundet.
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31

Die grofite vorzeichenlose 32-Bit
Integer-Zahl ist 232 — 1. Die-
se ist als double- aber nicht als
single-Gleitpunktzahl exakt dar-
stellbar.

Bei der Konversion von m32 in
eine double-Gleitpunktzahl tritt
kein Fehler auf.

Bei der Konversion von mJ32 in
eine single-Gleitpunktzahl wird
gerundet.

MATLAB-Beispiel 3.2

> m32 = uint32(2°32-1)
m32 =
4294967295

> format long

> dm32 = double(m32)

dm32 =
4.294967295000000e+009

> format long
> sm32 = single(m32)
sm32 =

= 4.2949673e+09

Integer-Arithmetik

In MATLAB ist die Integer-Arithmetik gegeniiber der Gleitpunkt-Arithmetik (sie-
he Abschnitt 3.3) stark eingeschrinkt. Aufilerdem hat sie gegeniiber anderen Pro-
grammiersprachen einige Besonderheiten, auf die in Kapitel 5 genauer eingegan-
gen wird.

Sind e und b Variablen, von denen mindestens eine von einem Integer-Typ
ist, so ist die arithmetische Operation a o b nur definiert (und liefert keine Feh-
lermeldung), wenn a und b entweder vom selben Integer-Datentyp sind oder ei-
ne von beiden Variablen ein double-Skalar ist. Im zweiten Fall wird intern die
Integer-Variable in eine double-Variable konvertiert. Das Ergebnis wird dann mit-
tels double-Arithmetik berechnet und anschlieBend in den Ausgangs-Integer-Typ
zuriickkonvertiert.

MATLAB-Beispiel 3.3

Die Summe einer uint& und ei- » a = uint8(6); » a = uint8(6);
ner double-Variable ist vom Typ > b = -4.2; » b = uint8(-4.2);
uint8. Dabei ist zu beachten, >a+b >a+b

dass uint8(—4.2) = 0 gilt. ans = ans =

2 6
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Bei einer Integer-Division werden zunichst beide Variablen in den Typ double
konvertiert. Das Ergebnis der Gleitpunkt-Division wird anschlieBend in den ent-
sprechenden integer-Typ zuriickkonvertiert.

MATLAB-Beispiel 3.4

Die Integer-Division liefert das » a = uint8(2) / uint8(3)
auf den Typ wuint8 konvertier- ans =

te Resultat der Gleitpunkt-Divi- 1

sion. Dieselbe Rechnung in C lie-

fert das Ergebnis 0 (als Division

ohne Rest).

Anders als bei der Gleitpunkt-Arithmetik, die bei Uberlauf das Resultat Inf bzw.
—Inf liefert, erhdlt man in der MATLAB-Integer-Arithmetik den grofiten bzw.
kleinsten Integer-Wert: Ist das Ergebnis einer arithmetischen Operation gréfler
als intmaz des entsprechenden Typs, so wird als Ergebnis intmaz geliefert. In
anderen Programmiersprachen wie C oder Fortran ist die Integer-Arithmetik als
Modulo-Arithmetik definiert, d. h., intmaz +1 resultiert in intmin.

MATLAB-Beispiel 3.5

Im Gegensatz zu anderen Pro- > intmax(’uint32’)
grammiersprachen liefert in  ans =

MATLAB die ganzzahlige Arith- 4294967295

metik bei Uberlauf den groften > intmax(’uint32’) + 1
bzw. kleinsten Integer-Wert. amns =

Dieselbe Rechnung in C wiirde 4294967295

das Ergebnis 0 liefern.

3.2 Festpunkt-Zahlensysteme

Durch eine Skalierung mit 2* (k kann eine beliebige ganze Zahl sein) kann man das
von kodierbaren Zahlen iiberdeckte Intervall der reellen Zahlengeraden verklei-
nern oder vergréBern. Die Dichte der darstellbaren Zahlen wird dadurch gréfler
bzw. kleiner. Die Skalierung mit 2*, k < 0, entspricht der Interpretation der
Bitfolge vdy_odn_3 - - - d2didy als vorzeichenbehafteter Bindrbruch mit —k > 0
Stellen nach dem Binadrpunkt:
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N-2
vdn_ady_g - -dadidy = (—1)"-28) d;-20 = (3.2)
}=0
= (=1)"-dy_g---d_x.d_g_,-dp

Fest skalierte Zahlenmengen dieser Art nennt man Festpunkt-Zahlensysteme.

Fir k = —(N —1) steht der angenommene Bindrpunkt genau vor der ersten
Ziffer dy_5 der Folge von Biniirziffern. Wie bei den Integer-Zahlen kann man ein
Bit v € {0,1} zur Darstellung des Vorzeichens (—1)” verwenden. Fiir den Wert
k = —(N — 1) wird dann von diesen Zahlen das Intervall (-1, 1) gleichméBig mit
konstantem Abstand 2¥ = 2-V+! {iberdeckt.

Festpunkt-Zahlensysteme haben fiir die Numerische Datenverarbeitung den
groBien Nachteil, dass das von den darstellbaren reellen Zahlen iiberdeckte Inter-
vall der reellen Achse ein fiir allemal festliegt. Die Groflenordnungen der bei den
Aufgaben der Numerischen Datenverarbeitung auftretenden Daten variieren aber
iiber einen sehr weiten Bereich, der oft nicht a priori bekannt ist. Auch kdnnen
wiéhrend der Losung der Aufgabe reelle Zahlen mit sehr grofien oder sehr kleinen
Absolutbetriagen auftreten.

Fiir spezielle Anwendungen (z.B. in der Signalverarbeitung) stellt MATLAB das
»Fized-Point Blockset* zur Verfiigung (siehe help fizpoint).

3.3 Gleitpunkt-Zahlensysteme

Um den genannten Nachteil der Festpunkt-Kodierungen zu vermeiden, liegt es
nahe, den Skalierungsparameter k£ nicht fest zu wahlen, sondern verdnderlich zu
lassen und seine aktuelle Gréfe in der Kodierung mit anzugeben. Man kommt so
zu den Gleitpunkt- (Floating-point-) Kodierungen, die in der Numerischen Daten-
verarbeitung fast ausschlieflich verwendet werden.

SPRECHWEISE: In der Numerischen Datenverarbeitung wird meist von Gleit-
punktzahlen (floating point numbers) und nicht von Gleitkommazahlen gespro-
chen. Diese Konvention steht nicht nur mit dem Dezimalpunkt, wie er in den
englischsprachigen Léandern iiblich ist, in Verbindung. Das Komma wird in den
meisten Programmiersprachen — auch in MATLAB - als Trennzeichen fiir zwei
lexikalische Elemente verwendet, so dass z. B. die Zeichenkette 12,25 zwei ganze
Zahlen, namlich 12 und 25 bezeichnet, wihrend 12.25 die (rationale) Zahl 49/4
symbolisiert.

Bei den Gleitpunkt-Kodierungen wird eine Bitfolge fiir die Interpretation in drei
Teile zerlegt: in das Vorzeichen v, den Ezponenten e und die Mantisse M (den
Signifikanden). Die Aufteilung (Formatierung) des Bitfeldes, das einer reellen
Zahl entspricht, ist bei jeder Gleitpunkt-Kodierung unverinderbar festgelegt.
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IEEE-Gleitpunktzahlen: Im IEEE? Standard 754-1985 fiir binsire Gleitpunkt-
zahlen und -arithmetiken werden zwei Grundformate spezifiziert:

Einfach langes Format (single format): Formatbreite N = 32 Bit
1 8Bit 23 Bit

ol e | M |

Dieses Format entspricht dem Datentyp single in MATLAB, fiir den seit der Ver-
sion 7 auch arithmetische Operationen zur Verfiigung stehen.
Doppelt langes Format (double format): Formatbreite N = 64 Bit

1 11Bit 52 Bit
bl e | M ]

Dieses Format wird im Standard-MATLAB-Datentyp double verwendet.

Die dargestellte reelle Zahl z ist durch
z=(-1)"-0*- M

gegeben, wobei das Bit v € {0,1} das Vorzeichen von z festlegt. Der Exponent e
ist eine ganze Zahl. Die Mantisse M ist eine nichtnegative reelle Zahl in Festpunkt-
Kodierung (ohne Vorzeichen)

M=db +dpb 2+ +dpb?

beziiglich einer festen Basis b mit dem Bindrpunkt (Dezimalpunkt) genau vor
der ersten Ziffer. Wegen Verwendung eines impliziten ersten Bits (siehe Uberhu-
ber [67]) ergibt sich beim einfach langen Format eine praktisch nutzbare Mantis-
senldnge p = 24 und beim doppelt langen Format p = 53.

Die Annahme des (Binér-, Dezimal-)Punktes vor der ersten Stelle der Man-
tisse M ist willkiirlich; ebenso ist die Indizierung mit d; als erster {engl. most
significant) und dy, als letzter (engl. least significant) Stelle — die nicht der Indizie-
rung bei Festpunkt-Zahlensystemen entspricht — bei Gleitpunkt-Zahlensystemen
iiblich. Beide Konventionen entsprechen sowohl der internationalen Norm Langua-
ge Independent Integer and Floating-Point Arithmetic wie auch den Annahmen,
die der Entwicklung von MATLAB zugrunde liegen.

Je nach Wahl der Basis b, der Festpunkt-Kodierung fiir M und der zulissi-
gen Werte fiir e erhdlt man eine bestimmte Menge von reellen Zahlen, die mit

2IEEE ist die Abkiirzung flir Institute of Electrical and Electronics Engineers.
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dieser Gleitpunkt-Kodierung darstellbar sind. Eine solche Zahlenmenge — mit ge-
wissen Einschrinkungen beziiglich b, e und M — bezeichnet man als Gleitpunkt-
Zahlensystem F (floating-point numbers).

Ein Gleitpunkt-Zahlensystem mit der Basis b, der Mantissenlange p und dem
Exponentenbereich [emin, €max] C Z enthilt die folgenden reellen Zahlen:

T=(-1)"-b°- zp:d,-b-i (3.3)
j=1
mit
v e {0,1} (3.4)
€ € {emin)€min + 1,. .., €max} (3.5)
dj€{0,1,...,6-1}, 5=1,2,...,p; (3.6)

die d; sind die Ziffern (digits) der Mantisse M = d1b™! + -+ - + dybP.

Die reelle Zahl 0.1 wird z.B. in einem sechsstelligen, dezimalen Gleitpunkt-
Zahlensystem (b = 10, p = 6) als .100000 - 10° dargestellt. In allen biniren
Gleitpunkt-Zahlensystemen (z. B. im Binédrsystem mit p = 24, das dem MATLAB-
Datentyp single entspricht) kann 0.1 nicht exakt dargestellt werden; die Nihe-
rungsdarstellung

.110011001100110011001101 - 23

wird statt dessen verwendet.

Normalisierte und denormalisierte Gleitpunktzahlen

Offenbar entspricht jeder Wahl von Werten v, e und d,,ds,...,d,, die den Ein-
schrankungen (3.4), (3.5) und (3.6) geniigen, eine bestimmte reelle Zahl. Es
koénnen aber verschiedene Werte zur gleichen Zahl z fiihren. So kann z.B. die
Zahl 0.1 in einem dezimalen Gleitpunkt-Zahlensystem mit sechs Mantissenstellen
durch

.100000 - 10° oder .010000-10' oder
.001000 - 10> oder .000100-10° oder
.000010- 10* oder .000001 - 10°

dargestellt werden. Die Darstellung von 0.1 als Gleitpunktzahl ist also nicht ein-
deutig. Um die Eindeutigkeit der Zahlendarstellung zu erreichen, kann man die
zusétzliche Forderung d, # O stellen, ohne dass man den Umfang des Gleitpunkt-
Zahlensystems wesentlich einschrinkt; die so erhaltenen Gleitpunktzahlen mit
b~! < M < 1 heifien normalisierte (oder normale) Gleitpunktzahlen. Die Menge
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der normalisierten Gleitpunktzahlen erweitert um die Zahl Null (charakterisiert
durch M = 0) wird im Folgenden mit Fy = Fu (b, p, €min, emax) bezeichnet.

Durch die Einschrinkung d; # 0 erhdlt man eine umkehrbar-eindeutige
Beziehung zwischen den zuléssigen Werten

v e {0,1}

€€ {eminyemin+1y~~~»emax}

di € {1,2,...,b—-1},
di€{0,1,....b—-1}, j=2,3,...,p;

und den Zahlen in Fy\{0} (siehe Tabelle 3.1).

Die durch die Normalisierungsbedingung d; # 0 weggefallenen Zahlen, das
sind jene Zahlen, die betragsmifBig so klein sind, dass sie keine Darstellung als nor-
malisierte Gleitpunktzahlen besitzen, kann man ohne Verlust der Eindeutigkeit
der Zahlendarstellung zuriickgewinnen, indem man d; = 0 fiir e = ey, zulésst.
Die Zahlen mit M € [b?,b" — b7?], die simtlich im Intervall (—bemin=1 pemin=1)
liegen, heiflen denormalisierte (oder subnormale) Zahlen und werden im Folgen-
den mit Fp = Fp (b, p, €min, €max) bezeichnet.

Die Zahl Null (der die Mantisse M = 0 entspricht) wird nach obiger Festlegung
zu Fy gezédhlt. Fir ihre Darstellung muss man, um Eindeutigkeit zu gewihrlei-
sten, das Vorzeichen (willkiirlich) festlegen, z. B. v = 0.

Fy und (falls vorhanden) Fp fasst man zu einem Gleitpunkt-Zahlensystem
F(b, p, €min, €max, denorm) zusammen. Die logische Grofie denorm gibt an, ob de-
normalisierte Zahlen vorhanden sind (TRUE) oder nicht (FALSE).

Exponent Mantisse

normalisierte Gleitpunktzahlen || e € [emin, €max] | M € [b7},1 = b77]
denormalisierte Gleitpunktzahlen || e = enin MebP bl - b7
Null || e = emin M=0

Tabelle 3.1: Zuordnung der nichtnegativen Zahlen aus F zu e und M. Eine analoge Zuordnung
gilt fiir die negativen Zahlen aus F, fiir die man v = 1 setzt.

3.4 Struktur von Gleitpunkt-Zahlensystemen

Die Struktur der Gleitpunkt-Zahlensysteme F(b, p, €min, €max, denorm), d.h. die
Anzahl und Anordnung (Lage) der Zahlen aus F, soll in diesem Abschnitt genauer
untersucht werden.
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3.4.1 Anzahl der Gleitpunktzahlen

Wegen der (in Tabelle 3.1 dargestellten) eindeutigen Zuordnung der Zahlen aus F
zu den Tupeln (v, e,d;, ..., d,), kann es sich bei F nur um eine endliche Teilmenge
der reellen Zahlen handeln. Die Anzahl der normalisierten Zahlen im Gleitpunkt-
Zahlensystem F(b, p, €min, €max, denorm) ist

2(b—1)b""(emax — €min + 1).

Das dem Grundformat des doppelt genauen IEEE-Gleitpunkt-Zahlensystem ent-
sprechende System F(2,53, —1021, 1024, ¢true), wie es auch von MATLAB fiir den
Datentyp double verwendet wird, enthilt 253 . 2046 ~ 1.84 - 10'° normalisierte
Zahlen. Dem einfach genauen IEEE-Gleitpunkt-Zahlsystem, das im MATLAB-
Datentyp single verwendet wird, entspricht F(2, 24, —125, 128, true).

3.4.2 Grofite und kleinste Gleitpunktzahl

Weil F endlich ist, ist unmittelbar klar, dass es in jedem Gleitpunkt-Zahlensystem
im Gegensatz zu den reellen Zahlen eine grifite Zahl Tpmay und eine kleinste posi-
tive normalisierte Zahl z;, gibt.

Mit M = Myax =1 — b7? und e = epax erhilt man die grofte Gleitpunktzahl
Zmax := max{z € F} = (1 — b7P)bcme=,

Mit € = emin und M = My, == b7! ergibt sich die kleinste positive normalisierte
Gleitpunktzahl
Tmin := min{z € Fy : z > 0} = pmin~1,

MATLAB-Beispiel 3.6

ZTmin UNd Tpmax fiir den Datentyp >» log2(realmin), log2(realmax)
double erhilt man mit realmin  ans =

und realmaxz. -1022
ans =
1024
Tmin und Zna, fiir den Daten- > log2(realmax(’single’))
typ single erhilt man mit Hilfe ans =
von realmin (’single’) und real- 128

maz (’single’).
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Wegen der separaten Darstellung des Vorzeichens durch (—1)Y sind die Gleit-
punktzahlen symmetrisch zur Null angeordnet:

rte€F«= —z €Tl

Dementsprechend sind —Zpa, und —znyi, die kleinste und die grifite negative
normalisierte Zahl in F. Im Fall denorm = true gibt es in F auch eine kleinste
positive denormalisierte Zahl

Fmin = bFmin™? (3.7

und eine grofite negative denormalisierte Zahl —Z;y.

MATLAB-Beispiel 3.7

Die kleinste positive denormali- > minpos = realmin/2°52
sierte Gleitpunktzahl erhdlt man  minpos =

aus Formel (3.7). 4.9407e-324
Beim Standard-Datentyp double > log2(minpos)
ist das 271074 ans =
-1074
...beim Typ single 2714, > minpos = realmin(’single’)/2°23
minpos =
1.4013e-045

> log2(minpos)
ans =
-149

3.4.3 Absolute Abstinde der Gleitpunktzahlen

Fiir jede feste Wahl von e € [emin, €max) sind die kleinste und die gréBte Mantisse
einer normalisierten Gleitpunktzahl durch die Ziffern

d1=1,d2=...=dp=0 bzw. d1=d2=_—_dp=5=b__1
charakterisiert. Die Mantisse M durchliuft somit Werte zwischen

Mgin = .100...00, =b"'  und
14
Mpo = 866---66,=3 (b—1)b7 =1-b77,

Jj=1
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wobei sie mit einer konstanten Schrittweite von b7 fortschreitet. Dieses Grundin-
krement der Mantisse, das dem Wert einer Einheit der letzten Stelle entspricht,
wird oft als ein ulp (unit of last position) bezeichnet; im Folgenden wird fiir das
Grundinkrement die Kurzbezeichnung u verwendet:

u:=1lulp=57".
Benachbarte Zahlen aus Fy haben im Intervall [b°, b°*!] konstanten Abstand
Az =P =u-b%

jedes solche Intervall ist also durch eine konstante (absolute) Dichte der normali-
sierten Gleitpunktzahlen charakterisiert.

Liicke um die Zahl Null

Bedingt durch die Normalisierung hat der von den Zahlen aus Fy iiberdeckte
Bereich der reellen Zahlen in der Umgebung der Zahl Null eine , Liicke* (siehe
Abb. 3.1).

| ] | [ |

I | | T 1
—Zmax —Zmin 0 ZTmin Tmax

Abbildung 3.1: Reelle Zahlen, die von Fy iiberdeckt werden.

Im Fall denorm = true wird hingegen das Intervall (0, Zi) mit b7~ —1 denorma-
lisierten Zahlen gleichmiflig iiberdeckt (vgl. Abb. 3.2), die dort den konstanten
Abstand u - b*mi» haben. Die kleinste positive denormalisierte Zahl

Tmin = min{z € Fp : £ > 0} = ub®mic = pemin~P
liegt wesentlich naher bei Null als Zpy;, = b®=»~!. Die negativen Zahlen aus Fp

ergeben sich durch Spiegelung der positiven am Nullpunkt. Die Liicke um die Zahl
0 wird also mit den denormalisierten Zahlen Fp geschlossen (siehe Abb. 3.2).

denorm = false ————fHHH+HHHHHH—————————+—f——+——+

0 pemin—1 pemin pemintl pemint2
denorm = true -HjtHHHHHHHHHHHHHHHHA—————————————+
0 b‘m(n‘l Hemin bemln+1 bcm‘n+2

Abbildung 3.2: Uberdeckung von R durch Gleitpunktzahlen.
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3.4.4 Relative Abstinde der Gleitpunktzahlen

Wihrend die absoluten Abstinde |Az| mit Az = Zpearest — T zwischen einer
Zahl z aus Fy und der (betragsmiflig) nichstgrofleren Zahl Zpearest aus Fy mit
zunehmendem Exponenten e immer groler werden, bleibt der relative Abstand
Az/x (nahezu) unverindert, da dieser nur von der Mantisse M (z) und nicht vom
Exponenten der Gleitpunktzahl = abhingt:

Az (=1)Y-u-b° u bP

r  (-1)-M(z)-b¢ M(z) M)

Wegen b~! < M(z) < 1 nimmt dieser relative Abstand fiir ¢ < z < 5**! mit
wachsendem z von b-u auf fast u ab; er springt fiir z = b**! mit M = b~ wieder
auf b- v und nimmt dann abermals ab. Dieser Vorgang wiederholt sich von einem
Intervall [b%, b°*!] zum néchsten. In diesem eingeschrankten Sinn kann man also
sagen, dass die relative Dichte der Zahlen in Fy anndhernd konstant ist. Die
Variation der Dichte beim Durchlaufen eines Intervalls [b,5°+!] um den Faktor
b ist natiirlich fir gréBere Werte der Basis b (etwa 10 oder 16) viel ausgeprigter
als bei Binérsystemen.

Fp Fy

2u =282

u=2"%8

i - |
I T L

0 21022 2-1021 2—-1020 2-1019

Abbildung 3.3: Relative Abstinde der doppelt genauen IEC/IEEE-Gleitpunktzahlen.

Im Bereich der denormalisierten Zahlen Fp, geht diese GleichméBigkeit der rela-
tiven Dichte verloren; wegen M(z) — 0 vergrofert sich fiir £ — 0 der relative
Abstand Az/z bei konstantem absoluten Abstand Az = bmin~P sehr rasch.

Die (anndhernd) konstante relative Dichte der Zahlen aus Fy spiegelt den
Charakter der Daten in der Numerischen Datenverarbeitung gut wider. Diese
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kommen z.B. durch Messungen zustande; dabei hingt die absolute Grofle der
Messwerte von den verwendeten Einheiten ab, wihrend die relative Messgenau-
tgkeit von diesen Einheiten und damit von der absoluten Gréfie der Daten oft
unabhingig ist und einer konstanten Anzahl signifikanter Stellen entspricht.

3.4.5 Unendlich, NaNs und Null mit Vorzeichen

In Gleitpunkt-Zahlensystemen sind nicht alle Bitmuster mit einer Bedeutung
als Gleitpunktzahl belegt, sondern es gibt auch +0, +oo (xInf) und im Gleit-
punktformat codierte symbolische GréBen, sogenannte NaNs (,,Nichtzahlen“).?
Die IEEE-Arithmetik liefert beim Auftreten von Sonderfillen ein NaN-Bitmus-
ter. Ein sofortiger Abbruch ist nicht unbedingt erforderlich, da mit NaNs auch
weiter , gerechnet” werden kann.

darzustellende Wert im Wert im
Grofle Exponentenfeld | Mantissenfeld
(-1)*-0==0 €min — 1 Null
(=1)? - 00 = oo €max + 1 Null
NaN €max + 1 # Null

MATLAB-Beispiel 3.8

+0 und —0 werden unterschied- > pnull = 0; 1/pnull
lich gespeichert und bewirken in  ans =
speziellen Situationen (z. B. ,Di- Inf
vision durch Null“) auch unter- » nnull = -0; 1/nnull
schiedliche Resultate. ans =
-Inf
»Null durch Null“ liefert als Re- > pnull/nnull
sultat die Nichtzahl NaN. ans =
NaN
Mit NaNs kann auch gerechnet > NaN*nnull
werden. ans =
NaN
In Gleichheitsabfragen (==) wird ~ » pnull == nnull
nicht zwischen +0 und —0 un- ans =
terschieden (1 entspricht TRUE). 1

3NaN ist die Abkiirzung fiir Not a Number und symbolisiert z. B. das Ergebnis von 0/0.
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Die Befehle isinf und isnan
konnen zum Test auf oo und
NaN verwendet werden.

WICHTIG: Test auf NaN ist mit
dem Vergleichsoperator == nicht
moglich. Fiir derartige Abfragen
gibt es die Funktion isnan.

» isinf(1/pnull)
ans =

1
> isnan(pnull/nnull)
ans =

1
> (NaN+*nnull) == NaN
ans =

0
> isnan(NaN*nnull)
ang =

1

Abhingig vom Datentyp — dou-
ble oder single — liefert MATLAB
auch in den Sonderfillen (wie
z. B. Inf) Resultate unterschied-
lichen Typs.

Diese Unterscheidung ist not-
wendig, da manche Operatio-
nen in einfacher Genauigkeit Inf
liefern, aber in doppelter Genau-
igkeit noch durchgefiihrt werden
konnen.

MATLAB-Beispiel 3.9

> dinf = 1/0, class(dinf)
dinf =
Inf
ans =
double

» sinf = single(1)/0, class(sinf)
sinf =
Inf
ans =
single
» (realmax(’single’)/2)"2
ans =
Inf
> (double(realmax(’single’)/2)"2
ans =
2.8948e+076

3.4.6 Rundung

Die Resultate der arithmetischen Operationen mit Operanden aus der Zahlen-
menge F(b, p, emin, €max, denorm) bendtigen zu ihrer Darstellung oft mehr als p
Mantissenstellen und gelegentlich einen Exponenten auBerhalb von [emin, €max)-
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Im Fall der Division und der Standardfunktionen ist in der Regel iiberhaupt kei-
ne Gleitpunkt-Kodierung der Ergebnisse mit endlich vielen Stellen méglich.

Den naheliegenden Ausweg kennt man schon lange vom Umgang mit Dezimal-
briichen: Das , exakte“ Ergebnis wird auf eine Zahl aus F gerundet. Dabei wird
hier und im Folgenden unter ezaktem Ergebnis stets jenes Ergebnis aus R ver-
standen, das sich bei Ausfithrung der Operationen im Bereich der reellen Zahlen
ergibe. Wegen F C R ist das exakte Ergebnis auf diese Weise stets definiert.

In der sechsstelligen dezimalen Arithmetik aus den Programmbeispielen (siehe
Abschnitt 8.5) erhiilt man folgende gerundete Werte:

Argumente: T = .123456-10° = 12345.6
y = .987654-10° = .987654
Exakte Rechnung: rz+y = .12346587654 - 10°
z—y = .12344612346-10°
z-y = .121931812224.10°
z/y = .124999240624----10°
VI = .111110755549---- 103
Rundung: O +y) = .123466-10°
Oz —y) = .123446-10°
O(z-y) = .121932-10°
O(z/y) = .124999-10°
Oyz = .111111-10%

Dabei bildet die Rundungsfunktion O : R — F jedes z € R auf die néchstgelegene
Zahl aus F ab. Fiir eine feste Wahl der Rundungsfunktion (J kann man zu einer
mathematischen Definition der arithmetischen Operationen in F folgendermafien
kommen: Zu jeder zweistelligen arithmetischen Operation

o:RxR—-R
definiert man die analoge Operation
B:FxF-F

durch
z@y:=0(zoy). (3.8)

Dieser Definition entspricht gedanklich eine zweistufige Vorgangsweise: Zunéchst
wird das exakte Ergebnis z o y der Operation o ermittelt, das anschlieBend durch
eine Rundungsfunktion O auf ein Ergebnis in I abgebildet wird; z 8 y ist so stets
wieder eine Zahl aus F. Ebenso kann man Operationen mit nur einem Operanden,
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z. B. die Standardfunktionen, in F definieren. Fiir eine Funktion f : R — R erhilt

man durch
[f](2) = DOf(2) (3.9)
:F—F.

Natiirlich darf man die Rundungsfunktion O nicht willkiirlich wahlen, wenn die
sich aus den Definitionen (3.8) und (3.9) ergebende Arithmetik praktisch ver-
wendbar sein soll. In diesem Sinn unverzichtbare Forderungen an eine Rundungs-
funktion sind Projektivitdt, d. h.

die analoge Funktion

Or=z fir zeF, (3.10)
und Monotonie, also
z<y = 0Oz<0y fir z,y€eR (3.11)

Aus diesen beiden Forderungen folgt bereits, dass jede solche Rundungsfunktion
von den reellen Zahlen zwischen zwei benachbarten Zahlen z, und z, € F dieje-
nigen unterhalb eines bestimmten Grenzpunkts % € [z, z;] auf z, abrundet und
die oberhalb von £ auf z; aufrundet (vgl. Abb. 3.4). Falls & weder mit z; noch mit
Z libereinstimmt, muss gesondert festgelegt werden, ob (% = z; oder 0% = x,
gelten soll. Die spezielle Situation im Bereich

]Roverﬂow = (—OO, _xmax) U (xmaxy OO)
wird spéter behandelt.

Eine Rundungsfunktion OJ, die (3.10) und (3.11) erfiillt, wird auf dem Intervall
[z1, z2) durch die Angabe des Grenzpunkts £ und im Fall Z ¢ {z;, z,} durch eine
zusitzliche Rundungsvorschrift fiir z = Z eindeutig festgelegt.

4
1

Abbildung 3.4: Definition einer Rundungsfunktion durch den Grenzpunkt Z. Dicke senkrechte
Striche (1) symbolisieren die Zahlen aus F.

Rundung auf den nichstgelegenen Wert (optimale Rundung)

Diese Art der Rundung (round to nearest) wird von MATLAB, basierend auf der
IEEE-Arithmetik, verwendet. Hier liegt der Grenzpunkt Z genau in der Mitte
zwischen z; und z;:

o T + Zo
= 3 .
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Dadurch wird £ € [~Zmax, Tmax) (€ine der reellen Zahlen, die von den Gleitpunkt-
zahlen ,iiberdeckt” werden) immer zur ndchstgelegenen Zahl aus F gerundet. Im
Sonderfall z = £, d.h. bei einer Zahl mit gleichem Abstand von z; und z,, ver-
wendet MATLAB die ,,Rundung zur nichsten geraden Mantisse“ (round to even).
Dabei wird im Fall £ = % als Wert Oz der Rundungsfunktion jene Nachbarzahl
genommen, deren letzte Mantissenziffer gerade ist.

Uberlauf und Unterlauf

Rundungsvorschriften lassen sich nur dann verniinftig auf ein z € R\F anwenden,
wenn es tatsichlich ,Nachbarzahlen“ aus F gibt.

Uberlauf: Im Fall £ € Roverfiow = (=00, —Zmax) U (Tmax, 00) bleibt Oz undefi-
niert. Falls ein solches = das exakte Ergebnis einer Operation mit Operanden
aus F ist, dann sagt man, dass Uberlauf (overflow) — genauer: Exponen-
teniiberlauf — eintritt.

Tritt ein Uberlauf bei positiven Zahlen bei der Berechnung eines arithmeti-
schen Ausdrucks auf, liefert MATLAB als Resultat Inf (infinity). —Inf wird
bei Uberlauf auf der negativen Zahlengeraden als Wert geliefert.

MATLAB-Beispiel 3.10

Alle double-Variablen mit Wer- > dmax = realmax;
ten £ > realmar + 2% wer- > dmax + 27969, dmax + 27970

den als Inf interpretiert. Klei- ans =

nere Zahlen werden zur jeweils 1.7977e+308
nichstgelegenen Maschinenzahl ans =

gerundet. Inf

Alle single-Variablen mit Werten  » smax = realmax(’single’);
z > realmaz + 2'9% werden als > smax + 27102, smax + 27103
Inf interpretiert. Kleinere Zah- ans =

len werden zur jeweils néchst- 3.403e+038
gelegenen Maschinenzahl gerun- ans =
det. Inf

Unterlauf: Die kleinste positive darstellbare double-Zahl ist 2-1974. Die Zahl
271074 . (252 — 1)/2% wird noch auf 271974 aufgerundet, bei jeder kleine-
ren Zahl wird mit Null weitergerechnet. Diese Sondersituation nennt man
(Exponenten-) Unterlauf (underflow).
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3.4.7 Rundungsfehler

Wegen der Definitionen (3.8) und (3.9) fiir die Arithmetik in F ist es offenbar
von zentraler Wichtigkeit, zu erfassen, wie stark Oz von z abweichen kann: Hier-
von hingt es ab, wie gut die Arithmetik in F die ,,wirkliche“ Arithmetik in R
modelliert bzw. wie sehr sich die beiden Arithmetiken unterscheiden.

Die Abweichung des gerundeten Wertes Oz € F von der zu rundenden Zahl
z € R wird als (absoluter) Rundungsfehler von z bezeichnet:

e(z) := Oz —z,

wiahrend - ()
rt—z ez

= = - 12

p(z) . . (3.12)

relativer Rundungsfehler von z heifit.

Schranken fiir den absoluten Rundungsfehler

Der Betrag |¢(z)| ist offenbar durch Az, die Linge des kleinsten z einschlielenden
Intervalls [z1, z5], 21, z2 € F, begrenzt, im Fall der optimalen Rundung sogar nur
durch die Hilfte dieser Intervalllinge. Genauer lasst sich dies so formulieren: Fiir
jedes z € Ry (jede der reellen Zahlen, die von den normalisierten Gleitpunktzah-
len , iiberdeckt” werden) lisst sich Oz € F eindeutig als

Oz = (-1)" - M(z) - b*®

darstellen, wobei M(x) die Mantisse und e(z) den Exponenten von Oz symbo-
lisiert. Da die Linge des kleinsten Intervalls [z, z;] mit z,,z; € Fy, das die
Zahl z € Ry\Fy enthilt, Az = u - b*®) = pe@)-P jst, gilt fiir den absoluten
Rundungsfehler eines z € Ry:

le(z)|< ; -b*®  fiir die optimale Rundung. (3.13)

Bei den positiven Zahlen aus Fy(2,3,—1,2) hat der absolute Rundungsfehler
bei optimaler Rundung den in Abb. 3.5 dargestellten Verlauf. Wegen des Trep-
penfunktionscharakters von Oz ist der absolute Rundungsfehler eine stiickweise
lineare Funktion.

Schranken flir den relativen Rundungsfehler

Fiir den relativen Rundungsfehler p(z) gibt es Schranken, die fiir ganz Ry giiltig
sind. Die Existenz derartiger Schranken ist auf die annihernd konstante relative
Dichte der Maschinenzahlen in Ry zuriickzufiihren (siehe Abb. 3.3).
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e(z)

1/2 5/8 3/4 7/8 1 5/4
z
NN |
e(z) = -1
e(z)=0
e(z) = +1

Abbildung 3.5: Absoluter Rundungsfehler bei optimaler Rundung.

p(z)

eps 1

\ 1/2 5/8 3/4 7/8 1 5/4
M— \ z

Abbildung 3.6: Relativer Rundungsfehler bei optimaler Rundung.

—eps +

Fiir die positiven Zahlen aus Fy (2,3, —1,2) hat der relative Rundungsfehler bei
optimaler Rundung den in Abb. 3.6 dargestellten Verlauf. Die kleinste gleichmafi-
ge Schranke fiir den relativen Rundungsfehler eines z € Ry ergibt sich aus (3.12)
und der Schranke (3.13):

u
|p(z)|< =—3 < b-u/2 fiir die optimale Rundung. (3.14)
iy <"
Diese Schranke fiir den relativen Rundungsfehler wird mit eps bezeichnet und
relative Maschinengenauigkeit (machine epsilon) genannt. Es gilt
eps =b-u/2=>b""?P/2 fiir die optimale Rundung. (3.15)

Die MATLAB-Konstante eps bzw. eps (’double’) liefert den aktuellen Wert dieser
Schranke fiir die double-Arithmetik. Fiir die IEEE-Arithmetik gilt

eps = 2752~ 2.22. 10716,
Dies entspricht einer relativen Genauigkeit von 16 Dezimalstellen.

Fiir die single-Arithmetik erhélt man die Maschinengenauigkeit durch die MAT-
LAB-Konstante eps (’single’). Fiir die IEEE-Arithmetik gilt

eps =278 ~1.19-1077,



48 3 Numerische Daten und Operationen

was einer relativen Genauigkeit von 7 Dezimalstellen entspricht.
Eine ausfiihrliche Darstellung der Rundungsfehlerthematik und ihrer Auswir-
kungen findet man in [67].

Pseudo-Arithmetik
In einer Gleitpunkt-Arithmetik gilt i. Allg.
zB(yBz) # (¢By)Bz und  zBO(yOz) # (zUy) Bz

Die Assoziativitdt von Addition und Multiplikation kann also von den reellen
Zahlen nicht auf das Modell der Gleitpunktarithmetik in F iibertragen werden.
Verloren geht in F auch die Distributivitdt zwischen Addition und Multiplikation:

2O(yB2) # (z0y) @ (z02).
Dagegen bleibt wegen
t8y=0(z+y)=0(@+z)=yBz

die Kommutativitdt der Addition und ebenso der Multiplikation in F erhalten.



Kapitel 4

Datentypen

Datenobjekte sind Modelle von Gréfien der Erfahrungswelt, beispielsweise fiir
Zahlen, fiir Texte, fiir Mengen oder sogar fiir Personen.

Ein Datenobjekt kann aus einem externen und einem internen (Teil-)Objekt
bestehend gedacht werden. Das ezterne Objekt besteht aus einem oder mehre-
ren Bezeichnern (Namen, engl. identifiers). Es ist das, was der Programmierer
von dem Datenobjekt ,sieht* und worauf er direkten Zugriff hat (z.B. durch
Schreiben, d. h., Verwenden dieser Namen in einem Programm). Das interne Ob-
jekt ist die rechnerinterne Darstellung des Objekts, die i. Allg. verborgen bleibt.
Es besteht im einfachsten Fall aus einem oder mehreren Werten und einer oder
mehreren Referenzen. Eine Referenz gibt an, wo die Werte des Objekts wihrend
der Programmlaufzeit im Speicher des Rechners zu finden sind, stellt also die
Verbindung zwischen Namen und Wert dar (sieche Abb. 4.1).

Name externes Objekt (im Programm)

Referenz internes Objekt (im Rechner)

Abbildung 4.1: Modell fiir eine Variable.

Die Unterscheidung zwischen externem und internem Objekt ist schon deshalb
notwendig, weil wegen der bindren rechnerinternen Darstellung von Datenobjek-

49
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ten z.B. bei numerischen Variablen i. Allg. der (dezimale) Wert des externen
nicht mit dem (binidren) Wert des internen Objekts iibereinstimmt. So ist etwa
der binidre Wert von 0.1} ein periodischer Binarbruch 0.0001100,, der in kei-
ner dualen Arithmetik exakt darstellbar ist. Bei der in MATLAB im Standardfall
verwendeten 53-stelligen Dualdarstellung (Gleitpunktzahlendarstellung durch 8
Bytes) unterscheidet sich z.B. der Wert von 0.1 (das interne Objekt) vom ex-
ternen Objekt 0.1 um einen Differenzbetrag der Gré8enordnung 10~'¢. Ob das
interne Objekt groBer oder kleiner als 0.1 ist, hingt von den speziellen Rundungs-
mechanismen ab.

Als Variable bezeichnet man Datenobjekte, deren Wert wihrend des Pro-
grammablaufes verindert werden kann.! Variable kénnen in MATLAB keinen un-
verdnderbaren Wert erhalten.

Wenn im Folgenden von Variablen die Rede ist, so sind — sofern nichts anderes
gesagt wird — sowohl Skalarvariablen, deren Wert ein Skalar ist, als auch Feld-
variablen (vgl. Abschnitt 4.2) gemeint. MATLAB selbst trifft eine solche Unter-
scheidung grundsitzlich nicht. Dieser Sprachgebrauch trigt der bemerkenswerten
Eigenschaft von MATLAB Rechnung, dass auch eine Skalarvariable als 1 x 1-Matrix
gespeichert und interpretiert wird. Auf diese Weise sind fiir viele Operationen so-
wohl Skalare als auch Felder ohne Notationsunterschiede als Operanden zulissig.

Speichert eine Variable ein Feld (z.B. einen eindimensionalen Vektor oder
eine Matrix), so wird mit dem Variablennamen das gesamte Feld adressiert. Mit
speziellen Selektionsausdriicken, die dem Variablennamen nachgestellt werden,
kann auf einzelne Komponenten oder Teilfelder zugegriffen werden.

4.1 Das Konzept des Datentyps

Interne Objekte werden als Bitmuster kodiert. In Maschinen- und Assemblerspra-
chen werden Objekte auch lediglich auf dieser niedrigen Ebene betrachtet und
manipuliert; die einzigen Datenobjekte, die auf Maschinenebene zur Verfiigung
stehen, sind Zahlen und Zeichen. Daher kann von der angestrebten Anpassung an
gegebene Problemstellungen durch Modellierung von Objekten der Wirklichkeit
nur sehr eingeschriankt die Rede sein.

Viele hohere Programmiersprachen stellen daher mehrere vordefinierte Da-
tentypen (intrinsic data types) zur Verfiigung, denen die einzelnen Datenobjekte
zugeordnet werden. In den meisten imperativen Programmiersprachen (wie C,
Fortran oder Pascal) geschieht diese Zuordnung fiir benannte Datenobjekte durch
Anweisungen, die Vereinbarungen (Deklarationen) genannt werden. MATLAB je-

'Eine mathematische Variable ist ein Zeichen fiir ein beliebiges - aber festes — Element aus
einer vorgegebenen Menge. Der informatische (dynamische) Begriff der Variablen mit der damit
verbundenen zeitlichen Verdnderbarkeit des Werts hat in der Mathematik kein Gegenstiick.
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doch verwendet das Konzept der impliziten Typdeklaration. Durch die Zuweisung
eines Wertes an eine Variable wird deren Typ implizit bestimmt. Weist man einer
existierenden Variablen eines bestimmten Typs einen Wert anderen Typs zu, so
wird der Typ der Variablen dynamisch angepasst (also gegebenenfalls verindert).
Ein und dieselbe Variable kann also nacheinander etwa einen Skalar, einen Vek-
tor und eine Zeichenkette speichern. Existiert eine Variable vor einer Zuweisung
noch nicht, so wird sie dynamisch erzeugt und ihr Typ iiber die Wertzuweisung
ermittelt. Mittels der Funktion class kann der Datentyp einer Variablen ermittelt
werden.

Meist modellieren die vordefinierten Datentypen Zahlen, Zeichen oder Wahr-
heitswerte der Booleschen Logik. Der Datentyp eines Objekts legt dessen interne
Reprisentation und deren Interpretation fest und weist ihm bestimmte Eigen-
schaften zu. Zu einem Datentyp gehéren (1) ein Name, der den Datentyp cha-
rakterisiert; (2) ein Wertebereich (eine Menge von Objekten); (3) eine Notation
fiir Konstante dieses Typs — das impliziert, dass der Typ von Konstanten (Lite-
ralen) durch ihre Schreibweise eindeutig festgelegt ist — und (4) eine Menge von
Operationen und Relationen fiir Objekte dieses Typs.

Von Objekten eines Datentyps, der eine bestimmte Zahlenmenge modelliert,
wird man z.B. erwarten, dass sie den arithmetischen Gesetzen gehorchen und
dass Literale dieses Datentyps auch optisch als solche Zahlen erkennbar sind.

Durch die Einfithrung von Datentypen wird eine bessere Anpassung an ein vor-
gegebenes Problem erreicht. So kann man beispielsweise den Namen einer Person
dem Datentyp zuordnen, der Zeichenketten reprisentiert, den Umfang eines Krei-
ses hingegen einem, der die reellen Zahlen modelliert. Datentypen ermoglichen es
dem Programmierer, auf einer h6heren Abstraktionsebene zu arbeiten.

Fiir viele Problemstellungen reichen die elementaren Objekte der in MATLAB
vordefinierten Datentypen nicht aus: Komplexere Strukturen wie z. B. die Menge
der homogenen Koordinaten (die vor allem in der grafischen Datenverarbeitung
Anwendung finden), geometrische Objekte oder Eintrige in einer bibliografischen
Datenbank mit Autor, Buchtitel, Verlag und Erscheinungsjahr sind durch sie nur
mit gréferem Programmieraufwand modellierbar. Deswegen ist es méglich, Da-
tenobjekte zu grofieren Strukturen (z. B. Felder und Records) zusammenzusetzen
(siehe Abschnitte 4.2 und 4.3.7).

4.2 Felder

Unter einem Feld (array) versteht man einen Verbund von Variablen gleichen
Datentyps. Man spricht daher auch davon, dass das Feld selbst vom gleichen Typ
ist wie seine Komponenten. Die einzelnen Komponenten (Elemente) eines Feldes
werden mit Hilfe eines Indez identifiziert. Als Indexmenge wird ein Unterbereich
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(eine liickenlose Folge) oder ein kartesisches Produkt von Unterbereichen eines
ganzzahligen Datentyps benutzt.
Besteht die Indexmenge nur aus einem Unterbereich

[1,097] CN,

so wird das Feld als eindimensional oder als Vektor bezeichnet.? Ein eindimen-
sionales Feld ist eine Folge der Lange ogr

U1, V2, - .+, Uogr—1, Vogr-
Ist die Indexmenge das kartesische Produkt
[1,0971] x [1,0973] X --- % [1,0974],

so heifit das Feld n-dimensional. Zweidimensionale Felder kénnen in Matrixform
notiert werden:
a1 ai2 Qa1,0gr,

Gogri,1  Qogry,2 """ Qogry,ogrs

In MATLAB werden Felder mit eckigen Klammern spezifiziert; die einzelnen Ele-
mente einer Matrixzeile werden mit Leerzeichen und die Matrixzeilen selbst mit
Strichpunkten getrennt:

[al,l <o+ Qlogry; @21 -« - G2,0gry5 -+ 5 Qogry,1 - - aogrl,ogrg]

Die Form (shape) eines Feldes ist bestimmt durch die Anzahl seiner Dimensionen
und die Anzahl der Elemente in den einzelnen Dimensionen (Ausdehnung, engl.
extent).? Die Grife (size) eines Feldes ist die Gesamtzahl seiner Elemente, also
gleich dem Produkt aller Ausdehnungen. Die Komponenten eines Feldes werden
als Elemente bezeichnet. Feldelemente sind Skalare gleichen Typs.

In MATLAB muss die Form eines Feldes wiahrend des Programmablaufes nicht
konstant bleiben: Felder konnen dynamisch vergrifert oder verkleinert werden.
Ebenso kann die Dimension mehrdimensionaler Felder verindert werden. Die-
se von MATLAB verwendete dynamische Speichertechnik ist zwar sehr bequem
zu handhaben, filhrt aber zu unvermeidbaren Laufzeitineffizienzen. Eine erste
Abhilfe schafft man, indem man die dynamische Speicherverwaltung vermeidet
und Matrizen und Vektoren allokiert, d.h. man gibt die FeldgréBle im Voraus
an (siehe Abschnitt 5.3.5) und vermeidet es, den Datentyp oder die Gréfle des

2In MATLAB gilt fiir die Untergrenze der Indexmenge immer ugr = 1.
3Die Form eines Feldes ist in MATLAB (wie auch z.B. in Fortran oder C) nicht Bestandteil
des Datentyps (im Gegensatz zu Pascal).
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Feldes dynamisch zu verdndern. Bei laufzeitkritischen Programmen sollte man da-
her auf kompilierte Sprachen (z.B. C oder Fortran) zuriickgreifen. Es existieren
auch bereits Cross-Compiler, die MATLAB-Programme in C-Code konvertieren.
Bei Lizensierung zusitzlicher Funktionsbibliotheken, die den MATLAB-Kernel im-
plementieren, konnen dadurch MATLAB-Programme auch direkt in ausfiihrbaren
Maschinencode iibersetzt werden; die Performance des MATLAB-Programms wird
dadurch i. Allg. erhéht (siehe Kapitel 11).

In MATLAB gibt es neben dem , klassischen* Feldbegriff auch sogenannte cell
arrays; diese sind Datencontainer, die mehrere Datenobjekte, die verschiedene
Typen haben kénnen, speichern und die ebenso wie Felder durch eine Indexmenge
indiziert werden (siehe Abschnitt 4.3.6).

4.3 Vordefinierte Datentypen in MATLAB

In MATLAB gibt es eine Reihe vordefinierter Datentypen: double, single, int8,
wint8, int16, uint16, intd2, uintd2, uintb4, int64, char, logical, cell und struct. Mit
jedem dieser Datentypen kénnen prinzipiell ein- und mehrdimensionale Felder
gebildet werden. Zudem besteht in MATLAB die Moglichkeit, neue Datentypen
selbst zu definieren (siehe Kapitel 8).

Daten fiir Berechnungen: Von herausragender Bedeutung ist in MATLAB der
Standard-Datentyp double. Der Typ sparse dient zur kompakten Speicherung und
effizienten Bearbeitung schwach besetzter Matrizen mit double-Eintrigen.

Seit Version 7 sind auch arithmetische Operationen fiir die ganzzahligen Da-
tentypen uint8, int8, uint16, int16, uint32 und int32 sowie fiir die einfach genauen
Gleitpunktzahlen vom Typ single definiert.

Die arithmetische Verbindung von Variablen verschiedenen Typs unterliegt
zahlreichen Einschréankungen, auf die im Zuge dieses Kapitels eingegangen wird.
Numerische Werte und Eingaben werden im Normalfall von MATLAB als double
interpretiert. Will man einen der anderen Datentypen verwenden, so muss das
explizit angegeben werden.

Daten zur Speicherung: Fiir die Datentypen der Speicher-Kategorien int64
und uint64 sind keine mathematischen Operationen definiert, sie dienen lediglich
zur Reprisentation ganzzahliger Datenobjekte, deren Betrag grofer als 23! bzw.
232 und kleiner als 2%% bzw. 264 ist.

Zeichenketten: Zeichenketten (Strings) sind Felder vom Typ char.

4.3.1 Die Gleitpunkt-Datentypen DOUBLE und SINGLE

Verwendung: Die Datentypen double und single dienen zur Speicherung und
Verarbeitung ein- oder mehrdimensionaler Felder (oder von Skalaren, die
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intern auch als Spezialfille von Feldern behandelt werden), deren Elemente
aus reellen oder komplexen Zahlen bestehen. Es gibt also — im Gegensatz zu
anderen Programmiersprachen wie z. B. C99 und Fortran — keinen eigenen
Datentyp fiir komplexe Zahlen.

Wertebereich: Die Datentypen double und single bilden Teilmengen der reellen

und komplexen Zahlen nach. Sie haben wie diese einen Real- und optional
einen Imaginérteil. Jeder Teil ist in Form einer Gleitpunktzahl gespeichert.

Beim Datentyp double sind Real- und Imaginérteil doppelt genaue Gleit-
punktzahlen nach IEEE-Standard, beim Datentyp single (sind Real- und
Imaginérteil) einfach genaue Gleitpunktzahlen nach IEEE-Standard (siehe
Kapitel 3).

Intern unterscheidet MATLAB zwischen reellen und komplexen Zahlen, um
den benétigten Speicherplatz nicht unnétig zu erhohen; diese Unterschei-
dung ist jedoch fiir den Benutzer nicht sichtbar.

Darstellung von Literalen: Skalargréflen werden als Summe eines Realteils

und (optional*) eines Imaginirteils angegeben:
realteil (* imagindrteil i)

Die komplexe Einheit v/—1 wird durch die Symbole i oder j codiert. Die (re-
ellen) Grélen realteil und imagindrteil konnen auf zwei Arten geschrieben
werden: Die erste Schreibweise entspricht der {iblichen Dezimaldarstellung
rationaler Zahlen; sie besteht aus zwei durch einen Dezimalpunkt getrenn-
ten Ziffernfolgen, von denen eine fehlen kann. Die Dezimalzahl kann mit
einem Vorzeichen versehen werden.

() (ziffernfolge) . ziffernfolge (4.1)
() ziffernfolge (. ziffernfolge) (4.2)
Die zweite Darstellungsart hat zusétzlich zu dieser Dezimalzahl — der Man-

tisse — einen Exponententeil, der aus dem Exponentenbuchstaben e oder E,
einem fakultativen Vorzeichen und einer ganzzahligen Ziffernfolge besteht:

dezimalzahl e (%) ziffernfolge <= dezimalzahl x 10%+)#Fernfolge
Dabei steht dezimalzah! fiir eine Gleitpunktzahl der Form (4.1) oder (4.2).

Zusitzlich gibt es die Konstanten Inf und inf zur Symbolisierung von Un-
endlich (z. B. das Ergebnis von 1/0) sowie NaN und nan fiir ,not a number*
(z.B. das Ergebnis von 0/0).

4Im Folgenden wird die Notation (-) zur Symbolisierung optionaler Befehlsteile verwendet.
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Eindimensionale Felder (Vektoren) werden als in eckige Klammern ge-
setzte und durch Leerzeichen (oder durch Beistriche) getrennte Listen ska-
larer Ausdriicke spezifiziert:

[zahly zahl, ... zahl,)

Zweidimensionale Felder (Matrizen) werden dhnlich angegeben. Dabei
werden die (skalaren) Elemente, die in einer Zeile stehen sollen, durch Leer-
zeichen (oder durch Beistriche) getrennt; die einzelnen Zeilen werden durch
Strichpunkte getrennt:

[zahlyy ... zahli n; zahlyy ... z6hby,; ... 5 zahl,y ... zahiyg)

Mehrdimensionale Felder miissen durch Verkettung von zwei- oder ein-
dimensionalen Feldern spezifiziert werden; es gibt keine eigene Schreibweise
fiir Literale drei- und héherdimensionaler Felder (siehe Abschnitt 5.2.1 und
Abschnitt 5.3.5).

Ferner gibt es auch das ,leere Feld“ [] mit der Dimension Null.

MATLAB-Beispiel 4.1

Die nebenstehenden Zeichenfol- 1.852e6

gen sind giiltige double-Literale, 1e-6

wobei in den letzten beiden Zei- .9863564

chenfolgen eine 3x2-Matrix und 88763 + 6612.4i

ein dreielementiger Zeilenvektor ~ [377 62.3; 347 9.90; pi/2 -6.2]
generiert werden. [1 2 3*pi]

WICHTIG: Der Datentyp double ist der Standard-Datentyp in MATLAB. Nume-
rische Werte werden - wenn dies nicht explizit anders vorgeschrieben wird —
automatisch als double interpretiert.

MATLAB-Beispiel 4.2

Der Variablen var wird der Wert > var = 42, class(var)
42 zugewiesen. Obwohl 42 eine var =

ganze Zahl ist, hat die Variable 42

var automatisch den MATLAB- ans =

Standard-Datentyp double. double
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Ein anderer Datentyp als double > spi = single(pi); class(spi)
muss explizit angegeben werden:  ans =
spt ist vom Datentyp single. single

> spi - pi

ans =
8.7423e-008

Wenn ein numerischer Wert vom double- auf das single-Format konvertiert wird,
rundet MATLAB den Wert auf die nichstgelegene Gleitpunktzahl vom Typ sin-
gle. Der Betrag des relativen Rundungsfehlers ist dabei kleiner als die (relative)
Maschinengenauigkeit eps (siehe Abschnitt 3.4.7).

Man erhélt eps mit Hilfe der MATLAB-Befehle eps und eps (’double’) fiir dop-
pelte sowie eps (’single’) fiir einfache Genauigkeit.

MATLAB-Beispiel 4.3

Fehler bei der Rundung des > absrf = double(spi) - pi
double-Wertes pi auf den einfach  absrf =

genauen Wert spi. 8.7423e-008
Es entsteht ein relativer Run-  » relrf = absrf/pi
dungsfehler von 2.7828-1078, der  relrf =
ca. 23 % der relativen Rundungs- 2.7828e-008
fehlerschranke eps entspricht. > elrf = relrf/eps(’single’)
elrf =
0.2334

Arithmetische Ausdriicke mit verschiedenen Datentypen

Sowohl doppelt als auch einfach genaue Gleitpunktarithmetik sind in MATLAB
integriert. Werden ein doppelt genauer und ein einfach genauer Wert durch eine
arithmetische Operation verbunden, so wird intern zunéichst der einfach genaue
Wert in doppelte Genauigkeit konvertiert und das Resultat in doppelt genauer
Gleitpunktarithmetik berechnet. Anschlieflend wird das Ergebnis der Rechenope-
ration auf den Typ single konvertiert (siehe Abschnitt 5.3.3).

Wenn man diese bei der Auswertung arithmetischer Ausdriicke automatisch
vorgenommene Typ-Konversion vermeiden will, so muss man die Typ-Konversion
selbst (z. B. mit Hilfe der Funktion double) vornehmen.
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MATLAB-Beispiel 4.4

Multiplikation zweier Werte vom > class(2xpi)
Typ double liefert wieder einen  ans =
double-Wert. double
Multiplikation zweier Werte vom > class(single(2)*spi)
Typ single liefert wieder einen  ams =
single-Wert. single
Arithmetische Operationen mit > absf = spi - pi, class(absf)
single- und double-Zahlen erge-  absf =
ben immer ein single-Resultat ! 8.7423e-008

ans =

single

4.3.2 Die ganzzahligen Datentypen INT und UINT

Verwendung: Die Datentypen int8, uint8, int16, uintl6, int82 und uint32 die-
nen der effizienten Speicherung und Verarbeitung ganzzahliger Werte, wie
sie etwa in der Signalverarbeitung auftreten (siehe Tabelle 4.1).

Wertebereich: Variablen eines ganzzahligen Datentyps bestehen wie bei den
Gleitpunkt-Datentypen aus Realteil und auch optionalem Imaginirteil. Die
Wertebereiche beider Teile sind identisch und in Tabelle 4.1 zusammenge-
stellt. Die Grenzen der Wertebereiche erhdlt man mit Hilfe der MATLAB-
Befehle intmin (typ) und intmaz (typ).

MATLAB-Beispiel 4.5

Die kleinste Zahl des Typs int16 > intmin(’int16’)

ist —21% = —32768. ans =
-32768
Die grofite Zahl des Typs int16 > intmax(’int16’)
ist 21° — 1 = 32767. ans =
32767

Darstellung von Literalen: Skalare Integer-Variablen werden als Summe eines
ganzzahligen Realteils und eines (optionalen) ganzzahligen Imaginirteils
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Datentyp | Anzahl Bits Wertebereich

nt8 8 —128,-127,...,127
uint8 8 0,1,...,255

nt16 16 —32768,-32767,...,32767
uint16 16 0,1,...,65535

nt82 32 —2147483648,...,2147483647
uint82 32 0,1,...,4294967295

Tabelle 4.1: Wertebereiche von Real- und Imaginirteil der ganzzahligen Datentypen.

angegeben: realteil (4 imagindrteil i) Ganzzahlige Felder konnen auf die-
selbe Art wie bei den Gleitpunkt-Datentypen gebildet werden.

Seit der MATLAB-Version 7 stehen auch arithmetische Operationen fiir die Da-
tentypen int8, uint8, int16, uint16, int32 und uintd2 zur Verfiigung.

Da standardméBig alle numerischen Werte vom Typ double sind, entstehen
Variablen vom Typ int8, uint8, intl16, uint16, int32 und uint32 entweder durch
Konversion mit Hilfe der entsprechenden Befehle int8, uint8, int16, uint16, int32
und uint32 oder durch Allokation (siehe Abschnitt 5.3.5). Bei der Konversion
wird auf die nichstliegende Zahl des entsprechenden Typs gerundet.

MATLAB-Beispiel 4.6

Die Variable pi_ganz vom Typ > pi_ganz = int8(pi)
int8 wird angelegt und der ge- pi.ganz =

rundete Wert von 7 wird ihr zu- 3

gewiesen.

EINSCHRANKUNG: Die Arithmetik fiir die ganzzahligen Datentypen ist einge-
schrinkt (siehe auch Kapitel 5): Eine arithmetische Operation ao b ist nur er-
laubt, wenn entweder a und b vom selben Integer-Typ sind oder wenn a oder b
eine skalare double-Variable ist.

Die ganzzahligen Speichertypen INT64 und UINT64

Die ganzzahligen 64-Bit-Datentypen int64 und uint64 stehen als reine Speicher-
typen zur Verfiigung. Da fiir diese beiden Typen keine Arithmetik vorhanden ist,
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lassen sich Werte nur durch Konversion erzeugen. Da ein Wert doppelter Gleit-
punktgenauigkeit zwar ebenfalls 64 Bit in Anspruch nimmt, aber die Mantis-
senlinge nur p = 53 betrigt, lassen sich von int64- und uint64-Variablen effektiv
nur 53 Bit nutzen.

4.3.3 Der Datentyp LOGICAL

Verwendung: Der Datentyp logical dient der Speicherung von ein- oder mehr-
dimensionalen Feldern boolescher Variablen (d.h., Variablen, die nur die
Werte TRUE oder FALSE annehmen konnen). Analog zu den numerischen
Datentypen wird ein Skalar als 1 x 1-Array interpretiert. Dabei wird TRUE
mit der Zahl 1 und FALSE mit der Zahl 0 codiert.

Wertebereich: Logische Variablen kénnen nur zwei Werte annehmen: TRUE (1)
oder FALSE (0).

Darstellung von Literalen: Es gibt keine spezielle Schreibweise fiir Literale.
Logische Variable kénnen entweder iiber die Funktionen true und false er-
zeugt oder durch Konversion von numerischen Variablen mit Hilfe der Funk-
tion logical oder in Form von logischen Ausdriicken (wo Vergleichsoperato-
ren etc. vorkommen) erhalten werden.

MATLAB-Beispiel 4.7

Logische nxm-Felder, deren Ele- > true(2,3), false(5)
mente den Wert TRUE enthalten, ans
konnen mit Hilfe der Funktion 1
true (n,m) erzeugt werden. 1

1

i |

Analog liefert false (n,m) ein nx 208
m-Feld, dessen Elemente alle 00000
den Wert FALSE besitzen.

Eine double-Variable kann durch >
logical in eine logische Variable > b
konvertiert werden. Dabei wird b =
jeder Eintrag ungleich Null als 1001
logisch TRUE angesehen.

=[100 5];
logical(a)

4
|

> whos b
Name Size Bytes Class
b 1x4 4 logical array
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Logische Variablen kénnen auch > negativ = sin(pi/2) < 0;

mit Hilfe von Vergleichsoperato- > class(negativ)
ren erzeugt werden. ans =
logical

4.3.4 Schwach besetzte Matrizen

Schwach besetzte Matrizen vom Datentyp double oder logical konnen in MATLAB
effizient gespeichert werden; dabei werden nur alle Nichtnullelemente im Spei-
cher abgelegt. Schwach besetzte Matrizen kénnen etwa iiber den Befehl sparse
erzeugt werden (siehe Abschnitt 5.6). MATLAB wendet auf schwach besetzte Ma-
trizen speziell optimierte Algorithmen an. Fiir den Benutzer ist der Umgang mit
schwach besetzten Matrizen denkbar einfach: Ohne Notationsunterschied kénnen
alle Befehle, die auf voll besetzte Matrizen anwendbar sind, auch auf schwach
besetzte Matrizen angewendet werden.

Bei schwach besetzten Matrizen werden derzeit nur die Datentypen double und
logical unterstiitzt. Versucht man, eine Matrix mit single- oder Integer-Eintragen
ins sparse-Format zu konvertieren, so liefert MATLAB eine Fehlermeldung.

Fiir schwach besetzte Matrizen sind nur arithmetische Operationen mit dou-
ble-Skalaren, -Vektoren und -Matrizen definiert. Bereits der Versuch, eine sparse-
Matrix mit einem skalaren single- oder Integer-Wert zu multiplizieren, liefert eine
Fehlermeldung.

4.3.5 Der Datentyp CHAR

Verwendung: Der Datentyp char dient zur Speicherung ein- oder mehrdimen-
sionaler Felder von (ASCII-)Zeichen.

Wertebereich: Eine Zeichenkette ist eine Folge einzelner Schriftzeichen, die
- links beginnend mit 1, 2, 3, ..., n nummeriert werden. Die Anzahl n der
Zeichen heifit die Linge der Zeichenkette; sie ist grofier oder gleich Null.

Darstellung von Literalen: Zeichenketten miissen von begrenzenden Zeichen
(Begrenzern, engl. delimiters) eingefasst werden, um die Moglichkeit zu
schaffen, auch signifikante Leerzeichen in Zeichenketten verwenden zu
kénnen. In MATLAB wird dazu das Hochkomma (’ ) verwendet.

Gelegentlich ist es notwendig, dass das als Begrenzer verwendete Zeichen
(?) innerhalb einer Zeichenkette vorkommt. In diesem Fall kann man zwei
solcher Zeichen direkt hintereinanderschreiben. MATLAB interpretiert zwei
Vorkommnisse dieses Zeichens als eines.
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Auch beim Datentyp char ist es (analog zu ein- oder mehrdimensionalen
numerischen Feldern) méglich, Felder (von ASCII-Zeichen) zu bilden:

[string) string, ... string,]
[stringy ... string) n; strings; ... Stringan; ... ; StriNgGm 1 .. - stn'ngm,,,]

Dabei steht string; ; fiir eine Zeichenkette (d.h., eine in Hochkommas ein-
geschlossene Folge von ASCII-Zeichen). Die Zeichenketten, die in einer Zei-
le stehen, werden zu einer langen Zeichenkette zusammengefasst; die so
konstruierten Zeilen miissen alle die gleiche Linge aufweisen. Felder von
Zeichenketten sind daher unhandlich zu benutzen; man sollte eher auf cell-
Objekte (sieche Abschnitt 4.3.6) ausweichen.

MATLAB-Beispiel 4.8

Die nebenstehenden Zeichenfol-  ’Loesungen von x**4 + y*%4 = z*x4’
gen sind giiltige char-Literale. 11%3&/ (=7’

Die nebenstehenden zwei Zeilen i
liefern einen leeren String und ?
einen String, der nur aus einem
Leerzeichen besteht.

Soll das Begrenzungszeichen in  ’y’’ = f(t,y)’
einem String (z.B. y’ = f(t,y))

vorkommen, so muss es wieder-

holt werden.

4.3.6 Der Datentyp CELL

Verwendung: Der Datentyp cell (oder cell array) dhnelt einem Feld; er besteht
aus einzelnen Objekten (Komponenten), die wie bei Feldern durch eine
Indexmenge identifiziert werden; die einzelnen Komponenten miissen jedoch
nicht notwendigerweise denselben Typ besitzen.

Wertebereich: Der Wertebereich von cell ist das kartesische Produkt der Wer-
tebereiche seiner Komponenten.

Darstellung von Literalen: Sei im Folgenden komponente ein Literal eines be-
liebigen Datentyps (d.h., komponente kann z. B. selbst wieder ein Objekt
vom Typ cell sein) oder ein giiltiger MATLAB-Ausdruck beliebigen Typs.
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Ein eindimensionales cell-Objekt wird analog zu einem Feld aufgebaut, wo-
bei die Elemente in geschwungene Klammern eingeschlossen werden:

{komponente, komponente, ... komponente,}

Zweidimensionale Objekte vom Typ cell werden in der Form

{komponente,, komponente;; ... komponente,,;
komponentey; komponente;o ... komponentepy;
komponente,,; komponente,, ... komponentey,n}

konstruiert. Drei- oder mehrdimensionale Objekte des Typs cell konnen nur
durch Verkettung von ein- oder zweidimensionalen Objekten erzeugt werden
(siehe Abschnitt 5.2.1).

MATLAB-Beispiel 4.9

Die nebenstehenden Codezeilen  {[1.0 7.0] 3.0 ’rot’}
erzeugen drei verschiedene Ob-  {’Name’ ’Titel’ {’Name’ ’Gruppe’}}
jekte vom Typ cell. {10.0}

4.3.7 Der Datentyp STRUCT

Verwendung: Strukturen (Records) sind Datenverbunde einer vom Program-
mierer festzulegenden Anzahl von Komponenten (components, fields), wel-
che - im Unterschied zu Feldern - verschiedenen Datentypen angehoren
koénnen und denen - im Gegensatz zu Objekten vom Typ cell - ein eindeu-
tiger Name zugeordnet wird. Jede Komponente wird ausschliellich iiber
den ihr zugeordneten Namen angesprochen.

Als Datentypen fiir Strukturkomponenten kommen alle in MATLAB zuléssi-
gen Datentypen in Frage, d.h., einzelne Komponenten kénnen wiederum
Records, Objekte vom Typ cell oder Matrizen sein.

Der Datentyp struct kann also verwendet werden, um Datenobjekte ver-
schiedenen Typs zu kapseln. Diese Datenobjekte kann man dann als Einheit
unter ihrem Namen ansprechen. Man kann aber auch ihre Komponenten
einzeln manipulieren; diese Zugriffsart nennt man Selektion. Falls ein Re-
cord weitere Records als Komponenten enthilt, kann diese Selektion {iber
mehrere Ebenen reichen. Niheres iiber Records enthélt der Abschnitt 5.2.2.
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Wertebereich: Der Wertebereich eines struct-Objektes ist das kartesische Pro-
dukt der Wertebereiche der einzelnen Komponenten.

Darstellung: MATLAB verfolgt das Konzept der dynamischen Strukturen, d. h.,
die Struktur von struct-Objekten wird nicht explizit definiert. Durch Wert-
zuweisungen an Strukturkomponenten, die zur Zeit der Wertzuweisung nicht
existieren, werden neue Strukturkomponenten erstellt.

MATLAB-Beispiel 4.10

Durch die nebenstehenden An-  kreis.radius = 9.0;

weisungen werden neue Kompo-  kreis.mittelpunkt = [2.0 -0.1];
nenten radius, mittelpunkt und  kreis.farbe = ’rot’;

farbe einer Struktur kreis defi-

niert.

Durch eine nochmalige Wertzu- kreis.radius = 10.0;

weisung auf eine bereits definier-

te Komponente wird deren In-

halt geandert.

Durch die Vergabe von Namen an die einzelnen Komponenten einer Struktur
kommt die semantische Bedeutung der einzelnen Strukturkomponenten besser
zum Ausdruck als durch die Verwendung von Objekten des Typs cell. Diese bes-
ser verstindliche Strukturierung hat aber den Nachteil, dass man die einzelnen
Datenobjekte einer Struktur nicht in Schleifen bearbeiten kann, da alle Struktur-
komponenten ausschliellich Giber ihren Namen angesprochen werden.

MATLAB erméglicht seit der Version 6.5 die dynamische Referenzierung von
Komponenten. Dabei kann der Komponentenname in einer Selektion erst zur
Laufzeit bestimmt werden (und muss daher nicht zum Zeitpunkt der Kompilation
feststehen); siche Abschnitt 5.2.2.

4.4 Selbstdefinierte Datentypen

Jeder MATLAB-Benutzer kann auch eigene Datentypen definieren. Auf diese
Mbéglichkeit, MATLAB mittels Klassen um neue Funktionalitit zu erweitern, wird
in Kapitel 8 niher eingegangen.



Kapitel 5

Vereinbarung und Belegung von
Datenobjekten

Das vorige Kapitel hat gezeigt, was Datenobjekte sind und welche Datentypen
in MATLAB zur Verfiigung stehen. In diesem Kapitel wird erldutert, wie Daten-
objekte eines bestimmten Typs erzeugt und in MATLAB-Programmen verwendet
werden kénnen.

5.1 Namen

Jedem Datenobjekt muss ein eindeutiger Name zugeordnet werden, unter dem
es im weiteren Programmablauf angesprochen werden kann. Dieser Name muss
mit einem Buchstaben beginnen und darf aus maximal 31 Buchstaben (ohne &,
0,..., 8), Zahlen und Unterstrichen bestehen. Ist ein Name linger, so sind nur
die ersten 31 Stellen signifikant. Gro- und Kleinschreibung wird unterschieden.

MATLAB-Beispiel 5.1

Dienebenstehenden Namen sind a

giiltige Variablennamen (dabei A

sind a und A verschiedene Va- Determinante_ von.A
riablen) ...

. wihrend diese Namen un-  3.D
zuldssig sind. MATLAB gibt bei  quantil.0.05
deren Verwendung eine Fehler-  wurzelaus-1
meldung aus. iiberbestimmt

64
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5.2 Vereinbarungen (Deklarationen)

In MATLAB werden Variablen vor deren Verwendung nicht durch spezielle An-
weisungen ( Vereinbarungen) definiert. Durch die erste Zuweisung eines (skalaren
oder feldartigen) Wertes an eine Variable wird ein entsprechend grofier Speicher-
block im Hauptspeicher allokiert und der angegebene Wert unter dem festgelegten
Namen gespeichert. Der Typ der neu entstandenen Variablen wird implizit iiber
den zugewiesenen Wert bestimmt. StandardméaBig werden alle numerischen Werte
als double interpretiert.

Will man eine numerische Variable vom Typ single oder eines ganzzahligen
Datentyps anlegen, so muss dies mit Hilfe der Befehle single, uint8, int8,... ex-
plizit angegeben werden.

Die Vereinbarung eines Datenobjekts geschieht durch eine Wertzuweisung,
d.h., durch eine Anweisung der Form

variablenname = ausdruck

Dabei wird zunédchst der ausdruck ausgewertet und sein Wert einer Variablen
zugewiesen, die unter variablenname ansprechbar sein soll.

MATLAB-Beispiel 5.2

Mit diesem Codefragment wer- a = 7;
den fiinf Datenobjekte angelegt: b = [1 4 7; 3 4 2];

zwei double-Variablen a und 5, ¢ = single(12);

eine single-Variable ¢, ein String  text = ’Beispiel 5.2’;

tert sowie ein Objekt kreis vom  kreis = {1.0 [0.6 1.2] ’rot’};
Typ cell.

Workspace

Die Gesamtheit aller zu einem Zeitpunkt definierten (und durch Anweisungen
ansprechbaren) Variablen heit Workspace. Wihrend der Ausfiihrung von MAT-
LAB-Programmen wird der Workspace i. Allg. vergrofiert, wenn durch Wertzuwei-
sungen neue Variablen vereinbart werden.

Der Workspace bleibt iiblicherweise — sofern er nicht manuell geloscht wird
— bis zum Ende des aktuellen Geltungsbereichs (siehe Abschnitt 7.4) erhalten,
d. h., entweder bis MATLAB oder das aktuelle Unterprogramm beendet wird. Mit
dem MATLAB-Befehl clear variable kann jedoch eine Variable vorzeitig aus dem
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Workspace entfernt werden. Wird dem clear-Befehl kein Parameter iibergeben,
so werden im aktuellen Workspace alle Variablen geloscht.

Die Definition von Variablen ,,on demand“ ist zwar praktisch, birgt jedoch die
Gefabr der Uniibersichtlichkeit und Fehleranfilligkeit in sich. Generell gilt: Einer
Variablen muss ein Wert zugewiesen werden, bevor sie in einem Ausdruck ver-
wendet werden darf. Vergisst man diese implizite Vereinbarung einer Variablen,
so gibt MATLAB eine Fehlermeldung aus. Um solchen Fehlern vorzubeugen, kann
man sich mit den Befehlen who und whos den Inhalt des Workspace anzeigen
lassen; dabei liefert whos detailliertere Informationen beziiglich des Datentyps.

MATLAB-Beispiel 5.3

Nach den Vereinbarungen in Bei- > who
spiel 5.2 enthélt der Workspace  Your variables are:
die Variablen a, b, ¢, kreisund a b ¢ kreis text

text.

whos liefert zusitzliche Infor- > whos

mationen iiber diese Variablen. Name Size Bytes Class

Man beachte, dass die Skalare a a 1x1 8 double array

und c als 1x1-Matrizen betrach- b 2x3 48 double array

tet werden. c 1x1 4 single array
kreis 3x1 419 cell array
text  1x12 24 char array

Den Inhalt des Workspace kann man auch interaktiv iiber den ,Workspace-
Browser“ (siehe Abb.5.1) verindern. Um eine Variable zu bearbeiten, muss man
sie erst durch Anklicken markieren. Mit den Symbolen der Symbolleiste lassen
sich markierte Variable loschen oder mit dem ,,Array Editor“ verdndern, speichern
und visualisieren.

Dynamische Verfinderung von Variablen

Wurde eine Variable vereinbart, so kann deren Wert mittels weiterer Wertzuwei-
sungen (variable = ausdruck) verindert werden. Dabei besteht kein syntaktischer
Unterschied zwischen einer ,normalen“ Wertzuweisung und einer Vereinbarung.
Wird einer Variablen, die bereits vereinbart und der bereits ein Typ zugeordnet
wurde, ein Wert zugewiesen, der einen anderen Typ besitzt, so wird die Wert-
zuweisung als neuerliche Vereinbarung betrachtet. Hierfiir wird das bestehende
Datenobjekt zuerst aus dem Workspace entfernt und danach unter dem gleichen
Namen ein neues angelegt, das jedoch einen anderen Typ besitzt. Unter ein und
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Abbildung 5.1: Im Workspace-Browser werden Informationen zu den Variablen im Workspace
angezeigt. Die Darstellung entspricht Beispiel 5.2.

demselben Namen kann daher nacheinander z. B. eine double-Matrix, ein single-
Vektor, eine Zeichenkette und ein Objekt vom Typ cell gespeichert werden.

MATLAB-Beispiel 5.4

[16;56; 9 1];
single([1 4 78]);

Der Variablen a werden nach- > a
einander eine double-Matrix, ein > a
single-Vektor, ...

’ein String’;
{121 ’string’ [12 4]};

eine Zeichenkette und ein > a
cell-Objekt zugewiesen. MAT- > a
LAB éndert bei jeder Zuweisung
den Typ von a dynamisch.

Soll in einem Datenobjekt ein Feld gespeichert werden, so wird dessen Gréfe
ebenfalls implizit iiber die Wertzuweisung bestimmt. Analog zur dynamischen
Typumwandlung kann ein Feld in seiner Dimension und Gré8e wihrend des Pro-
grammablaufes verandert werden. Durch eine neue Zuweisung wird von MATLAB
ein entsprechend grofier Speicherbereich reserviert und die Form des Feldes ad-
aptiert. Alle diese Aktionen geschehen automatisch, d.h., ohne fiir den Benutzer
in Erscheinung zu treten.
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5.2.1 Mehrdimensionale Felder

Durch Zusammenfassen mehrerer ein- oder zweidimensionaler Felder ist es
moglich, h6herdimensionale Strukturen aufzubauen. Dies geschieht durch den Be-
fehl cat.

Ein dreidimensionales Feld besteht aus mehreren ,Seiten“, d.h., mehreren
zweidimensionalen Feldern gleicher Grofle. Durch den Befehl cat kénnen & sol-
cher nxm-Seiten zu einer dreidimensionalen nxmXx k-Struktur zusammengesetzt
werden. Dabei erwartet cat als ersten Parameter die Angabe einer Dimension,
entlang der MATLAB die Felder zusammenhéangen soll. Um eine dreidimensionale
Struktur zu generieren, muss der Wert 3 iibergeben werden. (Gibt man hier 1
oder 2 an, so generiert MATLAB ein zweidimensionales Feld; dabei werden die
angegebenen Felder zu einem knxm- oder nxkm-Feld zusammengesetzt.)

MATLAB-Beispiel 5.5

Das nebenstehende Codefrag- a1l [123;,456; 7 8 9];

ment erzeugt ein dreidimen- a2 [10 11 12; 13 14 15; 16 17 18];
sionales double-Feld der Grofle a = cat(3,al,a2);

3x3x2 durch das Zusammenset-

zen von zwei 3x3-Seiten.

Weiters ist es moglich, dynamisch ein zweidimensionales Feld zu einem mehrdi-
mensionalen Feld zu erweitern, indem das Feld als Seite eines mehrdimensionalen
Feldes aufgefasst wird; das obige dreidimensionale Feld konnte auch wie folgt
aufgebaut werden:

a=[12%456;789);
a(:,:,2) = [10 11 12; 18 14 15; 16 17 18);

Die zweite Anweisung veranlasst MATLAB, an das bestehende Feld a eine weitere
Seite anzuhingen. Die Doppelpunktnotation wird in Abschnitt 5.3.10 erldutert.

Analog kénnen mehrere n-dimensionale Felder gleicher Grioe zu einer (n+1)-
dimensionalen Struktur durch den Befehl

cat (n+1, objy, obgs,. . ., 0bjrm)

zusammengesetzt werden. Dabei bezeichnen obj, obj,,. .., obj, n-dimensionale
Felder der gleichen Grofe.

Mehrdimensionale Objekte vom Typ cell werden ebenfalls in analoger Weise
mittels cat erzeugt. Werden dem Befehl mehrere n-dimensionale cell-Objekte der
gleichen Groge iibergeben, so wird ein (n-+1)-dimensionales Objekt vom Typ cell
erzeugt.
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5.2.2 Records — Der Datentyp STRUCT

Objekte des Datentyps struct bestehen aus einzelnen Komponenten, die nicht
notwendigerweise denselben Typ besitzen und denen ein Name zugeordnet ist. In
MATLAB muss die Struktur eines Records nicht explizit definiert werden. Durch
eine Wertzuweisung an eine Komponente, die nicht existiert, wird dynamisch die
Struktur um diese Komponente erweitert.

MATLAB-Beispiel 5.6

Das nebenstehende Codefrag- > punkt.xpos = 7;
ment definiert eine Struktur > punkt.ypos = 8;
punkt, die aus vier Komponen- > punkt.farbe = ’rot’;
ten besteht. > punkt.marker = ’'0’;

> punkt.

Die Komponenten eines Struktur-Objekts lassen sich mit Hilfe des Symbols ,,.“
(Punkt) in der Form strukturname.komponentenname ansprechen. Dabei bedeu-
tet strukturname den Namen einer Variablen des Typs struct und komponenten-
name den Namen der ausgewihlten Komponente. Da eine struct-Variable wei-
tere Strukturen enthalten kann, kann sich die Komponentenauswahl (component
selection) auch iber mehrere Ebenen erstrecken. In solchen Fillen enthilt der
Selektionsausdruck mehrere Selektoren der Form .komponentenname.

Wertzuweisungen an Variablen des Typs struct konnen entweder komponen-
tenweise (wiederum durch Verwendung von Selektionsausdriicken) erfolgen, oder
aber durch Zuweisung einer ganzen Struktur.

MATLAB-Beispiel 5.7

Die Struktur punkt enthilt als
Komponente option wiederum
eine Struktur.

punkt.xpos = 7;
punkt.ypos = 8;
punkt.option.farbe = ’rot’;
punkt.option.marker = ’o0’;
punkt2 = punkt;

VYV V¥V ¥ ¥

Die. gesamte Struktur wird einer
neuen Variablen zugewiesen.

MATLAB erlaubt auch die Verwendung dynamischer Feldnamen in einer Selektion.
Wihrend in den MATLAB-Beispielen 5.6 und 5.7 die Komponentennamen der
Selektion statisch (d.h., zur Compilezeit) festgelegt wurden, erlaubt die Syntax
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strukturname. (expression)

die Selektion einer Komponente, deren Namen erst zur Laufzeit durch Auswer-
tung des Ausdrucks ezpression bestimmt wird. Die ezpression muss eine Zeichen-
kette zuriickliefern (char-Objekt), die einen giiltigen Komponentennamen enthélt.

MATLAB-Beispiel 5.8

In Abhingigkeit des Wertes von > if x < 0 then f = ’negativ’;

z wird entweder die Komponente else f = ’positiv’; end;
negativ oder positiv der Struktur > struct. (f)

struct selektiert.

5.3 Belegung von Datenobjekten

Die Belegung von Datenobjekten geschieht (wie bereits erwédhnt) i. Allg. iiber eine
Wertzuweisung; Vereinbarung und Belegung von Datenobjekten sind syntaktisch
nicht zu unterscheiden.

5.3.1 Ausdriicke

In imperativen Programmiersprachen wie MATLAB ist die Aufgabe von Program-
men die zielgerichtete Manipulation von Daten, d.h., die Verdnderung und Ver-
kniipfung der Werte von Datenobjekten durch einen der Problemstellung ent-
sprechenden Algorithmus. Die Verkniipfung von Datenobjekten geschieht in Aus-
driicken (ezpressions).

Ausdriicke sind formelartige Verarbeitungsvorschriften, deren Ausfiihrung
einen Wert liefert. Sie bestehen aus Operanden (das sind Konstanten, Variablen,
Funktionsaufrufe oder andere Ausdriicke), Operatoren und Klammern. lhr Re-
sultat (ihr Wert) kann durch eine Wertzuweisung Variablen zugewiesen oder mit
anderen Werten verglichen werden etc. Der Wert eines Ausdrucks hat einen Typ
sowie eine Form, d.h., er kann ein Skalar oder ein Feld sein.

MATLAB-Beispiel 5.9

Die nebenstehenden Codefrag-  2*radius*pi

mente sind giiltige MATLAB-  sin(phi)/sqrt(2)

Ausdriicke. ’nicht singulaer’
a*(1 + cos(phi))
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In Ausdriicken diirfen nur definierte Variable verwendet werden, d.h. Variable,
die bereits iiber eine Wertzuweisung (implizit) vereinbart wurden.

5.3.2 Wertzuweisung

Durch eine Wertzuweisung (assignment) wird eine Variable oder ein Teil einer
Variablen mit einem Wert belegt. Die Variable wird dadurch definiert oder -
wenn sie schon vorher einen giiltigen Wert hatte — redefiniert.

Die Wertzuweisung erfolgt dadurch, dass der Wert der Quelle, eines (i. Allg.
anderen) Datenobjekts (eines Literals, einer Variablen odet eines Ausdrucks) in
den Wertebereich des Ziels kopiert wird (vgl. Abb. 5.2). Der Wert der Quelle
bleibt dabei erhalten.

Ziel Quelle

\

Referenz 1 Referenz 2

et )+ o)

Abbildung 5.2: Wertzuweisung

Eine Zuweisung hat syntaktisch die Form
variable = ausdruck

Das Gleichheitszeichen bedeutet in einer Zuweisung keineswegs mathematische
Gleichheit, sondern ist ein (Zuweisungs-) Operator. In einem Programm kann bei-
spielsweise fiir eine numerische Variable a die — als mathematische Gleichung
sinnlose — Wertzuweisung a = a + 1 stehen. Diese Wertzuweisung bedeutet , Ad-
diere 1 zum Wert von a und speichere das Ergebnis wieder in a.*

Der definierende ausdruck und der links stehende Variablenname sind vonein-
ander unabhéngig. Man kann jederzeit den Wert der Variablen durch eine neue
Wertzuweisung abéndern. Eine Variable, der ein neuer Wert zugewiesen wird,
kann deshalb (mit dem alten Wert) auch im Ausdruck, d.h., rechts vom Zuord-
nungszeichen =, auftreten.
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MATLAB-Beispiel 5.10

Berechnung der Summe s = a;+ s = a(1);
ay + a3 durch wiederholte Wert- s = s + a(2);
zuweisung. s =s + a(3);

Auswertung des Polynoms p = a(3);

P(z) = ap + a17 + azz? + azz® p = p*x + a(2);
nach dem Horner-Schema p = p*x + a(1);
P(z) = ((azz+a2)z+a)z+as. p = p*x + a(0);

Man kann sich die Wertzuweisung als einen Operator niedrigster Prioritit vorstel-
len, der kein Ergebnis liefert. Statt dessen hat die Ausfiihrung einer Zuweisung
einen Effekt: Sie dndert den Wert einer Variablen und damit den Zustand eines
Datenobjekts. Die Ausfiihrung eines Programms einer imperativen Programmier-
sprache (wie jener von MATLAB) kann schrittweise durch die Zustandsidnderungen
einzelner Datenobjekte beschrieben werden.

5.3.3 Arithmetische Operatoren und Ausdriicke

Die vordefinierten Operatoren auf skalaren Ausdriicken sind in Tabelle 5.1 zusam-
mengefasst. Operatoren haben Priorititen, die die Reihenfolge ihrer Abarbeitung
bestimmen. Unter den vordefinierten numerischen Operatoren hat die Exponen-
tiation die hochste Prioritidt (4); es folgen Negation (Prioritat 3), Multiplikation
und Division (Prioritdt 2) sowie mit der geringsten Prioritdt (1) Addition und
Subtraktion.

Operator | Operation || Bedeutung Prioritét
- a ~ b | Exponentiation: a® 4
- -a Negation: —a 3
* ax*xb Multiplikation: ab 2
/ a/b Division: a/b 2
\ a\b Division: b/a 2
+ a+b Addition: a + b 1
- a-b Subtraktion: a — b 1

Tabelle 5.1: Skalare Operationen fiir numerische Datentypen; a und b sind skalare Variablen.
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Die Reihenfolge der Abarbeitung eines Ausdrucks kann durch Klammerung beein-
flusst werden: In Klammern eingeschlossene (Teil-)Ausdriicke haben die hochste
Prioritat, d. h., sie werden auf jeden Fall zuerst ausgewertet. Bei verschachtel-
ten Klammern werden die Ausdriicke im jeweils innersten Klammernpaar zuerst
berechnet. Die Prioritdten sind so gew#hlt, dass im Normalfall méglichst wenige
Klammern gesetzt werden miissen. In Zweifelsfillen oder zur Erh6hung der Les-
barkeit schadet es nie, Klammern zu verwenden, auch wenn sie eigentlich nicht
notwendig sind.

MATLAB-Beispiel 5.11

Der nebenstehende Ausdruck 5%(2 + 3)°4
wird als 5 - 5% = 3125 ausgewer-

tet ...

.. dieser Ausdruck jedoch als  (5*%(2 + 3))"4
25% = 390625.

Hier werden zuerst die Exponen-  5%2 + 374
tiation und die Multiplikation

ausgewertet und dann erst deren

Resultate addiert.

Aufgrund der Klammerung lie- 4.1 - 372
fern diese zwei Ausdriicke unter- (4.1 - 3)72
schiedliche Ergebnisse.

Kommen in einem Ausdruck mehrere aufeinanderfolgende Verkniipfungen durch
Operatoren mit gleicher Prioritdt vor, so werden sie von links nach rechts abge-
arbeitet, sofern nicht Klammern vorhanden sind, die etwas anderes vorschreiben;
dies ist vor allem dann zu beachten, wenn nicht-assoziative Operatoren gleicher
Prioritdt hintereinander folgen.

MATLAB-Beispiel 5.12

Auswertung: ((1+2) —3) +4 1+2-3+4
Auswertung: ((1-2)-3) -4 1%2%3%4
Ist eine andere Auswertungsrei- r - (s - t)

henfolge gewiinscht, so miissen  u/(v/w)
Klammern gesetzt werden.

Auswertung: (2%)* = 4096. 27374
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Um die Lesbarkeit des Pro- (2°3)"4
gramms zu erhohen, sollten auch

in diesem Fall Klammern gesetzt

werden.

Die Verwendung von iberfliissi-  (3*x((-1)))
gen Klammern ist zuléssig.

Als Operanden in numerischen Ausdriicken sind Literale, Variablen, Funktions-
aufrufe sowie aus ihnen gebildete Ausdriicke zulédssig. Jeder Operand muss einen
definierten Wert besitzen und eine Verkniipfung muss im mathematischen Sinn
erlaubt sein. Unzuléssig ist beispielsweise eine Division durch Null.

Arithmetik bei unterschiedlichen Datentypen

Bei den arithmetischen Operationen in MATLAB diirfen, abweichend von anderen
Programmiersprachen, verschiedene numerische Datentypen nicht beliebig kom-
biniert werden. Eine arithmetische Operation aob ist nur dann erlaubt, wenn ent-
weder die Variablen a und b denselben Datentyp haben oder wenn eine der beiden
Variablen vom Typ double ist. Im letzteren Fall hat das Ergebnis stets den nied-
rigeren Datentyp, d. h., die Multiplikation einer double- und einer single-Variable
liefert ein Ergebnis vom Typ single, die einer double und einer int8-Variable liefert
ein Ergebnis vom Typ int8. Die Rechnung wird dabei immer in doppelt genauer
Gleitpunkt-Arithmetik durchgefiihrt, ehe das Ergebnis dann mittels Rundung in
den Datentyp des Resultats konvertiert wird.

MATLAB-Beispiel 5.13

Das double-Resultat der Sub- > a = 2.5; b = int8(3);

traktion b — a ist 0.5. Konvertie- > differenz = b - a
rung von 0.5 auf den Datentyp  differenz =
int8 liefert das Resultat 1. 1
> class(differenz)
ans =
int8

Integer-Arithmetik

Abweichend von anderen Programmiersprachen ist die Division zweier Variablen
vom selben Integer-Datentyp nicht als Division ohne Rest realisiert. Vielmehr
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wird die Division zunichst in double-Arithmetik ausgefiihrt und dann das Ergeb-
nis (mittels Rundung) riickkonvertiert.

MATLAB-Beispiel 5.14

Die Integer-Division 2/3 wiirde  » bruch = int32(2)/int32(3)

als Division ohne Rest in an-  bruch =
deren Programmiersprachen das 1
Ergebnis bruch = 0 liefern. > class(bruch)
ans =
int32

'EINSCHRANKUNG: Fiir Variablen eines ganzzahligen Datentyps sind die arith-
metischen Operationen nur erlaubt, wenn der Imaginérteil verschwindet, d.h.,
komplexe Integer-Zahlen kénnen nur zur Speicherung eingesetzt werden.

MATLAB-Beispiel 5.15

Die Variable ¢ vom Typ int32 » ¢
hat nicht-trivialen Imaginérteil.

int32(3 + 5i);

Verwendung von c in einer arith- > b = 7xc;

metischen Operation fiihrt auf  Error using ==> mtimes

eine Fehlermeldung. Complex integer arithmetic is not
supported.

5.3.4 Konstruktion spezieller eindimensionaler Felder

Neben der expliziten Angabe des Feldes durch Auflistung seiner Elemente gibt es
einige Befehle in MATLAB, die ein Feld einer speziellen Form konstruieren.

Arithmetische Folgen
Der Befehl

linspace (s,e,n)

erzeugt ein eindimensionales Feld (einen Zeilenvektor) der Gréfie n, in dem die
Differenz der benachbarten Elemente konstant ist. Das erste Element des Feldes
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ist s und das letzte e. Alle weiteren Elemente werden durch , lineare Interpolation®
gewonnen, d.h., das j-te Element erhalt den Wert

s+(e—-s)(j—-1)/(n-1), j=12,...,n

Im linspace-Befehl wird also die Grofie des gewiinschten Feldes und dessen erstes
und letztes Element angegeben. Mit linspace kann man auch Vektoren erzeugen,
deren Elemente alle den gleichen Wert haben (wenn man s= e wihlt).

In dhnlicher Weise wird durch die ,,Doppelpunkt-Notation“
s:inc:e

ein eindimensionales Feld erzeugt, dessen erstes Element s ist und in dem jedes
Element um inc gréBer ist als sein Vorgénger (fiir znc< 0 und e < s entsteht eine
fallende Folge). Das Feld endet mit dem gro8ten so konstruierbaren Element, das
kleiner oder gleich e ist. Mit der ,,Doppelpunkt-Notation“ kann man keine Felder
erzeugen, deren Elemente alle den gleichen Wert haben, da inc# 0 sein muss.

Geometrische Folgen
Der Befehl
logspace (s,e,n)
erzeugt ein Feld (einen Zeilenvektor) von n Elementen mit den Werten

108+(e—8)(1’—1)/("—1), i=1,2...,n,

d.h., 10%,...,10¢ Der Quotient benachbarter Elemente bleibt konstant.

MATLAB-Beispiel 5.16

linspace produziert ein Feld, bei > linspace(1,9,5)
dem die Differenz benachbarter ans =

Elemente konstant ist. 13579
Auch mit der ,Doppelpunkt-No- > x = 1:2:9
tation“ kann man dieses Feld er- X =

stellen. 13579

Mit linspace kann man auch Zei- » y = linspace(0.1,0.1,3)
lenvektoren mit lauter gleichen y =
Elementen erzeugen. 0.1000 0.1000 0.1000
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logspace produziert einen Vektor > logspace(2,5,4)
mit den Elementen 10%,...,105,  ans =
deren Quotient konstant ist. 100 1000 10000 100000

Die von linspace und logspace erzeugten eindimensionalen Felder sind Zei-
lenvektoren. Mit dem Transpositionsoperator ’ kann man Zeilenvektoren in Spal-
tenvektoren umwandeln.

Wendet man den Transpositionsoperator ’ auf Vektoren oder Matrizen mit
komplexen Elementen an, so wird das Ergebnis aus den konjugiert komplexen
Elementen aufgebaut.

MATLAB bietet auch die Moglichkeit, einen komplexen Vektor oder eine kom-
plexe Matrix ohne Bildung der konjugiert komplexen Elemente zu transponieren.
Wendet man den Operator .’ (dot transpose operator) z.B. auf einen komple-
xen Vektor an, so erhélt man einen transponierten Vektor, der aus den gleichen
Elementen aufgebaut ist wie der urspriingliche Vektor.

2

MATLAB-Beispiel 5.17

Mit dem Transpositionsoperator > (1:2:9)?
und der Doppelpunkt-Notation  ans

oder dem Befehl linspace kann 1
man Spaltenvektoren produzie- 3
ren. :
9
Ein (Spalten-) Nullvektor der > linspace(0,0,100)’
Lénge 100 wird generiert. ans =
0
0

Sind in dem Vektor komplexe » [1+i 8-i]’
Zahlen enthalten, so ist das Er- ans =

gebnis aus den konjugiert kom- 1 -1
plexen Zahlen aufgebaut. 8 +1i

Die Korijugation kann durch die > [1+i 8-i].’
Verwendung des Operators .’ ans
vermieden werden.

o = N

+1
i
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Mit dem Befehl length erhilt
man die Lange eines Vektors.

MATLAB-Beispiel 5.18

> knoten = 0:1e-5:1;
> length(knoten)

ans =

100001
Der Befehl size kann auf Vekto- > size(knoten)
ren, Matrizen und hoherdimen- ans =
sionale Felder angewendet wer- 1 100001
den. Er unterscheidet zwischen > gize(knoten’)
Zeilen- und Spaltenvektoren. ans =

100001 1

Verbindung von Feldern

Eine weitere Moglichkeit der Konstruktion von Feldern ist die Zusammensetzung
bereits bestehender Felder zu gréferen Strukturen. Kommt in der Konstruktion
eines Feldes ein Variablenname vor, werden die Elemente, die unter diesem Namen
gespeichert sind, anstelle der Variablen eingesetzt. Es ist natiirlich auch moglich,
ein gréBeres Feld aus Teilfeldern bestehender Felder zusammenzusetzen (siehe
Abschnitt 5.3.10).

MATLAB-Beispiel 5.19

Durch ¢ = [a b 78 9] wird ein > a
Feld erzeugt, bei dem anstelle > ¢
von a und b alle Elemente die- ¢ =
ser Felder eingefiigt werden.

{123); b=1[456];
(ab789]

123456789

5.3.5 Konstruktion spezieller zweidimensionaler Felder

MATLAB stellt Befehle zur Erzeugung spezieller Matrizen zur Verfiigung: Die
Befehle ones(m,n) und zeros(m,n) generieren nxm-Matrizen, deren Elemente
alle 1 oder 0 sind. Die nxn-Einheitsmatrix wird durch eye (n) generiert.

Diese Befehle konnen genutzt werden, um geniigend Speicherplatz fiir ein
Feld zu allokieren. Dies unterbindet dann die dynamische Speicher-Allokation
und fiihrt zu kiirzeren Laufzeiten der MATLAB-Programme.
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Sollen die Eintrige der erzeugten Matrizen nicht vom Typ double sein, so kann
der Datentyp optional mitangegeben werden.

MATLAB-Beispiel 5.20

Eine 2x3-Matrix A mit Null-Ein- > A = zeros(2,3,’int8’);
trigen vom Datentyp int8§ wird

erzeugt.

Dem Element as von A wird der > A(2,2) = 11.7

Wert 12 zugewiesen, da 11.7in A =

den Datentyp von A konvertiert 000
wird. 0120
Ausgabe des neuen Eintrags: > A(2,2)
ans =
12

Mit den Funktionen ones und zeros kénnen auch mehrdimensionale Felder allo-
kiert werden, z.B. erzeugt ones (8,4,5, single’) ein Feld der Dimension 3x4x5
mit Eintragen vom Typ single, dessen Werte alle 1 sind.

5.3.6 Konstruktion spezieller mehrdimensionaler Felder

Mehrdimensionale Felder kénnen durch Andern der Feld-Gestalt angelegt werden:
In MATLAB werden Felder (wie in FORTRAN) spaltenweise zusammenhéngend ge-
speichert und die Gestalt eines Feldes gibt an, ob z.B. d = mn hintereinander
gespeicherte Werte als Vektor der Lange d, als m x n-Matrix oder als n x m-Matrix
interpretiert werden sollen. Die Interpretation kann mittels reshape geindert wer-
den.

MATLAB-Beispiel 5.21

=[123456];
reshape(v,3,2)

v
<
|

Ein Vektor v der Linge 6 wird
angelegt und danach als eine > A
3 x 2-Matrix interpretiert. Da- A
bei wird die spaltenweise Spei-
cherung sichtbar.

W N = )
(4]
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5.3.7 Arithmetische Ausdriicke mit Feldern

Eine herausragende Eigenschaft von MATLAB ist die einfache Moglichkeit der
Verarbeitung ganzer Felder durch eine einzige Anweisung. Ahnlich wie in moder-
nen Programmiersprachen (z.B. in C++) Operatoren iiberladen werden kénnen,
um ohne Notationsunterschied Variablen verschiedenen Datentyps zu verarbeiten,
lassen sich die meisten Operatoren und vordefinierten mathematischen Funktio-
nen in MATLAB ohne Notationsunterschied auch auf (ein- oder mehrdimensionale)
Felder anwenden.

Tabelle 5.2 enthalt die vordefinierten Operatoren fiir Vektoren numerischer
Datentypen. Einschréankungen beziiglich der Arithmetik mit ganzzahligen Daten-
typen werden am Ende dieses Abschnitts behandelt.

Operator | Operation | Bedeutung Prioritat
e a."b |[[ah a2 ... ap’n] 3
L a .*xb [@1-b; a2-by ... ap- byl 2
i a./b [al/bl 02/b2 an/bn] 2
+ a+b g +b ax+by ... ay+b) 1
- a-b [al—bl ag—bg a,,—bn] 1

Tabelle 5.2: Numerische Vektor-Vektor-Operationen; dabei sind a und b Zeilenvektoren der
Lingen,d.h.,a=[a; a2 ... a,], b=[b1 bz ... bys].

Alle Operatoren, die mit einem Punkt beginnen, werden komponentenweise auf
Felder iibertragen; alle anderen Operatoren haben unter Umstanden bei Feldern
eine andere Bedeutung.

MATLAB-Beispiel 5.22

Fir die Vektoren a, b und ¢ resultat = a.*(a + b)."c
der Linge n wird der Ausdruck

a; - (a; + b;)% fiir die Indexwerte

i=1,2,...,n ermittelt.

Durch den Einsatz von Vektoroperatoren kann auf die Verwendung von Schleifen-
konstrukten (wie sie etwa in C oder Fortran notwendig wéren) sehr oft verzichtet
werden, was die Lesbarkeit von MATLAB-Programmen fordert.
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MATLAB-Beispiel 5.23

Der Mittelwert der Elemente >» x = rand(100,1);
eines Zufalls-Spaltenvektors der > mittel = sum(x)/length(x)

Linge 100 wird berechnet. mittel =

0.5286
Die Anzahl der Werte grofer 1/2 > mdn = length(find(x > 0.5))
wird ermittelt. mdn =

53

Alle Operatoren der Tabelle 5.2 konnen auch dazu verwendet werden, zwei- und
mehrdimensionale Felder numerischer Datentypen und gleicher Gréfle miteinan-
der zu verkniipfen. Dabei werden die Operationen analog komponentenweise auf
die Matrizen iibertragen.

Mit Hilfe des Operators * kann eine nxk-Matrix mit einer kxm-Matrix
multipliziert werden: Es entsteht dabei eine nxm-Matrix mit den Elementen
¢i; = 3.p_, @itbe;. Man beachte den Unterschied der Operatoren * und .*; der er-
stere bewirkt die ,,normale“ Matrizenmultiplikation (Abbildungsverkniipfung im
Sinne der Linearen Algebra), letzterer multipliziert zwei Matrizen gleicher Form
elementweise miteinander (Hadamard-Produkt).

Das Matrix-Vektor-Produkt ist ein Spezialfall der Matrizenmultiplikation. Ist
A eine m x n-Matrix und z ein Spaltenvektor der Linge n (also eine n x 1-
Matrix), so ist das Matrix-Vektor-Produkt A*z ein Vektor der Lange m. Fiir die
Berechnung des inneren Produktes (des sog. euklidischen Skalarproduktes) zweier
Vektoren gibt es keine eigene Operation. Das innere Produkt kann aber durch
o+y’, also mit Hilfe des Transpositionsoperators und der Matrizenmultiplikation
ausgedriickt werden, falls z und y Zeilenvektoren gleicher Lange sind.

MATLAB-Beispiel 5.24

Das nebenstehende Codefrag- > A = [1 2 3; 2 3 5];
ment multipliziert zwei Matrizen >B=1[13; 45; 7 8];
miteinander. Man beachte, dass > C = A * B

beide Matrizen passende Dimen- C =

sionen besitzen miissen! 30 37

49 61

MATLAB stellt auch Operatoren zur Verfiigung, die Vektoren und Matrizen mit
Skalarausdriicken verkniipfen.
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In Tabelle 5.3 findet man die vordefinierten Operatoren zur komponentenweisen
Verkniipfung von Feldern mit Skalaren.

Operator | Operation || Bedeutung Prioritit
- a."c¢c |[[a¢f e ... af 3
" c."a |[[[em 2 ... ] 3
* a*c [@a1-¢c ax-c ... ap-( 2
/ a./c |[[aife axfc ... aa/c] 2
/ c ./ a |[e/ar claz ... c/ayg) 2
+ a+c [a+c¢ ax+c ... a,+( 1
- a-c [a1—=¢c az—c ... ap—¢ 1

Tabelle 5.3: Skalar-Vektor-Operationen; dabei ist ¢ ein Skalar und a ein Zeilenvektor der Linge
n,d.h,a=[a;as ... an].

MATLAB-Beispiel 5.25

Es wird der Vektor d der Lange > a = 0.981;
10 mit den Elementen d; = > b =1:10;
1.0115*%+biei grzeugt. Dabeiista  » ¢ = linspace(1/3,2/3,10);

1.01.7(1.5.7(a*b) + b.*c);

ein Skalar und b und ¢ sind Vek- > d
toren der Lange 10.

Die meisten in MATLAB vordefinierten mathematischen Funktionen (wie sin, cos
etc.) lassen sich auch auf ein- oder mehrdimensionale Felder ohne Notationsun-
terschied anwenden. Dabei wird die Operation komponentenweise auf die Feld-
elemente angewendet (siehe Abschnitt 12.3).

Eine Zusammenfassung der wichtigsten MATLAB-Funktionen fiir Matrizen-
operationen (z. B. Berechnung von Normen, Inversen etc.) enthilt Abschnitt 12.5.

Losung linearer Gleichungssysteme

MATLAB stellt eine eigene Operation (den sogenannten Backslash-Operator) zur
Losung linearer Gleichungssysteme bereit; ist A eine (regulire) nxn-Matrix und b
ein Spaltenvektor der Linge n, so ermittelt A\b die Losung des Gleichungssystems
Az = b (siehe Abschnitt 10.1).

Die Operation A\b kann auch auf iiber- und unterbestimmte Gleichungssyste-
me angewendet werden. Im Fall eines iiberbestimmten Systems ermittelt MAT-
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LAB eine Lésung des Minimierungsproblems ||Az — b||; — min. Ist das gegebene
Gleichungssystem unterbestimmt (d.h., ist A eine mxn-Matrix mit m < n), so
berechnet MATLAB eine Losung mit héchstens m von Null verschiedenen Kom-
ponenten. Ist A singulér, so gibt MATLAB eine Fehlermeldung aus.

Falls d rechte Seiten b, bs, ..., b; betrachtet werden, so kann auch X = A\B
mit einer n x d-Matrix B = [b b, ...by] verwendet werden. Die Spalten der
n x d-Matrix X enthalten dann die jeweiligen Losungen z,, 2, .. ., Z4.

MATLAB-Beispiel 5.26

Durch die nebenstehenden An- >A=1[14;42]; p=1[1; 3];
weisungen wird das System be- > x = A\b
stehend aus den Gleichungenz4+ x =
4y = 1 und 4z + 2y = 3 gelost. 0.7143
0.0714
Liasst man im obigen Glei- > A = [1 4]; b = [1];
chungssystem die zweite Glei- > x = A\b
chung weg, so erhilt maneinun- x =
terbestimmtes System. 0
0.2500
Fiigt man jedoch als dritte Glei- >A=1[14; 42;509];
chung 5z + 9y = 4 hinzu, wird > b= [1; 3; 4];
das resultierende Gleichungssy- > x = A\b
stem iiberbestimmt; MATLAB X =
ermittelt in diesem Fall jenen 0.7160
Vektor, der [|Az —b||2 minimiert. 0.0514

Einschréinkungen fiir die Arithmetik mit ganzzahligen Datentypen

Zusitzlich zu den Restriktionen im skalaren Fall (siehe Seite 74), gibt es bei
Feldern weitere Einschrinkungen:

Ist A ein Feld eines ganzzahligen Datentyps und b ein Feld gleicher Grofe
oder ein Skalar, so sind die arithmetischen Operationen mit A und b nur dann
definiert, wenn b vom selben ganzzahligen Datentyp wie A ist. So ist z.B. die
Multiplikation eines double-Skalars mit einem Vektor vom Typ int8 nicht definiert.
Die Multiplikation eines Skalars a mit einem Feld eines Integer-Datentyps ist nur
definiert, wenn a vom selben ganzzahligen Datentyp oder vom Typ double ist.

Ferner sind fiir die ganzzahligen Datentypen nur die komponentenweisen Ope-
rationen definiert. Weder das Matrix-Produkt noch der \-Operator stehen fiir
ganzzahlige Matrizen zur Verfiigung.
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5.3.8 Polynome

MATLAB kennt keinen speziellen Datentyp zur Speicherung von Polynomen. Man
kann jedoch Polynome als Vektoren ihrer Koeffizienten (bzgl. der Monom-Basis)
darstellen. Dabei werden die Koeffizienten in absteigender Reihenfolge in einem
numerischen Vektor gespeichert. Das Polynom

a+az+ -+ a7 +az"
wird in MATLAB durch den Zeilenvektor
[an @n-1 ... ag

dargestellt. MATLAB stellt keine eigenen Funktionen zur Addition und Subtrak-
tion von Polynomen bereit. Es konnen jedoch die Operationen + und — auf
die Koeffizientenvektoren angewendet werden, falls beide Polynome den gleichen
Grad besitzen; andernfalls muss der kiirzere Vektor mit Nullen aufgefiillt werden.

Es gibt in MATLAB eine Reihe vordefinierter Funktionen, mit denen sich die
Koeffizientenvektoren von Polynomen bearbeiten lassen (siehe Abschnitt 12.9):
conv und deconv dienen etwa der Multiplikation und Division von Polynomen.
Mit polyval kann ein Polynom an einer bestimmten Stelle ausgewertet werden
und polyder liefert den Koeffizientenvektor des Ableitungspolynoms.

MATLAB-Beispiel 5.27

[1 0 1];
(1000 -3];

In ¢ und b werden die Koeffizi- > a
enten der Polynome z2+1und > b
z* — 3 gespeichert.

Die beiden Polynome koénnen > ammal_b = conv(a,b)
mit Hilfe der Funktion conv mul- amalb =

tipliziert werden. Das Ergebnis 1010-30-3
lautet 28 + 24 — 322 — 3.

Zur Addition muss der Koeffi- » aplusb=[00a] +b
zientenvektor von z2 + 1 durch  a_plusb =

az = 0 und a4 = 0 erweitert wer- 1010 -2

den.

polyval(a,z) wertet das Poly- > polyval(a, 1.5)
nom mit dem Koeffizientenvek- ans =
tor a an der Stelle z (hier speziell 3.2500

z = 1.5) aus.
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polyder liefert die Koeflizienten = > polyder(b)
der Ableitung eines Polynoms. ans =
4000

Die Nullstellen eines Polynoms kénnen mittels roots ermittelt werden. MATLAB
liefert dabei einen Spaltenvektor zuriick, der alle Nullstellen des Polynoms enthilt.
Analog kann ein Spaltenvektor, der die Nullstellen eines Polynoms enthilt, mittels
poly in den Koeflizientenvektor dieses Polynoms umgewandelt werden.

MATLAB-Beispiel 5.28

Fir das Polynom p werden die > p = poly(1:25);
Nulistellen 1,2,...,25 vorgege-
ben.

Ermittelt man nun mit der > roots(p)
Funktion roots die Nullstellen ans =

von p, so ergeben sich — be- 25.2091

dingt durch numerische Phino- 24.2386 + 1.0681i
mene — signifikante Unterschie- 24.2386 - 1.0681i
de zu den urspriinglich vorgege- 22.3254 + 2.2466i
benen ganzzahligen Nullstellen :

1,2,...,25. 1.0000

5.3.9 Zugriff auf Felder und CELL-Objekte

Man kann in MATLAB auf ganze Felder, auf Teilfelder oder auf einzelne Feld-
elemente zugreifen. Ein Zugriff auf das ganze Feld erfolgt durch den Feldnamen.
Ein einzelnes Element eines Feldes (eine indizierte Variable) wird durch Angabe
des Feldnamens, gefolgt von einem Index, ausgewihlt. Der Index eines Elements
eines n-dimensionalen Feldes wird als n-Tupel

(T1y- - y%n)

geschrieben. Feldelemente werden durch die Angabe ihres Index eindeutig identi-
fiziert. Das Element mit dem Index (iy,...,i,) des Feldes feld kann somit durch

feld(3y,. .., in)

spezifiziert werden.
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MATLAB-Beispiel 5.29

In diesem Beispiel ist v ein ein- > j = 4;

dimensionales und A ein zwei- » v(10) = v(15) + A(j,j+1);
dimensionales double-Datenob- > v(1) = sin(A(j,j))/3;
jekt.

Es kann auch auf ganze Felder > A4 = A + 1;

zugegriffen werden (die Addition

wird komponentenweise durch-

gefiihrt).

In analoger Weise kann auf die Elemente eines Objekts vom Typ cell zugegriffen
werden. In diesem Fall wird als Index ein Ausdruck der Form

{i1,. .- i}

verwendet. Auf das Element (3,2) eines cell-Objektes mit dem Namen test wird
z. B. durch test{3,2} zugegriffen.

Enthéilt ein Objekt des Typs cell ein weiteres, so miissen mehrere Selektions-
ausdriicke hintereinander verwendet werden; enthilt z. B. das Element (3, 2) eines
cell-Objektes ein weiteres, so kann auf das Element (1,1) des inneren Objektes
durch test{3,2}{1,1} zugegriffen werden.

5.3.10 Teilfelder

Ein Teilfeld (array section) ist ein rechteckiger (oder speziell: ein quadratischer)
Ausschnitt eines Feldes und daher selbst wieder ein Feld. Wahrend zur Bestim-
mung eines einzelnen Feldelements in jeder Dimension nur die Angabe eines ein-
zelnen skalaren Indexwertes notig ist, muss, um ein Teilfeld zu bilden, in minde-
stens einer der n Dimensionen ein Indezbereich angegeben werden, sodass mehrere
Feldelemente ausgew&hlt werden:

feldname (bereichy,. . . ,bereich,)

bereich; kann im einfachsten Fall (so wie fiir die Auswahl eines Elementes) ein
ganzzahliger skalarer Ausdruck sein.

Ein Indexbereich im eigentlichen Sinn kann zunichst durch Angeben einer
Bereichsober- und -untergrenze in der jeweiligen Dimension festgelegt werden,
was bedeutet, dass alle Elemente, die in dieser Dimension einen Indexwert aus
dem ausgewihlten Bereich aufweisen, zum angesprochenen Teilfeld gehéren. Man
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kann zusitzlich eine Schrittweite festlegen, was bewirkt, dass nicht alle Index-
werte im Bereich beriicksichtigt werden, sondern nur jene, deren Differenz zur
Indexuntergrenze ein Vielfaches der Schrittweite betrigt.

Die allgemeine Form von bereich; sieht folgendermafien aus:
({ugrenze;) : (schritt;) ( : ogrenze;))

Lisst man sowohl die Obergrenze als auch die Untergrenze (und dann natiirlich
auch die Schrittweite) weg, dann bleibt ein einzelner Doppelpunkt stehen. Damit
wird der gesamte Indexbereich des Feldes in der betreffenden Dimension ange-
sprochen. Als Obergrenze kann auch der symbolische Ausdruck end verwendet
werden, falls der Bereich mit dem letzten Element in der angegebenen Dimension
enden soll.

MATLAB-Beispiel 5.30

> A = [11 12 13 14 15;
21 22 23 24 25;
31 32 33 34 35];

Die erste Zeile erhilt man mit > A(L, )
der Selektionsanweisung (1,.). ans =
11 12 13 14 15

Aus der ersten Zeile konnen die

> A(1, 2:end)

letzten vier Elemente selektiert ans =
werden. 12 13 14 15
Hier wird jede zweite Spalte und > A(1:2:3, 1:2:5)
jede zweite Zeile entfernt. ans =

11 13 1§

31 33 35
Mit dem Selektor (:,1) wird die > A(:, 1)
erste Spalte ausgewihlt. ans =

13

23

33

" Wird keine Schrittweite angegeben, so wird schritt = 1 angenommen; in der
betreffenden Dimension werden die Elemente des Feldes zwischen ugrenze und
ogrenze angesprochen. Die Schrittweite darf auch negativ sein, aber nicht Null.
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Durch die Schrittweite —1 kann

MATLAB-Beispiel 5.31

>»v=1[123456];

die Reihenfolge der Elemente ei- > v(6:-1:1)
nes Feldes gedndert (,gestiirzt“)  ans =
werden. 654321

Analog konnen auch Teilfelder von mehrdimensionalen Feldern erzeugt werden;
dabei ist das Ergebnis i. Allg. wieder ein mehrdimensionales Feld.

MATLAB-Beispiel 5.32

> D = cat(3,[1 2; 3 4],[5 6; 7 8]);

Die nebenstehende Anweisung » D(:,:,1)
extrahiert die erste Seite des ans =
dreidimensionalen Feldes D. 12
34
Nun wird in allen Seiten die er- > D(1,:,:)
ste Zeile selektiert (man beachte, ans(:,:,1) =
dass das Resultat wiederum ein 12
dreidimensionales Feld ist). ans(:,:,2) =
56
Mit (1,1,:) werden jene Elemen- > D(1,1,:)
te selektiert, die in allen Seiten  ans(:,:,1) =
an der Position (1,1) stehen; wie- 1
derum ist das Resultat ein mehr- ans(:,:,2) =
dimensionales Feld. 5

Eine weitere Moglichkeit zur Angabe eines Indexbereichs ist der Vektorindez (vec-
tor subscript). Er besteht aus einem eindimensionalen, feldférmigen, ganzzahligen
Ausdruck. Durch einen Vektorindex bereich; der Gestalt

[wert (wert ...}]

werden aus einem eindimensionalen Feld jene Elemente selektiert, deren Index in
der betreffenden Dimension gleich dem Wert eines Elementes im Vektorindex ist.
Die Werte eines Vektorindex miissen nicht voneinander verschieden sein.
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MATLAB-Beispiel 5.33

Durch die Verwendung eines > v = [10 20 30 40 50 60 70 80 90];
Vektorindex koénnen z.B. die >» v([5 256 321 9])

Elemente eines Vektors beliebig  ans =

vertauscht werden. 50 20 50 60 30 20 10 90

Ein Vektorindex wird oft zusammen mit dem Befehl find verwendet, um Teilfel-
der zu selektieren, die eine bestimmte Bedingung erfiillen; find (v) liefert einen
Vektor, der den Index aller Elemente ungleich Null in v zuriickliefert. Verwen-
det man logische Operatoren auf Feldern (siehe Abschnitt 5.4), so lassen sich
Selektionsanweisungen sehr elegant realisieren.

MATLAB-Beispiel 5.34

Es werden all jene Elemente aus > v(find(mod(v,20) == 0))
v selektiert, die durch 20 teilbar ans =
sind. 20 40 60 80

In analoger Weise kénnen Teile von Objekten des Typs cell erzeugt werden, indem
man die runden Klammern, die bei der Selektion von Feldelementen verwendet
werden, durch geschwungene Klammern ersetzt.

5.3.11 Wertzuweisung an Teilfelder

In vielen numerischen Algorithmen sind Elemente eines Feldes zu verdndern. Dies
kann natiirlich iiber einzelne Wertzuweisungen an alle betreffenden Elemente er-
reicht werden. Hierzu werden die Elemente einzeln iiber einen Selektionsausdruck
ausgewihlt und ihnen neue Werte zugewiesen:

variablenname (indez) = ausdruck

Dabei ist indez ein Ausdruck der Form 4y,.. ., ,. Oftmals sollen jedoch die Werte
mehrerer Elemente auf einmal verdndert werden. Hierzu erméglicht MATLAB die
Wertzuweisung an Teilfelder. Mit den Methoden aus Abschnitt 5.3.10 muss zuerst
das gewiinschte Teilfeld ausgewihlt werden; die Wertzuweisung erfolgt dann in
der Form variablenname (teilfeldinder) = ausdruck. Dabei ist ausdruck entweder
ein Feld der gleichen Dimension wie das ausgewihlte Teilfeld oder ein Skalaraus-
druck. Im letzteren Fall wird jedes ausgewihlte Element des Teilfeldes mit dem
Skalarausdruck belegt.
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Wird einem Teilfeld die ,leere* Matrix [ ] zugewiesen, so wird das angegebene
Teilfeld aus der Matrix entfernt. Dabei konnen nur ganze Zeilen oder Spalten
geloscht werden, damit das resultierende Feld rechteckig (oder quadratisch) bleibt.

MATLAB-Beispiel 5.35

Die Matrix A wird schrittwei- >A=[123456;789 10 11 12];

se manipuliert; zuerst wird dem > A(1,1) = 6

Element a;,; der Wert 6 zugewie- A=

sen. 623456
789 10 11 12

Nun wird die erste Spalte durch
den Vektor (3, 3)T ersetzt.

> A(:,1) = [3; 3]
A=

3234656
389 10 11 12
Nun wird allen Elementen, die > A(:,1:2:6) =9
in ungeraden Spalten stehen, der A =
Wert 9 zugewiesen. 929496

989109 12

Alle Elemente > 8 werden durch > A(find(A > 8)) =0

Null ersetzt. A=
020406
080000
Zuletzt wird die gesamte zweite > A(2,:) = [0
Zeile geloscht, indem ihr die ,lee- A =
re Matrix“ zugewiesen wird. 020406

5.4 Logische Operationen

MATLAB speichert logische Werte im Datentyp logical; Variablen dieses Typs
kénnen nur zwei Werte annehmen: TRUE (1) oder FALSE (0). Logische Variablen
entstehen etwa durch die Befehle true bzw. false, durch Konversion oder tiber
einen Vergleichsoperator (siehe Beispiel 4.7 auf Seite 59).

Die Vergleichsoperatoren (siehe Tabelle 5.4) liefern, angewendet auf skalare
numerische Datenobjekte, ein skalares logical-Datenobjekt zuriick, das entweder
den Wert 0 (FALSE) oder 1 (TRUE) enthilt. Werden die Vergleichsoperatoren auf
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ein- oder mehrdimensionale Felder der gleichen Dimension und Gréfe angewen-
det, so vergleicht MATLAB die Elemente der Felder komponentenweise und liefert
ein ,logisches* Feld der gleichen Dimension und Gréfe.

Operator || Bedeutung
< kleiner als
<= kleiner oder gleich
> grofer als
>= grofer oder gleich
== gleich
"= ungleich

Tabelle 5.4: Vergleichsoperatoren.

Meist ist man jedoch nur daran interessiert, ob es ein Element des Feldes gibt, das
die angegebene Relation erfiillt, oder ob alle Elemente dieses Feldes diese Relation
erfiillen. Mit Hilfe der MATLAB-Befehle any und ¢!l kann man ein ,logisches®
Feld auf einen skalaren logischen Wert reduzieren. Die Funktion any liefert den
Wert TRUE, falls es ein Element des iibergebenen (eindimensionalen) logischen
Feldes gibt, das ungleich 0 (FALSE) ist; all liefert TRUE, falls alle Elemente des
(eindimensionalen) Feldes ungleich 0 sind. Wendet man all oder any auf Matrizen
an, so wird die entsprechende Relation spaltenweise auf die Matrix angewendet
und ein ,logischer“ Zeilenvektor zuriickgeliefert, dessen i-te Komponente 1 ist,
falls die i-te Spalte der Matrix die Relation all oder any erfiillt.

MATLAB-Beispiel 5.36

Das nebenstehende Codefrag- > a =[123 4 5 6];
ment illustriert die Verwendung > b = [1 2 4 4 4 4];
von Vergleichsoperatoren, ange- > a > b

wendet auf Skalare und Felder. ans =

Zuerst wird verglichen, welche 000011

Elemente gréfler sind.

Will man feststellen, ob die > all(a == b)
beiden Vektoren identisch sind, ans =

kann man dies durch die Verwen- 0

dung von all erzielen.



92 5 Vereinbarung und Belegung von Datenobjekten

any liefert TRUE, falls minde- > any(a == b)

stens ein Element in beiden Vek- ans =
toren gleich ist. 1
Wird all auf Matrizen angewen- >»>a=(12;13;14];
det, so wird die Relation spal- > b =[11; 1 2; 1 4];
tenweise ausgewertet. > all(a == b)
ans =
10

ACHTUNG: Die in der Mathematik gebriuchlichen Kurzformen wie z. B.
a<z<b z<z9<23<1I4,

sind in MATLAB (wie auch in anderen Programmiersprachen) nicht realisiert. Es
miissen die einzelnen Vergleiche mit & (logischem Und) verkniipft werden:

a<z & z<b, T1 <y & T3< 13 & T3 < T4,

MATLAB-Beispiel 5.37

Diese Ungleichungen liefern das > 2 <1 < 3
Resultat TRUE, obwohl die Aus- ans =
sage mathematisch falsch ist. 1

Das Resultat kommt durch die Auswertung der Ungleichungen von links nach
rechts zustande. Die Aussage 2 < 1 ist falsch, ergibt also das Resultat 0 (FALSE).
Die Aussage 0 < 3 ist wahr. Das Endergebnis ist daher der Wert 1 (TRUE).

Die nebenstehende Form ist die » (2 < 1) & (1 < 3)
korrekte Realisierung. ans =
0

Der Vergleich zweier Gleitpunkt-Datenobjekte mit dem Operator == sollte ver-
mieden werden, da verschiedene, aber mathematisch dquivalente Ausdriicke auf
Grund von Effekten der Gleitpunkt-Arithmetik zu unterschiedlichen Resultaten
fiilhren konnen. Zwei Gleitpunkt-Operanden sollten nur auf jenen Grad von Uber-
einstimmung gepriift werden, der unter den gegebenen Umstinden (Art der Be-
rechnungen, Gréfle der Rundungsfehler, Grofie der Datenfehler etc.) als ,,Gleich-
heit* zu werten ist.
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Aufgrund von (unvermeidbaren)
Rechenfehlern werden z und y
als ungleich erkannt, obwohl sie
bei exakter Rechnung denselben

Wert haben.

Der nebenstehende Test liefert

numerisch stabile Resultate.

MATLAB-Beispiel 5.38

> Cc =
> x
>y

ans =
0

1e6;

1/(c - 1) - 1/(c + 1);

2/(c*c - 1);
>>x==y

> abs(x - y) <= b5%eps

ans =
1

Logische Variablen kénnen durch die Verwendung von logischen Operatoren ver-
kniipft werden (siehe Tabelle 5.5). Dabei hat die Negation die héchste Prioritit.

Operator || Bedeutung Prioritét
- Negation (-, NOT) 2
& Konjunktion (A, AND) 1
| Disjunktion (V, OR) 1

Tabelle 5.5: Logische Operatoren.

Die Wahrheitstafeln der logischen Operatoren ( Wehrheitsfunktionen) Negation,
Konjunktion und Disjunktion sind in Tabelle 5.6 angegeben.

a b "fa |a&bjalb
TRUE | TRUE [} FALSE | TRUE | TRUE
TRUE | FALSE [ FALSE | FALSE | TRUE
FALSE | TRUE TRUE | FALSE | TRUE
FALSE | FALSE [ TRUE | FALSE | FALSE

Tabelle 5.6: Wahrheitstafel der logischen Operatoren.

5.5 Zeichenketten

Der MATLAB-Datentyp char dient zur Speicherung von (ein- und mehrdimensio-
nalen Feldern von) ASCII-Zeichen. Dabei besteht jedoch die Einschrankung, dass
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alle Zeilen die gleiche Zahl von Zeichen enthalten miissen, &hnlich wie alle Zeilen
einer Matrix die gleiche Anzahl an Elementen aufweisen miissen.

MATLAB-Beispiel 5.39

Die nebenstehenden Ausdriicke > x = ’Transformation’;
sind giiltige char-Datenobjekte. » y = [’diskrete Fourier-’ x]
y =
diskrete Fourier-Transformation

Werden mehrzeilige Zeichenketten (Spaltenvektoren) benétigt, so empfiehlt sich
die Verwendung des Befehls char:

char (string,, strings, ..., string,)

Der Befehl char erzeugt eine Matrix mit Eintragen vom Typ, deren Zeilen gerade
die Strings string;, j = 1,2,...,n bilden; dabei werden die einzelnen Strings mit
Leerzeichen aufgefiillt, damit alle die gleiche Lange besitzen. Ist diese Eigenschaft
nicht erwiinscht, sollte man auf die Verwendung von Objekten des Typs cell
zuriickgreifen.

MATLAB-Beispiel 5.40

Mehrzeilige Zeichenketten kann > z = {’erste Zeile’,
man in cell-Objekten speichern. ’zweite, laengere Zeile’}

Die Vergleichsoperatoren aus Abschnitt 5.4 konnen auch auf Strings gleicher
Lange angewendet werden. Da MATLAB Strings als Felder von (ASCII-)Zeichen
ansieht, vergleicht es die ASCII-Werte der einzelnen Zeichen und liefert ein ,,logi-
sches Feld* zuriick. Der in anderen Programmiersprachen (z. B. in Fortran) mogli-
che lexikalische Vergleich zweier Zeichenketten mit einem Vergleichsoperator ist
in MATLAB nicht méglich.

5.6 Schwach besetzte Matrizen

Enthilt eine zu speichernde Matrix sehr viele Elemente (Koeffizienten) mit dem
Wert Null, so wiire eine vollstindige Speicherung der gesamten Matrix duflerst in-
effizient. Bei vollstindiger Speicherung benétigt eine nxn-double-Matrix in MAT-
LAB 8n? Bytes an Speicherplatz, was bei sehr grofiem n und vielen Nullelementen
inakzeptabel hoch sein kann.
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Matrizen, die nur wenige von Null verschiedene Elemente enthalten, nennt
man schwach besetzt (sparse matrices). MATLAB verwendet zur komprimierten
Speicherung solcher Matrizen ein spezielles (effizientes) Format. Der Befehl sparse
erlaubt es, komprimiert gespeicherte schwach besetzte Matrizen zu erstellen:

sparse (zeilen_indez, spalten_indez, elemente, m, n)

erzeugt eine komprimiert gespeicherte schwach besetzte mxn-Matrix, deren
von Null verschiedenen Elemente im eindimensionalen Feld elemente gespei-
chert sind. Die Felder spalten_inder und zeilen_inder legen die Spalten- und
Zeilenindizes dieser Elemente fest; d.h., der Wert elemente(:) wird der Positi-
on (spalten_index(), zeilen_index(i)) zugeordnet. Durch Wertzuweisungen kénnen
nach der Erstellung der Matrix weitere Elemente hinzugefiigt werden.

Weiters erlaubt es MATLAB, aus einer vollstindig (mit allen Nullelementen)
gespeicherten schwach besetzten Matrix mit dem Befehl sparse durch Konversion
eine komprimiert gespeicherte Matrix zu erzeugen. In diesem Fall wird sparse als
einziger Parameter eine vollstindig gespeicherte Matrix iibergeben; das Resultat
ist eine zu dieser Matrix dquivalente komprimiert gespeicherte Matrix. Umgekehrt
konvertiert full (A) die schwach besetzte Matrix A in eine vollstindig gespeicherte
Matrix.

MATLAB-Beispiel 5.41

Es soll die Tridiagonalmatrix

Lol SV
— N =
i B
— N
[ I

in MATLAB erstellt werden.
Zuerst wird eine schwach be- > D = gparse(1:6, 1:6,

setzte Matrix, in der nur die 2*ones(1,6), 6, 6);
Hauptdiagonale besetzt ist, er-

zeugt, ...

... danach zwei schwach besetz- > U = sparse(2:6, 1:5,

te Matrizen, die jeweils eine der ones(1,5), 6, 6);
Nebendiagonalen enthalten, ... » L = sparse(1:5, 2:6,

ones(1,5), 6, 6);
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und schliefilich wird die > T =1L + D + U;
gewiinschte Matrix zusammen-
gesetzt. Da diese als Summe
von komprimiert gespeicherten
schwach besetzten Matrizen ent-
standen ist, ist 7' wiederum effi-
zient gespeichert.

Fiir Testzwecke kann mittels sprand (m,n,p), wobei 0 < p < 1, eine schwach
besetzte mxn-Matrix mit m - n - p von Null verschiedenen auf [0, 1] gleichverteil-
ten Zufallszahlen generiert werden.! Analog liefert sprandn (m,n,p) eine schwach
besetzte Matrix mit normalverteilten Elementen. Mit Hilfe von sprandsym (n,p)
generiert MATLAB eine symmetrische Matrix mit n?p gleichverteilten Zufallszah-
len. Zudem kann mittels speye (n) die nxn-Einheitsmatrix erzeugt werden, die
als schwach besetzte Matrix gespeichert ist.

Die Besetztheitsstruktur einer schwach besetzten Matrix kann mittels spy als
Grafik angezeigt werden (siehe z.B. Abb. 5.3 auf Seite 100); die Funktion nnz
liefert die Zahl der Nichtnullelemente.

Die komprimierte Speicherung schwach besetzter Matrizen geschieht fiir den
Benutzer ,transparent®, d.h., es konnen ohne Notationsunterschiede alle MAT-
LAB-Funktionen, die Matrizen als Parameter akzeptieren, auch auf schwach be-
setzte Matrizen angewendet werden. Insbesondere liefern Funktionen wie chol, lu
etc. komprimiert gespeicherte schwach besetzte Matrizen als Resultat, falls der-
artige Matrizen als Parameter iibergeben wurden. MATLAB verwendet zur Be-
rechnung dieser Funktionen spezielle, fiir schwach besetzte Matrizen optimierte
Algorithmen. Binidre Operatoren wie +, .* etc. liefern komprimiert gespeicherte
schwach besetzte Matrizen als Resultat, falls beide Operanden solche Matrizen
sind.

Einschrinkungen

Der Datentyp sparse ist nur fiir Matrizen mit double-Eintrdgen verfiigbar. Ist A
vom Typ single, so liefert die Konvertierung sparse (A) eine Fehlermeldung.

Ist A vom Typ sparse, so sind arithmetischen Operationen mit b nur dann
erlaubt, wenn b vom Typ double oder sparse ist. Selbst die Skalar-Multiplikation
c*A liefert eine Fehlermeldung, wenn ¢ nicht vom Typ double, sondern vom Typ
single oder einem ganzzahligen Datentyp ist.

!Die exakte Anzahl der erzeugten Nichtnullelemente nnz(matriz) kann geringfiigig vom
gewiinschten Wert abweichen.
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5.6.1 Speicherung schwach besetzter Matrizen

MATLAB verwendet zur internen Speicherung von schwach besetzten Matrizen
das CCS-Format (compressed column storage format, Harwell-Boeing-Format;
siehe Uberhuber {68]).

CCS: Beim CCS-Format werden spaltenweise aufeinanderfolgende Nichtnullele-
mente der Matrix A auf benachbarte Elemente eines eindimensionalen Feldes wert
der Linge nnz (A) gespeichert. Das Feld row_indez der Linge nnz (A) enthilt die
Zeilenindizes dieser Elemente, d.h., fiir wert (k) = aj; ist row_indez (k)= i. Der
Vektor col_pointer schliefilich speichert die Position im Feld wert, an der eine
neue Spalte von A beginnt, d.h., ist wert (k) = a;j, dann gilt col_pointer (j) <
k < col_pointer (j + 1). Zusatzlich definiert man col_pointer (n+ 1) :=nnz (4)+1.

Die Ersparnis an Speicheraufwand ist signifikant: Es sind nur 2-nnz (4)+n+1
Speicherplitze notwendig. Der Zugriff auf die Daten erfolgt dafiir nach einem
etwas komplizierteren Schema.

Andere Speicherformate

Neben dem in MATLAB intern verwendeten CCS-Format gibt es noch verschie-
dene andere Speicherformate fiir schwach besetzte Matrizen.

COO: Das COO-Format (das Koordinatenformat) ist das einfachste Speicherfor-
mat fiir schwach besetzte Systeme. Dabei wird ein dreispaltiges (zweidimensiona-
les) Feld generiert, das in den Zeilen fiir jedes Matrixelement ungleich Null dessen
Wert, Zeilen- und Spaltenindex enthilt. Der Speicherplatzgewinn ist geringer als
beim CCS-Format, trotzdem wird das Format wegen seiner Einfachheit (z.B. in
der MATLAB-Funktion sparse) verwendet.

CRS: Das CRS-Format (komprimierte Zeilenspeicherung) — das Gegenstiick zum
CCS-Format — speichert alle Nichtnullelemente in einem Zeilenvektor und in ei-
nem zweiten Vektor den Spaltenindex der einzelnen Elemente. In einem dritten
(etwas kiirzeren) Vektor werden zusitzlich jene Indizes des zweiten Vektors ge-
speichert, bei denen in der Originalmatrix eine neue Zeile beginnt.

CDS: Das CDS-Format (komprimiertes Diagonalenformat) ist nur fiir Bandma-
trizen mit weitgehend konstanter Bandbreite geeignet. Dabei wird der Spalten-
vektor (oder Zeilenvektor) eingespart und auch eine effiziente Berechnung von
Matrix-Vektor-Produkten gewihrleistet. Fiir eine Bandmatrix mit linker und
rechter Bandbreite p und ¢ wird ein Feld wert(1:n,1:p+q—1) zur Speiche-
rung der Nichtnullelemente angelegt.

BND: Das BND- oder LAPACK-Format ist ebenfalls zur effizienten Speicherung
von Bandmatrizen mit kleiner Bandbreite gedacht.
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JDS: Beim JDS-Format (dem verschobenen Diagonalenformat) werden zuerst
alle Null-Elemente aus der Matrix eliminiert und die verbleibenden Elemente in
ihrer Zeile nach links verschoben. Dabei verringert sich die Breite der Matrix,
sofern nicht Zeilen ohne Nullelemente vorhanden waren. Anschlielend werden
die Werte in einem zweidimensionalen Feld reduzierter Breite gespeichert. In ei-
nem zweiten Feld werden die urspriinglichen Spaltenindizes vor dem Verschieben
abgelegt.

CODE MATLAB-Beispiel 5.42

Speicherformate fiir schwach besetzte Matrizen: Die Funktionen fcoo, fers,
feds, fond und fjds konvertieren jeweils eine vollstdndig gespeicherte schwach be-
setzte Matrix in das COO, CRS, CDS, BND und das JDS-Format. Beispielhaft
soll hier die Implementierung von fecoo vorgestellt werden.

Die Funktion fcoo liefert drei function [wert, row_index,
Vektoren: wert enthdlt die col_index] = fcoo(A)
Nichtnullelemente der Matrix

A, row.index und col.index

die Zeilen- und Spaltenindizes

dieser Elemente.

Zuerst wird die Grofle der Ma- [m,n] = size(A);
trix bestimmt, dann werden die  wert = [J;

Ergebnisvektoren mit der ,lee- row._index = [J;
ren“ Matrix {] initialisiert. col_index = [];
Die Matrix A wird nun se- for i = i:m
quentiell nach Nichtnullelemen- for j = 1:n
ten durchsucht. Wird ein sol- if A(i,j) "= 0
ches Element gefunden, so wird wert = [wert A(i,j)];
sein Wert dem Vektor wert row_index = [row_index i];
und sein Zeilen- und Spaltenin- col.index = [col.index j];
dex den Vektoren row_indez und end
col_indez hinzugefiigt. end
end

Die Grundoperationen aller effizienten iterativen Verfahren zur Losung linearer
(schwach besetzter) Gleichungssysteme sind die Matrix-Vektor-Produkte

y= Az und y=ATz.
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CODE MATLAB-Beispiel 5.43

Matrix-Vektor-Produkte: Fiir das CRS-Format und das CDS-Format gibt
es zur Berechnung der Matrix-Vektor-Produkte speziell angepasste Algorithmen;
diese wurden als MATLAB-Funktionen unter mv.crs und muv_cds implementiert.

Eine Matrix im CCS-Format function y = mv_crs(wert,

wird mit einem Vektor v multi- col_index, row_pointer, v);
pliziert.
y = [1;
e = 0;
n = length(v);
Um den Aufwand zu reduzieren, for i =1 : n
werden nur die Nichtnullelemen- for j = row_pointer(i):
te in die Berechnung einbezogen. row_pointer(i+1)-1
e=e+ ...
wert (j)*v(col_index(j));
end
y = [y el;
e =0;
end

Ein Vergleich der Algorithmen zur Bildung des Matrix-Vektor-Produkts kann
mit der Funktion muv_vgl durchgefiihrt werden. Diese Funktion konvertiert eine
iibergebene Matrix in das CRS- und CDS-Format und multipliziert diese mit
einem Vektor mittels mv_crs und mv_cds. Dabei wird eine Grafik des Speicher-
und Zeitaufwands ausgegeben; Abb. 5.3 zeigt die von MATLAB erzeugte Grafik.
Links ist die Besetztheitsstruktur der Matrix dargestellt; rechts daneben wird
der Speicherbedarf und die Ausfiihrungszeit der Konvertierungsroutinen bzw. des
Matrixproduktes angegeben.

Die nebenstehende Befehlsse- » v = sprand(40,1,0.6);
quenz demonstriert die Verwen- > A = band(40,0.9,5,5);
dung von mv_vgl; dabei ist v > mv_vgl(4, v);

ein Vektor aus gleichverteilten

Zufallszahlen. band generiert in

diesem Aufruf eine schwach be-

setzte Bandmatrix mit 5 besetz-

ten Nebendiagonalen iiber der

Hauptdiagonale und 5 darunter
(siehe Abb. 5.3).
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Speicheraufwand Zeitautwand
{Kilobytes) (Sekunden)
uldur 14 0.12
12 0.1
1
° 0.08
8
0.06
]
4 0.04
2 0.02
nz = 243 ° 1 2 3 0 1 2 3 4
1: CRS-Format 1: Umwandlung CRS
2: CDS-Format 2: Umwandlung COS
3: Unkomprimiert 3: Muttiplikation CRS

4: Muttiplikation CDS

Abbildung 5.3: Vergleich des Matrix-Vektor-Produkts angewendet auf schwach besetzte Ma-
trizen im CRS- und CDS-Format.



Kapitel 6

Steuerkonstrukte

Bin Programm ist die Formulierung eines Algorithmus (und der dazugehorigen
Datenstrukturen) in einer bestimmten Programmiersprache. Es definiert eine
Funktion fp, die die Menge der Eingabedaten! E auf die Menge der Ausga-
bedaten A abbildet: fp: E — A.

Ausgabe

Eingabe
Rechenanlage — . = fole)

eCFE

Programm P

Ein Algorithmus 16st i. Allg. eine Klasse von Problemen. Die Spezifikation eines
einzelnen Problems erfolgt durch die Eingabedaten e. Innerhalb ein und dessel-
ben physischen (geschriebenen) Programms, das die Losung einer Problemklasse
ermdglicht, muss daher i. Allg. die Moglichkeit fiir verschiedene Programmabliufe
(entsprechend den Einzelproblemen) bestehen.

Ein Algorithmus kann auch verlangen, eine Folge von Anweisungen mehr-
fach zu wiederholen. Es wire miihsam, die Anweisungen ebensooft untereinander
schreiben zu miissen, ganz abgesehen davon, dass sich auch die Anzahl der Wie-
derholungen in Abhéngigkeit von den Eingabedaten dndern kann.

Von einer héheren Programmiersprache werden also Sprachelemente verlangt,
die es gestatten, den Programmablauf je nach den Erfordernissen zu dndern,
d.h., in Abhéngigkeit von den Eingabedaten einerseits bestimmte Anweisungen
auszufiihren und andere nicht sowie andererseits Anweisungsfolgen wiederholt
auszufiihren. Solche Befehle nennt man Steueranweisungen (control statements).

!Eingabedaten kénnen aus dem internen Speicher des Rechners, von externen Speichermedi-
en (Diskette, CD, DVD etc.) oder von speziellen Eingabegeriten (Tastatur, Messwerterfassungs-
und Umwandlungseinrichtungen usw.) stammen.

101
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Eine Anweisungsfolge, tiber deren Ausfiihrung in einer Steueranweisung ent-
schieden wird, heit Verbundanweisung (compound statement). Verbundanwei-
sungen werden als syntaktische Einheit angesehen. Sie werden im Folgenden auch
Anweisungsbldcke oder kurz Blicke genannt.

Verbundanweisungen werden durch Schliisselworter eingerahmt, die fiir die
jeweilige Steueranweisung charakteristisch sind. Man nennt diese Schliisselworter
daher Anweisungsklammern (statement brackets).

MATLAB-Beispiel 6.1

Um zu kennzeichnen, dass r = mod(a, b);
die  Verbundanweisung fir  while (r > 0)

die Ausfiihrung des euklidi- a=b;

schen Algorithmus wiederholt b = r;

werden muss, wird sie in die r = mod(a, b);
(spater erliuterten) Anwei- end

sungsklammern while und end

eingeschlossen.

Im Folgenden werden die wichtigsten Steuerkonstrukte und ihre konkrete Umset-
zung in MATLAB besprochen.

6.1 Aneinanderreihung (Sequenz)

Die einfachste Steuerstruktur, die jedoch nicht durch Steueranweisungen gebildet
wird, ist die Aneinanderreihung von Teilalgorithmen (Strukturblécken). Durch
die Aneinanderreihung wird die zeitlich sequentielle Abarbeitung von Struktur-
blécken S;,Ss, ..., Sy, in der Reihenfolge der Niederschrift festgelegt.

6.2 Auswahl (Selektion)

Bedingte Anweisungen ermoglichen es, Anweisungen in Abhingigkeit von den
Werten logischer Ausdriicke auszufiithren oder zu tiberspringen. Diese logischen
Ausdriicke, welche die Abarbeitungsreihenfolge in einem Programm direkt beein-
flussen, nennt man Bedingungen.
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6.2.1 Einseitig bedingte Anweisungen

Die einfachste Form der bedingten Anweisung ist die einseitig bedingte Anwei-
sung. Der if-Block (block if) erlaubt die bedingte Ausfiihrung eines Anweisungs-
blocks:

if bedingung
anweisung
end

Wenn der logische Ausdruck bedingung, der die Ausfithrungsbedingung darstellt,
den Wert 1 (TRUE) hat, wird der Anweisungsblock anweisung ausgefiihrt, an-
dernfalls hat die if-Anweisung (aufler der Auswertung des logischen Ausdrucks)
keinen Effekt; die Programmausfiihrung wird mit der auf den end-Befehl folgen-
den Anweisung fortgesetzt.

So wie in C kann der Ausdruck bedingung auch nur aus einer skalaren oder
feldwertigen Variablen bestehen. Felder werden mit der Funktion allin TRUE oder
FALSE umgewandelt.

Ist die Bedingung, z.B. als Ergebnis einer Rechnung, ein skalarer numerischer
Wert ungleich Null, so wird dieser (wie auch in C) mit TRUE bewertet.

Beim if-Block ist es, wie bei den noch folgenden Blocken, ratsam, den Anwei-
sungsblock etwas einzuriicken, um die Lesbarkeit des Programms zu verbessern.
Das Einriicken kann auch mit Hilfe des MATLAB-Editors vorgenommen werden.

MATLAB-Beispiel 6.2

Das nebenstehende Beispiel s8j = 0;

zeigt die Moglichkeit, iAnwei-  tage_jahr = 365;
sungen zu schachteln. Dabei  tage_februar = 28;
wird in der Variablen sj gespei- if jahr > 1582

chert, ob das angegebene Jahr if mod(jahr, 4) == 0 sj=1; end
ein Schaltjahr war. if mod(jahr, 100) == 0 sj=0; end
if mod(jahr, 400) == 0 sj=1; end
Hier besteht die Bedingung nur if sj
aus einer Variablen. tage_jahr = 366;
tage_februar = 29;
end

end
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MATLAB-Beispiel 6.3

Hier wird eine Textmeldung aus-  if x
gegeben, wenn z # 0 gilt. disp(’x ist ungleich Null’)
end

6.2.2 Der zweiseitige IF-Block

Haufig tritt in Algorithmen der Fall auf, dass abhéngig von den Daten verschiede-
ne Programmabschnitte ausgefiihrt werden sollen. Die Auswah! zwischen diesen
Alternativen erfolgt aufgrund einer Bedingung.

Der zweiseitig bedingte if-Block ist eine Erweiterung des einseitigen. Er gestat-
tet es, in Abhingigkeit von einer Bedingung einen von zwei Anweisungsblécken
abzuarbeiten:

if bedingung
anweisungsblock 1
else
anweisungsblock 2
end

Wenn der Wert des logischen Ausdrucks bedingung den Wert TRUE ergibt, wird
der anweisungsblock 1 ausgefiihrt, sonst der anweisungsblock 2. In beiden Fillen
setzt der Programmablauf nach der Abarbeitung des entsprechenden Blocks mit
der dem end-Befehl folgenden Anweisung fort.

Die beiden alternativen Abschnitte (Anweisungsblocke 1 und 2) werden haufig
in Anlehnung an die Fortran-Notation then-Teil (oder then-Zweig) und else-Teil
(oder else-Zweig) genannt.

MATLAB-Beispiel 6.4

Durch den nebenstehenden if  if abs(u - v) < a

Block wird ein — vom Parameter dist.a = (u - v)"2;
a abhingendes - robustes Ab-  else
standsmafl berechnet. dist.a = ax(2*abs(u - v) - a);

end
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6.2.3 Der mehrseitige IF-Block

Eine weitere Variante der Auswahl unterscheidet zwischen mehreren Alternativen.
Jede ist durch eine Bedingung gekennzeichnet. Die mehrseitig bedingte Anwei-
sung arbeitet in Abhiingigkeit von mehreren Bedingungen einen der zugehdrigen
Anweisungsblécke ab. Sie hat die Form

if bedingung 1
anweisungsblock 1

(elseif bedingung 2
anweisungsblock 2)

{else
anweisungsblock n)
end

Bei der Ausfithrung des mehrseitigen if-Blocks werden die logischen Ausdriicke
bedingung 1 nacheinander ausgewertet, bis eine davon den Wert TRUE ergibt. Der
zu diesem Ausdruck gehérende Anweisungsblock wird abgearbeitet. Sollte keiner
der logischen Ausdriicke TRUE ergeben, wird der Anweisungsblock einer allenfalls
vorhandenen else-Anweisung ausgefiihrt. Hierauf wird die Programmausfiihrung
mit jener Anweisung fortgesetzt, die dem end-Befehl folgt.

Von -einem mehrseitigen if-Block wird also hochstens ein Anweisungsblock
ausgefiihrt. Man nennt diese Form der Auswahl auch Abfragekette oder Auswahi-
kette. Die Alternativen einer Auswahlkette miissen einander nicht ausschlieien,
da ihre Bedingungen nacheinander iiberpriift werden.

MATLAB-Beispiel 6.5

Ein Messwert der SO,-Kon- if so0.2 > 0.2

zentration in der Luft soll nach ausgabe = ’Schaedigung’;
den SO,-Immissionsgrenzen ein-  elseif so.2 > 0.07
gestuft werden. Man beachte, ausgabe = ’Pflanzen-Schaedigung’;
dass die Bedingungen einander  elseif so. 2 >= 0
nicht ausschlieflen. ausgabe = ’'keine Schaeden’;
end

6.2.4 Die Auswahlanweisung

Die Auswahlanweisung ist der mehrseitig bedingten Anweisung von der Funktion
her sehr dhnlich. So wie beim if-Block wird auch hier héchstens einer von mehre-
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ren (moglichen) Anweisungsblécken ausgefiihrt. Es bestehen jedoch zwei Unter-
schiede. Wihrend beim mehrseitigen if-Block mehrere voneinander unabhingige
Bedingungen ausgewertet werden, richtet sich die Abarbeitung einer Auswahlan-
weisung nach dem Wert eines einzigen Ausdrucks. Zudem konnen sich die Bedin-
gungen eines if-Blocks iiberschneiden; die Alternativen einer Auswahlanweisung
miissen jedoch disjunkt sein. Die Auswahlanweisung (im Folgenden auch switch-
Block genannt) hat die Form

switch case-ausdruck

case fall 1
anweisungsblock 1

(case fall 2
anweisungsblock 2)

(otherwise
anweisungsblock n)
end

Der case-ausdruck muss ein Skalar oder eine Zeichenkette sein. Er wird ausge-
wertet und seine Werte werden anschlieflend mit den Selektoren fall 7 verglichen.
Liegt der Wert von case-ausdruck in einem der von den Selektoren angegebenen
Wertebereiche, so wird der zu diesem Selektor gehdrende Anweisungsblock abge-
arbeitet. Ein Selektor kann einen einzelnen Wert oder eine Liste von Werten und
Wertebereichen angeben.

Ein Selektor, der einen Einzelwert abdeckt, besteht aus einem Wert, den case-
ausdruck annehmen kann. Selektoren konnen jedoch auch die Form von Listen
haben. Die Elemente einer Liste werden durch Beistriche voneinander getrennt
und in geschwungene Klammern eingeschlossen:

{werty, wert,, ..., wert,}

Alle jene Fille, die von den Selektoren nicht erfasst werden, kénnen durch die (op-
tionale) otherwise-Anweisung abgedeckt werden. Sie entspricht dem else-Befehl
des if-Blocks: Wenn keine der von den Selektoren abgedeckten Bedingungen zu-
trifft, und somit keiner der entsprechenden Anweisungsbldcke abgearbeitet wurde,
wird der Anweisungsblock der otherwise-Anweisung ausgefiihrt.

MATLAB-Beispiel 6.6

Nebenstehender Code weist der switch monat
Variablen tage die Anzahl der case {4, 6, 9, 11}
Tage des Monats monat zu. tage = 30;
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case {1, 3, 5, 7, 8, 10, 12}

tage = 31;
case 2
tage = 28;

if schaltjahr
tage = tage + 1;
end
otherwise
tage = 0; % FEHLER
end

6.3 Wiederholung (Repetition)

Eines der wichtigsten Konstruktionsmittel, das es in imperativen Programmier-
sprachen zur Formulierung von Algorithmen gibt, ist die Wiederholung. Sie er-
laubt die wiederholte Ausfithrung einer Anweisungsfolge, ohne dass man gezwun-
gen ist, die entsprechenden Anweisungen mehrmals zu schreiben.

Die Wiederholungsanweisung (Iteration, Schleife, engl. loop) dient dazu, einen
Anweisungsblock, der Schleifenrumpf (loop body) oder Laufbereich genannt wird,
mehrere Male zu wiederholen. Die Anzahl der Wiederholungen wird durch den
Schleifenkopf bestimmt.

Je nach Art der Wiederholungssteuerung unterscheidet man Zihlschleifen
(for-Schleifen) und bedingte Schleifen (while-Schleifen).

6.3.1 Die FOR-Schleife, der Befehl BREAK

Bei dieser Form der Wiederholungsanweisung kann man explizit angeben, wie oft
ein Anweisungsblock ausgefiihrt werden soll.

Die Zshlschleife (for-Schleife) hat die Form

for schleifensteuerung
anweisungsblock
end

Die Anzahl der Wiederholungen wird durch die Schleifensteuerung bestimmt. Die
Schleifensteuerung besteht aus einer Variablen, genannt Laufvariable (Zahlvaria-
ble, Schleifenvariable), und einem meist eindimensionalen Feld (zur Konstruktion
von Feldern siehe Abschnitt 5.3.4):

laufvariable = feld




108 6 Steuerkonstrukte

Der Laufvariablen werden nacheinander alle Elemente des Feldes zugewiesen; fiir
jede Belegung der Laufvariablen wird der anweisungsblock ausgefiihrt. Das feld
kann mit allen MATLAB-Befehlen zur Konstruktion von Feldern erzeugt werden.
Nach diesen Durchlidufen wird die Kontrolle an die dem abschlieBenden end fol-
gende Anweisung iibergeben.

MATLAB-Beispiel 6.7

Durch die nebenstehende Zihl- for 1 = 1:2:10

schleife wird summe um 25 (= summe = summe + i;
14+3+5+7+9) erhoht. end

Alternativ kann man die Zahl- for i = [1 357 9]
schleife auch wie nebenstehend summe = summe + i;
realisieren. end

for i = linspace(1,9,5)
summe = summe + 1i;
end

Man kann sich an diesem einfachen Beispiel eine wichtige Eigenschaft der Steu-
erstruktur Wiederholung klarmachen: Im Rumpf der Wiederholung wird zwar
immer derselbe Anweisungsblock ausgefiihrt, aber jedesmal mit anderen Werten.
Bei jeder Iteration werden zwar die gleichen Zustandsdnderungen vorgenommen;
das heifit aber nicht, dass die jeweiligen Zustdnde nach jeder Iteration in dem
Sinn gleich sind, dass alle Objekte immer den gleichen Wert haben. Es ist ein
wichtiges Prinzip fiir den Aufbau korrekt arbeitender Schleifen, dass im Rumpf
Anweisungen stehen, die die nédchste Iteration vorbereiten.

MATLAB-Beispiel 6.8

Die nebenstehenden Anweisun-  for i = 1:n-1

gen bringen die n Elemente des for j = 1:n-i

eindimensionalen Feldes zahl in if (zahl(j) > zahl(j+1))
aufsteigende Reihenfolge, indem speicher = zahl(j);
wiederholt je zwei benachbar- zahl(j) = zahl(j+1);
te Elemente vertauscht werden, zahl(j+1) = speicher;
wenn das erste der beiden grofler end

als das zweite ist. end

end
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Die Sortiermethode dieses Beispiels beruht auf einem sehr ineffizienten Sortieral-
gorithmus (Aufwand: O(n?)). Man bezeichnet diese Methode als Bubble Sort.
Es gibt wesentlich effizientere, aber auch kompliziertere Sortieralgorithmen (Auf-
wand: O(nlogn)). MATLAB stellt einen effizienten Sortieralgorithmus in Form
der Funktion sort zur Verfiigung.

Eine Zihlschleife wird beendet, falls die Anweisungen im anweisungsblock mit
jedem Wert, den die Laufvariablen annehmen soll, je ein Mal ausgefiihrt wurden.
Zusiatzlich kann die Abarbeitung der Zdhlschleife mit dem break-Befehl vorzeitig
beendet werden. Der Befehl break bewirkt eine Verzweigung zur end-Anweisung
der innersten Schleife. Alle weiteren Anweisungen des Schleifenrumpfes und alle
weiteren Schleifendurchlaufe werden damit nicht mehr ausgefiihrt.

MATLAB-Beispiel 6.9

Im Feld kenn_nr wird nach dem  for i = 1:length(kenn_nr)

ersten Auftreten eines bestimm- if kenn nr(i) == wert_gesucht
ten Wertes gesucht. Tritt der ge- index = i;

suchte Wert bei einem der Feld- break;

elemente auf, so wird die Schleife end

verlassen. end

Die Variable indez enthilt nach der Schleife jenen Index, an dem wert_gesucht
das erste Mal im Feld kenn_nr aufgetreten ist.

ACHTUNG: Nach Abarbeitung der Schleife im Beispiel 6.9 hat ¢ nicht mehr den
vordefinierten Wert +/—1 (imaginére Einheit), sondern ist neu definiert.

Die Laufvariable einer Zihlschleife muss ebenso wie andere Variable nicht explizit
deklariert werden. Sie behdlt nach Abarbeitung der Schleife ihren definierten Wert
(insbesondere behilt sie den letzten ihr zugewiesenen Wert). Dadurch lisst sich
etwa feststellen, ob die Schleife durch den Befehl break vorzeitig beendet wurde.

Eine Besonderheit der MATLAB-Zéhlschleife ist, dass der Bereich des Laufindex
matrixwertig sein kann. In diesem Fall wird der Laufindex spaltenweise abgear-
beitet, d. h., im ersten Durchlauf hat der Laufindex als Wert die erste Spalte der
gegebenen Matrix, im zweiten nimmt er die zweite Spalte als Wert an etc. Dieses
Vorgehen fiihrt zu unerwarteten Ergebnissen, wenn der Bereich des Laufindex in
Form eines Spaltenvektors (also einer n x 1-Matrix) anstelle eines Zeilenvektors
angegeben wird. In diesem Fall wird die Schleife nur einmal mit dem vektorwer-
tigen Laufindex durchlaufen.
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MATLAB-Beispiel 6.10

Durch die Zahlschleife wird zu  for 1 = [1 35 7 9]1°
summe der Spaltenvektor [1 summe = summe + i,
357 9)’ addiert und nicht end

(durch Iteration) der Wert 25.

6.3.2 Die WHILE-Schleife

Bei der bedingten Schleife (while-Schleife) hingt die Anzahl der Durchlaufe von
einer logischen Bedingung im Schleifenkopf ab. Die Bedingung wird bei jedem
Schleifendurchlauf neu ausgewertet. Solange (,while“) die Auswertung des logi-
schen Ausdrucks den Wert 1 (TRUE) ergibt, wird der Schleifenrumpf ausgefiihrt.
Sobald die Bedingung den Wert 0 (FALSE) liefert, wird der Schleifenrumpf iiber-
sprungen, und die Abarbeitung des Programms setzt beim néichsten auf die Schlei-
fe folgenden Befehl fort. Falls die Bedingung bereits bei der Initialisierung der
Schleife nicht erfiillt ist, so wird der Rumpf i{iberhaupt nicht durchlaufen. Man
nennt die while-Schleife daher auch abweisende Schleife. Sie hat die Form

while bedingung
anweisungsblock
end

Dabei ist es wichtig, dass im anweisungsblock Anweisungen enthalten sind, die
den Wert der Bedingung so verindern, dass ein Abbruch der Schleife méglich
wird. Das liber die Abarbeitung der Zahlschleife Gesagte gilt sinngemifi auch
fiir die while-Schleife; insbesondere kann sie auch mit Hilfe der break-Anweisung
abgebrochen werden.

MATLAB-Beispiel 6.11

Die nebenstehenden Anweisun- r = mod(a, b);
gen berechnen den grofiten ge-  while r > 0
meinsamen Teiler von a und b. a=b;
Nach Abarbeitung der Schleife b =r;

mod(a, b);

ist das Ergebnis in der Variablen T
b enthalten. end
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Die in manchen Programmiersprachen (z.B. in Pascal) vorhandene nichtab-
weisende Schleife (until-Schleife) gibt es in MATLAB nicht. Einen derartigen
Schleifentyp kann man jedoch mit Hilfe einer ,Endlosschleife“ und einer break-
Anweisung realisieren:

while 1 % == TRUE
anweisungsblock
if bedingung break; end
end

Bei der nichtabweisenden Schleife wird die Bedingung, die iiber die weitere Ab-
arbeitung der Schleife entscheidet, am Ende des Schleifenrumpfes gepriift. Die
Schleife wird abgebrochen, wenn die Bedingung (die deswegen Abbruchbedingung
heifit) erfiillt ist. Die Schleife hat ihren Namen von der Eigenschaft, dass ihr
Rumpf mindestens einmal durchlaufen wird. Mit der break-Anweisung kdnnen
auch Mischformen (Wiederholung mit Abbruch in der Mitte) realisiert werden:

while I % == TRUE
anweisungsblock 1
if bedingung break; end
anweisungsblock 2

end

CODE MATLAB-Beispiel 6.12

Funktionsapproximation: Eine Menge M = {(z1,%1), (z2,%2),--., (zn,yn)}
von Datenpunkten soll durch eine Modellfunktion f(z;p), wobei p einen Vektor
von Parametern bezeichnet, derart approximiert werden, dass

N
9(p) := Z(f(xi;p) -u)’

minimal wird. Meist wird aus einer Klasse von Funktionen f(z;p), die durch
einen oder mehrere Parameter bestimmt wird, jene ausgewihlt, die im obigen
Sinne bestapproximierend ist.

Als Beispiel soll die Funktionenklasse f(z;a,b) = €** + €** (mit den Parame-
tern a,b € R) dienen. Um die Parameter a und b zu bestimmen, unterwirft man
die Funktion g(a,b) einem Minimierungsverfahren; z. B. versucht man stationire
Stellen zu finden, indem man das i. Allg. nichtlineare Gleichungssystem

(8g/8a, dg/3b)T =0
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mit Hilfe des Newtonschen Verfahrens 16st. Die MATLAB-Funktion ezpfit macht
genau dies. Mit ezpmod kann die Funktion ezpfit getestet werden. Das Skript
wertet die Funktion

flz)=e2 +¢°

an 70 Stellen im Intervall [—2,5] aus und stért die Daten mit (gleichverteilten)
Zufallszahlen. Diese Zufallszahlen werden mit einem Skalierungsfaktor multipli-
ziert. Danach wird mit ezpfit versucht, die bestapproximierende Funktion der
Form f(z) = e* + €* zu bestimmen, d. h., die Parameter a = —2.0 und b = 1.0
zu ,rekonstruieren®; siche Abb. 6.1.

Die ,Giite“ der Approximation kann durch die Werte MSD und MAD be-
stimmt werden. MAD := %Zf\; | f(z:) — ys] (mean absolute distance) ist der
mittlere absolute Abstand zwischen den Datenpunkten und der Funktion f, und
MSD := SV (f(z:) = 1:)? (mean squared distance) der mittlere quadratische
Abstand.

Durch zufallige Fehler gestdrte Messung und Rekonstruktion

160
—- Originalfunktion
- O- gestdrte Funktion
140 F — - rekonstruierte Funktion

Abbildung 6.1: Bestimmung der bestapproximierenden Funktion. Die rekonstruierte Funktion
stimmt in weiten Bereichen auf Darstellungsgenauigkeit mit der Originalfunktion iiberein.

Mit der Spline Toolboz und der Curve Fitting Toolbozr konnen viele Aufgaben
der Datenapproximation sehr effizient gelost werden. Die Curve Fitting Toolbox
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stellt MATLAB-Funktionen zur technischen und wissenschaftlichen Datenanalyse
und -modellierung zur Verfiigung: Zu gegebenen reellen Stiitzstellen und dort ge-
gebenen skalaren Werten werden Funktionen bestimmt, die durch die gegebenen
Datenpunkte durchgehen (Interpolation) oder diese approximieren. Die Spline
Toolboz enthilt MATLAB-Funktionen zur Anpassung von approximierenden oder
interpolierenden Spline-Funktionen, die visualisiert oder auch z. B. mittels Diffe-
rentiation und Integration weiter verarbeitet werden kénnen.

6.3.3 Bedingte Zihlschleifen

Bedingte Schleifen werden benétigt, wenn die genaue Anzahl der Wiederholungen
nicht bekannt ist. In vielen Fallen kann die Programmqualitdt erhoht werden,
wenn man sich zusitzlich zur Abbruchbedingung eine sinnvolle Obergrenze fiir
die Anzahl der Wiederholungen {iberlegt und eine Zéahlschleife in Verbindung mit
einer break-Anweisung verwendet. Bei der Summation von Reihen ist es etwa oft
aus numerischer Sicht nicht sinnvoll, eine beliebige (a priori nicht abschitzbare)
Anzahl von Termen zuzulassen.

MATLAB-Beispiel 6.13

n =1; summe = 1;
Die nebenstehende Schleife . .. vhile abs(term) > eps*abs(summe)
n=n+1,;
term = 1/(n"e);
summe = summe + term;
end

. sollte durch eine Zahlschleife = summe = 1;
mit Abbruch durch eine break- for i = 2:max_term

Anweisung ersetzt werden. Die if abs(term) < eps*abs(summe)
Obergrenze maz._term muss in break;

Abhéngigkeit von den Charak- end

teristika der zu summierenden term = 1/(n"e);

Reihe sorgfiltig festgelegt wer- summe = summe + term;

den. end

Ein Erreichen der Obergrenze, d. h. ein vollstindiges Abarbeiten der Schleife ohne

break, hat die Bedeutung numerischer Nicht-Konvergenz und muss als Sonderfall
behandelt werden.
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6.3.4 Geschachtelte Schleifen

Eine Schleifenschachtelung liegt vor, wenn eine Schleife im Anweisungsblock einer
anderen enthalten ist.

MATLAB-Beispiel 6.14

Beim Zahlenlotto muss man aus 45 Zahlen 6 richtige auswihlen. Die Anzahl der
Moglichkeiten betrégt

= 8145 060.

45\ 45-44-43-42-41-40
6/ 1.2.3.4-5-8

Um alle Kombinationen zu erzeugen (jede Moglichkeit genau einmal), kann fol-
gende Schleifenschachtelung verwendet werden:

for i = 1:40
for j = i+1:41
for k = j+1:42
for 1 = k+1:43
for m = 1+1:44
for n = m+1:45
disp(li j k 1 m n])
end
end
end
end
end
end

Dieses Beispiel zeigt, dass man mit Hilfe geschachtelter Schleifen durch kurze Pro-
grammabschnitte riesige Mengen von Daten verarbeiten und produzieren kann.
Schreibt man jeweils 1300 Moglichkeiten auf eine Seite (dies entspricht ungefahr
der ,Druckdichte“ des Wiener Telefonbuchs), so entsteht ein Druckwerk mit ei-
nem Umfang von ca. 6500 Seiten (es hitte damit die mehr als dreifache Dicke
des Wiener Telefonbuchs). Diese Tatsache veranschaulicht sehr eindrucksvoll die
geringen Gewinnchancen beim Zahlenlotto.




Kapitel 7

Programmeinheiten und
Unterprogramme

Bereits in friiheren Kapiteln wurde die Zusammensetzung von Datenverbunden
(Felder, selbstdefinierte Datenobjekte) aus einfachen Datenobjekten beschrieben.
So wie Datenverbunde in bestimmten Anweisungen als Einheit auftreten kénnen
(und so eine ,Datenabstraktion“ darstellen), ist es auch moglich, mehrere An-
weisungen zu einer Einheit — einem Unterprogramm (einer Prozedur) — zusam-
menzufassen, die von auflen als eine neue Anweisung verwendbar ist und damit
eine ,algorithmische Abstraktion“ ermoglicht. Das Unterprogrammbkonzept — ei-
nes der wichtigsten Konzepte imperativer Programmiersprachen — wird vor allem
verwendet, wenn

e ein Programmteil (Teilalgorithmus) benannt und als Black-Boz verwendet
werden soll: der Programmierer kann diesen Teilalgorithmus einsetzen, ohne
sich um seinen inneren Aufbau kiimmern zu miissen;

e ein bis auf eventuelle Parameter identischer Programmteil an verschiedenen
Stellen im Programm auftritt: der Programmierer spart Schreibarbeit und
reduziert die Fehlerwahrscheinlichkeit;

¢ (lokale) Datenobjekte nur fiir die Dauer der Ausfiihrung des Unterpro-
gramms angesprochen und benutzt werden sollen;

o Programmteile rekursiv sein sollen.

Um ein ausfiihrbares Programm zu erhalten, werden Unterprogramme quasi im
»Baukastenprinzip“ zu einem Hauptprogramm zusammengesetzt. Das Hauptpro-
gramm ruft in einer gewissen zeitlichen Abfolge Unterprogramme auf, die ihrer-
seits natiirlich weitere Unterprogrammaufrufe enthalten koénnen.

115
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Da MATLAB ein interaktives System ist, gibt es - entgegen dem Konzept
herkommlicher Programmiersprachen — keine speziellen Hauptprogramme.

Unterprogramme

Es gibt in MATLAB zwei Typen von Unterprogrammen: Skripts und Funktionen
(function-Unterprogramme):

e Skripts-enthalten lediglich eine Liste von MATLAB-Befehlen, die hinterein-
ander ausgefiihrt werden; sie sind daher mit Makros vergleichbar.

o function-Unterprogramme entsprechen den Prozeduren (oder Funktionen)
imperativer Programmiersprachen; sie bieten syntaktische Moglichkeiten
zur Ubergabe von Parametern und zur Riickgabe von Ergebnissen an.

7.1 Unterprogrammkonzept

Unterprogramme sind ein sehr miéchtiges Hilfsmittel zur Komplexititsbewalti-
gung. Die Komplexitidt grofierer Softwareprojekte iiberfordert sehr rasch die
Fahigkeiten eines menschlichen Bearbeiters. Das Grundprinzip der Komplexitits-
bewiltigung besteht in der Zerlegung des Gesamtproblems in Teilaufgaben gerin-
gerer Komplexitdt. Obwohl sich dadurch die Gesamtkomplexitit selbstverstind-
lich nicht verringern lédsst, erhdlt man bewaltigbare Teilaufgaben, die zusammen
die gewiinschte Gesamtlosung ergeben.

Dass die Aufgliederung eines Programms in Unterprogramme vorteilhaft ist,
gilt bereits fiir relativ kleine Programme; sie wird aber bei umfangreicheren Pro-
grammen, die aus zigtausend Zeilen bestehen konnen, zur absoluten Notwendig-
keit. Das Konzept von MATLAB begiinstigt solch eine Realisierung eines Pro-
gramms als Sammlung in sich abgeschlossener Unterprogramme, aus denen sich
das Gesamtprogramm wie aus Bausteinen zusammensetzt.

Die Problemzerlegung durch Definition und Verwendung von Unterprogrammen
sollte folgende Gesichtspunkte beriicksichtigen:

e Die einzelnen Unterprogramme sollte man unabhdngig voneinander ent-
wickeln kénnen, sonst wird das Ziel der Reduktion der Gesamtkomplexitét
nicht erreicht.

e Unterprogramme sollten nach Moglichkeit so konzipiert werden, dass
nachtriigliche Anderungen oder Erweiterungen der Funktionalitdt einfach
durchfiihrbar sind.
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o Fiir den Anwender eines Unterprogramms sollte es nicht erforderlich sein,
dessen interne Struktur zu kennen (information hiding).

o Die , Beziehungskomplexitit“, die durch gegenseitige Aufrufe von Unterpro-
grammen gegeben ist, sollte so gering wie moglich gehalten werden.

o Schnittstellen (alle von auflen sichtbaren Informationen, die von au-
Ben benétigten und abrufbaren Gréfien von Unterprogrammen) sollten
moglichst einfach sein.

o Die Grifle eines Unterprogramms sollte so gewihlt werden, dass die beab-
sichtigte Komplexititsreduktion erreicht wird (als Richtwert fiir eine obere
‘Grenze kénnen etwa 100-200 Anweisungen angenommen werden).

Bei einem Unterprogramm ist zwischen Deklaration und Aufruf zu unterscheiden:

Deklaration (Vereinbarung, Definition) ist der (statische) Programmtext, der
eine Formulierung des entsprechenden Algorithmus in einer héheren Pro-
grammiersprache darstellt. In der Deklaration wird ein Name (Bezeichner)
mit dem Unterprogramm identifiziert.

Aufruf eines Unterprogramms ist eine Anweisung (i. Allg. auerhalb des Un-
terprogramms), welche die Ausfiilhrung des in der Deklaration festgelegten
Algorithmus bewirkt. Beim Aufruf eines Unterprogramms miissen neben
dem Namen des Unterprogramms auch Werte fiir die Parameter des Algo-
rithmus angegeben werden.

Ein Unterprogramm, das ein anderes Unterprogramm aufruft, wird als aufrufen-
des (Unter-) Programm bezeichnet, wihrend das andere Unterprogramm aufge-
rufenes Unterprogramm genannt wird. Das aufrufende Programm und das aufge-
rufene Unterprogramm kénnen Daten miteinander austauschen. Das aufrufende
Programm kann iiber Parameter (vgl. Abschnitt 7.1.3) und/oder iiber gemeinsa-
me Speicherbereiche Daten an das aufgerufene Unterprogramm iibergeben. Diese
Daten konnen im aufgerufenen Unterprogramm verarbeitet werden. Das aufgeru-
fene Unterprogramm kann auf denselben Wegen Ergebnisse der dort stattgefun-
denen Berechnungen an das aufrufende Unterprogramm zuriickliefern.

Eingangsdaten

aufrufendes

aufgerufenes
Programm

Ausgangsdaten Programm
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MATLAB-Beispiel 7.1

Fir verschiedene technische Anwendungen (z. B. im Flugzeugbau) verwendet man
den folgenden Zusammenhang zwischen Hohe h [km] und Luftdruck p [bar]:

288 — 6.5\ >**
=1.0536 | ——— .
P ( 288 )

Das mit der nebenstehenden De-  function p = norm druck (h)
klaration spezifizierte Unterpro- p = 1.0536% ...
gramm liefert fiir die Eingangs- ((288 - 6.5%h)/288)°5.255;
grofe h den Ausgangswert p.
Durch einen Aufruf dieses Un- > druck.lhasa = norm_druck(3.7)
terprogramms wird der berech-  druck_lhasa =
nete Wert, in diesem Fall der 0.6663

Luftdruck am Flughafen von
Lhasa (0.6663 bar), an die Va-
riable druck_lhasa geliefert.

7.1.1 Kommentare

Um die Klarheit und Wartbarkeit eines Programms zu férdern, sind Kommentare
im Programmcode unerlasslich. Kommentare kénnen an eine Programmzeile an-
gefiigt werden oder in einer eigenen Zeile stehen und werden in MATLAB (analog
zu TEX und KTEX) mit einem Prozentzeichen eingeleitet. MATLAB ignoriert in
diesem Fall das Kommentarzeichen % und den Rest der Programmzeile.

In einem MATLAB-Unterprogramm haben Kommentarzeilen direkt nach einer
Funktionsvereinbarung eine besondere Bedeutung: sie implementieren die Online-
Hilfe; siche Abschnitt 7.3.4.

7.1.2 Programmablauf

Ein Programm, das Unterprogramme verwendet, wird in folgender Weise abge-
arbeitet:

1. Die Abarbeitung beginnt mit der ersten ausfithrbaren Anweisung des Pro-
gramms und wird bis zum ersten Aufruf eines Unterprogramms den Steu-
erstrukturen entsprechend fortgesetzt.
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2. Der Aufruf eines Unterprogramms bewirkt, dass die Abarbeitung der An-
weisungen des aufrufenden Programms voriibergehend unterbrochen wird.

3. Die Anweisungsfolge des Unterprogramms wird ausgefiihrt.

4. Ist die Anweisungsfolge des Unterprogramms beendet, so wird der Ablauf
des aufrufenden Programmteils mit dem auf den Unterprogrammaufruf fol-
genden Befehl oder Befehlsteil fortgesetzt. Dabei versteht man unter der
Beendigung des Unterprogramms das Erreichen des logischen Endes. Das
logische Ende eines Unterprogramms kann nach der Ausfiihrung der sta-
tisch letzten Anweisung erreicht sein, es ist aber auch eine Riickkehr ins
aufrufende Programm an friitheren Stellen moglich.

Unterprogramme kénnen ihrerseits weitere Unterprogramme aufrufen. Ein der-
artig geschachtelter Aufruf von Unterprogrammen bringt fiir den Programmierer
keine neuen Gesichtspunkte, da sich das Verhiltnis zwischen rufendem und geru-
fenem Programm nicht dndert.

Ruft ein Unterprogramm sich selbst direkt oder indirekt, d.h. auf dem Umweg
iiber andere Unterprogramme, auf, so spricht man von einer Rekursion.

Dasselbe Unterprogramm kann von verschiedenen Stellen aus aufgerufen werden.

7.1.3 Parameter

Die Wiederverwendbarkeit von Unterprogrammen héngt stark von ihrer Flexibi-
litdt ab. Hierzu gehort insbesondere die Fahigkeit, nicht nur ein Problem, son-
dern eine ganze Klasse von Problemen lésen zu konnen, von denen jedes durch
Parameter eindeutig charakterisierbar ist: Ein flexibles Unterprogramm muss die
Eigenschaft besitzen, dass der implementierte Algorithmus mit unterschiedlichen
Daten in modifizierter Art ablaufen kann. Diese Daten brauchen erst zum Zeit-
punkt des Aufrufs (bei der Verwendung) des Unterprogramms endgiiltig fest-
gelegt zu werden. Bei der Deklaration des Unterprogramms muss der Platz fiir
jene Groflen (Datenobjekte) freigehalten werden, die dann beim Aufruf eingesetzt
werden. Man verwendet dazu in der Deklaration des Unterprogramms Platzhalte-
groBen, die zunéchst keinem konkreten Datenobjekt zugeordnet sind. Diese Platz-
haltegroflen nennt man formale Parameter oder Formalparameter (dummy argu-
ments), die beim Prozedur-Aufruf einzusetzenden korrespondierenden Elemente
nennt man aktuelle Parameter (oder Aktualparameter).

Bei der Vereinbarung des Unterprogramms werden die formalen Parameter,
beim Aufruf des Unterprogramms die aktuellen Parameter in einer Parameterli-
ste zusammengestellt. Die Zuordnung der aktuellen zu den formalen Parametern
ergibt sich aus der Position der Parameter in der Parameterliste.
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In den meisten imperativen Programmiersprachen miissen die fiir die Formal-
parameter eingesetzten Aktualparameter beziiglich ihres Typs bestimmte Krite-
rien erfiillen (z.B. wird es nicht sinnvoll sein, einem Unterprogramm, das ein
cell array als Parameter erwartet, eine Matrix iibergeben zu wollen). Daher wird
meist in der Deklaration des Unterprogramms den Formalparametern ein Typ zu-
geordnet. Der Compiler oder Interpreter kann mit dieser Information {iberpriifen,
ob der Typ der Formal- und Aktualparameter iibereinstimmt und gegebenenfalls
eine Fehlermeldung ausgeben. MATLAB kennt diese Einschrankung nicht. Bei der
Deklaration einer function wird der Typ der formalen Parameter nicht spezifi-
ziert. Ein Test, ob Formalparameter und Aktualparameter typkompatibel sind,
kann daher von MATLAB zur Laufzeit nicht vorgenommen werden. Es ist Aufgabe
des Programmierers, entsprechende Sicherheitsabfragen durchzufiihren.

Als (formale und aktuelle) Parameter eines Unterprogramms kommen auch
die Namen von Unterprogrammen in Betracht (siehe Abschnitt 7.3.5). Zunichst
wird aber nur der einfachere Fall - Variable als formale Parameter — behandelt.

Parameter konnen in verschiedener Art mit dem Ablauf ihres Unterprogramms
verbunden sein:

Eingangsparameter (Argumente) liefern einem Unterprogramm Werte oder
Ausdriicke und konnen innerhalb des Unterprogramms nur lokal verédndert
werden. Etwaige Anderungen wirken sich nicht auf das aufrufende Pro-
gramm aus.

Ausgangsparameter (Resultate) dienen dazu, Werte, die innerhalb des Unter-
programms ermittelt wurden, an den aufrufenden Programmteil zu iiberge-
ben. Sie sind zu Beginn der Ausfiihrung des Unterprogramms undefiniert
und erhalten erst wihrend dessen Ausfilhrung einen Wert.

Transiente Parameter besitzen sowohl Argument- als auch Resultatcharakter.
Sie treten z. B. in Unterprogrammen auf, bei denen sehr viele Eingangs- und
Ausgangsparameter, vor allem in Form von Datenverbunden, vorkommen.
Sie iibermitteln dem Unterprogramm Information und kénnen durch die-
ses verdndert (redefiniert) werden. Dies ist in MATLAB allerdings nur in
Form von globalen Variablen méglich (vgl. Abschnitt 7.4). Da dabei jedoch
unerwartete Seiteneffekte auftreten kénnen, sollte auf die Verwendung von
globalen Variablen zur Parameteriibergabe in function-Unterprogrammen
géanzlich verzichtet werden.

7.2 Skripts

Skripts stellen die einfachste Variante von Unterprogrammen dar. Ein Skript be-
steht aus einer Liste von MATLAB-Befehlen, die nach dem Aufruf des Unterpro-
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gramms nacheinander abgearbeitet werden. Der MATLAB-Interpreter ,ersetzt*
quasi den Aufruf eines Skripts durch alle Anweisungen, die in ihm enthalten
sind. Skripts kénnen daher mit TgX-Makros oder Préprozessor-#defines in C
verglichen werden. Anwendung finden sie im interaktiven MATLAB-Environment
besonders zur Automatisierung wiederkehrender Arbeitsabldufe.

7.2.1 Deklaration eines Skripts

Die Deklaration eines Skripts erfordert keine speziellen syntaktischen Konstrukte.
Jede Datei, die eine Folge von MATLAB-Befehlen enthilt und die Erweiterung .m
tragt, kann als Skript betrachtet werden. Skript-Dateien konnen entweder mit
der MATLAB-Entwicklungsumgebung oder mit einem beliebigen Texteditor (der
den eingegebenen Text ohne Steuerzeichen abspeichert) erstellt werden.

MATLAB-Beispiel 7.2

Mit den nebenstehenden Anwei- % Wichtige Zahlen

sungen, die in der Datei epigm e = 193/71; ' Naeherung fuer exp(1)
gespeichert sind, wird ein einfa- p = 3556/113; 7% Naeherung fuer pi
ches Skript vereinbart. g = 9.80665; ' Fallbeschleunigung

i

7.2.2 Aufruf eines Skripts

Der Aufruf eines Skripts erfolgt iiber die Angabe des Dateinamens (ohne Erwei-
terung). Bei einem Aufruf wird die Abarbeitung des aufrufenden Programmteils
unterbrochen und stattdessen werden die Befehle des Skripts ausgefiihrt. Die Ab-
arbeitung des Unterprogramms wird mit der Ausfiihrung des letzten Befehls, der
im Skript steht, beendet; anschliefend wird mit der Abarbeitung des aufrufenden
Programms fortgesetat.

Der Aufruf des Skripts kann entweder direkt vom Prompt der interakti-

ven MATLAB-Umgebung erfolgen oder aber innerhalb eines anderen MATLAB-
Unterprogramms.

MATLAB-Beispiel 7.3

Ein Skript kann in der MATLAB- > epig % Ausfuehrung des Skripts
Umgebung ausgefiihrt . .. > gin(p)
ans =
-2.6676e-007
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.. oder aber in einem anderen % Skript test.m

Skript verwendet werden. spi = sin(pi);
epig % Aufruf des Skripts
sp = sin(p); ea = sp - spi;

7.2.3 Eingangs- und Ausgangsparameter

Es gibt in Skripts keine speziellen syntaktischen Konstrukte, mit denen Para-
meter iibergeben und Riickgabewerte an das aufrufende Programm zuriickgelie-
fert werden kdnnen. Ein Skript kann-jedoch (da es quasi nur eine ,Ersetzung®
darstellt) auf alle Variablen des aufrufenden Programms sowie auf alle globalen
Variablen zugreifen. Diese fungieren somit sowohl als Eingabe- wie auch als Aus-
gabeparameter. Ferner ist zu beachten, dass in Skripts angelegte Variable auch
nach der Terminierung des Skripts erhalten bleiben und sich Anderungen in der
Variablenbelegung auf das aufrufende Programm auswirken (vgl. Abschnitt 7.4).

Skripts eignen sich nicht zur Modularisierung von Programmen; sie sollten nur
fiir die Automatisierung wiederkehrender Aufgaben im interaktiven MATLAB-En-
vironment verwendet werden.

7.3 FUNCTION-Unterprogramme

In imperativen Programmiersprachen (wie MATLAB) wird der Funktionsbegriff
in einem dynamischen Sinn verwendet.! Hier wird in zeitlicher Abfolge eine Funk-
tion zunédchst mit Argumenten (aktuellen Parametern) versorgt, dann werden al-
gorithmische Berechnungen durchgefiihrt, und das Resultat dieser Berechnungen
wird als Funktionswert geliefert.

In imperativen Programmiersprachen bezeichnet man als Funktionen (Funk-
tionsprozeduren) meist Unterprogramme, die nach ihrer Abarbeitung einen Wert
liefern, und als Prozeduren Unterprogramme, die keine Riickgabewerte liefern.
MATLAB kennt (wie etwa auch C) diese Unterscheidung nicht; es versteht unter
Funktionen abgekapselte Codestiicke, die in einem eigenen , Workspace“ (siehe
Abschnitt 5.2) ablaufen und daher (sieht man von wenigen Ausnahmen ab) die
Variablen des aufrufenden Programms nicht ansprechen kénnen. Die Verwendung
von Funktionen stellt somit einen entscheidenden Schritt in Richtung Modulari-
sierung des Programmaufbaus dar. function-Unterprogramme liefern meist einen
Wert an das aufrufende Programm zuriick, miissen dies jedoch nicht.

1Der Funktionsbegriff in der Mathematik ist ein statischer, er bezeichnet eine Teilmenge des
kartesischen Produkts M; x M, von zwei Mengen, die die Eigenschaft einer rechtseindeutigen
Relation besitzt.
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7.3.1 Deklaration eines FUNCTION-Unterprogramins

Die Deklaration eines function-Unterprogramms erfolgt mittels der Anweisung
function (ausgangsparameter =) funkt_name ( (formalparameterliste))

In einem Funktionskopf werden neben dem Namen funkt_name der Funktion auch
- sofern vorhanden - Listen der Formalparameter fiir Eingangs- und Ausgangs-
groBen angegeben. Der Funktionsrumpf enthilt die Implementierung der Funk-
tion. Jede Funktion, die von auflen sichtbar sein soll (sieche Abschnitt 7.4), muss
in einer eigenen Datei stehen, deren Namen mit dem Namen der Funktion iiber-
einstimmt und die Erweiterung .m trigt, also funkt_name.m.

MATLAB lisst die Verwendung eines oder mehrerer Ausgangsparameter zu. Im
Fall eines einzigen Ausgangsparameters besteht die Angabe ausgangsparameter
lediglich aus dem Namen eines Formalparameters, iber den das Funktionsergeb-
nis zuriickgeliefert wird. Werden jedoch mehrere Ausgangsparameter verwendet,
so ist ausgangsparameter eine mit eckigen Klammern umschlossene und durch
Beistriche getrennte Liste von Formalparametern:

[parameter, parameter,, . . ., parametery)

Der Typ der Formalparameter wird (wie bereits erwdhnt) zur Zeit der Vereinba-
rung des Unterprogramms nicht explizit spezifiziert.

Die Vereinbarung eines function-Unterprogramms hat die folgende Struktur:

function (ausgangsparameter =) funkt_name ( ( formalparameterliste ))
% Programmbeschreibung fiir Online-Hilfe
ausfuehrbare_anweisungen
(ausgangsparameter = berechneter_Wert
return)
ausfuehrbare_anweisungen
ausgangsparameter = berechneter_Wert

Dabei werden die ersten aneinanderfolgenden Kommentarzeilen als Hilfetext fiir
die Online-Hilfe verwendet (siche Abschnitt 7.3.4). Das Ende einer Funktion wird
nicht gesondert gekennzeichnet. Trifft MATLAB auf das Ende der Datei (oder auf
eine weitere function-Anweisung), so wird die Funktionsvereinbarung als been-
det angesehen. Durch den Befehl return kann die Abarbeitung eines function-
Unterprogramms explizit vorzeitig abgebrochen werden. Zudem sei nochmals dar-
auf hingewiesen, dass die einzelnen MATLAB-Befehle, die den Block ausfuehrba-
re_anwetsungen bilden, jeweils durch einen Strichpunkt abgeschlossen sein sollten.
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Andernfalls produziert jeder (!) im Unterprogramm ausgefiihrte Befehl ein Echo,
d.h., er gibt das aktuelle Berechnungsergebnis am Bildschirm aus.

Alle Variablen, die in einer Funktion deklariert werden, sind nur wihrend der
Abarbeitung dieser Funktion giiltig (sieche Abschnitt 7.4), mit anderen Worten:
MATLAB erstellt bei jedem Funktionsaufruf einen neuen lokalen Workspace, in
dem anfénglich nur die Funktionsparameter definiert sind. So konnen z. B. die
Eingangs- und Ausgangsparameter auch als temporire Variable verwendet wer-
den; diese Anderungen wirken sich nicht auf das aufrufende Programm aus. ,Nach
auflen sichtbar® sind nur die nach Abarbeitung der Funktion zuriickgegebenen
Werte der Ausgangsparameter.

MATLAB-Beispiel 7.4

Um ein System gewohnlicher Differentialgleichungen y' = f(y), f : R* = R® zu
l6sen (siehe Abschnitt 10.5), muss die rechte Seite als Unterprogramm implemen-
tiert werden. Fiir

yi Y2 Y3
Y=y |= -y1-y3 | = f(y)
Y3 —0.51 -9y, -y,

kann folgendes function-Unterprogramm f.m verwendet werden:

function dy = f£(t, y)
% Differentialgleichung fuer sn(x), cn(x), dn(x)
dy = [ y(2)xy(3);
-y (1) *y(3);
-0.51xy(1)*xy(2)];

7.3.2. Resultat eines FUNCTION-Unterprogramms

Das Resultat einer Funktion ist — sofern es existiert — durch den Wert der Aus-
gangsparameter der Funktion gegeben. Diese konnen innerhalb des Funktions-
rumpfes durch gewohnliche Wertzuweisungen definiert werden; der Typ dieser
Parameter wird wiederum implizit iiber die Wertzuweisungen bestimmt.

Der Wert der Ausgangsparameter wird dem aufrufenden Programm iiberge-
ben, wenn der Programmablauf an das Ende der Funktion gelangt oder an ein
return-Statement trifft. Er wird an jener Stelle, von der aus die Funktion aufge-
rufen wurde, also dort, wo der Name der Funktion in einem Ausdruck aufscheint,
eingesetzt.
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7.3.3 Aufruf eines FUNCTION-Unterprogramms

Der Aufruf einer Funktion geschieht durch Angabe ihres Namens funkt_name in
einem Ausdruck (etwa einer Wertzuweisung). Die zugehérige Funktionsprozedur
wird im Zuge der Auswertung des Ausdruckes aufgerufen.

Der Aufruf unterbricht die Ausfithrung des aufrufenden Programmteils und
bewirkt die Ausfilhrung der Anweisungen des Unterprogramms. AnschlieSend
wird die Abarbeitung des aufrufenden Programmteils fortgesetzt. Liefert eine
Funktion mehrere Werte zuriick, so erfolgt ihr Aufruf durch

[parameter,, parameters, . . ., parameter,] = funkt_name((parameter))

MATLAB-Beispiel 7.5

Das obige Unterprogramm f [t,y] = ode45(@f,[0,10],[0;1;1]);
kann z.B. in einem Programm  plot(t,y);

zur Losung von Anfangswert-

aufgaben aufgerufen werden.

(Der @-Operator wird in

Abschnitt 7.3.5 diskutiert.)

7.3.4 [Eigenschaften von FUNCTION-Unterprogrammen

Bei der Vereinbarung und Verwendung von function-Unterprogrammen miissen
einige Eigenschaften beachtet werden:

¢ Jede Funktion, die von aufien aufrufbar sein soll, muss in einer eigenen M-
Datei abgespeichert werden. Der Dateiname muss dabei mit dem Funkti-
onsnamen iibereinstimmen. Eine Datei kann jedoch auch mehrere function-
Unterprogramme enthalten. Dabei werden alle weiteren Funktionen (d. h.
all jene, deren Namen nicht mit dem Dateinamen iibereinstimmen) als Un-
terfunktionen (subfunctions) bezeichnet. Diese Funktionen sind nur lokal
giiltig und kdnnen somit nur von den Funktionen in der gleichen M-Datei
aufgerufen werden. Unterfunktionen werden in der gleichen Art vereinbart
und aufgerufen wie Funktionen. Die von aufien aufrufbare Funktion heifit
Primérfunktion (primary function).

e MATLAB unterstiitzt einen Online-Hilfe-Mechanismus. Zu jeder Funktion
kann mit dem Befehl help, gefolgt von dem Funktionsnamen, Hilfe angefor-
dert werden. Der Hilfetext wird in Form eines Blockes von Kommentarzeilen
nach dem Funktionskopf definiert. Beispielsweise wird bei Eingabe von
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> help £

der Text Differentialgleichung fuer sn(x), cn(x), dn(x) am Bild-
schirm ausgegeben.

Jede Funktion hat ihren eigenen Workspace, welcher vom MATLAB-Work-
space getrennt ist. Die einzige Verbindung zwischen den Variablen inner-
halb einer Funktion und dem MATLAB-Workspace sind die Ein- und Aus-
gangsparameter. Wenn innerhalb einer Funktion die Werte der Eingangspa-
rameter verindert werden, so wirken sich diese Anderungen nur innerhalb
der Funktion aus, nicht aber auf die Variablen, denen die Eingangspara-
meter bei Aufruf der Funktion zugewiesen wurden. Variable, die innerhalb
der Funktion angelegt werden, existieren nur temporar wihrend der Funkti-
onsausfithrung. Es ist daher nicht méglich, in einer Funktion Werte in einer
Variablen statisch zwischen zwei Funktionsaufrufen zu speichern (sieht man
von globalen Variablen ab; siehe Abschnitt 7.4.2).

Die Anzahl der Formalparameter muss nicht notwendigerweise mit der
Anzahl der Aktualparameter iibereinstimmen (vgl. Abschnitt 7.3.6). Dies
erlaubt die Verwendung von ,optionalen Parametern®. Die Anzahl der
Eingabe- und Ausgabeparameter, die beim Funktionsaufruf verwendet wer-
den, ist innerhalb der Funktion iiber die Variablen nargin und nargout
zugénglich.

MATLAB-Beispiel 7.6

Wenn die Funktion ellipse mit  function flaeche = ellipse(a,b)
nur einem Parameter aufgeru-

fen wird (also z. B. ellipse(5)),so  if nargin ==

wird angenommen, dass es sich b = a;

um einen Kreis mit dem Radi- end

us a handelt. Dementsprechend flaeche = pixax*b;

wird b = a gesetzt.

o Funktionen konnen Variable ihres Workspace explizit als global definie-

ren, um anderen Funktionen deren Wert zugénglich zu machen (vgl. Ab-
schnitt 7.4.2).

e Die MATLAB-Funktion error zeigt einen String im Kommandofenster an,

bricht die Funktionsausfiihrung ab und iibergibt die Kontrolle der interakti-
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ven Umgebung. Diese Funktion kann beispielsweise dazu verwendet werden,
einen ungiiltigen Funktionsaufruf anzuzeigen.

if wert < 0
error (’WERT muss positiv sein.’)
end

Analog erzeugt warning eine Warnung. Im Unterschied zu einer Fehlermel-
dung wird die Programmausfiihrung bei einer Warnung nicht abgebrochen.
Sowohl error als auch warning erlauben die Verwendung von Formatsym-
bolen (siehe Abschnitt 9.2). Die Syntax von error und warning ist daher
mit der Syntax von fprintf dquivalent.

MATLAB-Warnungen kénnen mit warning off unterdriickt werden. Die letz-
te Warnung ist immer iiber die Systemvariable lastwarn abrufbar. Aufler-
dem gibt es in MATLAB die Méglichkeit, den fehlerbedingten Abbruch des
Programms mittels ¢ry und catch abzufangen.

Mit function-Unterprogrammen kann somit sehr leicht die Funktionalitdt von
MATLAB erweitert werden. Viele der Standardfunktionen von MATLAB sind ge-
nau in dieser Weise, also in Form von M-Dateien, implementiert. Mittels which
kann man sich u.a. ausgeben lassen, auf welche M-Datei zugegriffen wird, wenn
man eine Funktion aufruft, und type gibt den zugehérigen MATLAB-Code aus. Au-
Berdem konnen vorinstallierte M-Dateien im MATLAB-Editor mittels edit ge6ffnet
und modifiziert werden, um sie an die eigenen Bediirfnisse anzupassen.

e MATLAB-eigene Funktionen kdnnen durch Speicherung einer M-Datei glei-
chen Namens im Arbeitsverzeichnis einfach iiberladen werden. Program-
miert oder modifiziert man den Loser ode45 fiir Anfangswertaufgaben und
speichert diese Datei als ode{5.m im Arbeitsverzeichnis, so wird bei al-
len Funktionsaufrufen nun die selbstgeschriebene Variante bevorzugt, wenn
ode45 aus demselben Arbeitsverzeichnis aufgerufen wird.

7.3.5 FUNCTION-Unterprogramme als Parameter

Die Information, die MATLAB fiir den Aufruf einer Funktion benétigt, wird in
einem Objekt gespeichert, das den speziellen MATLAB-Datentyp function_handle
(Funktionszeiger?) besitzt. Man erhilt den zu einer Funktion gehérigen Funkti-
onszeiger durch Voranstellen des at-Operators @.

2Die MATLAB-Dokumentation verwendet den Begriff function handle. Die im Folgenden
verwendete Ubersetzung von function handle durch Funktionszeiger entspricht nicht vollstindig
der Bedeutung dieses Begriffs in anderen Programmiersprachen, da function handle in MATLAB
weitere Funktionalitit besitzen als blofle Funktionszeiger (function pointer).
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MATLAB-Beispiel 7.7

Der Variable sin_zeiger wird der > sin_zeiger = @sin
Funktionszeiger der Sinusfunkti- sin.zeiger =
on zugewiesen. @sin

Bisher wurden lediglich Datenobjekte als Parameter eines Unterprogramms be-
trachtet. Man kann jedoch auch Unterprogramme als Parameter an ein weite-
res Unterprogramm iibergeben. In diesem Fall wird dem aufgerufenen Unter-
programm entweder ein char-Datenobjekt libergeben, das den Namen des aus-
zufiihrenden Unterprogramms enthélt, oder — besser — der Funktionszeiger des
Unterprogramms. Ein Funktionskopf, in dem ein Formalparameter vorkommt,
der auf ein Unterprogramm verweisen soll, unterscheidet sich syntaktisch nicht
von den bisher behandelten.

MATLAB-Beispiel 7.8

In der nebenstehenden Funkti- function min = minimum(f, a, b)
onsdefinition ist es nicht offen-

sichtlich, dass f ein Unterpro-

gramm-Name ist.

Um z.B. das Minimum der » minimum(Qpeaks3, 5, 6);
Funktion peaks3 (sieche Bei-

spiel 10.10) im Intervall [5, 6] zu

suchen, konnte der nebenstehen-

de Aufruf verwendet werden.

Wird einer Funktion als Argument der Funktionszeiger oder der Name einer an-
deren Funktion iibergeben, so kann die derart iibergebene Funktion mittels feval
ausgewertet werden.

MATLAB-Beispiel 7.9

Eine Funktion f wird dem function min = minimum(f, a, b)
Unterprogramm minimum zur :

numerischen Minimumsbestim- wert = feval(f,x);

mung als Parameter iibergeben.
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In #lteren MATLAB-Versionen kann der Funktionszeiger nur mit Hilfe des feval
Befehls ausgewertet werden.

Die Funktion
feval (funktionszeiger {, parameterliste) )

ruft die Funktion, die durch ihren Funktionszeiger gegeben ist, mit der angege-
benen parameterliste auf. Die parameterliste muss mit der Formalparameterliste
der auszuwertenden Funktion — bis auf optionale Parameter — iibereinstimmen.
Es gibt in MATLAB jedoch keinerlei Mechanismen, dies zur Zeit der Vereinba-
rung des Unterprogramms zu garantieren. Diesbeziigliche Fehler werden erst zur
Laufzeit erkannt.

Anstelle des Funktionszeigers kann bei feval auch eine Zeichenkette mit dem Funk-
tionsnamen angegeben werden.

feval (name (, parameterliste) )

In diesem Fall muss aber die Funktion zum Zeitpunkt des Aufrufs mittels feval
sichtbar sein (vgl. Abschnitt 7.3.4).

Der Vorteil bei Verwendung des Funktionszeigers anstelle des Namens ist, dass
man damit auch Funktionen aufrufen kann, die auierhalb des sichtbaren Bereichs
definiert sind (z.B. als Unterfunktion in einer anderen M-Datei).

MATLAB-Beispiel 7.10

Die Funktion f ist fir z > 1

durch f(z) = vz —1 und fiir
z < 1 durch f(z) = 0 definiert.

Die nebenstehende Zeile wertet
f(4) mittels feval aus.

Ist f bei Ausfiihrung von feval
sichtbar, so kann man auch den
Namen explizit angeben.

function y = f(x)
y = sqrt(max(x - 1, 0));

» feval(Qf, 4)
ans =
1.7321

feval(’f’, 4)
ans =
1.7321

Seit MATLAB 7 ist der Umweg iiber die Verwendung des feval-Befehls nicht mehr

nétig. Man kann den Funktionszeiger notationsgleich zur entsprechenden Funk-
tion verwenden.
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Es sei f(z,y) eine Funktion, die
von zwei Variablen abhangt. Der
Variablen g wird der Funktions-
zeiger von f zugewiesen.

Anschlieflend kann g(z,y) aus-
gewertet werden und liefert den
Wert von f(z,y). Der Test auf
logische Gleichheit liefert un-
abhingig von z und y TRUE.

MATLAB-Beispiel 7.11

> g = 0f;

>x =5; y=42;
> f(x,y) == g(x,y)
ans =

1

Wenn die Funktion f keine Ar-
gumente fordert, miissen beim
Aufruf iiber einen Funktionszei-
ger leere Klammern folgen. Da-
durch wird der Funktionszeiger
nicht als Variable verstanden,
sondern ausgewertet.

MATLAB-Beispiel 7.12

> g = @f;
> f == g()
ans =

1

Uber einen Funktionszeiger konnen auch direkt am MATLAB-Prompt einfache
Funktionen (anonymous functions) deklariert werden:

funktionszeiger = @ ((parameterliste)) ausdruck

Dabei bezeichnet parameterliste wie bei der bereits beschriebenen Funktions-
Deklaration die Liste der Argumente, und ausdruck ist der Funktionsrumpf.

Der nebenstehende Befehl dekla-
riert eine Funktion quadrat.

Der Aufruf erfolgt wie bei ande-
ren Funktionen.

MATLAB-Beispiel 7.13

> quadrat = @(x) x."2;

» quadrat([5 6])
ans =
25 36
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Informationen zu der Funktion, die durch einen Funktionszeiger beschrieben wird,
kann man mit dem Befehl functions erhalten. Die Befehle func2str und str2func
liefern zu einem Funktionszeiger den Funktionsnamen und umgekehrt.

Ob zwei Funktionszeiger auf dieselbe Funktion verweisen, kann mit isequal
iiberpriift werden. Die Verwendung des Gleichheitsoperators ist unzulissig.

Um festzustellen, ob eine Variable vom Typ function_handle ist, wird der
Befehl tsa verwendet.

7.3.6 Optionale Parameter und Riickgabewerte

Oft werden aus der Menge der Bestimmungsstiicke eines Problems nur Teilmen-
gen zur Losung bendtigt, sodass das Problem durch die Angabe aller Parameter
iiberbestimmt wire. Oft wird durch eine Prozedur eine grofie Klasse von Proble-
men geldst, die in Teilklassen zerfillt, in denen die Probleme durch jeweils andere
Parameter spezifiziert werden. ’

MATLAB unterstiitzt die Moglichkeit, Formalparameter eines Unterpro-
gramms optional zu verwenden. Wie bereits erwdhnt, muss die Zahl der For-
malparameter nicht notwendigerweise mit der Zahl der Aktualparameter einer
Funktion iibereinstimmen.

Beim Aufruf eines function-Unterprogramms werden die Aktualparameter von
links nach rechts mit Formalparametern assoziiert. Wurden im Aufruf einer Funk-
tion weniger Aktualparameter angegeben als Formalparameter im Funktionskopf
der entsprechenden Funktion definiert sind, so bleiben alle weiteren Formalpa-
rameter ohne Wert. Wird im Prozedurrumpf auf einen solchen nicht definierten
Parameter zugegriffen, so erzeugt MATLAB eine Fehlermeldung. Um eine richtige
Programmausfiihrung zu gewihrleisten, sollte daher der Programmierer jenen un-
definierten Variablen Default-Werte zuweisen. Die Zahl der definierten Parameter
kann iiber die Variable nargin abgefragt werden.

Man beachte, dass MATLAB potentiell jeden Parameter als optional ansieht.
Sind fiir die Ausfiihrung eines Unterprogramms eine bestimmte Anzahl von Pa-
rametern unbedingt notwendig, so muss dies vom Programmierer (durch Abfrage
der nargin-Variablen) explizit sichergestellt werden. Wurden zu wenige Parameter
angegeben, so kann man die Funktion z. B. mit dem error-Kommando abbrechen.

Ferner definiert MATLAB die Variable nargout, die spezifiziert, wie viele Riick-
gabeparameter der Funktion bei einem konkreten Aufruf (sieche Abschnitt 7.3.3)
verwendet werden. Diese Mdglichkeit ist vor allem dann von Interesse, wenn der
Rechenaufwand fiir die ohnehin nicht bendtigten Parameter erheblich wire. In
diesem Fall braucht die Berechnung dieser Riickgabewerte erst gar nicht vorge-
nommen werden, was zu einer deutlichen Beschleunigung fiihren kann.
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MATLAB-Beispiel 7.14

Eine Funktion soll Volumen und Oberfliche eines (Hohl-) Zylinders berechnen.

Fiir den Fall des vollen Zylinders
(mit Radius r_a) braucht der in-
nere Radius r_i des Hohlzylin-
ders nicht spezifiziert zu werden.

Wird nur das Volumen ge-
wiinscht (d.h., wird nur der er-
ste Riickgabewert wirklich ver-
wendet), so kann auf die Berech-
nung der Oberfliche verzichtet
werden.

Mogliche Aufrufe fiir den Fall
des Vollzylinders sind z. B.

function [vol,ob] = zyl(h, r.a, r_i)

if nargin == 2
ri = 0;
end
vol = % berechne Volumen
if nargout ==
ob = Y% berechne Oberflaeche
end
end
vol = zyl(29.8, 31.54, 0.);
vol = zy1(29.8, 31.54);

[vol, ob]l = zyl(29.8, 31.54);

MATLAB-Beispiel 7.15

Der Wert eines bestimmten Integrals If = f: f(t)dt soll fiir eine gegebene Funk-
tion f: [a,b] = R und ein gegebenes Intervall [a,b] C R bestimmt werden. Das
numerische Problem besteht in der Bestimmung einer Naherungslosung Qf =~ 1f,
die eine gegebene Toleranz | Qf — If | < 7 erfiillt. In den meisten Programmen
zur numerischen Quadratur wird eine der folgenden Varianten verwendet:

T i= €apg + €rel’ | QF |
7 := max{€aps, €rel* | Qf |}

T = max{fabmfrel‘ l Qa.bsf l} mit  Qapsf := Q(l f l; a, b)

Im nebenstehenden Unterpro-  function r = integral(f, a, b,

gramm wird die dritte Variante
in einer Weise implementiert, die
den Fall fehlender Problempara-
meter abdeckt.

eps_rel, eps_abs)
if nargin < §
eps.abs = 0;
if nargin < 4
eps_rel = 0;
end
end
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if eps_abs < 0
eps_abs = 0;
end
if epsrel < 0
eps.rel = 0;
end
if ((eps_abs == 0) & ...
(eps_rel == 0))
eps.rel = 1 + eps;
end

integral(f, a, b)
integral(f, a, b, 1e-3)
integral(f, a, b, 1e-3, 1e-5)

Diese Funktion kann z.B. auf r
nebenstehende Arten aufgerufen r
werden. r

7.4 Sichtbarkeit von Datenobjekten

In mathematischen Publikationen ist es iiblich, ortlich begrenzte Definitionen zu
verwenden, um die Bedeutung einzelner Symbole festzulegen. , Es sei f eine ste-
tige periodische Funktion mit der Periode 27" legt z.B. in einem bestimmten
Abschnitt eines Buches die Bedeutung des Symbols f fest. An anderen Stellen
kann f durchaus andere Bedeutungen besitzen. Obwohl es fiir die Ortliche Be-
deutung einer solchen Festlegung keine formalen Regeln gibt, bereitet es bei gut
geschriebenen Publikationen keine Schwierigkeiten, den Giiltigkeitsbereich einer
solchen Definition zu erkennen. Bei Programmiersprachen ist dies anders: Da
Compiler keine Intuition besitzen, muss der Giiltigkeitsbereich von Bezeichnern,
die in einem Programm verwendet werden, formal festgelegt werden. Damit wird
eine zentrale Frage aufgeworfen:

Welche Objekte (Datenobjekte, Unterprogramme) kann ein Program-
mierer von einem bestimmten Punkt des Programms aus ansprechen?

Nicht jedes Datenobjekt ist von jedem Punkt eines Programms aus ansprechbar.
Das ist eine Konsequenz der Modularitit: Koénnte jeder Programmteil auf die
Datenobjekte jeder anderen Programmeinheit zugreifen, wiirden daraus Uniiber-
sichtlichkeit und Fehleranfilligkeit resultieren.

Die Gesamtheit jener Teile des Programms, in denen ein bestimmtes Daten-
objekt ,bekannt“ ist, also angesprochen werden kann, heifit Sichtbarkeitsbereich
oder Giiltigkeitsbereich (scope) des Datenobjekts.
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7.4.1 Lokale Gréflen

In den meisten imperativen Programmiersprachen haben jede Programmeinheit
und jedes Unterprogramm einen Vereinbarungsteil, in dem die darin verwendeten
Datenobjekte (und deren Typ) deklariert werden. Die so vereinbarten Daten-
objekte sind innerhalb des betreffenden Programmteils bekannt und kénnen dort
verwendet werden. Datenobjekte, die in einer Programmeinheit oder in einem Un-
terprogramm vereinbart sind, heien lokal beziiglich dieses Programmteils. Man
nennt Programmeinheiten und Unterprogramme daher Geltungseinheiten (auch
Sichtbarkeits- oder Giltigkeitsbereiche, engl. scoping units). In Ermangelung einer
expliziten Deklaration von Variablen spricht man in MATLAB von dem Geltungs-
bereich eines ganzen Workspace.

In MATLAB bilden Skripts keine Geltungseinheiten, da diese zur Génze im
Workspace des aufrufenden Programms (oder in der interaktiven Umgebung)
ablaufen. Im Gegensatz dazu bilden function-Unterprogramme Geltungsbereiche;
d.h., alle Variablen, welche implizit innerhalb einer Funktion erzeugt werden,
sind nur lokal in der Funktion giiltig. Zufillige Namensgleichheiten bei lokalen
Variablen in verschiedenen function-Unterprogrammen spielen daher keine Rolle.

MATLAB-Beispiel 7.16

Eine Funktion f1 verweist ... function res = fi(x,y,z)
u = 4;
t = £f2(y);
. auf eine Funktion f2. function res = f2(x)
u=6;

Die Variable ¢ ist in der Funktion fI lokal definiert und kann daher auch nur
innerhalb dieser Funktion angesprochen werden. Die Variable u ist zwar sowohl in
Funktion f1 als auch in Funktion f2 definiert, jedoch gehort sie jeweils zum lokalen
Workspace der entsprechenden Funktion; d. h., Zuweisungen auf die Variable u in
f1 dndern den Wert von u in f2 nicht.

Die Namen von primiren Funktionen sind in allen anderen Programmeinhei-
ten sichtbar, sofern die Pfadeinstellung von MATLAB auch auf jenes Verzeichnis
verweist, in dem die entsprechende M-Datei enthalten ist. Primére Funktionen
konnen daher von anderen Programmeinheiten aufgerufen werden.
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7.4.2 Globale Gréfien

Jene Datenobjekte, die aufilerhalb einer Geltungseinheit liegen, aber durch sie
angesprochen werden konnen, heilen global fiir die betreffende Geltungseinheit.

Skripts

Bei Skripts sind grundsitzlich alle Datenobjekte, die im Skript erzeugt wurden,
global fiir den aufrufenden Programmteil, da Skripts im gleichen Workspace ab-
laufen. Damit sind aber auch alle Objekte des aufrufenden Programmteils glo-
bal innerhalb des Skripts. Diese Tatsache kann zu unangenehmen Seiteneffek-
ten filhren: Unterprogramme kénnen Variablen des aufrufenden Programmteils
verindern, ohne dass diese dem Unterprogramm als Parameter iibergeben wur-
den.

MATLAB-Beispiel 7.17

Die Variablen z und zder Funk-  function y = quadrat(x)

tion quadrat sind auch im Skript z = 1;
tscript ansprechbar, tscript;
wie auch die Variable res des y = res + z;

Skripts tscript innerhalb der
Funktion gquadrat verwendbar

ist.

Die Funktion gquedrat liefert den % Skript tscript.m
falschen Wert z2 + 2 anstelle res = X*X;

72 + 1, da z im Skript tscript z=2;

verandert wurde.

FUNCTION-Unterprogramme

function-Unterprogramme bilden Geltungseinheiten. Datenobjekte, die innerhalb
einer Funktion implizit erzeugt werden, sind immer nur lokal im jeweils giiltigen
Workspace definiert.

Es besteht jedoch die Moglichkeit, dass sich mehrere Funktionen Variable
ihres Workspace ,teilen“. Definieren mehrere Funktionen eine Variable gleichen
Namens unter Verwendung des Schliisselwortes global, so greifen all diese Funktio-
nen auf ein und dieselbe Variable zu. Die so definierte Variable wird also global fiir
alle Funktionen, die ihrerseits eine entsprechende global-Deklaration enthalten.
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MATLAB-Beispiel 7.18

Die Funktionen ff und f8enthal-  function u = f1(x)

ten beide einen Verweis auf die global b

globale Variable b, sprechen also b=17;

denselben Speicherplatz an. u = f2(x) + £3(x);
Die Variable b in f2 referenziert = function v = £2(y)
jedoch eine lokale Grofle, da sie b=05;

nicht als global definiert wurde. v = bxy;

function w = £3(z)
global b
w=>b+ z;

Sobald MATLAB auf eine global-Deklaration stoft, wird die entsprechende Va-
riable in einem Workspace der globalen Variablen erzeugt; bei allen weiteren
global-Deklarationen wird im lokalen Workspace einer Funktion nur eine Refe-
renz auf die globale Variable abgelegt. Mit dem Befehl delete global kann eine
globale Variable wieder geloscht werden.

ACHTUNG: Die Definition globaler Variablen in function-Unterprogrammen sollte
nicht zur Parameteriibergabe verwendet werden, da dies nicht dem Prinzip der
Modularisierung entspricht und die Gefahr von (fehleranfilligen) Seiteneffekten
mit sich bringt.

7.4.3 Eingebettete Funktionen

In Abschnitt 7.3.4 wurde bereits darauf hingewiesen, dass eine M-Datei mehrere
Funktionen beinhalten kann. Lediglich die erste Funktion, die auch der M-Datei
den Namen gibt, ist nach auflen sichtbar. Die anderen Funktionen in dieser Da-
tei sind Unterfunktionen und kénnen von auflen nur iiber ihren Funktionszeiger
angesprochen werden. Jede Unterfunktion hat einen eigenen lokalen Workspace,
in dem die zugehérigen Variablen gespeichert werden.

Seit MATLAB 7 konnen Unterfunktionen geschrieben werden, deren
Workspace eine Teilmenge des Workspace der aufrufenden Funktion ist. Diese
function-Unterprogramme werden eingebettete Funktionen (nested functions)
genannt. Die Definition einer eingebetten Funktion hat lediglich die syntaktische
Besonderheit, dass sie mit einem end beendet wird und innerhalb des Rumpfes
der aufrufenden Funktion steht.
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Die Funktion B ist in die Funk-
tion A eingebettet. Man bezeich-
net die Funktion A als Vater von
B und umgekehrt B als Sohn
von A.

MATLAB-Beispiel 7.19

function A
function B
end

end

Es sind dabei beliebige Einbettungstiefen (Ebenen der Einbettungsverschachte-
lungen) moglich. Eine eingebettete Funktion kann von Funktionen der gleichen
Ebene, von ihrem Vater und von all ihren Nachfahren aufgerufen werden. An-
ders ausgedriickt: eine Funktion kann nur ihre Sthne (eine Ebene tiefer), ihre
Geschwister (gleiche Ebene) und ihre Vorfahren aufrufen.

Im nebenstehenden Beispiel sind
folgende Aufrufe moglich:

e A kann B und D (Séhne)
aufrufen.

e B kann A (Vater), D
(Bruder) und C (Sohn)
aufrufen.

e C kann A und B
(Vorfahren) aufrufen.

e D kann A (Vater), B
(Bruder) und E (Sohn)
aufrufen.

e F kann A und C
(Vorfahren) aufrufen.

MATLAB-Beispiel 7.20

function A

fﬁﬁction B
.f'u.nction c
end

end

‘f.u'nction D
.f‘u.nction E
end

end

end

Eine eingebettete Funktion hat Zugriff auf den Workspace aller Vorfahren, d.h.,
sie kann Variablen der Vorfahren lesen und verindern. In Beispiel 7.20 kann
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also jede Variable, die in A definiert wird, durch alle Unterfunktionen verindert
werden. Jede Variable, die in B definiert wird, kann auch in C verdndert werden.
Diese Aufruf-Moglichkeiten entsprechen den Konventionen, die auch in anderen
Programmiersprachen gelten (z.B. Blocke in C).

MATLAB-Beispiel 7.21

Im nebenstehenden Beispiel  function A

wird in A eine Variable z defi- x =5;
niert, die in der eingebetteten function B
Funktion B verdndert wird. X = 3%X;
fprintf(’1: x = \d\n’, x);
end
fprintf(’2: x = \d\n’, x);
B;
fprintf(’3: x = \d\n’, x);
end
Der Aufruf von A erzeugt diene- 2: x = 5
benstehende Textausgabe. 1: x =156
3: x =15

MATLAB-Beispiel 7.22

Tritt die Variable z in der ein- function A

gebetteten Funktion B als Ein- x =5;
gangs- oder Ausgangsparameter function B(x)
auf, so wird die gleichnamige Va- X = 3*x;
riable aus A {iberdeckt, d.h., fprintf(’1: x = \d\n’, x);
sie ist in B nicht sichtbar und end
behilt auflerhalb von B ihren fprintf(°2: x = \d\n’, x);
Wert. B(x);
fprintf(’3: x = \d\n’, x);
end
Der Aufruf von A erzeugt diene- 2: x =5
benstehende Textausgabe. 1: x =15
3: x=65
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7.5 Rekursion

Allgemein spricht man von Rekursion, wenn ein Problem, eine Funktion oder
ein Algorithmus ,durch sich selbst“ definiert ist. Algorithmen oder Programme
bezeichnet man als rekursiv, wenn sie Funktionen oder Prozeduren enthalten, die
sich direkt oder indirekt selbst aufrufen.

Rekursion ist ein allgemeines Prinzip zur Lésung von Problemen. In vielen
Fillen ist die Rekursion nur eine von mehreren moglichen Problemlsungsstrate-
gien, die aber oft zu ,eleganten mathematischen Losungen fiihrt.

Beispielsweise ist die Fakultit n! einer natiirlichen Zahl n ohne Rekursion
definiert als das Produkt aller natiirlichen Zahlen 7, 1 < ¢ < n. Rekursiv definiert
ist die Fakultit einer natiirlichen Zahl n als das Produkt der Zahl mit der Fakultit
ihres Vorgingers, wobei die Fakultit von 1 den Wert 1 hat:

l = 1 fir n=1
Tl n-(r-1) fir n>1

function-Unterprogramme diirfen sich selbst aufrufen, und zwar entweder direkt
(wenn z.B. die Funktion A die Funktion A aufruft) oder indirekt (wenn z.B. A
die Funktion B aufruft und diese wiederum A).

Bei direkt rekursiven Funktionen miissen eventuelle Ausgangsparameter einen
anderen Namen als den Funktionsnamen tragen, da sonst in der Programm-
ausfilhrung unklar wire, ob es sich beim Auftreten des Funktionsnamens um
einen Ausgangsparameter oder um einen rekursiven Funktionsaufruf handelt.

Ein Spezialfall der Rekursion ist die primitive Rekursion, die stets durch eine
Iteration ersetzt werden kann. Bei einer solchen Rekursion enthilt der Aufruf-
Baum keine Verzweigungen, er ist eigentlich eine Aufruf-Kette. Das ist immer
dann der Fall, wenn eine rekursive Funktion sich selbst jeweils nur einmal aufruft.
Umgekehrt kann jede Iteration durch eine primitive Rekursion ersetzt werden,
ohne dass sich dabei die Komplexitéit des Algorithmus dndert.

MATLAB-Beispiel 7.23

Die folgende Funktion berechnet die Fakultit einer natiirlichen Zahl durch rekur-
siven Aufruf:

function fakt_resultat = fakultaet(m)
if n ==
fakt_resultat
else
fakt_resultat
end

1;

n * fakultaet(n - 1);
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Einem Aufruf fakultaet(4) entsprechen geschachtelte Aufrufe

Rekursionstiefe
Aufruf: fakultaet(4) 0
Aufruf: fakultaet (3) 1
Aufruf: fakultaet(2) 2

w

Aufruf: fakultaet (1)

Die Anzahl der geschachtelten Aufrufe wird als Rekursionstiefe des Unterpro-
gramms bezeichnet. In einem Algorithmus oder einem Programm darf nur mit
einer begrenzten Rekursion, d.h., einer endlichen Rekursionstiefe, gearbeitet wer-
den. Jeder rekursive Unterprogrammaufruf muss daher in einer bedingten Anwei-
sung stehen, so dass er in Spezialfillen nicht ausgefiihrt wird und ein Abbruch
der Rekursion sichergestellt ist.

Bei der Vereinbarung von rekursiven Unterprogrammen ist es nicht immer so
offensichtlich wie bei dem obigen Beispiel der Fakultdtsfunktion, dass es sich um
eine begrenzte Rekursion handelt, die noch dazu den gewiinschten Wert liefert.
Korrektheitseigenschaften von rekursiven Unterprogrammen kénnen im Zweifels-
fall nur durch formale Beweise prizise sichergestellt werden (vgl. z. B. Bauer,
Goos (7], Kroger [43]).

MATLAB-Beispiel 7.24

Andert man die Definition von n! etwas ab (siehe Kroger [43]) auf

i = 1 fir n=1
Tl n-(n+1) fir n>1 "

so wird dadurch keine Funktion nj: N — N definiert.

function endlos_resultat = endlos(n)
if n ==
endlos_resultat
else
endlos_resultat
end

1;

"

n * endlos(n + 1);
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Das function-Unterprogramm endlos liefert zwar fiir endlos(1) das Ergebnis 1, ist
aber fiir n > 1 nicht auswertbar, weil kein Abbruch der Rekursion erfolgt. Der
Selbstaufruf von endlos ist in einen circulus vitiosus geraten:

Rekursionstiefe
Aufruf: endlos(3) 0
Aufruf: endlos(4) 1
Aufruf: endlos(5) 2

Ahnlich problematisch ist der Fall der unklaren Terminierung. Es gibt Rekursio-
nen, von denen nicht bekannt ist, ob sie terminieren oder nicht.

MATLAB-Beispiel 7.25

Bei folgendem function-Unterprogramm ist der Abbruch der Rekursion - die Fra-
ge nach der Terminierung — nicht trivial (und bisher ungeldst; Kroger [43]):

function unklar_resultat = unklar(n)
if n ==
unklar_resultat
elseif rem(n,2) ==
unklar_resultat
else
unklar_resultat
end

1;

o=

unklar(3*n + 1);

unklar(n/2);
Fiir n = 7 terminiert diese Rekursion (mit der Rekursionstiefe 16) iiber die Ar-
gumentfolge

7,22, 11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1.

Es ist jedoch ein offenes Problem, ob das Unterprogramm unklar_resultat fiir jedes
n € N terminiert.

Ein interessantes Beispiel einer rekursiven Funktion ist die Ackermann-Funktion.
Sie ist ein Beispiel einer berechenbaren Funktion, die nicht primitiv-rekursiv ist,
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d. h., die Ackermann-Funktion kann nicht durch eine Prozedur berechnet werden,
die als Wiederholungsanweisungen ausschliellich Zahlschleifen enthilt.

MATLAB-Beispiel 7.26

Die Ackermann-Funktion a : Ny x Ny = N; ist rekursiv definiert:

n+1 fir m =0,
a{m,n) =< a(m-1,1) fir n=0,
a(m —1,a(m,n — 1)) sonst.

Sie wichst sehr rasch und kann von keiner primitiv-rekursiven Funktion nach
oben beschrinkt werden. Es gilt

a(l,n)=n+2
a(2,n)=2n+3
a(3,n) =2"* -3
=97 _ ; =92-9-2~...
a(4,n)=2-3 mit p=2-2-2 2,

(n+2)-mal

wobei das Symbol ~ der Exponentiation entspricht. Der Wert a(4, 3) ist bereits
groBer als 1021000,

function a = ackermann(m,n)

if m ==
a=n+1;
elseif n ==
a = ackermann(m-1,1);
else
a = ackermann(m-1, ackermann(m,n-1) );
end

Rekursive Algorithmen kénnen in passenden Anwendungsfillen zu iibersichtli-
chen und effizienten Programmen fiihren. In manchen Fillen kann die rekursive
Probleml6sung aber extrem ineffizient sein.

MATLAB-Beispiel 7.27
Die Losung der Differenzengleichung
Qn = 0p-1 +Qn-2

mit der Anfangsbedingung ag = a; = 1 heifit Fibonacci-Folge. Implementiert
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man diese Differenzengleichung in eleganter Weise in Form eines sich rekursiv
aufrufenden function-Unterprogramms, so erhélt man fiir grole Werte von n au-
Berordentlich hohe Rechenzeiten.

function a_n = fibonacci(n)

if n <= 2

an =1,
else

a_n = fibonacci(n-1) + fibonacci(n-2);
end

Die schlechte Effizienz ist auf das exponentielle Ansteigen der Anzahl der Aufrufe
von fibonacci und damit auf das exponentielle Ansteigen der Rechenzeit zuriick-
zufiithren: Jeder Aufruf von fibonacei fiihrt zu zwei weiteren Aufrufen dieses Un-
terprogramms! Lost man die Differenzengleichung iterativ und nicht rekursiv, so
erhilt man ein wesentlich effizienteres (allerdings auch weniger elegantes) Unter-
programm. Der Aufwand steigt in diesem Fall nur linear mit n.

Mit jedem Aufruf eines Unterprogramms wird ein neuer Workspace erzeugt. Sicht-
bar - also verdnderbar - ist bei rekursiven Aufrufen jedoch jeweils nur der zuletzt
erzeugte; die Variablen des vorangegangenen Workspace werden daher erst durch
die Beendigung des aktuellen Unterprogramms , aufgedeckt”.

7.6 Steigerung der Gleitpunktleistung

Interne MATLAB-Funktionen erreichen iiblicherweise sehr kurze Laufzeiten (siehe
z.B. Abb. 10.1 auf Seite 201) bzw. eine sehr gute Gleitpunktleistung (gemessen in
Mflop/s oder Gflop/s). Um auch bei selbstgeschriebenen M-Dateien (Funktionen
oder Skripts) eine méglichst hohe Gleitpunktleistung zu erzielen, ist in MATLAB
eine ,, Performance Acceleration® (Leistungssteigerung) implementiert, mit deren
Hilfe die Ausfiihrung von M-Dateien beschleunigt wird. Dabei werden vor allem
solche Skripts und Funktionen beschleunigt, die Schleifen enthalten aber keine
Aufrufe weiterer M-Dateien.

Im Folgenden wird erldutert, wie man MATLAB-Programme mit kurzen Re-
chenzeiten schreibt. Dennoch wird die Gleitpunktleistung von MATLAB-Code nur
selten an jene von effizienten C- oder Fortran-Programmen herankommen.

MATLAB-Beispiel 7.28

Bei der numerischen Losung der zweidimensionalen Laplace-Gleichung mit Hilfe
der Randelementmethode (BEM) treten Integrale folgenden Typs auf: Mit den
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n+ 1 Knoten z; = j/n fiir j = 0,1,...,n und den Intervallen T'; = [z;_1, 7]
definiert man die symmetrische nxn-Matrix A mit

ajk :=/ / log |z — y| dydz.
Fj Iy

Dieses Doppelintegral kann analytisch berechnet werden. Realisiert man die Be-
rechnung der Matrix als MATLAB-Funktion (in M-Code) und als C-Code und
bindet man dann den C-Code iiber die MEX-Schnittstelle (siehe Kapitel 11) ein,
so ergeben Testrechnungen auf einem PC bereits fiir n = 500 einen bemerkens-
werten Zeitgewinn: Die M-Datei benstigt eine in MATLAB gemessene Laufzeit
von 37 Sekunden gegeniiber einer Laufzeit von lediglich 0.58 Sekunden fiir die in
MATLAB eingebundene (kompilierte) C-Datei.

7.6.1 Beschleunigbare Konstrukte

Die leistungssteigernden MATLAB-Erweiterungen unterstiitzen nur einen Teil des
Sprachumfangs. Bei Programmen, die folgende Datentypen und Operationen ent-
halten, wird die hochste Steigerung der Gleitpunktleistung erreicht:

Datentypen: MATLAB beschleunigt Code, der folgende Datentypen verwendet:
logical, char, int8, uint8, intl6, uintl6, nt32, uint32 und double (sowohl
reell als auch komplex). Seit der MATLAB-Version 7 wird auch Code, der
den Datentyp single verwendet, beschleunigt.

Beschleunigt wird nur Code mit voll besetzten Feldern. Code mit schwach
besetzten Feldern (sparse arrays) wird nicht beschleunigt!

Mehrdimensionale Felder: Die Leistungssteigerung erfolgt nur fiir MATLAB-
Code, der Felder mit hichstens drei Dimensionen enthalt.

Schleifen: for-Schleifen werden schneller ausgefiihrt, wenn

1. die Laufvariable nur skalare Werte (und keine Feld-Werte) annimmt,

2. der Schleifenrumpf nur Variablen der unterstiitzten (oben aufgezihl-
ten) Datentypen enthilt und

3. nur interne (built-in) MATLAB-Funktionen aufgerufen werden.
Die hiochste Gleitpunktleistung (die geringste Laufzeit) wird erzielt, wenn

alle drei Eigenschaften erfiillt sind. Wenn das nicht der Fall ist, so wird die
Beschleunigung bei jeder Zeile, in der eine der drei Bedingungen verletzt



7.6 Steigerung der Gleitpunktleistung 145

ist, kurzfristig angehalten, die Zeile ,normal® (unbeschleunigt) ausgefiihrt
und dann die beschleunigte Ausfithrung fortgesetzt.

Steuerkonstrukte: Die Anweisungen if, elseif, while und switch werden schnel-
ler ausgefiihrt, falls die Auswertung der Bedingung einen Skalar ergibt.

Feldgréfe: Beim Bearbeiten von Feldern entsteht in MATLAB immer ein unver-
meidbarer Overhead. Bei grofien Feldern ist dieser Zusatzaufwand im Ver-
gleich zum eigentlichen Rechenaufwand gering. Bei kleinen Matrizen nimmt
dieser Zusatzaufwand einen gréferen Prozentsatz der gesamten Rechenzeit
in Anspruch und kann deshalb stérend in Erscheinung treten.

Die , Performance Acceleration“ reduziert auch den Overhead, was sich spe-
ziell bei kleinen Feldern vorteilhaft auswirkt.

7.6.2 Nicht-beschleunigbare Konstrukte

Die folgenden Programmelemente und Programmierformen kénnen zu einer Ver-
langsamung von MATLAB-Code fiihren und sollten daher in zeitkritischen An-
wendungen vermieden werden:

Spezielle Datentypen und héherdimensionale Felder: Code mit den Da-
tentypen cell, struct und sparse und Code, der selbstdefinierte Klassen
verwendet, wird nicht beschleunigt. Felder mit mehr als drei Dimensionen
filhren ebenfalls zu lingeren Rechenzeiten.

Funktionsaufrufe: Aufrufe von Funktionen in Form von M-Dateien, MEX-
Dateien oder Unterfunktionen verhindern die Optimierung der Laufzeit der
betreffenden Code-Zeile. Die aufgerufene Funktion wird méglicherweise be-
schleunigt, aber der Zeitaufwand (Overhead) fiir den Aufrufmechanismus
kann diesen Gewinn wieder zunichte machen.

Uberladene Funktionen: Da iiberladene MATLAB-Funktionen meist Aufrufe
zu selbstgeschriebenen M-Dateien oder MEX-Dateien enthalten, kann es zu
einer Verlangsamung von deren Ausfiihrung kommen.

Mehrere Befehle pro Zeile: Unter bestimmten Umstinden kénnen mehrere
Operationen in einer Zeile eine Verlangsumung der Ausfiihrung bewir-
ken. Im folgenden Beispiel verwendet die erste Operation (Zuweisung) eine
Struktur, wodurch eine Beschleunigung der Schleife verhindert wird:

X = a.name; for k = 1:10000, sin(A(k)), end;

‘Da MATLAB-Code Zeile fiir Zeile abgearbeitet wird, ist die Ausfiilhrung
aller Operationen einer Zeile, die (mindestens) eine nicht beschleunigbare
Operation enthilt, nicht beschleunigbar. Im obigen Beispiel konnte die for-
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Schleife wesentlich rascher ausgefiihrt werden, wenn sie in eine eigene Zeile
geschrieben wird.

Verédndern des Datentyps oder der Dimension einer Variablen: Wenn
in einer Code-Zeile der Datentyp oder die Dimension einer Variablen
verdndert wird, so beschleunigt MATLAB diese Zeile nicht. So wird im fol-
genden Beispiel der Typ der Variablen z von double nach char verdndert
und damit eine Beschleunigung verhindert:

x = 23;

x = ’langsam’; % diese Zeile wird nicht beschleunigt.

Immer dann, wenn MATLAB auf eine Code-Zeile st68t, die nicht beschleunigbar
ist, wird die Beschleunigung kurzfristig angehalten. Generell wird die beschleunig-
te Ausfiithrung von Gleitpunkt-Operationen ausgeschaltet, wenn im Debug-Modus
gearbeitet oder wenn die Funktion echo verwendet wird.

7.6.3 Erstellen von effizientern MATLAB-Code

Wenn man beriicksichtigt, dass MATLAB eine Interpreter-basierte Sprache ist,
kann man die damit verbundenen Eigenschaften ausnutzen, um die Gleitpunkt-
leistung zu steigern. Um MATLAB-Code mit kurzen Laufzeiten zu erhalten, sollte
man sich moglichst auf jene Sprachkonstrukte beschrianken, die MATLAB-intern
beschleunigt werden kénnen (vgl. Abschnitt 7.6.1).

Bei zeitkritischen Programmen sollte sowohl auf nicht-beschleunigbare Spra-
chelemente (vgl. Abschnitt 7.6.2) als auch auf die dynamische Speicherverwaltung
von MATLAB verzichtet werden, indem man Vektoren und Matrizen explizit al-
lokiert (vgl. Abschnitt 5.3.5).

MATLAB-Beispiel 7.29

Im nebenstehenden Beispiel clear A;

wird eine quadratische Matrix n = 1000;

A zeilenweise aufgebaut. Da der start = cputime;
benstigte Speicher vorher nicht  for j = 1:n

allokiert worden ist, allokiert for k = 1:n
MATLAB den Speicher dyna- A(j,k) = j + k*n;
misch, wann immer j erhoht end

wird. Mittels cputime wird die  end

bendtigte Zeit (als Differenz)  disp(cputime - start);
gemessen und schlieflich mit

disp ausgegeben.
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Allokiert man den Speicher von  clear A;

A vor dem Schleifenaufruf, ver- n = 1000;

ringert sich die bendétigte Zeit  start = cputime;

signifikant: Testrechnungen auf A = zeros(n,n); ) expl. Allokation

einem PC ergaben einen Ge- for j = 1:n
schwindigkeitsgewinn um den for k = 1:n

Faktor 300: Die Laufzeit der er- A(j,k) = j + kn;
sten Variante betrug 25 Sekun- end

den, jene der zweiten Variante  end

lediglich 0.08 Sekunden. disp(cputime - start);

Das Allokieren von Matrizen verhindert auch die Speicher-Fragmentierung. Wenn
der Speicher zu stark fragmentiert ist, verhindert dies die effiziente Ausfiihrung
von MATLAB-Funktionen, da MATLAB vom Betriebssystem zusammenhéngen-
den Speicher anfordert. Unter Umstinden wird ein MATLAB-Programm auch
mit Fehlermeldung abgebrochen, weil kein zusammenhingender Speicherbereich
mehr zur Verfligung steht. Deshalb sollte man nicht mehr bendtigte Variablen
mittels clear aus dem Workspace 16schen.

Der Befehl pack defragmentiert den Speicher, indem alle Variablen in eine
temporére Datei gespeichert werden, aus dem Speicher geléscht werden und dann
wieder in den Speicher geladen werden. Man sollte diesen Befehl aber nicht in
Funktionen verwenden, da das Speichern und Laden von Daten sehr zeitaufwindig
sein kann.

In MATLAB werden (wie in Fortran) Matrizen spaltenweise gespeichert (nicht
zeilenweise wie in C). Die Elemente einer m x n-Matrix A = (a;;) sind demnach
in der Form

Q11 Q21 -..Qm1 Q12 -..Am2 ... 0mn

gespeichert. Auf Grund dieser Speicherung geht es daher schneller, eine Spalte
A (:,j) auszulesen als eine Zeile A (i,.).

Auch sparse-Datenobjekte sollten vor dem Aufbau explizit allokiert werden,
um die dynamische Speicherallokation zu vermeiden. Da sparse-Matrizen intern
im CCS-Format gespeichert werden, empfiehlt es sich weiterhin, zunichst die
Eintrige und die dazugehérigen Indizes in drei Vektoren zu speichern und erst
anschlieflend die Matrix aufzubauen. Dadurch muss der MATLAB-interne Sor-
tierprozess nicht nach jedem neuen Eintrag, sondern nur einmal durchgefiihrt
werden.

Durch den Befehl A = sparse (i,j,a,m,n,nzmaz) wird eine m x n-Matrix A
angelegt, deren Elemente a,; im Koordinatenformat (COO-Format) durch drei
Vektoren i, j, a angegeben sind. (k) ist der Zeilenindex und j(k) der Spaltenindex

0y
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des k-ten Nichtnullelements ;) ;x). Der (optionale) Parameter nzmaz gibt die
Anzahl der Nicht-Null-Eintriage an und bestimmt somit, wieviel Speicherplatz zur
Speicherung von A allokiert wird. Wird nzmaz nicht angegeben, so verwendet
MATLAB die Vektorldnge von ¢, j und a.

MATLAB-Beispiel 7.30

Im nebenstehenden Beispiel n = 10000;

wird eine grofle n x n-Tridiago- clear A;
nalmatrix mit Werten 2 auf der  start = cputime;
Hauptdiagonale und 1 auf den A = sparse(n,n);

Nebendiagonalen aufgebaut. for j = 1:n
A(3,3) = 2;
if j<nm

A(j,jt1)
A(j+1,j5) =
end
end

Die benétigte Zeit (89 Sekunden  disp(cputime - start)

auf einem PC) wird gemessen

und ausgegeben.

Dieselbe Matrix wird nun auf n = 10000;

eine (augenscheinlich) wesent-  clear A;

hich kompliziertere Weise aufge- start = cputime;

baut, wobei die Moglichkeiten i = zeros(3#*n - 2, 1);
des MATLAB-Befehls sparse aus- j = zeros(3*n - 2, 1);
genutzt werden. Die Matrix A a = zeros(3*n - 2, 1);
hat lediglich nzmaz = 3n —2 for k = 1:n

(]
—_
[N

Nicht-Null-Eintrége. i(k) = k;

jk) = k;

a(k) = 2;

if k <n
i(n+k) =k + 1;
j(n+k) = k;
a(n+k) = 1;
i(2*n+k-1) = k;
j(2*n+k-1) = k + 1;
a(2*n+k-1) = 1;

end

end

A = sparse(i,j,a);
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Die Testrechnung benétigte le-  disp(cputime - start)
diglich eine Laufzeit von 0.4 Se-
kunden. Diese Programmierform
bringt damit einen Geschwindig-
keitsgewinn um den Faktor 220.

Bei Verwendung von ganzzahligen Datentypen oder des Datentyps single sollten
Felder mittels zeros (m,n,typ) allokiert werden.

MATLAB-Beispiel 7.31

Die Rechenzeit fillt wesentlich  clear A; n = 10000;
kiirzer aus, wenn man eine Ma-  start = cputime;

trix gleich mit den gewlinsch- A = zeros(m,n,’int8’);
ten Eintragstypen allokiert statt ~ disp(cputime - start)
zunichst eine Matrix mit double-

Eintrdgen zu allokieren und an-  clear A; n = 10000;
schlieBend zu konvertieren: Bei start = cputime;
Testrechnungen auf einem PC A = zeros(n,n);
betrug die Laufzeit im ersten A = int8(A);

Fall 0.39 Sekunden, im zweiten = disp(cputime - start)
Fall hingegen 14 Sekunden.

MATLAB-intern gibt es keine Skalare und Vektoren, sondern nur Felder. Die arith-
metischen Operationen werden auch nur fiir Felder zur Verfiigung gestellt. Bei
jeder for-Schleife sollte man daher iiberlegen, ob es nicht méglich - und auch
iibersichtlicher und schneller - ist, diese durch die Feld-Arithmetik auszudriicken.

MATLAB-Beispiel 7.32

Die meisten MATLAB-Funktio- y = zeros(n,1);

nen konnen vektorisiert aufgeru-  for j = 1:n

fen werden. Die nebenstehende y = sin(2#*pi*j/n);
Schleife kann vermieden werden.  end

Die vektorisierte Realisierung y = sin(2*pi*(1:n)/n);
kommt mit einer einzigen Pro-

grammzeile aus und benétigt au-

Berdem weniger Rechenzeit.
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Es gibt Fille, in denen die Verwendung von Schleifen nicht zu vermeiden ist.
Héngt die Laufzeit des MATLAB-Codes wesentlich von solchen Schleifen ab, so
konnen diese in einer mittels Compiler iibersetzbaren Sprache wie Fortran, C oder
C++ programmiert werden. MATLAB bietet die Méglichkeit, iiber die MEX-
Schnittstelle externen Code (in Fortran, C etc.) einzubinden. Hierauf wird in
Kapitel 11 kurz eingegangen.

Fiir reelle Argumente sind die Funktion reallog, realsqrt und realpow effizienter
als die allgemeineren (auch fiir komplexe Argumente geeigneten) Funktionen log
und sqrt sowie das allgemeine Potenzieren.

Bei Bedingungen in if-Verzweigungen und while-Schleifen, sollte man fiir das
logische UND und das logische ODER besser die Symbole & und | anstelle der
elementweisen Operationen && und | | verwenden. Dies hat den Vorteil, dass z.B.
die Abfrage if A & B bereits mit FALSE bewertet wird, wenn die Bedingung A
FALSE ist. Die Bedingung B wird in diesem Fall nicht mehr ausgewertet. Bei
Abfrage mit if A && B werden zunichst beide Bedingungen A und B ausgewertet
und erst dann logisch verkniipft.

Um die laufzeitkritischen Abschnitte eines MATLAB-Programms zu finden, ist
in MATLAB ein M-File-Profiler integriert, dessen grafische Oberfliche mit dem
Befehl

profile viewer

aufgerufen wird. Hiufig sind es nur einige Funktionen oder Abschnitte im Code,
die langere Ausfilhrungszeiten benétigen. Sobald dem Programmierer Informa-
tionen vorliegen, welche Programmteile laufzeitkritisch sind, konnen effizientere
Realisierungen ins Auge gefasst werden, z. B. durch das

e Vermeiden Rechenzeit intensiver Funktionen und / oder das
e Vermeiden redundanter Berechnungen durch Speicherung der Ergebnisse.

Ein MATLAB-Programm ist dann beziiglich der Laufzeit optimal, wenn der gréfite
Teil der Rechenzeit von MATLAB-built-in-Funktionen (also von jenen Funktionen,
die nicht in Form von M-Files vorliegen) verbraucht wird.



Kapitel 8

Selbstdefinierte Datentypen

In imperativen Programmiersprachen gibt es meist eine klare Trennung zwischen
Daten und Programmen: Prozeduren und Funktionen werden dazu verwendet,
Daten aus dem Speicher zu holen und zu verdndern. Funktionen und Daten-
strukturen sind daher die ,,Grundbausteine® imperativer Programmiersprachen.
Objektorientierte Sprachen vermeiden diese strikte Trennung: Zusammengehoérige
Operationen und Daten werden in modularen Einheiten, in sogenannten Objek-
ten, zusammengefasst. Jedes Objekt hat einen internen Zustand (die Werte der
Variablen des Objektes) sowie Funktionen, die sogenannten Methoden, die auf
Variable des Objektes zugreifen kénnen (also den internen Zustand verdndern).
Da fiir andere Objekte die internen Variablen eines Objektes normalerweise nicht
»sichtbar® sind, eignen sich objektorientierte Programmiersprachen besonders gut
zur Modularisierung von Programmen. Ein objektorientiertes Programm besteht
letztlich aus einer Vielzahl von Objekten, die miteinander interagieren, um das
gewiinschte Endergebnis zu produzieren.

8.1 Klassen und Instanzen

Um ein neues Objekt zu erzeugen, muss zuerst eine neue Klasse definiert wer-
den. Eine Klasse kann als eine Art ,Schablone“ betrachtet werden, mit der die
Struktur des Objekts spezifiziert wird: Neben der Zahl und dem Typ der internen
Variablen wird auch festgelegt, welche Methoden letztlich in den zu erzeugenden
Objekten vorhanden sein werden. Beispielsweise besteht eine Klasse, die Polyno-
me représentiert, aus einem Vektor der Polynom-Koeffizienten und einigen Me-
thoden, die z. B. Polynomaddition, Polynommultiplikation und die Bildung des
Ableitungspolynoms implementieren.

Eine Klassendefinition gibt also lediglich die Struktur spiterer Objekte vor.
Durch Instantiierung werden aus dieser Information konkrete Objekte, die auch
Instanzen der Klasse genannt werden, erzeugt. Jede Instanz bekommt dabei einen

151
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eigenen Speicherbereich fiir ihre internen Variablen (Instanzvariablen) zugewie-
sen; die Instanz kann als eine konkrete Auspragung einer Klasse angesehen wer-
den. So speichert z.B. eine Instanz der Polynomklasse ein konkretes Polynom,
wéhrend die Klasse selbst nur Strukturen definiert, die die Speicherung beliebi-
ger Polynome erlauben.

MATLAB folgt in der Struktur der einzelnen Datentypen den Konzepten ei-
ner objektorientierten Programmiersprache; den 12 Basistypen (siche Kapitel 4)
entsprechen 12 Klassen, denen ein eindeutiger Name zugeordnet ist. Jede Wert-
zuweisung erzeugt eine Instanz jener Klasse, deren Typ iiber die Wertzuweisung
festgelegt ist; diese neue Instanz wird dann mit den angegebenen Werten initia-
lisiert. Bei der Instantiierung wird das neu generierte Objekt iiber eine spezi-
elle Methode, genannt Konstruktor, initialisiert. Dieser allokiert den benétigten
Speicher und belegt alle Instanzvariablen des Objektes, die den durch die Instanz
reprasentierten Wert speichern.

StandardmiBig sind in den Basisklassen die wichtigsten Operationen imple-
mentiert; auf dem Datenobjekt double sind beispielsweise auch Methoden fiir die
Addition, Multiplikation etc. von Matrizen definiert.

8.2 Vererbung

Eine wichtige Eigenschaft objektorientierter Sprachen ist die Moglichkeit des
Aufbaus einer , Klassenhierarchie“. Eine hierarchische Strukturierung bietet die
Moglichkeit der ,,Vererbung® bestimmter Eigenschaften von in der Hierarchie
hoherliegenden zu tieferliegenden Klassen, um Ahnlichkeiten in der Objektstruk-
tur Rechnung zu tragen. Als Beispiel sei eine Klasse genannt, die Polynome belie-
bigen Grades speichert und auf der alle gingigen Methoden (wie Addition, Mul-
tiplikation etc.) definiert sind. Eine weitere Klasse soll Tschebyscheff-Polynome!
speichern. Da Tschebyscheff-Polynome eine spezielle Klasse von Polynomien sind,
kénnen alle Operationen, die auf Polynome anwendbar sind, auch auf Tscheby-
scheff-Polynome angewendet werden. Es wire nicht 6konomisch, in dieser Klasse
alle Methoden der Polynomklasse nochmals zu definieren, da grofie Teile des Co-
des unverindert iibernommen werden kénnen.

Objektorientierte Programmiersprachen bieten eine elegante Moglichkeit an,
eine Klasse als ,Spezialfall“ einer anderen zu definieren: Vererbung. Bei der Verer-
bung erbt eine Klasse (Subklasse) alle Methoden (und meist auch alle Variablen)
einer anderen Klasse (genannt Superklasse). Eine Subklasse kann jedoch auch
neue Methoden definieren und Methoden der Superklasse neu implementieren
(Polymorphismus). Die Vererbung kann auch iiber mehrere Ebenen reichen. Klas-

I Tschebyscheff-Polynome spielen eine wichtige Rolle bei der Interpolation und Approxima-
tion (siehe Uberhuber [67)).
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sen, von denen keine Instanzen erzeugt werden kénnen und die nur zum Zweck
der Vererbung von Methoden an Subklassen vorhanden sind, heifien abstrakt.?

In MATLAB stammen alle Basisdatentypen von der abstrakten Klasse array
ab; diese Klasse definiert lediglich Methoden, um auf mehrdimensionale Felder
zuzugreifen. Die numerischen Datentypen stammen von einer weiteren abstrakten
Klasse numeric ab, die wiederum array als Superklasse besitzt:

array
logical char numeric cell struct function_handle
float integer
double single int8 uint8 inti6 .. uint64

Durch den MATLAB-Befehl class kann der Klassenname eines Objektes ermittelt
werden. Ist z. B. das Datenobjekt a vom Typ double, so gibt class(a) den String
"double’ zuriick. Zudem kann der Klassenname eines Objektes durch isa mit einem
vorgegebenen Namen verglichen werden. Der Befehl isa (objekt, name) liefert 1
(TRUE), falls das objekt vom Typ name ist.

Neue Datentypen konnen in MATLAB durch Implementierung einer neuen
Klasse definiert werden. Dies geschieht durch Erstellung von MATLAB-Funktionen
(siehe Abschnitt 7.3), die in einem Verzeichnis abgelegt werden miissen, dessen
Namen aus dem Klassennamen und einem fithrenden @ besteht (das Verzeich-
nis muss Unterverzeichnis eines Verzeichnisses sein, das im MATLAB-Suchpfad
enthalten ist). Jede Klasse muss mindestens einen Konstruktor implementieren.
Eine Instanz einer neu definierten Klasse wird ausschlieilich iiber den Aufruf
eines Konstruktors erzeugt.

Abschnitt 8.5 enthilt ein ausfiihrliches Beispiel zur Definition neuer numeri-
scher Datentypen.

2In MATLAB-Dokumenten wird eine solche Klasse (oder ein solcher Datentyp) gelegentlich
auch als virtuell bezeichnet. Da dies aber keineswegs dem giingigen Gebrauch des Wortes ,,vir-
tuell“ entspricht, wird im Folgenden diese Bezeichnung nicht verwendet.
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8.3 Konstruktoren

Ein Konstruktor ist eine spezielle Methode, deren Namen mit dem Klassennamen
ibereinstimmt, und die bei der Instantiierung eines Objektes verwendet wird; der
Konstruktor dient dabei der Initialisierung des Objekts.

Ein Konstruktor muss mittels des MATLAB-Befehls class eine neue Instanz
eines Objektes erzeugen, die Instanzvariablen initialisieren und das neu erstellte
Objekt als Funktionsergebnis zuriickliefern. Ein Konstruktor kann eine beliebige
Anzahl von Parametern besitzen; in bestimmten Situationen ruft MATLAB den
Konstruktor jedoch ohne Parameter oder mit einem bereits initialisierten Daten-
objekt des gleichen Typs als Parameter auf. Im ersten Fall soll ein neues Objekt,
initialisiert mit Defaultwerten, zuriickgegeben werden, im anderen Fall lediglich
der iibergebene Parameter.

Bei der Erstellung neuer Objekte erhélt der MATLAB-Befehl class mindestens
zwei Parameter: ein Datenobjekt vom Typ struct, das die Instanzvariablen enthilt
(dabei entspricht jeder Strukturkomponente eine Instanzvariable), und den Klas-
sennamen des neu zu erstellenden Objekts als char-Datenobjekt. Zuriickgeliefert
wird eine (initialisierte) Instanz eines Objekts vom angegebenen Typ.

MATLAB-Beispiel 8.1

Die folgende MATLAB-Funktion ist ein Konstruktor fiir die Klasse polynom, die
Polynome beliebigen Grades speichern soll.

Um dies zu erreichen, wird ein Vektor der Koeffizienten als Instanzvariable co-
eff und der Grad des Polynoms als Instanzvariable n gespeichert. Das Objekt wird
durch den Aufruf des Konstruktors, dem ein Feld von Koeffizienten iibergeben
wird, initialisiert.

function cl = polynom(c)

Wird kein Parameter iiberge- if nargin == 0

ben, so liefert der Konstruk- vars.coeff = [0];

tor die Konstante 0 zuriick. In vars.n = 0;

einem neuen Datenobjekt vars ¢l = class(vars, ’polynom’);

vom Typ struct werden alle In-
stanzvariablen gespeichert.

Wird der Konstruktor mit ei- elseif isa(c, ’polynom’);
nem bereits initialisierten Poly- cl = c;

nom aufgerufen, so wird eine Ko-

pie zuriickgeliefert.
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Sonst wird ein neues Polynom-  else

objekt erstellt, wobei die Koeffi- vars.coeff = c;

zienten des Polynoms dem Vek- vars.n = size(c);

tor ¢ entnommen werden. cl = class(vars, ’polynom’);
end

Der Benutzer kann nun etwa iiber den Aufruf polynom ([3 2 1]) ein neues
polynom-Datenobjekt erzeugen, das das Polynom 3z% + 2z + 1 représentiert.

MATLAB unterstiitzt sowohl einfache als auch mehrfache Vererbung. Im Fall einfa-
cher Vererbung besitzt eine Klasse héchstens einen Vorgénger, im Fall mehrfacher
Vererbung sind mehrere Vorgianger moglich.

Werden im class-Befehl als optionale Parameter zusatzlich Namen von Klassen
angegeben, so kann man damit MATLAB anweisen, die zu erstellende Klasse als
Nachkomme der angegebenen Klassen anzusehen:

class (struct, classname {,0bj1,. . . ,0bj,))

erstellt eine neue Instanz der Klasse classname mit der Instanzvariablen struct,
die von den Objekten obj; bis obj, abstammt. Eine abgeleitete Klasse erbt alle
Methoden ihrer Vorginger (auf Variablen der Superklasse kann jedoch von der
Subklasse nicht zugegriffen werden).

Bei Verwendung von Vererbung ist beziiglich der internen Variablen einer
Klasse folgendes zu beachten: jede Subklasse muss alle Variablen der Superklas-
sen enthalten, kann jedoch auch zusétzliche Variable definieren. Dies stellt sicher,
dass Methoden der Superklassen auch auf Instanzvariable der Subklasse operie-
ren kénnen. Wird ndmlich eine Methode eines Objekts aufgerufen, die nicht im
Objekt selbst definiert ist, jedoch in einer der Superklassen, so wird die entspre-
chende Methode der Superklasse ausgefiihrt; diese Methode operiert jedoch auf
den Instanzvariablen des urspriinglich angegebenen Objekts.

MATLAB-Beispiel 8.2

Das folgende Fragment eines Konstruktors zur Initialisierung einer Klasse
tscheb, die Tschebyscheff-Polynome speichern soll, illustriert die Verwendung
von Vererbung in MATLAB. Im Konstruktor werden die Koeffizienten des i-ten
Tschebyscheff-Polynoms ermittelt und in der Variablen coeff gespeichert, damit
alle Methoden, die in der Superklasse polynom definiert wurden, auf Objekte
des Typs tscheb angewendet werden kénnen. Natiirlich muss auch die Art der
Koeffizientenspeicherung iibereinstimmen.
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function cl = tscheb(i)

Es wird ein Objekt, initialisiert =~ if nargin ==

mit einem Default-Wert, zuriick- v.coeff = [];
geliefert, falls kein Parameter v.n = 0;
ibergeben wurde, und der Para-

meter einfach kopiert, falls er be-

reits eine Instanz der Klasse ist.

Da die neu definierte Klasse cl = class(v,’tscheb’, ’polynom’);
tscheb von polynom abstammt, elseif isa(i, ’tscheb’);

wird der String ’polynom’ zu- cl = i;

séitzlich dem class-Befehl iiber-

geben. else

% erzeuge i-tes Tschebyscheff-

% Polynom und speichere dessen

% Koeffizienten in v.coeff

v.n = i;

cl = class(v,’tscheb’, ’polynom’);
end

8.4 Definition von Methoden

Um das Objekt mit Funktionalitit auszustatten, miissen Methoden implemen-
tiert werden. Diese Methoden sind MATLAB-Funktionen, die in jenem Verzeichnis
enthalten sein miissen, in dem sich auch der Konstruktor befindet.

Der in MATLAB verwendete Ansatz ist mit Klassenmethoden in Objective C
oder statischen Methoden in C++ zu vergleichen. Eine Methode erhilt als Pa-
rameter Instanzen des neudefinierten Typs, manipuliert diese und liefert gegebe-
nenfalls eine neue Instanz der gleichen Klasse zuriick. Dabei wird der Konstruktor
verwendet, um eine neue Instanz zu erstellen.

Methoden einer Klasse kbnnen Klassenvariablen so wie Elemente einer Struk-
tur ansprechen; ist name ein Datenobjekt eines (selbstdefinierten) Typs und var
eine Klassenvariable des zugehorigen Objekts, so kann eine Methode diese durch
die Angabe von name.var referenzieren.

Funktionen, die nicht Methoden der entsprechenden Klasse sind, kénnen hin-
gegen auf die Klassenvariablen nicht zugreifen (man spricht in diesem Zusam-
menhang auch von information hiding).
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MATLAB-Beispiel 8.3

Die folgende Methode liefert die ~ function q = ableitung(p)
Ableitung eines gegebenen Poly- d=p.mn-1;
noms p zuriick.

Durch den Aufruf des Konstruk- q = polynom(p.coeff(1:d).*x ...
tors polynom erzeugt MATLAB (d:-1:1));

ein neues Datenobjekt vom Typ

polynom.

Eine Methode kann jedoch auch ein vordefiniertes Datenobjekt zuriickliefern.

MATLAB-Beispiel 8.4

Das nebenstehende Codefrag-  function px = wert(p, x)
ment implementiert die Metho- y = 0;

de wert der Klasse polynom, die for a = p.coeff

ein Polynom p an einer Stelle z y = y*x + a;

mit dem Horner-Schema auswer- end

tet. PX =Yy,

Wie bereits erwdhnt, erben Subklassen alle Methoden der Superklasse. Enthilt
das Verzeichnis, in dem die Subklasse enthalten ist, jedoch eine Methode gleichen
Namens wie eine Methode der Superklasse, so iiberschreibt die Definition der
Methode in der Subklasse jene der Superklasse. MATLAB entscheidet anhand des
Typs des Datenobjektes, welche Methode aufzurufen ist.

Eine Klasse definiert meist — neben dem Konstruktor — Konversionsmetho-
den, um das neue Datenobjekt in andere Datenobjekte zu konvertieren oder aus
anderen Datenobjekten ein Objekt des neuen Typs zu erstellen.

Jede neudefinierte Klasse sollte auch eine Methode display zur Verfiigung stel-
len, die MATLAB zur Darstellung von Datenelementen auf der Konsole verwendet;
display muss ein char-Datenobjekt zuriickgeben.

Eine Klasse kann auch private Methoden umfassen, d.h., Methoden, die nur
innerhalb der Klassenmethoden zugiinglich sind; existiert ein Unterverzeichnis
private in jenem Verzeichnis, das die Klasse enthilt, so werden alle MATLAB-Me-
thoden darin als privat angesehen.
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8.4.1 Uberladen von Operatoren

MATLAB bietet auch die Moglichkeit, Operatoren zu iiberladen. Fiir jeden Ope-
rator, der in MATLAB definiert ist, gibt es eine entsprechende Klassenmethode,
die die gewiinschte Funktionalitdt implementiert. So wird z. B. der Operator +
in den Aufruf der Klassenmethode plus oder * in mtimes tibersetzt.

MATLAB-Beispiel 8.5

Evaluiert man p * ¢, falls p und  function result = mtimes(p, q)
g zwei Polynome sind, so wird

die Methode mtimes (p,q) von

MATLAB aufgerufen.

Hier wird zuerst eine Konver- p = polynom(p);

tierung der beiden Parameter q = polynom(q);

in Polynome vorgenommen; da- result = polynom( ...

durch wird es z. B. moglich, den conv(p.coeff, q.coeff));

Koeffizientenvektor eines Poly-
noms direkt der Multiplikations-
methode zu iibergeben.

Nihere Informationen zur Uberladung von Operatoren, insbesondere zur Umset-
zung von Operatoren in Klassenmethoden, bekommt man iiber die Online-Hilfe.

8.5 Drei- und sechsstellige dezimale Arithmetik

Als Beispiel fiir die Definition neuer MATLAB-Klassen werden nun zwei Klas-
sen vorgestellt, die eine drei- und sechsstellige dezimale Gleitpunkt-Arithmetik
implementieren.

CODE MATLAB-Beispiel 8.6

Simulation von Gleitpunkt-Arithmetiken: Dieses Beispiel demonstriert die
Moglichkeiten von MATLAB zur Definition eigener Datentypen; dabei wird auch
gezeigt, wie Operatoren iiberladen werden kénnen, um mit den neu definierten
Typen wie mit einem in MATLAB vordefinierten Typ arbeiten zu kdnnen.

Der Datentyp decimal6 simuliert einen sechsstelligen dezimalen Gleitpunkt-
typ, wobei als interne Darstellung ein siebenstelliger Skalar mit einer sechsstel-
ligen Mantisse gewéhlt wurde. Weiters simuliert der Datentyp decimal3 einen
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dreistelligen dezimalen Gleitpunkttyp, der analog durch einen vierstelligen Ska-
lar mit einer dreistelligen Mantisse dargestellt wird. Die mit diesen Datentypen
erreichbare Genauigkeit kann somit wie folgt spezifiziert werden:

e Zahl mit dem kleinsten positiven Betrag in decimal3: 0.100 - 10~°
interne Darstellung: [ +1 0] 0] -9

e Zahl mit dem groften positiven Betrag in decimal: 0.999 - 10°

interne Darstellung: [ £9 [9]9[9 |
e Zahl mit dem kleinsten positiven Betrag in decimal6: 0.100000 - 10~°
interne Darstellung: { £1 [0]0[0]0]0[ 9]

e Zahl mit dem grofiten positiven Betrag in decimal6: 0.999999 - 10°
interne Darstellung: [ 9 [ 9[9[9[9[9]9]

Die Verwendung des selbstdefinierten Datentyps decimal? kann an Hand eines

einfachen Beispiels veranschaulicht werden. Dabei wird die Summe Z?:l i in

dreistelliger dezimaler Gleitpunkt-Arithmetik ausgewertet.

Mit decimald werden double- > sum = decimal3(0);

Objekte in die dreistellige Arith- > for i = 1:3

metik konvertiert; dort werden sum = sum + decimal3(i~2);
sie mit dem iiberladenen Opera- end

tor + addiert.

Zuletzt wird die berechnete > sum
Summe ausgegeben; MATLAB  Sum =
verwendet dazu die (ebenfalls -140 x 1072
iberladene) Funktion display.

8.5.1 Anwendungsbeispiel: Rechenfehleranalyse und
Ausldéschungseffekte

Wirkt sich die Anderung eines Operanden an einer hinteren (weniger wichtigen)
Stelle der Mantisse seiner Gleitpunktdarstellung an vorderen (bedeutsamen) Stel-
len der Mantisse des Ergebnisses aus, spricht man von Ausléschung fithrender
Stellen (cancellation of leading digits). Diese unerwiinschte Situation ergibt sich
am hdufigsten bei Addition oder Subtraktion zweier annihernd gleicher Zahlen
mit verschiedenen oder gleichen Vorzeichen. In diesem Fall heben einander die
vorderen, iibereinstimmenden Mantissenstellen der beiden Operanden auf; un-




160 8 Selbstdefinierte Datentypen

App von 2 Piin
0
10 - e —— ™  — —
' - 3-stetige Arithmetik
, , ~ - 6-stelige Arithmetik
107" k , - 16-stolige Arithmatk
\ P !
-2 . 1 '
107 \'\‘ ' o }
\\ - /
-3
LU o 1] 1
¥ 1
, K
=107 \ !
w \
5 10° k \ ! b
g \ i
@ \ ’
€ 4o -
10 r \ - !
\ K4
-7 \ /
o \ ; 1
Ay 7
- \ /
107 . , 1
vy
10 r v/ 1
107 L " s " ) s
0 S 10 15 20 25 k) 35
k (Eckenzahl 2"

Abbildung 8.1: Relativer Fehler bei der Approximation von 27.

bedeutende Ungenauigkeiten an hinteren Mantissenstellen der Daten werden im
Ergebnis zu storenden Ungenauigkeiten an den vorderen Stellen.
Bemerkenswert ist die Tatsache, dass im Fall der Ausl6éschung kein Rechenfeh-
ler auftritt. Der grofie relative Fehler des Resultats ist ausschlieBlich auf die bereits
vor der ausgefithrten Operation vorhandenen Ungenauigkeiten der Operanden
(Daten) zuriickzufiihren. Ausléschungssituationen sind die mit Abstand hiufig-
ste Ursache fiir die Instabilitit numerischer Algorithmen. Die lokale Verstirkung
des relativen Fehlers kann i. Allg. auch nicht mehr riickgéngig gemacht werden.
Nachdem im Beispiel 8.6 die Implementierung von zwei selbstdefinierten
Datentypen vorgestellt wurde, wird nun mittels einiger Beispiele die Verwen-
dung dieser Datentypen illustriert. Die drei- und sechsstellige Arithmetik eig-
net sich speziell fiir Rechenfehleranalysen, da der Einfluss von Rundungsfeh-
lern und Ausléschungseffekten i. Allg. viel frither auftritt als in der Standard-
Maschinenarithmetik; trotzdem sind die beobachtbaren Phinomene &hnlich.

CODE MATLAB-Beispiel 8.7

Niherungsweise Berechnung von n: Das MATLAB-Skript archimedes appro-
ximiert 7 nach der Archimedischen Methode (vgl. Beispiel 2.20) durch Berech-
nung des Umfangs eines dem Einheitskreis eingeschriebenen regelmafigen 2*-
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Ecks. Gestartet wird mit einem Quadrat der Seitenlinge s; = /2. Die neue
Seitenlidnge wird bei jeder Verdoppelung der Seitenanzahl rekursiv berechnet:

Sak = (\[2— /4 — sk

Die Folge {ks:} konvergiert gegen 27. Der relative Fehler

ks — 2m

fehler o = -

der Niaherungswerte nimmt bei Verdoppelung der Seitenanzahl so lange ab, bis
Ausléschungseffekte bei den Subtraktionen in der Rekursionsformel auftreten.
Wie Abb. 8.1 zeigt, kann man beim Ubergang von dreistelliger Arithmetik
auf sechsstellige Arithmetik oder (16-stellige) Maschinenarithmetik die storenden
Ausloschungseffekte nicht beseitigen, sondern ihr Auftreten nur verzogern.

CODE MATLAB-Beispiel 8.8

Kosinusreihe: Das MATLAB-Skript kosinusfehler stellt den Verfahrensfehler bei
der Berechnung der Kosinusfunktion mit Hilfe der Reihe

o0

So(=1)a (2n)!

n=1

dar. Die Summation wird abgebrochen, falls sich die Summe durch Addition des
nachsten Terms nicht mehr verdndert. Dabei wird die Reihe sowohl in drei- als
auch in sechsstelliger Arithmetik ausgewertet und der absolute Fehler grafisch
dargestellt (als Referenzwerte werden die mit Maschinengenauigkeit berechneten
Kosinus-Werte herangezogen); siehe Abb. 8.2.

CODE MATLAB-Beispiel 8.9

Nullstellen von Polynomen: Die MATLAB-Skripts nullst3_n und nullst6_n, wo-
bei n als Platzhalter fiir 3, 5 oder 7 steht, werten in 3- und 6-stelliger Gleitpunkt-
Arithmetik das Polynom

Po=(z-1)"
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Abbildung 8.2: Absoluter Fehler bei der Auswertung der Kosinusreihe in drei- und sechsstel-
liger Arithmetik sowie in (16-stelliger) Maschinenarithmetik.
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Abbildung 8.3: Auswertung des Polynoms Ps(z) = ((z — 3)z + 3)z — 1 in der Nihe der
Nullstelle z* = 1 in dreistelliger Arithmetik.
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in dessen mathematisch dquivalenter Form 13,. in der Umgebung der Nullstelle
z* =1 aus:

n P, -

3| (z—-12|(z-3)z+3)z—-1
51 (x~1)°|((((z —5)z +10)z —10)z + 5)z — 1
71 @-D" (((z =7z +21)z—35)z+35)z —21)z+ 7)z - 1

Die numerisch errechneten Werte des Polynoms P, weichen im Bereich der Null-
stelle sehr stark von den tatsiichlichen Werten des Polynoms ab (es ergibt sich
ein einigermaBen chaotisches Bild; siche Abb. 8.3). Die Ursache dieses Phénomens
sind wiederum Ausloschungseffekte.

Dieses Beispiel zeigt sehr deutlich, dass mathematisch dquivalente Formulie-
rungen eines Problems bei Implementierung auf einem Computer unterschiedliche
Ergebnisse liefern konnen.

8.5.2 Anwendungsbeispiel: Summation

Die einfachste Art der Summation ist die rekursive Summation, wobei die Sum-
manden von links nach rechts addiert werden (d.h., zur aktuellen Summe wird
jeweils rekursiv der nichste Summand addiert). Die Auswirkungen der Rundungs-
fehler auf das Gesamtergebnis sind dann am geringsten, wenn man vor der Sum-
mation die Summanden der Grée nach aufsteigend sortiert; die Schranke fiir den
Rechenfehler steigt proportional mit n, der Anzahl der Summanden.

Als Alternative zur rekursiven Summation kann man jeweils die Summe von
zwei benachbarten Summanden bilden und dieses Verfahren rekursiv fortfiihren
(d.h., man summiert in jedem Schritt benachbarte , Teilsummen*, die im vorigen
Schritt generiert wurden). Dieses Verfahren wird paarweise Summation genannt.
Bei dieser Art der Summation ist die Fehlerschranke bei n Summanden nur pro-
portional zu log,(n).

Die fehlerkompensierende Summation oder Kahan-Summation verfihrt nach
dem Schema der rekursiven Summation, schitzt aber bei jeder einzelnen Addition
a+b den entstandenen Rundungsfehler durch é = ((a+b) —a) — b) und verwendet
diese Fehlerschitzung zur Fehlerreduktion.

Die Fehlerschranke der Kahan-Summation ist in erster Ndherung unabhingig
von der Anzahl der Summanden und bedeutet daher eine deutliche Genauigkeits-
verbesserung gegeniiber den anderen beiden Verfahren.
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Eine ausfiihrliche Diskussion der Eigenschaften verschiedener Summationsalgo-
rithmen findet man z. B. in Uberhuber [67].

CODE MATLAB-Beispiel 8.10

Summationsalgorithmen: Die MATLAB-Skripts sumrek3 und sumrek6 bilden
mittels rekursiver Summation die Summe von n auf dem Intervall [0, 1} gleichver-
teilten Summanden in der drei- und sechsstelligen Arithmetik. Dieses Experiment
wird fiir jedes » 100mal durchgefiihrt und das Maximum und das Minimum des
Rechenfehlers ermittelt. Diese Werte werden in einem Diagramm fiir verschiedene
n dargestellt. Als Referenz zur Berechnung des Fehlers dient dabei die Summa-
tion in double-Genauigkeit. Die MATLAB-Skripts sumpaa$ und sumpaa6 stellen
analog den relativen Fehler bei paarweiser Summation und die MATLAB-Skripts
sumkah8 und sumkah6 den Fehler bei Kahan-Summation grafisch dar.




Kapitel 9

Ein- und Ausgabe

Ein- und Ausgabe (E/A, engl. input/output, kurz 1/O) realisieren die Kommuni-
kation eines Programms mit seiner Umgebung.

Die Eingabe dient dem Datentransport von externen Geriten in den Arbeits-
speicher. Die Eingabe geschieht meist iiber die Tastatur, mittels magnetischer
und optischer Speichermedien (Disketten, Festplatte, CD, DVD etc.) oder iiber
Datennetze.

Die Ausgabe gibt Werte von im Arbeitsspeicher befindlichen Datenobjekten
des Programms an externe Geréte wie z. B. Bildschirm, Drucker, magnetische und
optische Speichermedien oder an Datennetze weiter.

9.1 Eingabe iiber die Tastatur

In MATLAB kénnen durch den Befehl input Daten von der Tastatur eingelesen
werden. Diese Anweisung erwartet einen String als Argument. Dieser String wird
vor dem Einlesen von Daten als ,,Prompt“ im Kommandofenster angezeigt. Die
eingelesenen Daten werden als Ausdriicke betrachtet und im aktuellen Workspace
ausgewertet; input liefert das ausgewertete Ergebnis zuriick. Dabei kénnen z. B.
Matrizen und Vektoren in der iiblichen [J-Notation eingegeben werden.

Wird input mit dem String ’s’ als zweitem Parameter aufgerufen, so wertet
MATLAB die Eingabe nicht aus und gibt die eingetippten Zeichen unverindert
als char-Datenobjekt zuriick. Gibt der Benutzer keine Daten ein, so liefert input
die leere Matrix zuriick, was mit der Funktion isempty erkannt werden kann.

MATLAB-Beispiel 9.1

Einlesen eines Wertes von der n = input(’Dimension = ’);
Tastatur und Speichern auf n.

165



166 9 Ein- und Ausgabe

Falls input keinen Wert liefert,  if isempty(n)
wird n ein Defaultwert zugewie- disp(’Kein Wert eingegeben !’);
sen. n = -Inf;

end

9.2 Ausgabe am Bildschirm

Der MATLAB-Befehl disp ermoglicht es, Daten am Bildschirm auszugeben. Als
Parameter kann ein Datenobjekt beliebigen Typs angegeben werden (sofern das
zugrundeliegende Datenobjekt eine Methode display zur Verfiigung stellt).

MATLAB-Beispiel 9.2

Mittels disp werden Daten (be- > disp(’absoluter Fehler:’)
liebigen Datentyps) am Bild-  absoluter Fehler:
schirm ausgegeben.
> fehler = 355/113 - pi;
> disp(fehler)
2.6676e-007

Die Ausgabeform von single- und double-Werten hiangt vom aktuellen Ausgabe-
format ab, das mit dem MATLAB-Befehl format einstellbar ist. Der Befehl format
andert nur die Darstellung der berechneten Werte. Der gespeicherte Wert héngt
vom Datentyp ab (z. B. single, double) und unterscheidet sich gegebenenfalls vom
ausgegebenen Wert.

Ohne spezielle Anweisungen verwendet MATLAB das Format short.Durch
format formatstring wird MATLAB z.B. angewiesen, alle double- bzw. single-
Variablen in jenem Format auszugeben, das durch formatstring (long, hez etc;
sieche Tab. 9.1) gegeben ist.

Zudem existieren noch die Formate +, rat, short g und long g. Im Format
+ wird anstelle des gespeicherten Wertes nur ein + ausgegeben, falls die Zahl
positiv ist, und ein —, falls sie negativ ist. Im Format rat wird eine rationale Ap-
proximation der double-Zahl ausgegeben. Das Format short g ist eine Mischform
aus short und short e; dabei wird jeweils das ,,iibersichtlichere“ Format gewéhlt.
Analog ist long g eine Mischform aus long und long e.

Variable eines ganzzahligen Datentyps und ganze Zahlen vom Typ double
oder single, die kleiner als 10° sind, werden bei den Formaten short/long in
Dezimalschreibweise als ganze Zahlen ausgegeben.
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Format || Beispiel 1 Beispiel 2

rat 40/3 2/15

short 13.3333 0.1333

short e || 1.3333e+01 1.3333e-01

long 13.33333333333333 0.13333333333333

long e ) 1.333333333333333e+01 { 1.333333333333333e-01
hex 402aaaaaaaaaaaab 3fc1111111111111

bank 13.33 0.13

Tabelle 9.1: Ausgabeformate fiir numerische Datenobjekte mit den double-Beispielen 40/3
und 2/15. Im Falle von single-Datenobjekten werden bei format long und format long e weniger
Ziffern angegeben. Auf Variable eines ganzzahligen Datentyps hat nur das Format hez eine
Auswirkung. Bei allen anderen Formaten werden sie in Dezimalschreibweise ausgegeben.

Formatierte Ausgabe

Zusitzlich zum Befehl disp existiert in MATLAB die Anweisung fprintf, die (ihn-
lich der gleichnamigen Library-Funktion in C) eine speziell formatierte Ausgabe
ermoglicht. Ahnlich dem Befehl printf in C erwartet auch der MATLAB-Befehl
forintf einen Formatstring und eine Variablenliste als Parameter.

Der Befehl fprintf assoziiert von links nach rechts je eine Formatangabe im
Formatstring mit einer nach dem Formatstring angegebenen Variablen und gibt
diese entsprechend formatiert aus. Alle weiteren Zeichen des Formatstrings wer-
den unverindert gedruckt.

Der Formatstring gibt an, in welcher Form die Daten auszugeben sind, die
Variablenliste liefert die auszugebenden Werte. Ein Formatstring besteht aus ei-
ner Mischung von ,normalen“ Textzeichen, Sonderzeichen (wie z. B. \n fiir einen
Zeilenwechsel) und Formatangaben. Jede Formatangabe wird mit dem Zeichen %
eingeleitet und hat folgende Form:

% (flag) (width) ( .precision) char

char bestimmt den Datentyp und die Ausgabeform (siehe Tabelle 9.2).

width spezifiziert die Zahl der maximal auszugebenden Zeichen. width muss so
angegeben werden, dass auch Dezimalpunkt und Vorkommastellen Platz finden.

precision legt die Zahl der Nachkommastellen fest.

flag kann +, — oder 0 sein. Im Falle eines + wird vor einer Zahl immer ein
Vorzeichen gedruckt, auch wenn die Zahl positiv ist. Im Fall von — wird die Aus-
gabe linksbiindig formatiert. Falls flag mit 0 angegeben wird, erfolgt die Ausgabe
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rechtsbiindig, jedoch werden vorne Nullen eingefiigt, bis die angegebene Breite
width erreicht ist.

Formatstring { Beschreibung

Ausgabe eines Zeichens (siehe s)
Gleitpunktdarstellung (mit Exponent)
wie e nur mit groflem , E“
Fixpunktdarstellung

Mischung aus e und £

wie g nur mit grofiem , E¢
Oktalnotation

String

Hexadezimalnotation (mit 0, 1,...,
Hexadezimalnotation (mit 0, 1,...,

M X O Q0] HTO O

o %o
's
L
=

Tabelle 9.2: Formatsymbole fiir fprintf.

MATLAB-Beispiel 9.3

Um eine Gleitpunktzahl mit
5 Nachkommastellen in Fest-
punktdarstellung  auszugeben,
wobei die Ausgabe insgesamt 15
Zeichen lang sein soll, verwendet
man den Formatstring 15.5f

> p = 355/113;
» fprintf(°%15.5f \n’, p)
3.14159

Auch erkliarender Text kann aus-
gegeben werden.

> ea = p - pi;
» fprintf(’Fehler = %9.2E \n’, ea)
Fehler = 2.67E-007

Durch Aneinanderreihen mehre-
rer Formatstrings konnen auch
die Werte mehrerer Variablen
dargestellt werden.

Die Verwendung von fprintf ist
nicht auf double-Variablen be-
schrankt.

> x = 354.9:.1:355.2;

» y = [x;s8in(x)];

» fprintf(°%6.1f %10.3g \n’, y)
354.9 0.0998

355.0 -3.01e-005

355.1 -0.0999

35656.2 -0.199

> psingle = single(355/113);
» fprintf(°%15.5f \n’, psingle)
3.14159
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Auch die anderen numerischen > pint = int8(355/113);
Datentypen werden unterstiitzt > fprintf(’%15.5f \n’, pint)
und dem Formatstring entspre- 3.00000

chend ausgegeben.

9.3 Zugriff auf Dateien

MATLAB erméglicht den Zugriff auf externe Dateien sowohl lesend als auch schrei-
bend. Dabei wird zwischen Bindrdateien und Textdateien unterschieden. Bin4rda-
teien enthalten Datensidtze in einem internen Format, wéhrend in Textdateien die
Datensitze als formatierter Text enthalten sind.

9.3.1 Offnen und SchlieBen von Dateien
Eine Text- oder Binirdatei wird mit der Anweisung fopen gedffnet:
([)fid (, message]) = fopen (name,zugriff)

Der Befehl erwartet zwei Argumente: den Dateinamen und einen String (ein char-
Datenobjekt), der die Zugriffsart angibt; siche Tabelle 9.3.

String | Bedeutung

’r? Lesezugriff
‘w? Schreibzugriff
’a’ Daten sollen an eine bestehende Datei angehingt werden

’r+’ | Lese- und Schreibzugriff

Tabelle 9.3: Zugriffsarten auf Dateien.

Manche Betriebssysteme unterscheiden zwischen Binir- und Textdateien. In die-
sem Fall ist, falls eine Binédrdatei gedffnet werden soll, zusitzlich an den String
ein b anzuhingen.

Der Befehl fopen liefert ein double-Datenobjekt zuriick, das eine eindeutige
(vom Betriebssystem festgelegte) Nummer fiir die gedffnete Datei enthilt, die
»Datei-Nummer*, oder im Fehlerfall —1.

Optional wird als zweiter Riickgabeparameter ein String zuriickgegeben, der
im Fehlerfall eine Fehlermeldung enthilt.
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Wird der Schreibvorgang auf oder der Lesevorgang von einer getffneten Datei
beendet, so kann sie durch fclose geschlossen werden. Der Befehl erwartet dabei
die Datei-Nummer der zu schlieenden Datei und liefert ein double-Datenobjekt
zuriick, das im Fehlerfall —1 und sonst 0 enthilt.

MATLAB-Beispiel 9.4

Die Datei test.dat wird fiir Le- [fid, m] = fopen(’test.dat’, ’r’);

sezugriffe geoffnet, die Datei- if (fid == -1)
Nummer dem Datenobjekt fid disp(m);
zugewiesen . .. end

% Hier folgen Anweisungen, die den
% Inhalt der Datei lesen
% (siehe nidchste Abschnitte)
und die Datei wieder ge-  status = fclose(fid);
schlossen. if (status == -1)
disp(’FEHLER!?);
end

9.3.2 Lesen von Binirdateien

Mit dem MATLAB-Befehl fread konnen Daten von Bindrdateien gelesen werden.
Die Syntax dieses Befehls lautet:

(Dd (, n]) = fread (fid{,num(, type)))

Dabei gibt fid die Datei-Nummer jener Datei an, aus der gelesen werden soll.
Wird keiner der weiteren optionalen Parameter angegeben, liest MATLAB genau
ein ASCII-Zeichen ein und liefert ein double-Datenobjekt mit dem Dezimalwert
des Zeichens zuriick.

Mittels num kann spezifiziert werden, wieviele Zeichen MATLAB auf einmal
einlesen soll; besitzt num einen ganzzahligen Wert, so wird genau die angegebe-
ne Anzahl von Zeichen eingelesen und deren dezimale Werte als double-Vektor
zuriickgeliefert; zudem kann mittels der symbolischen Konstanten inf MATLAB
angewiesen werden, alle Zeichen bis zum Ende der Datei einzulesen. Ist num je-
doch ein Ausdruck der Form {m n], so werden mn Zeichen eingelesen und als
m X n-Matrix zuriickgeliefert. Dabei fiillt MATLAB die Matrix spaltenweise mit
den eingelesenen Daten. Als zweiten (optionalen) Riickgabewert n liefert MAT-
LAB die Zahl der tatsdchlich eingelesenen Zeichen zuriick.
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Durch das dritte optionale Argument kann man MATLAB anweisen, nicht
nur ASCII-Zeichen einzulesen, sondern auch Gleitpunktzahlen, Integer-Werte etc.
Durch eine entsprechende Angabe eines Strings (siehe Tabelle 9.4) als Parameter
type liest MATLAB aus der durch die Datei-Nummer spezifizierte Datei Daten
ein, interpretiert die eingelesenen Daten entsprechend und konvertiert sie in ein
double-Datenobjekt. Dabei ist zu beachten, dass MATLAB eingelesene Daten im-
mer als double-Datenobjekt zuriickgibt.

String Datenformat

’char’ ASCII-Zeichen, 8 Bit

’int8’ Integer, 8 Bit

’int16’ Integer, 16 Bit

’int32’ Integer, 32 Bit

’int64’ Integer, 64 Bit

’uint8’ Integer, vorzeichenlos, 8 Bit
’uint16’ | Integer, vorzeichenlos, 16 Bit
’uint32’ | Integer, vorzeichenlos, 32 Bit
’uint64’ | Integer, vorzeichenlos, 64 Bit
’float32’ | Gleitpunkt, 32 Bit
’float64’ | Gleitpunkt, 64 Bit

Tabelle 9.4: Maschinenunabhéngige Datenformate fiir fread und fwrite.

9.3.3 Schreiben auf Binirdateien

Mit dem Befehl fwrite konnen Daten in Binirdateien geschrieben werden. Seine
Syntax lautet:

furite (fid, data, type)

Dabei gibt fid die Datei-Nummer jener Datei an, in die geschrieben werden soll;
data enthélt die zu schreibenden Daten und type spezifiziert den externen Daten-
typ nach Tabelle 9.4.

MATLAB kann sowohl Skalare als auch ein- oder zweidimensionale Felder
auf einmal schreiben, d.h., data kann ein maximal zweidimensionales double-
Datenobjekt sein. Wird eine Matrix ausgegeben, so schreibt MATLAB diese spal-
tenweise in die Ausgabedatei. Der Befehl furite liefert die Zahl der geschriebenen
Elemente von data zuriick.
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9.3.4 Position in der Datei

Durch die Verwendung der MATLAB-Befehle feof, ftell, fseek und frewind kann die
aktuelle Position in der getfineten Datei kontrolliert werden. Mittels feof kann
festgestellt werden, ob das Ende der Datei bereits erreicht wurde; in diesem Fall
liefert der Befehl 1 (TRUE), ansonsten 0 (FALSE). Der Befehl erwartet die Datei-
Nummer als Parameter. Mittels ftell kann man den aktuellen Wert des Positions-
zeigers in einer gedffneten Datei ermitteln. Wiederum erwartet ftell als Parameter
die Datei-Nummer; der Befehl liefert den aktuellen Stand des Positionszeigers als
double-Datenobjekt zuriick.

Mittels frewind und fseek kann der Stand des Positionszeigers in einer Datei
verdndert werden. frewind setzt den Zeiger auf den Anfang der Datei zuriick;
mittels fseek ist eine feinere Positionierung méglich:

fseek (fid, offset, origin)

Der Befehl verdndert den Positionszeiger der Datei fid um eine positive oder
negative Zahl offset an Bytes, ausgehend von der Position origin, die als String
codiert wird: ’cof’ steht fiir die aktuelle Position des Zeigers in der Datei, ’bof’
fiir den Anfang und ’eof’ fiir das Ende der Datei.

9.3.5 Lesen von Textdateien

Der Lesezugriff auf Textdateien erfolgt mit den MATLAB-Befehlen fgetl, fgets
und fscanf. Die ersten beiden Befehle lesen je eine Zeile der Textdatei ein und
liefern ein char-Datenobjekt zuriick; dabei liest fgetl das die Zeile abschlieflende
Return mit ein, fgets nicht. Die eingelesene Textzeile kann danach mit MATLAB-
Stringbearbeitungsroutinen weiterverarbeitet werden. Beide Befehle erwarten die
Datei-Nummer als Parameter.

Formatierter Text kann mit dem MATLAB-Befehl fscanf eingelesen werden; er
erwartet als Parameter mindestens die Datei-Nummer und einen Formatstring. Im
Gegensatz zu der gleichnamigen C Library Funktion liest fscanf so lange Zeichen
ein, solange Daten in der Datei den Formatanforderungen entsprechen, sofern
nicht eine Obergrenze fiir die Anzahl der zu lesenden Werte bestimmt wurde; die
Syntax des Befehls lautet:

fscanf (fid, format, {, zahl))

Der Befehl liest so lange Daten aus jener Datei ein, die durch fid gegeben ist, solan-
ge die Daten dem Formatstring (siehe Tabelle 9.2) entsprechen und die gelesene
Anzahl kleiner als zahl ist; die gelesenen Daten werden als Vektor zuriickgege-
ben. Die Angabe zahl kann jedoch auch die Form [n m] haben. In diesem Fall
liest MATLAB nm Datenobjekte ein und liefert diese als nxm-Matrix zuriick.
Wiederum wird die Matrix spaltenweise aufgefiillt.
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MATLAB-Beispiel 9.5

Zur Illustration des Befehls fscanf wird folgendes Problem behandelt: Eine 50x3-
Matrix ist in Textform in einer externen Datei testmat.dat gespeichert. Die ersten
Zeilen dieser Datei sehen folgendermafien aus:

1.001 0.228 0.1193
2.012 9.998 0.1112
3.119 6.335 0.1111

Diese Daten sollen von MATLAB eingelesen und in einer Matrix zur weiteren
Verarbeitung abgespeichert werden.

Dazu wird die Datei zuerst mit > fid = fopen(’testmat.dat’, ’r’);
fopen geoffnet.

Danach konnen mittels fscanf > daten = fscanf(fid, ’%f’, [3 50]);
alle Daten eingelesen werden;

MATLAB erstellt eine 3x50-

Matrix, die spaltenweise auf-

gefiillt wird (d. h., jede Zeile der

Textdatei wird eine Spalte der

resultierenden Matrix daten).

Zuletzt wird die transponierte > daten = daten’;
Matrix gebildet und die Datei > fclose(fid);
geschlossen.

XML-Dateien kénnen in MATLAB durch die Befehle zmliread, zmlwrite und zsit
importiert werden. Nahere Informationen enthilt die Online-Hilfe.

9.3.6 Import-Wizard

MATLAB bietet auch die Moglichkeit, Daten von der Festplatte oder der Zwi-
schenablage interaktiv mit dem Import-Wizard zu importieren. Er wird iiber den
»otart“-Button von MATLAB aufgerufen.

MATLAB-Beispiel 9.6

Zur Illustration des Import-Wizards sollen die folgenden Daten aus der Datei
data.trt importiert werden:
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John 85 90 95
Ann 90 92 98
Martin 100 95 97
Rob 77 86 93

Nach dem Starten des Import-Wizards muss die zu importierende Datei aus-
gewihlt werden. Im néchsten Schritt wird das Trennzeichen festgelegt. In den
meisten Fillen kann MATLAB das Trennzeichen automatisch erkennen (Abb. 9.1).
Danach wihlt man jene Daten, die importiert werden sollen, aus. StandardméBig
werden alle numerischen Daten in einer Variablen und alle Texte (z.B. Zeilen-
und Spalteniiberschriften) in einer weiteren Variablen gespeichert. Durch Klicken
auf  Finish“ werden die Daten importiert.

« ). Import Wizard

Select Data Source =
' File: IC:We.k'turen\matlah?heueyaphiken\data.txt Browse... '
" Clipboard
Preview of C:\korrekturenimatiab?\neus_graphikenicats txt 4

Tokm 85 90 95 defa | texigata | rowheaders

90 92 98 ] | 2
artin 100 95 97 z_"__—"' 850 900
Rob 77 66 93 - I Y
(3 100.0 95.0]
4 770 BE.0

Abbildung 9.1: Import-Wizard.

9.4 Grafische Darstellung von Daten

MATLAB verfiigt {iber sehr vielfiltige Funktionen zur grafischen Darstellung von
zwei- und dreidimensionalen numerischen Daten; neben Funktionen zur Darstel-
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lung von Datenpunkten in den ,iiblichen“ Koordinatensystemen existiert etwa
auch die Méglichkeit, Daten in (halb-)logarithmische Koordinatensysteme einzu-
tragen. Weiters kann die Darstellungsform der zwei- und dreidimensionalen Gra-
fiken individuell gestaltet werden. Die von MATLAB erzeugten Grafiken kdnnen
interaktiv annotiert und modifiziert werden.

Im Folgenden wird ein Uberblick iiber die MATLAB-Grafikfahigkeiten gegeben.

9.4.1 Darstellung zweidimensionaler Daten

MATLAB kennt u. a. die folgenden Befehle zur grafischen Darstellung zweidimen-
sionaler Daten:

plot (DX, DY, Format) dient dem Visualisieren von Daten in einem kartesi-
schen Koordinatensystem. Die Eingabedaten in den Vektoren DX und DY
werden als z- und y-Koordinaten der darzustellenden Datenpunkte inter-
pretiert. Falls DY ein zweidimensionales Feld ist, so wird DX jeweils gegen
alle Zeilen/Spalten (je nachdem welche Dimension von DY in der Linge zu
DX passt) von DY dargestellt.

Das Feld DX ist optional und wird - falls es fehlt — durch die Spalten- oder
Zeilenindizes der Elemente von DY ersetzt.

Der Parameter Format ist ebenfalls optional und ist ein Vektor vom Typ
char, der Formatierungsanweisungen zur Darstellung der Datenpunkte ent-
halten kann. Dieser Formatierungsstring kann Farb-, Markersymbol- und
Linienart-Formatierungen enthalten (siehe Tabelle 9.5). Das Tripel (z-
Werte, y- Werte, Format) kann auch wiederholt angegeben werden, z.B.
plot(DX1,DY1,F1,DX2,DY2F2,...). Alle Daten werden dadurch in einem
gemeinsamen Diagramm dargestellt.

CODE MATLAB-Beispiel 9.7

Die zeitliche Entwicklung der > load pop

Bevolkerung der Bundeslinder > plot(t,n,’kx:’,t,ob,’ko--’,...
Niederosterreich, Oberdsterreich t,w,’k-")

und Wien werden einander ge- > xlabel(’Jahr’)

geniibergestellt (siche Abb. 9.2). > ylabel(’Bevdlkerung’)

Die Daten sind in der Datei > legend(’Niederdsterreich’,...
pop.mat gespeichert und werden ’Oberdsterreich’, ’Wien’)
mit dem Befehl load geladen.
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Symbol Farbe Symbol Marker Symbol Linienart
b blau . Punkt - durchgezogen
g griin o Kreis : punktiert
r rot X Kreuz -. strich-punktiert
c zZyan + Plus - strichliert
m magenta * Stern
y gelb s Quadrat
k schwarz d Diamant,
v weifl v Dreieck (unten)
" Dreieck (oben)
< Dreieck (links)
> Dreieck (rechts)
P Pentagramm
h Hexagramm

Tabelle 9.5: Formatierungen fiir plot. Durch Aneinanderfiigen der Zeichen sind auch ,,Misch-
formen“ méglich (so erzeugt etwa ’b:” eine blaue, punktierte Linie).

semilogx stellt Daten mit logarithmischer z-Achse dar. Diese Funktion verhalt
sich wie plot, nur wird die z-Achse in logarithmischem Mafstab dargestellt.

semilogy stelit Daten mit logarithmischer y-Achse dar. Diese Funktion verhélt
sich wie plot, nur wird die y-Achse in logarithmischem MafBstab dargestellt.

loglog stellt Daten in einem doppelt-logarithmischen Koordinatensystem dar.
Diese Funktion verhilt sich wie plot, nur wird sowohl die z- als auch y-
Achse in logarithmischem MafBistab dargestellt.

pie(a (,b)) erstellt ein ,Tortendiagramm*. Der Befehl erstellt eine ,, Tortengra-
fik“; die GroBe der einzelnen Kreissegmente ist durch das Verhiltnis der
einzelnen Komponenten des eindimensionalen Vektors a zur Gesamtsum-
me aller Komponenten aus a gegeben. Diese Funktion eignet sich dazu, die
Verhiltnisse mehrerer Werte, die ein Gesamtsystem darstellen, zu veran-
schaulichen.

Der optionale Parameter b ist ein Feld von Wahrheitswerten, die festlegen,
ob die einzelnen Tortensegmente , herausgezogen“ dargestellt werden sollen
oder nicht.

plotyy (X1,Y1,X2,Y2 (,Fnkt)) dient der Darstellung zweier Kurven mit
verschiedenen y-Achsen in einer Grafik. Mit dieser Funktion kénnen in ei-
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- x- NiederSsterreich
-0~ Oberbsterreich
— Wien

08r

0. 2 3 " s
16860 1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020
Jahr

Abbildung 9.2: Bevslkerung in NO, OO und Wien von 1869 bis 2001.

nem Diagramm zwei Kurven mit getrennten Skalierungen der y-Achse dar-
gestellt werden. Die linke Koordinatenachse gehort dabei zur ersten Kurve
(die durch X1 und Y1 spezifiziert ist).

Die Bedeutung der Felder X1, Y1 und X2, Y2 entspricht der Bedeutung
der Felder X und Y beim Befehl plot.

Der optionale Parameter Fnkt bezeichnet den Namen einer Grafikfunktion,
die zum Zeichnen der Daten verwendet werden soll, d. h., man kann plotyy
auf alle Grafikfunktionen anwenden, die einen Aufruf der Form Fnkt (X, Y)
erlauben. Der Defaultwert von Fnkt ist ’plot’.

MATLAB-Beispiel 9.8

Darstellung der Funktionen x = linspace(le-4,10,1000);
plotyy(x,exp(x),x,gamma(x),
filz) =€* und  fo(z) =(z) ’semilogy’) ;

mit zwei logarithmischen y-Ach-
sen (siehe Abb. 9.3).




178

9 Ein- und Ausgabe

Abbildung 9.3: Beispiel fiir plotyy.

bar (x,y), stairs (x,y) erstellen ein Balken- oder Stufendiagramm. Die Funk-
tion bar zeichnet den Vektor z gegen die Spaltenvektoren des Feldes y in
Balkenform. Die Mittelpunkte der Balken befinden sich an den z-Werten.
Die Elemente des Vektors z miissen monoton steigend sortiert sein.

Die Funktion stairs (z,y) liefert eine dhnliche Grafik wie bar(z,y). Statt ein-
zeln stehender Balken werden hier die Funktionswerte in Treppenform ge-
zeichnet. Die Sprungstellen befinden sich dabei an den z-Werten.

Darstellung von e~=" als Balken-
und Stufendiagramm (subplot
erlaubt es, mehrere Grafiken in
einem Fenster darzustellen; sie-
he Abschnitt 9.4.2). Das Ergeb-
nis ist in Abb. 9.4 dargestellt.

MATLAB-Beispiel 9.9

x =-2.9:0.2:2.9;
subplot(2,1,1);

bar (x,exp(-x.72));
subplot(2,1,2);
stairs(x,exp(-x."2));

hist (D, Bin) erstellt ein Histogramm. Diese Funktion erstellt ein Histogramm
mit den Werten aus D. Dabei wird, falls der optionale Parameter Bin nicht
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Abbildung 9.4: Beispiel fiir bar und stairs.

angegeben wurde, der Bereich zwischen Minimum und Maximum der Ele-
mente von D in 10 dquidistante Bereiche unterteilt und die Zahl der in diese
Bereiche fallenden Werte aus D in einem Diagramm dargestellt.

Ist Bin ein Skalar, so wird der Bereich zwischen Minimum und Maximum
in Bin Bereiche unterteilt. Ist Bin jedoch ein eindimensionaler Vektor (mit
sortierten Elementen), so nimmt MATLAB als Mittelpunkt der einzelnen
Teilintervalle die Werte in Bin.

MATLAB-Beispiel 9.10

3000 normalverteilte Zufallszah- x = -3.9:0.1:3.9;
len werden erzeugt und ein Hi- y = randn(3000,1);
stogramm wird dargestellt (sie-  hist(y,x);

he Abb. 9.5). Man beachte, dass
der erste Parameter von Aist den
Funktionswerten (y-Daten) ent-
spricht.
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Abbildung 9.5: Beispiel fiir hist.

stem (X, Y, Format (, Marker)) lefert eine Darstellung durch vertikale Lini-
en. Diese Funktion stellt die Elemente des Feldes X gegen die Elemente des
Feldes Y dar, wobei jeder Datenpunkt mit einer vertikalen Linie mit der z-
Achse verbunden wird. Der Parameter Format vom Typ char hat dieselbe
Wirkung wie bei der Funktion plot. StandardmiBig wird das Format ’o-’
verwendet.

Der optionale Parameter Marker vom Typ char bestimmt, ob die Marker
ausgefiillt werden; wird ’filled’ iibergeben, so werden die Marker ausgefiillt
(es sind keine anderen Werte fiir Marker erlaubt).

errorbar (X, Y,L, U) liefert eine Fehlerintervall-Darstellung von Daten. Mit
dieser Funktion kann man zusitzlich zur Kurve, die sich wie bei der Funk-
tion plot aus den Punktepaaren (zy,v1), (Z2,¥2), ... ergibt, noch fiir jeden
Datenpunkt (z;,1;) ein vertikales Fehlerintervall darstellen. Die Fehlerin-
tervalle ergeben sich als Verbindungslinie von y; — L; bis y; + U;. Wird der
Parameter U nicht angegeben, so wird standardméBig U = L gesetzt. Die
Felder X, Y, L und U miissen die gleiche Gro8e haben.
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Abbildung 9.6: Beispiel fiir errorbar.

MATLAB-Beispiel 9.11

Verwendung von errorbar: eine  x = linspace(0,10,30);
Funktion mit zufillig gewdhl- y = log(x + 1);

ten Fehlerintervallen wird darge- e = rand(size(x))/2;
stellt (siehe Abb. 9.6). errorbar(x,y,e);

polar (W, R (,Format)) liefert eine Darstellung in Polarkoordinaten. Die
Funktion zeichnet eine ebene Kurve, die punktweise in Polarkoordinaten ge-
geben ist. Der Parameter Wist ein Feld mit den Winkeln der Datenpunkte,
der Parameter R enthilt die Radien. Der optionale Parameter Format vom
Typ char hat dieselbe Bedeutung wie bei der Funktion plot.

MATLAB-Beispiel 9.12

Darstellung einer in Polarkoor- w = 2%pi:0.001:4%*pi;
dinaten gegebenen Kurve. r = exp(0.1*w.*sin(10*w));
polar(w,r);
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fill (X, Y, Col) dient der Darstellung 2-dimensionaler Vielecke. Die Parameter

X und Y spezifizieren die z- und y-Koordinaten der Eckpunkte des dar-
zustellenden Vielecks. Der Parameter Col vom Typ char spezifiziert die
Farbe, mit der das Vieleck gefiillt wird. Mogliche Werte sind die Farbaus-
wahlmdglichkeiten des Parameters Format der Funktion plot (siehe Tabelle
9.5 auf Seite 176).

fplot (Fnkt, Lim (, Tol,N)) stellt Funktionen grafisch dar. Die bisher beschrie-

benen Funktionen beschrinkten sich darauf, eine punktweise gegebene
Funktion darzustellen, d.h., es wurden stets die darzustellenden Daten-
punkte iibergeben. Da die Bestimmung der optimalen Abtastpunkte fiir ei-
ne gegebene Funktion jedoch manchmal sehr schwierig ist und eine falsche
Wahl zu ungiinstigen oder fehlerhaften Darstellungen fiihren kann (siehe
Abb. 9.7), gibt es in MATLAB die Funktion fplot.

fplot erhilt als Argumente den Namen einer Funktion Fnkt, die Intervall-
grenzen Lim fiir die Auswertung dieser Funktion (als eindimensionaler Zei-
lenvektor mit zwei Elementen). Optional konnen die relative Fehlertoleranz
Tol und die minimale Anzahl N an Funktionswerten vorgegeben werden.

Der Parameter Fnkt vom Typ char kann entweder den Namen einer M-Datei
(ohne Dateiendung) oder einen MATLAB-Ausdruck enthalten. Der optiona-
le Parameter 0 < Tol < 1 beschrankt den maximalen relativen Fehler, der
durch Interpolation zwischen zwei Funktionswerten entsteht. DefaultmiBig
ist er auf 0.002 gesetzt. Die Funktion fplot bestimmt aufgrund des maximal
erlaubten relativen Fehlers selbstindig, abhingig vom Verlauf (der , Glatt-
heit“) der Kurve, die Zahl und Position der Stellen, an der die Funktion
ausgewertet wird. Der optionale Parameter N (>1) legt die minimale An-
zahl der Abtastpunkte fest.

MATLAB-Beispiel 9.13

Die nebenstehenden Anweisun- subplot(2,1,1);

gen stellen die Funktion aus Bei-  fplot(@peaks3, [0 1]);
spiel 10.10 (siehe Seite 221) im

Intervall [0,1] dar (siehe Abb.

9.7).

Erst durch geeignete Wah! einer subplot(2,1,2);
kleinen Fehlertoleranz wird die fplot(@peaks3, [0 1], 1le-5);
,Spitze“ bei z = 0.53 sichtbar.
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o o1 02 03 04 05 06 07 o8 o9 1
Abbildung 9.7: Beispiel fiir fplot.

9.4.2 Festlegen des Ausgabefensters

MATLAB stellt die Ausgaben der Grafikfunktionen in eigenen Fenstern (figures)
dar, denen eine eindeutige Nummer zugeordnet ist. Der Befehl figure (H) erzeugt
— sofern es noch nicht existiert — ein Fenster mit einer Nummer H, aktiviert
es und stellt es im Vordergrund dar. Alle folgenden Grafikbefehle werden dann
im aktivierten Fenster durchgefiihrt (solite bei Aufruf eines Grafikbefehls kein
Grafikfenster aktiv sein, so wird ein neues Fenster getfinet).

Wird der optionale Parameter H weggelassen, so wird durch den Befehl figure
ein neues Fenster erzeugt und aktiviert. Die Nummer des aktiven Fensters kann
mit der Funktion gcf bestimmt werden.

Ausgabefenster kénnen mit dem Befehl close wieder geloscht werden. close
liefert den Wert 1, wenn die selektierten Fenster geschlossen werden konnten,
sonst den Wert 0.

MATLAB-Beispiel 9.14

Folgende Varianten von close kénnen zum Léschen von Ausgabefenstern verwen-
det werden:

Schlieflen des Ausgabefensterss > close(1);
mit der Nummer 1.
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SchlieBen des aktuellen Ausga- > close

befensters.
SchlieBen aller derzeit gedffneten =~ > close all

Ausgabefenster.

9.4.3 Unterteilung des Ausgabefensters

Ein Fenster kann mit dem Befehl subplot(m,n,p) in Teilfenster zerlegt werden.
Das aktuelle Ausgabefenster wird in eine mxn-Matrix von Fenstern unterteilt,
das p-te Teilfenster wird als aktueller Ausgabebereich festgelegt und dessen Num-
mer zurlickgeliefert. Die Nummerierung der Teilfenster erfolgt dabei zeilenweise
von links nach rechts, beginnend mit der obersten Zeile.

Falls gerade kein Fenster geoffnet ist, so wird automatisch ein neues erzeugt,
aktiviert und in den Vordergrund gestellt. Sollte das aktuelle Fenster vor dem
Aufruf von subplot eine andere Aufteilung, als die von subplot spezifizierte, haben,
so wird der Inhalt des Fensters geloscht.

MATLAB-Beispiel 9.15

Das nebenstehende Programm-  figure
stiick erzeugt ein neues Fen-  points = rand(1000,2);
ster, bringt es in den Vorder- subplot(1,2,1);

grund und zeichnet darauf (in
zwei Teilfenstern) gleichverteilte
und normalverteilte Zufallszah-
len (siehe Abb. 9.8).

plot(points(:,1), points(:,2), ’.’);
title(’Gleichverteilung’);

axis([0 1 0 1]); axis square;

points = randn(1000,2);
subplot(1,2,2);

plot(points(:,1), points(:,2), ’.’);
title(’Normalverteilung’) ;

axis([-3 3 -3 3]); axis square;

9.4.4 Konfiguration der Ausgabeform

Die Ausgabeform einer Grafik kann in MATLAB sehr flexibel den Bediirfnissen der
Benutzer angepasst werden. Im Folgenden werden die wichtigsten Funktionen zur
Gestaltung der Ausgabeform erldutert. Diese Funktionen dienen der Verinderung
einer bereits bestehenden Grafik; bei Ausfithrung eines weiteren Grafikbefehls (wie
z.B. plot) werden Anderungen der Konfiguration wieder zuriickgesetzt.
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Gleichverteilung Normaiverteilung

Abbildung 9.8: Gleichverteilte und normalverteilte Zufallszahlen.

title legt den Diagrammtitel fest. Mit dem Aufruf title (ueberschrift) bekommt

das Diagramm im gerade aktiven Ausgabefenster eine Uberschrift. Der Pa-
rameter ueberschrift ist ein char-Feld, das den Titel enthilt.

xlabel, ylabel, zlabel legen die Achsenbeschriftungen fest. zlabel(name_z) be-

text

wirkt die Beschriftung der z-Achse mit dem Inhalt des char-Feldes name_z;
analog beschriftet ylabel(name_y) die y-Achse mit name_.y. Fiir die Sicht-
barkeit der Achsenbeschriftungen muss auch die Achsendarstellung mit azis
on eingeschaltet sein. Fiir dreidimensionale Grafiken kann auch noch die
Funktion zlabel (name_z) zum Beschriften der 2-Achse verwendet werden.

dient der Platzierung von Text auf der Diagrammfliche. tezt(X,Y,String)
setzt den Inhalt des char-Feldes String auf die Positionen, welche durch X
und Y, bezogen auf die aktuelle Achsenskalierung, gegeben sind. X, Y und
String konnen Skalare oder gleichlange Vektoren sein.

Der Text wird um die angegebene Y-Koordinate zentriert und linksbiindig
(beginnend ab der angegebenen X-Koordinate) ausgegeben.

legend erzeugt eine Legende. Mit legend(Strings,Pos) wird eine Box erzeugt,

die den dargestellten Daten bzw. Kurven die Texte aus dem Parameter
Strings zuordnet. Dabei ist Strings ein zweidimensionales char-Feld, dessen
Zeilen die Bezeichnungen der einzelnen Datensitze enthalten. Der optionale
Parameter Pos gibt an, wo die Legende platziert werden soll:
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Pos | Platzierung

»optimal“ beziiglich der Daten
rechte obere Ecke (Defaultwert)
linke obere Ecke

linke untere Ecke

rechte untere Ecke

rechts auflerhalb der Grafik

— R W= O

grid erzeugt Gitternetzlinien. Mit dieser Funktion wird die Darstellung von Git-

ternetzlinien ein- oder ausgeschaltet. Mit grid on wird die Darstellung von
Gitternetzlinien aktiviert, mit grid off wird sie deaktiviert; die Defaultein-
stellung ist grid off. Die Funktion gilt fiir das momentan aktive Ausgabe-
fenster oder den selektierten Teilbereich. Fiir die Sichtbarkeit der Gitter-
netzlinien muss auch die Achsendarstellung mit azis on aktiviert sein.

box erzeugt einen Diagrammrahmen. Mit dieser Funktion wird die Darstellung

axis

des Diagrammrahmens ein- oder ausgeschaltet. Der Aufruf bozr on aktiviert
den Diagrammrahmen, boz off deaktiviert ihn. Wird kein Parameter ange-
geben, so wird der aktuelle Zustand geéndert; die Defaulteinstellung ist boz
on. Die Funktion gilt fiir das momentan aktive Fenster oder Teilfenster. Fiir
die Sichtbarkeit des Rahmens muss auch die Achsendarstellung mit azis on
eingeschaltet sein.

steuert die Achsendarstellung. Diese Funktion erlaubt das Andern von Ska-
lierung und Darstellungsform der Achsen.

azis off deaktiviert die Darstellung von Hintergrund, Beschriftungen, Git-
ternetzlinien und Diagrammrahmen.

azis on aktiviert die Darstellung von Hintergrund, Beschriftungen und -
falls diese explizit gesetzt wurden - die Darstellung von Gitternetzlinien
und Diagrammrahmen.

azis ((Xmin Xmaz Ymin Ymaz]) belegt die unteren und oberen Grenzen der
z- und y-Achse mit den Werten des iibergebenen Zeilenvektors.

azis auto bestimmt die Achsenskalierung automatisch.

azis manual verhindert, dass die aktuelle Skalierung verdndert wird. Dies
ist dann von Interesse, wenn mittels hold mehrere Grafiken dieselbe Ach-
senskalierung verwenden sollen.

azis ij setzt die Achsenorientierung auf die ,Matrix-Koordinatenform“. Der
Koordinatenursprung ist dabei die linke obere Ecke. Die vertikalen Werte
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steigen von oben nach unten an, die horizontalen — wie iiblich — von links
nach rechts.

azis Ty setzt die Achsenorientierung auf den Defaultzustand (kartesische
Koordinaten). Die horizontalen Werte steigen von links nach rechts an, die
vertikalen steigen von unten nach oben an.

aris square weist MATLAB an, einen quadratischen Zeichenbereich zu ver-
wenden; die Standardform ist rechteckig (nicht-quadratisch).

azis equal bewirkt einen gleichen Skalierungsfaktor fiir beide (oder alle drei)
Koordinatenachsen.

azis normal deaktiviert die Funktionen square und equal von axis.

In MATLAB gibt es noch zwei weitere Konfigurationsbefehle, die jedoch vor einer
Grafikfunktion angewendet werden miissen.

colordef legt die Diagramm- und Beschriftungsfarben fest. Mit der Funktion col-

hold

ordef konnen fiir ein Ausgabefenster die Darstellungsfarben. fiir den Fenster-
hintergrund, den Diagrammbhintergrund, der Beschriftungen und der ersten
drei Zeichenfarben eingestellt werden.

colordef white setzt den Fensterhintergrund auf Hellgrau, den Diagramm-
hintergrund auf Wei}, die Beschriftungen auf Schwarz und die ersten drei
Zeichenfarben auf Blau, Dunkelgriin und Rot.

colordef black setzt den Fensterhintergrund auf Dunkelgrau, den Diagramm-
hintergrund auf Schwarz, die Beschriftungen auf Weifl und die ersten drei
Zeichenfarben auf Gelb, Magenta und Zyan.

colordef none setzt den Fenster- und Diagrammhintergrund auf Schwarz,
die Beschriftungen auf Weif und die ersten drei Zeichenfarben auf Gelb,
Magenta und Zyan.

colordef( Fig, Option) setzt die Farbwerte fiir das Ausgabefenster mit der
Nummer F'ig. Der Parameter Option ist ein char-Feld und kann mit ‘white,
‘black’ oder 'none’ belegt werden. Bei Anwendung der Funktion muss das
Fenster leer sein.

colordef ('new’, Option) erzeugt ein neues Ausgabefenster, dessen Farbwerte
mittels des Parameters Option festgelegt sind. colordef liefert als Funktions-
wert die Nummer des neu erzeugten Fensters.

ermdglicht Mehrfachdiagramme. Vor Ausfiihrung eines Grafikbefehls wird
automatisch das aktive Ausgabefenster oder Teilfenster geldscht. Sollen
mehrere, hintereinander erstellte Grafiken in einem gemeinsamen Koordi-
natensystem dargestellt werden, so kann dies durch hold on erzielt werden.
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hold on deaktiviert das (defaultméiflige) automatische Léschen des aktuellen
Ausgabefensters oder Teilfensters vor der Darstellung einer neuen Grafik.
Wenn azis auto aktiviert ist, so werden die Achsen automatisch erweitert,
um alle Kurven vollstdndig darstellen zu konnen, bei azis manual werden
die aktuellen Achsenskalierungen nicht verdndert. Damit kann es vorkom-
men, dass das Ergebnis der aktuellen Grafikfunktion nicht vollstindig im
sichtbaren Bereich liegt.

hold off stellt den Defaultzustand wieder her, in welchem das automatische
Loschen des aktuellen Ausgabebereiches vor der Darstellung eines neuen
Diagramms erfolgt.

9.4.5 Darstellung dreidimensionaler Daten

Im Folgenden wird (analog zur Darstellung zweidimensionaler Daten) ein Uber-
blick liber die dreidimensionalen MATLAB-Grafikfunktionen gegeben:

plot3 (DX, DY, DZ (, Format)) stellt Kurven im dreidimensionalen Raum
dar. plot8 ist die dreidimensionale Version der Funktion plot. Die Para-
meterliste ist um ein Feld fiir die Daten der dritten Dimension erweitert.
Die Eingabedaten werden als X-, Y- und Z-Werte einzelner zu zeichnender
Punkte interpretiert. Die Felder DX, DY und DZ miissen dieselbe Grofie
haben. Sollten DX, DY und DZ zweidimensionale Felder sein, so werden die
jeweiligen Spalten als separate Kurven dargestellt. Der optionale Parame-
ter Format besitzt dasselbe Format wie bei der zweidimensionalen Variante
plot.

Das Quadrupel (X-Werte, Y- Werte, Z- Werte, Format) kann auch mehrfach
als Parameter von plot8 angegeben werden:

plot3(DX1,DY1,DZ1,F1,DX2,DY2,DZ2,F2,...).

MATLAB-Beispiel 9.16

Durch die nebenstehenden Be- z = 0:0.001:1;
fehle wird eine Raumkurve (sie-  x = exp(0.9%z) .*sin(10%z);
he Abb. 9.9) dargestellt. y = exp(0.1%z) .*cos(20%z);

plot3(x,y,z);

Anklicken des Symbols fiir ,,Rotate 3D“ oder die Anweisung rotate3d on ermégli-
chen ein manuelles Einstellen des Betrachtungswinkels mit der Maus und damit
ein besseres Verstindnis der Raumkurve.
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Abbildung 9.9: Raumkurve als Beispiel fiir plot3.

mesh (X,Y,Z (,C)) erzeugt Netzgrafiken. Eine Funktion Z = f(X,Y) wird

durch die Angabe ihrer Z-Koordinaten iiber einem rechteckigen Raster von
X- und Y-Werten spezifiziert. Durch Verbinden von benachbarten Daten-
punkten entsteht eine dreidimensionale Grafik (siehe Abb. 9.10). Netzgra-
fiken eignen sich zur Darstellung der Elemente grofler Matrizen oder von
Funktionen von zwei unabhingigen Variablen.

X ist ein Vektor der Linge m, Y ein Vektor der Lénge n und Z ist ein zwei-
dimensionales Feld der Grofie m x n. Diese Werte bestimmen die Skalierung
der z- und y-Achse.! Fehlen die Parameter X und Y, so werden sie durch
den Spalten- und Zeilenindex von Z ersetzt. Durch Angabe des optionalen
Parameters C kann die Farbgebung der Grafik veridndert werden.

Zur Auswertung von Funktionen von zwei Verianderlichen kann die MAT-
LAB-Funktion meshgrid verwendet werden. [X,Y] =meshgrid(z,y) erzeugt
zwei Matrizen X und Y der Gréfle n x m, dabei bestehen die Zeilen von X
aus Kopien des Vektors z und die Spalten von Y aus Kopien von y. Die so
erzeugten Matrizen konnen zur punktweisen Auswertung von Funktionen
von zwei Verédnderlichen herangezogen werden.

!mesh kennt noch eine Vielzahl anderer Aufrufmoglichkeiten durch die Verwendung optio-
naler Parameter; siehe Online-Hilfe.
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Abbildung 9.10: Beispiel fiir mesh.

MATLAB-Beispiel 9.17

Darstellung der 2-dimensionalen  x = -2.5:0.1:2.5; y = x;
Gauf’schen ,Glockenfunktion® {X,Y] = meshgrid(x,y);
e~(&*+¥") (siehe Abb. 9.10). mesh(x, y, exp(-(X."2 + Y."2)) );

surf (X, Y, Z,C) ermdglicht Flichendarstellungen. Die Funktion surf verhlt
sich wie die Funktion mesh, verbindet jedoch benachbarte Z-Punkte durch
Flichenstiicke.

fill3 (X,Y, Z, Col) dient der Darstellung dreidimensionaler Vielecke. Die Funk-
tion fillg ist die dreidimensionale Version der Funktion fill. Die Parameter
X, Y und Z spezifizieren die X-, Y- und Z-Koordinaten der Punkte, aus
denen das Polygon bestehen soll. Der Parameter Col vom Typ char spezi-
fiziert die Farbe, mit der das Vieleck gefiillt wird. Mogliche Werte sind die
Farbwahlstrings aus Tabelle 9.5.



9.4 Grafische Darstellung von Daten 191
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Abbildung 9.11: Beispiel fiir contour.

contour, contour3 ermdglichen eine Konturliniendarstellung. Diese beiden
MaTLAB-Funktionen stellen ,,Hohenschichtenlinien“ der angegebenen Da-
ten dar, d. h., sie stellen Funktionswerte fiir konstante Z-Werte dar.

contour (X, Y, Z, N) stellt Konturlinien der durch die Felder X, Y und Z
reprisentierten Funktion Z = f(X,Y) im Grundriss dar. Die einzelnen
Konturlinien werden entsprechend ihrer Hohe (Z-Wert) verschieden gefarbt.
Der optionale Parameter N bestimmt die Zahl der Konturlinien. Verwendet
man contourd, so werden die Konturlinien perspektivisch gezeichnet.

MATLAB-Beispiel 9.18

Darstellung der vordefinierten [x,y,z] = peaks;
Funktion pecks (sieche Abb. 9.11  contour(x,y,z,20);
und Abb. 9.12). contour3(x,y,z,20);

pcolor (X,Y,Z) dient der Konturflichendarstellung. Diese Funktion stellt — wie
die Funktion contour — z-Werte im Grundriss dar, nur verwendet sie Ra-
sterflichen anstelle von Konturlinien (sieche Abb. 9.13).
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Abbildung 9.12: Beispiel fiir contours.

MATLAB-Beispiel 9.19

Darstellung der Konturflichen [x,y,z] = peaks;
von peaks (siehe Abb. 9.13). pcolor(x,y,z);

9.4.6 Farbpaletten

MATLAB verwendet zur Farbgebung in einigen dreidimensionalen Ausgabefunk-
tionen (wie mesh, surf und pcolor) Farbpaletten. Eine Farbpalette ist eine mx3-
Matrix, mit deren Hilfe m Farben definiert werden. Jede Zeile enthilt drei Zahlen-
werte fiir die Anteile der Farben Rot, Griin und Blau, welche im abgeschlossenen
Intervall von 0 bis 1 liegen miissen. Eine Farbpalette wird mit dem Befehl color-
map (palette) aktiviert.

MATLAB verwendet zyklisch die Farbeintriage der aktivierten Farbpalette be-
ginnend mit der ersten Farbe. Farbpaletten kénnen mit der Funktion brighten
verdndert werden.

Folgende Farbpaletten sind bereits vordefiniert und kénnen durch Aufruf der
Funktion colormap (name) aktiviert werden: hsv, hot, gray, bone, copper, pink,
white, flag, jet, prism, cool, lines, colorcube, summer, autumn, winter, spring.
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Abbildung 9.13: Beispiel fiir pcolor.

9.4.7 Konvertieren von Grafiken ins PostScript-Format

MATLAB kann erstellte Grafiken auch als PostScript-Datei abspeichern, die dann
in ein Textverarbeitungssystem (wie ITEX) eingebunden werden kénnen. Mit

print -deps datei.eps

wird die momentan aktive Grafik in der Datei datei.eps abgespeichert.? Der MAT-
LAB-Befehl figure kann dabei verwendet werden, um eine beliebige Grafik zu ak-
tivieren, siehe Abschnitt 9.4.2. In KTEX wird die erstellte Grafik dann etwa durch

\includegraphics{datei.eps}

eingebunden.

2EPS ist eine spezielle Variante des PostScript-Formates, das zur Einbindung von Grafiken
in PostScript-Dokumente verwendet wird.



Kapitel 10

Numerische Methoden

Seit 20 Jahren arbeiten einige hunderttausend Anwender mit MATLAB. In vie-
len Bereichen von Technik und Naturwissenschaften ist MATLAB das dominante
Werkzeug zum Loésen numerischer Probleme. Im Laufe seiner Entwicklungsge-
schichte wurden in MATLAB immer aktuellere und leistungsfahigere numerische
Methoden integriert. So ist z.B. seit der MATLAB-Version 6 das Software-Paket
LAPACK ein wichtiger Bestandteil von MATLAB zur Losung von linearen Glei-
chungssystemen und Ausgleichsproblemen.

Durch die MATLAB-Anweisung z = A\b erhilt man auf einfachste Wei-
se eine Losung des Gleichungssystems Az = b ohne sich mit den Details
der LAPACK-Unterprogramm-Aufrufe belasten zu miissen. In &hnlicher Form
kann man in MATLAB auch auf anderen Gebieten numerische Problemlésungen
mit Hilfe moderner Software erhalten. Die Berechnung von diskreten Fourier-
Transformationen erfolgt z.B. mit dem Programmpaket FFTW, ohne dass die
MATLAB-Beniitzer mit dessen Besonderheiten in Beriihrung kommen.

Dieses Kapitel behandelt einige der wichtigsten numerischen Probleme und
deren Losung mit Hilfe von in MATLAB eingebauten Programmen: Von linea-
ren und nichtlinearen Gleichungssystemen iiber Interpolationsmethoden bis zur
numerischen Integration von Funktionen und der numerischen Losung von Diffe-
rentialgleichungen.

10.1 Lo6sung linearer Gleichungssysteme

Obwohl fast alle realen Abhangigkeiten nichtlinear sind, finden Linearitdtsannah-
men in der Technik und den Naturwissenschaften grofie Verbreitung. Sie fiihren
oft zu den einfachsten mathematischen Modellen, die nach dem Minimalitatsprin-
zip — bei sonstiger Gleichwertigkeit — komplexeren Modellen vorzuziehen sind.
Der Umstand, dass auch viele (sowohl exakte als auch naherungsweise) ma-
thematische Untersuchungs- und Losungsmethoden fiir lineare Modelle besser

194
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geeignet sind, fiihrt oft zur Anwendung linearer Modelle auch in solchen Fillen,
wo es ernsthafte Griinde fiir die Annahme gibt, dass sich die reale Abhangigkeit
wesentlich von einer linearen unterscheidet (wie z.B. bei vielen Anwendungen
der linearen Optimierung). Dabei hofft man, dass sich die vernachlissigte Nicht-
linearitiit der untersuchten Phinomene nicht entscheidend auf die Ergebnisse aus-
wirkt, dass sich diese Modellfehlereffekte durch geeignete Wahl der Koeffizienten
des linearen Modells kompensieren lassen oder dass eine spitere Verbesserung der
Losung (unter Einbeziehung nichtlinearer Phinomene) moglich ist. Es werden da-
her viele technisch-naturwissenschaftliche Untersuchungen, auch kompliziertester
Vorgange, mit linearen Modellen begonnen.

Die numerische Lisung schwieriger nichtlinearer Aufgabenstellungen wird fast
immer auf die Losung linearer Gleichungssysteme zuriickgefiihrt. Dies erklért die
zentrale Stellung innerhalb der Numerik, die von der Losung linearer Gleichungs-
systeme und linearer Ausgleichsprobleme eingenommen wird. Von den zehn wich-
tigsten Algorithmen des zwanzigsten Jahrhundert sind drei aus dem Gebiet der
numerischen Linearen Algebra (Dongarra, Sullivan [21]).

10.1.1 Problemtyp

Ein System von m Gleichungen in n Unbekannten z,,...,z, der Form
Q1171 +a12T2 + -+ Q1nZy b
F(z) = Az = a2.12'1 +a?2x2 + -4 az,txn _ b‘z —b
a,,;1z1+a,;.2z2 +---+ am,;:z,. b;,,

- oder kiirzer: Az = b -, in dem die Grolen a3, ..., Gms und by, ..., b, gegeben
sind, nennt man ein lineares Gleichungssystem. Dabei ist A € K™*" die Koef-
fizientenmatrix (Systemmatrix) mit reellen (K = R) oder komplexen (K = C)
Eintrigen, der Vektor b € K™ die rechte Seite und z* € K" ein gesuchter Vektor,
der simultan alle m Gleichungen erfiillt.

Sowohl hinsichtlich der Existenz und Struktur der Lésungsmenge als auch fiir
die Auswahl geeigneter Losungsverfahren ist es zweckmiBig, bei linearen Glei-
chungssystemen Az = b die folgenden drei Fille zu unterscheiden:

m=n

Dies ist der Fall einer quadratischen Koeffizientenmatrix A.

nen H=H
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Es héngt von der Matrix A € K**” ab, ob eine eindeutige Losung existiert. Wenn
dies nicht der Fall ist, so kann - je nach der speziellen Lage der rechten Seite b -
entweder iiberhaupt keine Losung existieren oder ein ganzer Lésungsraum.

m<n

Im Fall einer rechteckigen Matrix mit m < n, wenn also die Anzahl der Gleichun-
gen kleiner ist als die Anzahl der Unbekannten, handelt es sich bei Az = b um
ein unterbestimmtes lineares Gleichungssystem.

m<n . =

Derartige Systeme besitzen immer einen ganzen Unterraum X C K" mit einer
Dimension dim(X) > n — m als Losung.

m>n

Bei m > n sind mehr Gleichungen als Unbekannte vorhanden: Az = b ist ein
tiberbestimmtes lineares Gleichungssystem,das in den meisten Fillen keine Lésung
besitzt.

I

m>n

Bei iiberbestimmten Systemen geht man oft zu einem linearen Ausgleichspro-
blem (Approximationsproblem) iiber, bei dem das Minimum z* einer £,-Norm
des Residuenvektors r := Az — b gesucht wird:

|Az* — b||, = min {||Az — b]|, : € K"}.

Am hiufigsten wird die ¢,-Norm verwendet, um das Minimum des Residuums

min {|[Az ~ b))} = ) _ laazi + - + ainzy — bi* : 7 € K"} (10.1)

i=1
und damit eine ,Losung® z* von Az = b nach der Methode der kleinsten Quadrate
zu ermitteln. z* ist in diesem Fall Losung eines linearen Gleichungssystems, den

. =T =T .. . .
sogenannten Normalgleichungen A Az = A b. Die in MATLAB implementierten
Algorithmen l6sen aber — um numerische Instabilitdten zu vermeiden — Probleme
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vom Typ (10.1) nicht durch Losen der Normalgleichungen, sondern durch QR-
Faktorisierung (siehe Abschnitt 10.1.17).

Liegen mehrere lineare Probleme
A.’l)l = bl, A.’L‘g = bz, ey AIL‘k = bk (102)

mit verschiedenen rechten Seiten, aber einer gemeinsamen Matrix A vor, so ent-
spricht die gemeinsame Losung der k Gleichungen (10.2) der Losung einer einzi-
gen Matrizgleichung

AX=B, Ae€K™" B:=[bb, ... b]eK™*

MATLAB erméglicht auch die effiziente Lésung von Matrixgleichungen.

Eine wichtige Klassifizierung des Problemtyps erfolgt durch Art und Grofle der
Datenfehler. Bei vielen linearen Gleichungssystemen, vor allem bei den meisten
iiberbestimmten Systemen, sind die Komponenten des Vektors b und oft auch
die Koeffizienten ay1, a2, . . ., Gms mit Ungenauigkeiten (hervorgerufen z. B. durch
Messfehler) behaftet. In solchen Fillen sollte mit Hilfe von Konditionsuntersu-
chungen (siehe Abschnitte 10.1.9 und 10.1.17) geklirt werden, welche Genauigkeit
von z* iiberhaupt erwartet werden darf.

Die Ermittlung einer Losung fehlerbehafteter iiberbestimmter Systeme nach
der Methode der kleinsten Quadrate (10.1) ist eigentlich nur fiir jene Probleme
gedacht, wo groflere Datenfehler zwar im Vektor b auftreten, die Koeffizienten
a11, @12, - - - , G aber allenfalls mit Stérungen in der GréSenordnung elementa-
rer Rundungsfehler behaftet sind. Aber selbst in Fallen, wo diese einschriankende
Voraussetzung erfiillt ist, liefert die Minimierung des euklidischen Abstandes nur
dann eine optimale Losung (Mazimum-Likelihood-Schitzung), wenn die Fehler
von b unabhingige ZufallsgréBen sind, die aus einer normalverteilten Grundge-
samtheit stammen.

Weitere MATLAB-Funktionen zur Losung von Optimierungsaufgaben sind in
der Optimization Toolboz enthalten. Diese erlauben auch die Losung von nicht-
linearen Ausgleichsproblemen: Dabei tritt an die Stelle des Matrix-Vektorpro-
duktes Az in (10.1) der Funktionswert f(z) einer nichtlinearen Funktion f.

10.1.2 Strukturmerkmale der Systemmatrix

Spezielle Struktureigenschaften der Matrix eines linearen Gleichungssystems wer-
den sowohl bei der Algorithmus- als auch bei der Software-Entwicklung ausge-
nutzt, um effizientere und/oder genauere Losungsmethoden zu entwickeln. MAT-
LAB stellt vor der numerischen Losung eines linearen Gleichungssystems (in der
Form z = A\b) fest, ob und gegebenenfalls welche besonderen Strukturmerkmale

die Matrix A besitzt, und trifft eine dem Problem angemessene Algorithmus-
Auswahl.
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Symmetrie, Selbstadjungiertheit und Definitheit
Die Eigenschaft der Symmetrie einer quadratischen Matrix A € R**",
a;j = aj fir alle 4,7 € {1,2,...,n},
ist leicht zu liberpriifen. Spezielle Algorithmen zur Lésung symmetrischer Systeme

halbieren den Rechenaufwand (die Rechenzeit).

Komplexe Matrizen A € C**" mit der Eigenschaft
a,»jzﬁji fiir alle ’L,] € {1,2,...,1’1},

nennt man Hermitesch. Symmetrische und Hermitesche Matrizen sind selbstad-
jungtert im Sinne der Linearen Algebra, d. h., sie haben die Eigenschaft

(Az,y) = (z, Ay) fiir alle z,y € K", (10.3)

wobei (-, -) das innere Produkt (das euklidische Skalarprodukt)

n
(xs y) = z zJ?]
i=1

bezeichnet. Noch vorteilhafter fiir die numerische Losung von Az = b ist es, wenn
A neben der Eigenschaft der Selbstadjungiertheit (10.3) auch noch das Merkmal
der (positiven) Definitheit besitzt, also

N - [>0 fir z#0
(Az,0) =3 > ayei; {:0 fir z=0

i=1 j=1

gilt. Im Gegensatz zur Selbstadjungiertheit ist nicht so leicht festzustellen, ob eine
Matrix positiv definit ist. Wenn man lineare Gleichungssysteme in der MATLAB-
Syntax r = A\b lést, dann muss man weder auf die Selbstadjungiertheit noch auf
die Definitheit von A achten. MATLAB iiberpriift dies und verwendet automatisch
den effizientesten Algorithmus.

Besetztheitsgrad und -struktur

Bei sehr grofien Systemen mit Tausenden bis Millionen von Gleichungen und
Unbekannten spielt der Besetztheitsgrad der Matrix mit Nichtnullelementen ei-
ne fundamentale Rolle. Sind sehr viele Elemente a;; = 0, so spricht man von
einer schwach besetzten Matriz. Ein lineares Gleichungssystem Az = b mit ei-
ner schwach besetzten Matrix A € K™*® der Dimension n = 10° kann man mit
geeigneter Software auf einem PC ldsen. Bei einer voll besetzten Matrix (mit
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allen Elementen a;; # 0) ist ein Problem dieser Grofenordnung nur auf einem
Computer losbar, der tausendfach leistungsfihiger als ein schneller PC ist.

Bei schwach besetzten Matrizen ist auch die Besetztheitsstruktur von grofier
Bedeutung fiir die Algorithmus- und Software-Auswahl. Dabei spielen Bandma-
trizen eine besondere Rolle, da es fiir sie spezielle, sehr effiziente Algorithmen
gibt. Bei Problemlésungen der Form z = A\b werden Bandmatrizen von MAT-
LAB automatisch erkannt und effiziente Algorithmen verwendet (siche Abb. 10.1).

10.1.3 Art der Losung
Lineare Gleichungssysteme sind besonders ,,angenehme“ numerische Probleme:

(1) Die Daten zur Spezifikation des Problems liegen von Haus aus als algebrai-
sche Daten — Matrizen und Vektoren - vor.

(2) Zur algorithmischen Ermittlung der Losung ist keine ,Finitisierung“ des
Problems erforderlich. So liefert z. B. der Gauf-Algorithmus in endlich vie-
len Schritten (arithmetischen Operationen) den gesuchten Lésungsvektor.

Die Anzahl der arithmetischen Operationen bei der numerischen Losung grofler
linearer Gleichungssysteme kann auBerordentlich grof sein. Fiir ein voll besetz-
tes System mit 1200 Gleichungen ist bereits ein Arbeitsaufwand von mehr als
10° Gleitpunktoperationen (1 Gflop) erforderlich. Bei 12 000 Gleichungen sind es
bereits 10'? Rechenoperationen (1 Tflop). Damit treten auch entsprechend viele
Rechenfehler auf, deren Auswirkung auf die Genauigkeit des Lsungsvektors ganz
betrichtlich sein kann.

Besondere Schwierigkeiten bereiten jene Probleme, bei denen die Systemma-
trix A nicht reguldr ist. Dies umso mehr, als im Fall schlecht konditionierter
Probleme die im mathematisch-analytischen Sinn véllig klare Fallunterscheidung

A ist regulir oder A ist singulé'.i'

durch Daten- und Rechenfehler zu einer unscharfen Entscheidung zwischen nume-
risch reguldr und numerisch singuldr wird, die sich iiberhaupt nur unter Beriick-
sichtigung zusatzlicher Information (z.B. iiber Art und Grofie der Datenfehler)
sinnvoll treffen ldsst. Im Fall einer numerisch singuldren Koeffizientenmatrix A
muss man auch noch die spezielle Lage des Vektors b beriicksichtigen, um eine
sinnvolle Losung von Az = b ermitteln zu kénnen.

Eine mogliche Lésungsdefinition im numerisch singuléren Fall ist die Pseudo-
Normallésung o = A*b, die mit Hilfe der verallgemeinerten Inversen (Pseudo-
Inversen, Moore-Penrose-Inversen) A+ definiert ist (Uberhuber [68]). Fiir die
praktische Ermittlung von A* sind die MATLAB-Funktionen pinv (zur Berech-
nung von A*) und svd (zur Singulirwertzerlegung) wichtige Hilfsmittel.
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10.1.4 Auswahl der Losungsmethode

Nach der Feststellung von Typ und Struktur linearer Gleichungssysteme er-
folgt die Auswahl passender Softwareprodukte (z.B. der geeigneten MATLAB-
Funktionen) und deren Anwendung auf das gegebene Problem. Dabei ist zunichst
die Wah!l zwischen zwei grofien Klassen von Algorithmen zu treffen:

Direkte Verfahren (auch: Eliminationsverfahren), die auf einer Faktori-
sierung der Systemmatrix beruhen und (bei exakter Rechnung) mit einer
endlichen Anzahl von arithmetischen Operationen die (exakte) Lsung des
linearen Gleichungssystems liefern.

Direkte Verfahren werden z. B. in den LAPACK-Programmen verwendet, die
in MATLAB fiir Problemlésungen der Form z = A\b zum Einsatz gelangen.

Iterative Verfahren, die auf der iterativen Fixpunktbestimmung von Glei-
chungssystemen bzw. der Minimierung quadratischer Funktionen beruhen
und in den meisten Féllen (selbst bei exakter Rechnung) einen unendlichen
Prozess zur (exakten) Loésung benétigen. Durch Abbruch des iterativen Pro-
zesses erhilt man eine (mehr oder weniger genaue) Niherungslésung.

Iterative Verfahren gelangen in den speziellen MATLAB-Funktionen zur
Losung linearer Gleichungssysteme mit schwach besetzten Matrizen zum
Einsatz (siehe Abschnitt 10.1.15).

10.1.5 LAPACK in MATLAB

LAPACK (Linear Algebra Package) ist ein frei verfiigbares (public domain) Soft-
warepaket von Fortran 77- Unterprogrammen, mit deren Hilfe man viele Stan-
dardprobleme der Linearen Algebra numerisch 16sen kann. Das komplette Soft-
wareprodukt LAPACK umfasst mehr als 600 000 Zeilen Fortran-Code in iiber 1000
Routinen und eine Benutzungsanleitung (Anderson et al. [3]).

LAPACK wurde entwickelt, um lineare Gleichungssysteme, lineare Ausgleichs-
probleme und Eigenwertprobleme zu l6sen sowie Faktorisierungen von Matrizen,
Singuldrwertzerlegungen und Konditionsabschidtzungen durchzufithren. Es gibt
LAPACK-Programme fiir dicht besetzte Matrizen und Bandmatrizen, aber nicht
fiir schwach besetzte Matrizen mit allgemeiner Besetztheitsstruktur.

LAPACK ist fiir numerische Probleme der Linearen Algebra mit dicht besetzten
Matrizen und Bandmatrizen der De-facto-Standard. Um die Zuverléssigkeit und
Effizienz von LAPACK mit der Benutzerfreundlichkeit von MATLAB zu verbinden,
wurden die wichtigsten LAPACK-Programme in MATLAB einbezogen.

Insbesondere hervorzuheben ist der Komfort, den MATLAB gegeniiber der di-
rekten Verwendung von LAPACK-Programmen bietet. Je nach Matrixtyp (allge-
meine Struktur, Bandstruktur, Selbstadjungiertheit, Definitheit etc.) wihlt MAT-
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LAB bei Verwendung der Anweisung A\b automatisch jene LAPACK-Programme,
die zu den kiirzesten Rechenzeiten fithren (siehe Abb. 10.1).

MATLAB-Beispiel 10.1

Um das lineare Gleichungssy- > x = A\b;
stem Az = b zu lGsen, geniigt

der Befehl A\b. Es wird automa-

tisch das der Struktur der Ma-

trix A am besten entsprechende
LAPACK-Programm verwendet.

T [ T T |
'\‘. allgemeine Matrix
\

1

sym. pos. def. Matrix -----

sym. indef. Matrix ------

Dreiecksmatrix -«

‘ Tridiagonalmatrix —-—-—

ns 1

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Dimension n

Abbildung 10.1: Normierte Laufzeit T/n® (in Nanosekunden) von A\b auf einem Prozessor
eines Computers vom Typ HP/Compaq ES45.

10.1.6 Kontrolle der numerischen Resultate

Nach der Lésung linearer Gleichungssysteme sollte man iiberpriifen, ob man wirk-
lich eine Losung mit der gewiinschten Genauigkeit erhalten hat.

Bei den meisten in der Praxis auftretenden linearen Gleichungssystemen gibt
es keine A-priori-Information iiber ihre Fehlerempfindlichkeit (Kondition). In sol-
chen Fillen sollte man sich nicht auf eine eher unverléssliche , gefiihlsm&fige”
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Uberpriifung der Resultate verlassen. Eine objektive Beurteilung der Genauig-
keit der erhaltenen Werte ist mit geringem Mehraufwand zu erreichen, wenn man
z. B. im Rahmen der numerischen Gleichungsauflésung eine Konditionsschitzung
berechnen lasst (siehe Abschnitt 10.1.16).

10.1.7 Matrixnormen

Um den Grad der Nachbarschaft von Matrizen, z. B. die Ndhe einer gegebenen
Matrix zu singuldren Matrizen, ausdriicken zu konnen (wenn man z. B. den Be-
griff der numerisch singuldren Matrizen prézisieren mochte), wird eine Distanz
im Raum der Matrizen benétigt. Mit Hilfe dieser Matrixnormen kénnen auch
»Storungen® einer Matrix (Datenungenauigkeiten) quantifiziert werden.

Eine Abbildung || - || : K™" — R, die fiir alle A, B € K™*" den Bedingungen

1. |[Al =0 = A=0 (Definitheit),
2. ||@Al} = |ef - ||All, @ € K (Homogenitdt) und
3. ||[A+ Bl < 1Al + 1Bl (Dreiecksungleichung)

geniigt, heifit Matriznorm. Es handelt sich also um eine Verallgemeinerung des
Absolutbetrags |- | : K - R.

10.1.8 Orthogonale und unitiare Matrizen

Bei der Losung von Problemen der numerischen Linearen Algebra spielen ortho-
gonale und unitire Matrizen eine wichtige Rolle.

Eine orthogonale Matrix ist eine quadratische Matrix € K**" mit ortho-
normalen Spaltenvektoren ¢, ..., ¢,. Sie erfiillt daher folgende Matrixgleichung:

QQ=QQ =1 (10.4)
Q ist invertierbar mit Q7! = @T. Fiir K = C spricht man auch von unitdren

Matrizen.

Beispielsweise besitzt die Matrix

A=(a1)

orthogonale Spaltenvektoren. Sie ist aber keine orthogonale Matrix, da ihre Spal-
tenvektoren nicht normiert sind. Erst durch Normierung erhélt man eine ortho-
gonale Matrix
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10.1.9 Kondition linearer Gleichungssysteme

Die Auswirkung der Datenfehler auf die Losungsgenauigkeit kann abgeschitzt
werden, indem man fiir das mathematische Problem eine Datenfehleranalyse
durchfiihrt. Man untersucht dabei, wie stark sich dessen Losung z dndert, wenn
die zugrundeliegenden Daten D geéndert werden. Dem gedanklichen Ubergang
vom ungestorten Datensatz D des urspriinglichen Problems zu den gestorten Da-
ten D des gednderten Problems entspricht dabei der Ubergang von der Losung
x zur Losung Z. Das AusmaBl der Losungsinderung als Reaktion auf eine Da-
tendnderung, also die Datenfehlerempfindlichkeit eines mathematischen Problems
bezeichnet man als die Konditionszahl des mathematischen Problems.

Am einfachsten kann man sich die Kondition eines linearen Gleichungssystems
im zweidimensionalen Fall verdeutlichen. Die Losung von

anx + apy = b (Gerade ¢y)
1T + axpy = b (Gerade gg)

ist der Schnittpunkt S der beiden Geraden in der z-y-Ebene (siche Abb. 10.2).

g ?

g‘l\ S G2

U
°
e

g
8

S
8

g9
Abbildung 10.2: Gut und schlecht konditioniertes 2 x 2-System.

Bei einem gut konditionierten 2x2-System verdndert sich der Schnittpunkt S der
beiden Geraden g, und g, nur wenig, wenn an ihre Stelle die , gestorten“ Geraden
g1 und g, treten. Bei einem schlecht konditionierten System ist auf Grund des
»Schleifenden Schnitts von g, und g, der Abstand zwischen S und S sehr grof3,
auch wenn die Storungen nur geringfiigig sind.

Je mehr sich die Lage der zwei Geraden der Parallelitit nahert, desto schlech-
ter konditioniert ist das 2x2-Gleichungssystem. Stehen die beiden Geraden senk-
recht zueinander, so handelt es sich um ein optimal konditioniertes System.

Diese anschauliche Konditionsbetrachtung lisst sich nur schwer auf den allge-
meinen n-dimensionalen Fall iibertragen. Es hat sich daher eine andere Vorgangs-
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weise zur quantitativen Untersuchung der Kondition linearer Gleichungssysteme
durchgesetzt, die auf der Benutzung von Matrix- und Vektornormen beruht.

Die Stérungsempfindlichkeit eines linearen Gleichungssystems Az = b kann
man anhand des durch ¢t € R parametrisierten Systems

(A+t-AA)z(t) =b+1t- A, z(0) =z*

mit den Stérungen AA € R**" und Ab € R* untersuchen (Golub, Van Loan [29]).
Fiir eine regulidre Matrix A ist z(t) differenzierbar bei ¢ = 0:

£(0) = A7 (Ab - AA - 17).
Die Taylor-Entwicklung von z(¢) hat daher die Form
z(t) = z* + t2(0) + O(¢?).

Es gilt somit folgende Abschitzung fiir den absoluten Fehler:

Azl lz() — 2*]| < tll2(0)]] + O(t*) <

IN

AT (1As] + IAANlIz*]]) + O()

und (wegen ||b]] < ||A||||=*]]) fiir den relativen Fehler

e < t”A_l”(||i|if)|I||+”AAH>+0(t2) <
jaay (B0 JBADY Loy o

IN

Als Konditionszahl cond(A) einer reguldren quadratischen Matrix A definiert man
wegen (10.5) die Grofle

cond(4) := || ][l A7} (10.6)
Fiihrt man weiters die Bezeichnungen
1AA] llAd]
t) i=t—- und Po(t) :=t———

fiir die relativen Fehler von A und b ein, so schreibt sich die Fehlerabschitzung
(10.5) als
az()|l
llz*l
Man sieht also: Die relativen Datenfehler p4 von A und p, von b wirken sich durch
den Faktor cond(A) verstirkt auf das Resultat des gestoérten Gleichungssystems

< cond(A) - (pa + m) + O(t?).
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aus. Hat die Matrix A eine ,grofe* Konditionszahl cond(A), so ist das lineare
Gleichungssystem Az = b schlecht konditioniert.

Selbst bei der Verwendung eines stabilen Algorithmus zur numerischen Auf-
16sung eines linearen Gleichungssystems muss man damit rechnen, dass sich
zumindest einige der Rundungsfehler bei der Durchfiihrung des Algorithmus
ebenso wie Datenstérungen fortpflanzen, d.h., dass sie das Ergebnis mit einem
Verstirkungsfaktor cond(A) beeinflussen konnen. Bei einem schlecht konditio-
nierten linearen Gleichungssystem wird man also mit einem starken Einfluss der
(unvermeidlichen) Rundungsfehler auf das Ergebnis rechnen miissen.

In einer vorgegebenen Gleitpunktarithmetik sind die einzelnen Rundungs-
fehler durch die relative Rundungsfehlerschranke eps beschrinkt. Die relative
Auswirkung eines einzelnen Rundungsfehlers betrigt also im unglinstigsten Fall
cond(A) - eps. Da eine relative Stérung der GrofSenordnung 1 bedeutet, dass der
Storungseffekt ebenso grof wie die Grundgrofe ist, kann man im Fall

cond(A) -eps > 1

nicht erwarten, dass bei der numerischen Losung eines linearen Gleichungssy-
stems mit der Koeffizientenmatrix A auf einem Computer mit der Rundungsfeh-
lerschranke eps auch nur die erste Stelle des Ergebnisses richtig ist. Man nennt
ein solches Gleichungssystem bzw. seine Matrix numerisch singuldr beziiglich der
zu Grunde liegenden Gleitpunktarithmetik.

MATLAB-Beispiel 10.2
Die Hilbert-Matrizen H, € R**"* n = 2,3,4,..., mit den Elementen

1
hij == ————, ,7=12,...,n
15 i+ j— 1 1J )
sind symmetrisch und positiv definit. Sie konnen in MATLAB mit hilb (n) erzeugt
werden. Die Kondition von H, nimmt mit steigendem n sehr rasch zu.

Die nebenstehenden Anweisun- nmax = 20; inveps(1:nmax) = 1/eps;
gen berechnen die Konditions- H = hilb(nmax);
zahlen der Hilbert-Matrizen der for n = 2:nmax

Dimensionen 2 bis 20. cond h(n) = cond(H(1:n,1:n));
end
Die Werte der Konditionszahlen semilogy(2:n, cond_h(2:n), ’.-’, ...
und 1/eps werden grafisch dar- 2:n, inveps(2:n), ’--?)
gestellt (sieche Abb. 10.3). xlabel (’Dimension’)

ylabel(’Kondition’)
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Aus der Grofle der Konditionszahl kann man erkennen, dass schon fiir relativ
kleine Dimensionen mit keiner sinnvollen Genauigkeit bei der numerischen Glei-
chungsauflésung zu rechnen ist. Fiir n > 12 iiberschreitet die Konditionszahl den
Wert 1/eps. Die Hilbert-Matrizen Hyo, Hy3, Hyy, . .. sind also numerisch singulir.

10° 1 S 1
4 6

) '
8 10 12 14 16 18 20
Dimension

Abbildung 10.3: Konditionszahlen der Hilbert-Matrizen H,, Hj, ..., Hog.

Eine numerische Losung eines Gleichungssystems mit cond(A) > 1/eps, also eines
numerisch singulédren Systems, ist i. Allg. schon deshalb sinnlos, weil zumindest ein
Teil der Koeflizienten und der rechten Seite wegen ihrer Rundung einen relativen
Fehler der Groflenordnung eps erleiden wird. Der Effekt dieser Datenungenauig-
keiten ergibt nach den obigen Fehlerabschitzungen ebenfalls eine grundlegende
Verianderung der Losung.

10.1.10 Das Eliminationsprinzip

Die ,klassischen“ Verfahren zur numerischen Losung linearer Gleichungssyste-
me beruhen auf folgender Vorgangsweise: Da eine Linearkombination von Glei-
chungen nichts an der Losung des Gleichungssystems &ndert, werden geeignete
Linearkombinationen zur systematischen Elimination von Unbekannten beniitzt.

Im einfachsten Fall ist A eine regulire Matrix, und man erhélt die Losung
von Az = b, indem man zunéichst A durch Zeilenumformungen auf (rechte obere)
Dreiecksgestalt U (d.h., ujx = 0 fiir j > k) bringt, und dann riickwérts nach
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z; auflost. Ublicherweise formt man den Vektor b gleichzeitig mit um. Dem Eli-
minationsvorgang, der aus dem urspriinglichen System Az = b schlieBlich das
Dreiecks-System macht, entspricht eine Zerlegung (Faktorisierung) der Matrix A

A=LU,

deren Faktoren Dreiecksmatrizen sind. Man spricht daher auch von einer Dreiecks-
zerlegung der Matrix A. L ist eine untere (lower) Dreiecksmatrix (d.h., ;s = 0
fir j < k) mit normierter Diagonale

bh=lp= - = fp, =1,

und U ist eine obere (upper) Dreiecksmatrix.
Unter Verwendung der LU-Zerlegung von A ist die Losung des Gleichungssy-
stems Az = b ein dreistufiger Vorgang:

factorize A= LU
solve Ly=1b
solve Uz =y

Zu dem O(n®)-Aufwand zur Berechnung der LU-Zerlegung von A kommen noch
die O(n?) Gleitpunktoperationen fiir die Riicksubstitution, d. h., die Berechnung
von y und schliefilich z.

MATLAB-Beispiel 10.3

[L,U]= lu(A) liefert eine Faktorisierung von A in eine obere Dreiecksmatrix U
und eine untere Dreiecksmatrix L.

Beim Gleichungssystem

Il
"~

o + 4y + 3z
2z + y — 2z = 10
3z + 2y + 2z

4 3 4
1 -2 und b= 10
2 2 1
)

Mit Hilfe von [L,U]= lu(A) erhslt man die Dreiecksmatrizen

1.0 0.0 0.0 50 40 3.0
L=} 04 10 00 |, U={| 00 —-06 -3.2 ).

06 06 1.0 00 00 23

|
-

ist

5
A= 2
3
(
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Die Losung des linearen Gleichungssystems ergibt sich durch

1.0
c=U\I\D) = 20
-3.0

Fiir jede regulare Matrix A existiert eine Permutationsmatrix P, sodass eine
Dreieckszerlegung PA = LU moglich ist. Dabei kann die Matrix P so gewdhlt
werden, dass |¢;;| < 1 fiir alle Elemente von L gilt. Die Matrix P représentiert
die Zeilenvertauschungen bei der Pivotsuche (siehe Abschnitt 10.1.11).

[L,U,P)= lu(A) faktorisiert A in eine obere Dreiecksmatrix U, eine untere Drei-
ecksmatrix L und eine Permutationsmatrix P, sodass PA = LU gilt. Durch die
Anwendung von [L,U,P)= lu(A) auf

21 =2
A= 3 2 2
5 4 3
erhilt man
1.0 0.0 0.0 50 4.0 3.0 0 01
L=1{|04 10 00}, U=]00 -06 -32 )}, P=| 100
0.6 0.6 1.0 00 00 23 010

Die Aufteilung in Faktorisierung und Auflésung hat den Vorteil, dass die rechen-
aufwindige Faktorisierung nur einmal durchgefiihrt werden muss, falls mehrere
Gleichungssysteme mit gleicher Koeffizientenmatrix, aber verschiedenen rechten
Seiten zu losen sind. Dieser Fall kommt in der Praxis recht haufig vor.

Sind mehrere Gleichungssysteme mit m verschiedenen rechten Seiten, aber
einer gemeinsamen Matrix A zu lésen, so kann man folgendermafien vorgehen:

factorize A = LU

doi=12...,m

solve Ly = b;
solve Uz, =y
end do

10.1.11 Anwendungsbeispiel: Gauf3-Elimination

In diesem Beispiel werden die Auswirkungen von Spaltenpivotsuche und Skalie-
rung auf den Fehler der Losung linearer Gleichungssysteme untersucht.
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In der Grundform des GauBischen Eliminationsverfahrens wird im k-ten Schritt
durch Addition der mit —a,,x/axx multiplizierten k-ten und der m-ten Gleichung
versucht, eine modifizierte Systemmatrix zu generieren, in der alle Elemente an
mit n > k gleich Null sind. Dadurch wird die Systemmatrix nach n — 1 Schritten
in Dreiecksform umgewandelt. Durch Riicksubstitution kann danach die Losung
des Gleichungssystems gewonnen werden.

Ist das im k-ten Eliminationsschritt verwendete ,Pivotelement“ axx jedoch
Null, dann versagt der Algorithmus. Ist axx (relativ zu den anderen Koeffizien-
ten) sehr klein (und damit 1/ax sehr grol), so besteht die Gefahr, dass dieser
Wert durch Ausléschung entstanden ist und sich seine dementsprechende geringe
relative Genauigkeit auf die ganze weitere Rechnung auswirkt. Da die Reihenfolge
der Zeilen in der Systemmatrix fiir die Losung irrelevant ist, bringt man nun in
jedem Schritt durch Zeilenvertauschung jene Gleichung in die k-te Zeile, bei der
anx am grofiten ist.

Man kann zeigen, dass diese Spaltenpivotsuche essentiell fiir die Stabilitat des
Eliminationsverfahrens ist und mit ihr oftmals erhebliche Genauigkeitsverbesse-
rungen der Losung zu erwarten sind. Bei der Pivotsuche mit Skalierung werden
die in Frage kommenden Pivotelemente a,x mit der Betragssumme aller Koeffizi-
enten der j-ten Zeile gewichtet.

CODE MATLAB-Beispiel 10.4

Experimentelle Analyse von Eliminationsalgorithmen: Mit der MAT-
LAB-Funktion vergleich ist ein numerischer Vergleich der Resultate der Gaufi-
Elimination mit oder ohne Spaltenpivotsuche oder mit Pivotsuche und Skalierung
unter Verwendung von Testmatrizen moglich. Der Funktion wird der Funktions-
zeiger einer MATLAB-Funktion (oder deren Name als char-Datenobjekt) iiberge-
ben, die eine nxn-Testmatrix liefert; vergleich konstruiert ein Gleichungssystem

mit einer so erzeugten Systemmatrix und dem Vektor (1,...,1)T als Lésungsvek-
tor. Daraufhin wird das Gleichungssystem geldst und der absolute Fehler, d.h.,
die Abweichung der numerischen Lésung vom Vektor (1,...,1)T bestimmt.

Folgende Testmatrizen wurden der Matrix-Computation-Toolbox von Hig-
ham! entnommen (jeder Befehl generiert eine nxn-Matrix):

e dingdong: symmetrische Hankel-Matrix mit den Elementen az; = 0.5/(n —
k- €+1.5).

o chebvand: axy = Ti_1(£/n), wobei T;_, das Tschebyscheffpolynom vom
Grad & — 1 bezeichnet.

'http://www.ma.man.ac.uk/~higham/mctoolbox/. Teile der Matrix-Toolbox sind bereits
in MATLAB integriert; nshere Informationen erhslt man mit dem Befehl kelp gallery.
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GauB-Elmination ohne Pivotsuche
g - T T T
fie
§ 10"
s 1 i
[ 5 10 15 20 25 30
GauB-Elimination mit Pivotsuche
T
o
z 10
o
3
§ 107
L] 5 15 25 30
GauB-Elmination mit Pivotsuche und Skakerung
T —
i 10°
'S
§ 107"
0 5 10 15 20 25 30

Abbildung 10.4: Vergleich verschiedener Eliminationsverfahren anhand der Hankel-Matrizen
mit den Elementen ax, = 0.5/(n — k — £ + 1.5).

e ifrank: transponierte Frank-Matrix (obere Hessenberg-Matrix mit Determi-
nante 1).

o buch: age = 1 falls k > £, ape = 10" fiir k¥ < £ und ag, = 1.

Wie aus Abb. 10.4 — die durch die Eingabe von vergleich(’dingdong’) erzeugt
wurde — zu erkennen ist, bringt die Verwendung der Pivotsuche im Fall der Ma-
trix dingdong eine signifikante Genauigkeitsverbesserung; die Skalierung bringt
jedoch keinen weiteren Vorteil. In bestimmten Fallen verringert jedoch auch die
Verwendung von Pivotstrategien den absoluten Fehler kaum.

10.1.12 Selbstadjungierte, positiv definite Matrizen

Fiir selbstadjungierte (symmetrische) positiv definite Matrizen gibt es eine spe-
zielle Form des Eliminationsalgorithmus zur Berechnung der Cholesky-Zerlegung
(Cholesky-Faktorisierung)

=T
A=LL
mit einer unteren Dreiecksmatrix L oder

A=LDL' (10.7)
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mit einer unteren Dreiecksmatrix mit £; = 1 und einer positiven Diagonalmatrix
D. Man kann bei diesem Algorithmus auf eine Pivotsuche verzichten, ohne dass
die Stabilitit gefihrdet wire. Der Rechenaufwand reduziert sich gegeniiber der
LU-Zerlegung auf die Hilfte.

Die guten Stabilitatseigenschaften des Cholesky-Algorithmus fiir selbstadjun-
gierte, positiv definite Systeme haben nichts mit der Kondition der Koeffizienten-
matrizen zu tun. Positiv definite Matrizen kénnen auch sehr schlecht konditioniert
sein, wie das Beispiel der Hilbert-Matrizen zeigt (siehe Beispiel 10.2).

10.1.13 Bandmatrizen

Fiir den praktisch duBerst wichtigen Fall von sehr groflen Systemen, bei denen
in jeder Gleichung nur wenige Unbekannte vorkommen, also die meisten Koeffi-
zienten Null sind, die Anordnung dieser Nullen aber unregelméBig ist, gibt es in
MATLAB eine Reihe spezieller Lésungsmethoden (siehe Abschnitt 10.1.15).

Zu signifikanten Effizienzsteigerungen fiihrt die Beriicksichtigung der Struk-
tur, wenn A eine Bandmatrix ist, also sehr viele symmetrisch angeordnete Nullen
enthilt.

Die Anzahl non-null{A) der nicht als verschwindend anzunehmenden Elemente
einer Bandmatrix A ist bei kleinen Werten von &, und k, (Anzahl der unteren
und oberen Nebendiagonalen mit nichttrivialen Eintrigen)

non-null(A4) ~ n-(1+ ky, + k).

Fiir k,, k¢ < n tritt also eine betrachtliche Reduktion der Menge signifikanter
Daten ein. Dies kann bei der Durchfiihrung des Eliminationsalgorithmus geeignet
beriicksichtigt werden: So miissen z. B. die Schleifen im Eliminationsalgorithmus
nur iiber die von 0 verschiedenen Elemente laufen. Bei festem &, k; < n ist die
Anzahl der fiir die Gleichungsauflésung notwendigen arithmetischen Operationen
lediglich proportional zu n (anstelle n3).

Der extremste (nichttriviale) Spezialfall einer Bandmatrix, der aber grofie
praktische Bedeutung hat, ist der einer Tridiagonalmatriz, bei der aufler der
Hauptdiagonale nur die beiden Nebendiagonalen besetzt sind:

ky=Fke=1

Bei Systemen mit Tridiagonalmatrix tritt oft auch Symmetrie und positive Defi-
nitheit auf. Die Auflosung solcher Gleichungssysteme erfordert nur ca. 5n arith-
metische Operationen, ist also wesentlich rascher zu vollzichen als die Auflésung
eines vollbesetzten Gleichungssystems derselben Grofe.

Auf keinen Fall darf man bei Bandmatrizen das Gleichungssystem Az = b
durch Berechnung von A~! mit Hilfe von inv und Multiplikation A5 losen. Die
schwache Besetztheit von Bandmatrizen {ibertrigt sich nimlich nicht auf deren
Inverse.



212 10 Numerische Methoden

MATLAB-Beispiel 10.5

Die 5 x 5-Tridiagonalmatrix > A = diag([1 222 2]) +...
diag([-1 -1 -1 -1],1) +...
1 -1 0 diag({-1 -1 -1 -1],-1);
-1 2 -1 > inv(A)
-1 2 -1 54321
0 -1 2 44321
. 33321
hat eine vollbesetzte Inverse. 9929291
11111

Wenn man lineare Gleichungssysteme mit Bandmatrizen in der Form z = A\}
16st, dann wird automatisch ein effizienter LAPACK-Losungsalgorithmus verwen-
det (siehe Abb. 10.1).

10.1.14 Iterative Losung linearer Gleichungssysteme

Wenn man ein schwach besetztes lineares Gleichungssystem mit konventionellen
Verfahren wie etwa dem Eliminationsverfahren (mit Spaltenpivotstrategie) 16st,
so vergrofert sich der Besetztheitsgrad (Anzahl der Nichtnullelemente) der Ko-
effizientenmatrix oft schon nach wenigen Schritten, womit eine Vergrofierung des
Speicherbedarfs und des Rechenaufwands verbunden ist.

Iterative Verfahren dienen der effizienten (niherungsweisen) Ldsung von
schwach besetzten Gleichungssystemen. Eine hinreichende Voraussetzung fiir die
Losbarkeit linearer Gleichungssysteme durch iterative Verfahren ist z. B. die Dia-
gonaldominanz der Koeffizientenmatrix (siehe Uberhuber [68)).

Um ein Gleichungssystem iterativ 16sen zu konnen, muss es zunichst in eine
dquivalente Fixpunktform z = T'(z) gebracht werden. Dann wihlt man einen
Startvektor z(® € K® und setzt die jeweils letzte Ndherung in T'(-) ein:

ey =T(z(’°‘1)), k=1,2,3,....
Iterationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme sind von der Bauart
z® = B+ 4 ¢ k=1,23,..., (10.8)

(ausgehend von einem Startvektor z()), wobei in stationdren Verfahren B € K™*"
und ¢ € K® von k unabhingig sind. Ein durch (10.8) gegebenes Iterationsverfah-
ren konvergiert genau dann gegen einen eindeutigen Fixpunkt, wenn der Spek-
tralradius (d. h., der Betrag des betragsgréften Eigenwerts) der Matrix B kleiner
als 1 ist.
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Ein lineares Gleichungssystem der konventionellen Form Axr = b kann man
etwa durch Aufspalten der Koeffizientenmatrix A = L + D + U (in eine untere
Dreiecksmatrix L, eine Diagonalmatrix D und eine obere Dreiecksmatrix U) und
weitere Umformungen in eine dquivalente Fixpunktform bringen.

Jacobi-Verfahren (Gesamtschrittverfahren): Bei diesem Verfahren 16st man un-
ter der Annahme, dass die Werte z1,...,z;—) und z;4,, ..., Z, gegeben sind, nur
die i-te Gleichung des Systems Az = b, nach z;, der i-ten Komponente von z,
auf. Auf diese Weise erhilt man

2t = .(bi - Zaijxg'k—l))/am
J#i
sofern a;; # 0 gilt. Dies fiihrt zu einem iterativen Verfahren, welches in Matrix-
schreibweise folgende Gestalt hat:
e® = _D YL+ U)s* V4 DY, k=1,23,...
D, L und U sind dabei die Diagonale, die obere und die untere Teil-Dreiecksma-
trix von A.

Gauf}-Seidel-Verfahren (Einzelschrittverfahren): Bei diesem Verfahren werden
die einzelnen Gleichungen des Systems Az = b so aufgeldst, dass bereits berech-
nete Werte sofort im nichsten Rechenschritt verwendet werden. Die z; werden
sequentiell nach folgender Iterationsvorschrift ermittelt:

ng) = (bi—ZaU k) _ Z @55 ok 1))/au, 1=1,2,...,n.
1=1 Jj=i+1
Das GauB-Seidel-Verfahren stellt sich in Matrixschreibweise wie folgt dar:
2® = —(D+ L)7'Wz* Y+ (D+ L)™', k=1,2,3,...

In einigen Spezialfillen konvergiert das GaufB-Seidel-Verfahren schneller als das
Jacobi-Verfahren, jedoch gibt es Fille, in denen das Jacobi-Verfahren konvergiert,
das Gauf-Seidel-Verfahren jedoch divergiert, also versagt.

CODE MATLAB-Beispiel 10.6

Iterative Verfahren zur Losung linearer Gleichungen: Das MATLAB-Skript
gs erzeugt eine Matrix mit wihlbarer Dimension und Besetztheitsgrad sowie einen
Vektor (rechte Seite) und 16st dieses Gleichungssystem mit dem GauB-Seidel-
Verfahren. Die eigentliche Berechnung der GauB-Seidel-Iteration wird dabei mit
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der Funktion gseid durchgefiihrt. Analog erzeugt das Skript jv eine Matrix mit
wahlbarer Dimension und Besetztheitsgrad sowie einen Vektor und 16st dieses
Gleichungssystem nach dem Jacobi-Verfahren.

10.1.15 Vordefinierte iterative Verfahren

Bei Verfahren der numerischen Linearen Algebra wie lu, choletc. verwendet M AT-
LAB im Fall schwach besetzter Matrizen speziell optimierte Algorithmen. MAT-
LAB enthilt auch einige Verfahren, die nur bei schwach besetzten Matrizen zur
Anwendung kommen: so berechnet etwa luinc eine ndherungsweise LU-Zerlegung
oder cholinc eine ndherungsweise Cholesky-Zerlegung.

Weiters bietet MATLAB eine Vielzahl an Methoden an, um Gleichungssyste-
me mit schwach besetzten Matrizen iterativ zu losen. Die Ergebnisse dieser ite-
rativen Methoden besitzen i. Allg. eine geringere Genauigkeit als jene direkter
Verfahren. Diese Eigenschaft darf man aber nicht als Nachteil sehen, da das Ab-
brechen iterativer Verfahren beim Erreichen einer gewiinschten Genauigkeit ein
wirksames Mittel zur Aufwandsreduktion und somit zur Rechenzeitverkiirzung
ist. Dabei ist allerdings einzuschrinken, dass die Eliminationsverfahren in MAT-
LAB aus LAPACK eingebunden werden, wihrend die iterativen Verfahren in Form
von M-Dateien vorliegen — selbst wenn der Aufwand i. Allg. geringer ist, fiihrt
dies zu langeren Laufzeiten der iterativen Verfahren.

Folgende Verfahren sind in MATLAB implementiert:

Konjugiertes Gradientenverfahren (CG): Dieses Verfahren ist nur fiir sym-
metrische, positiv definite Systeme anwendbar. Sein Konvergenzverhalten
ist von der Konditionszahl und von der Verteilung der Eigenwerte abhéngig;
in Spezialfillen tritt sogar iiberlineares Konvergenzverhalten auf.

Bikonjugiertes Gradientenverfahren (BiCG): Dieses Verfahren ist auch
auf nichtsymmetrische Matrizen anwendbar.

Quadriertes CG-Verfahren (CGS): Auch dieses Verfahren ist fiir nichtsym-
metrische Matrizen geeignet. Es konvergiert (oder divergiert) charakteristi-
scherweise doppelt so schnell wie BiCG-Verfahren. Die Konvergenz ist oft
ziemlich unregelmifig und das Verfahren neigt zur Divergenz fiir Startwerte
nahe der Lésung. Der Rechenaufwand ist dhnlich wie beim BiCG-Verfahren.

Bikonjugiertes stabilisiertes Gradientenverfahren (Bi-CGSTAB):
Auch dieses Verfahren ist auf nichtsymmetrische Matrizen anwendbar.
Es erfordert einen #hnlichen Rechenaufwand wie das BiCG- und das
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CGS-Verfahren. Es ,glittet” die Konvergenz des CGS-Verfahrens unter
Erhaltung nahezu gleicher Konvergenzgeschwindigkeit.

Quasi-Minimalresiduum-Verfahren (QMR): Dieses Verfahren wurde fiir
nichtsymmetrische Matrizen entworfen, um die unregelméfiige Konvergenz
des BiCG-Verfahrens zu verbessern; es schlieBt einen der beiden Versa-
gensfille des BiCG-Verfahrens aus.

Verallgemeinertes Minimalresiduen-Verfahren (GMRES): Dies ist eines
der effizientesten Verfahren fiir nichtsymmetrische Matrizen. Das kleinste
Residuum wird in einer festen Anzahl von Schritten erreicht, die Iterations-
schritte werden aber immer aufwéindiger.

Alle diese Verfahren sind in MATLAB verfiigbar: so verwendet etwa bicg das bi-
konjugierte Gradientenverfahren und cgs das konjugierte Gradientenverfahren zur
Losung schwach besetzter Systeme. Eine Kurzbeschreibung der Syntax dieser Be-
fehle kann dem Abschnitt 12.7 entnommen werden, fiir weitere Informationen
wird auf die help-Funktion und auf einschligige Literatur (z. B. Saad [61], Uber-
huber [68]) verwiesen.

10.1.16 Beurteilung der erzielten Genauigkeit

Die Eliminationsverfahren in ihren verschiedenen Versionen fiihren unmittelbar
zu arithmetischen Algorithmen, ohne dass Iterationen oder &hnliche parameter-
abhingige Algorithmenteile auftreten. Aus diesem Grund tritt auch kein Ver-
fahrensfehler auf. Es entsteht also bei den direkten Verfahren (Eliminationsalgo-
rithmen) zur Losung linearer Gleichungssysteme nur der Rechenfehler auf Grund
der Durchfiihrung in einer Gleitpunktarithmetik. Die grole Anzahl der Operatio-
nen verhindert allerdings eine direkte Abschidtzung der Rechenfehlereffekte — sie
wiirde viel zu pessimistisch ausfallen.

Andererseits ist es extrem wichtig, die Grofenordnung des Fehlers beurteilen
zu konnen, der im Ergebnis enthalten ist, welches von einer Bibliotheksprozedur
fiir die Losung eines linearen Gleichungssystems geliefert wird. Es soll ja nach
dem Prinzip der hierarchischen Abstufung der Fehler die Gréfle des wihrend der
Gleitpunkt-Auflésung des Gleichungssystems neu erzeugten Fehlers nicht grofier
sein als die Auswirkung der in den Daten des Gleichungssystems enthaltenen
Ungenauigkeiten auf das Ergebnis. Man muss also sowohl diesen Datenfehlereffekt
als auch den Gesamtrechenfehlereffekt gréfienordnungsmifig erfassen konnen.

Konditionsschitzung

Zur Beurteilung des Datenfehlereffekts ist es nur notwendig, die GroBenordnung
der Konditionszahl des Gleichungssystems zu kennen. Nach (10.6) benétigt man
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dazu noch die Gréfienordnung von ||A~!||, da ja nur ||A|| unmittelbar zugénglich
ist. Wenn man mit Hilfe der Formel

A7

A7 = max I

A7l = ma ol

die Grofenordnung von ||A~!|| erhalten will, muss man zu dem gegebenen Glei-
chungssystem eine rechte Seite b mit ||b|] = 1 konstruieren, fiir die sich eine
moglichst ,grofie Losung® z = A~1b ergibt.

MATLAB-Beispiel 10.7

Die Kondition der Hilbert-Matrizen H, (siehe Beispiel 10.2) soll durch Berech-
nung von ||Hy,||||H;}|| und durch Schitzung ermittelt werden.

nmax = 20;
H = hilb(nmax);

In MATLAB kann man sowohl
die Konditionszahl (beziiglich

der euklidischen Matrixnorm)
als auch eine Schitzung die-
ser Konditionszahl mit Hil-
fe der vordefinierten Funktio-
nen cond bzw. condest erhal-
ten. Bei groflen Matrizen ist
die Berechnung der Konditions-
zahl erheblich rechenaufwindi-
ger als die Ermittlung einer Kon-
ditionsschdtzung. Die Ergebnis-
se sind in Abb. 10.5 dargestellt.

for n = 2:nmax
cond_h(n) = cond(H(i:n,1:n));
condest_h(n) = condest(H(1:n,1:n));
end

semilogy(2:n, cond-h(2:n), ...

2:n, condest_h(2:n), ’:’)
xlabel(’Dimension’)
ylabel(’Kondition’)
legend(’berechnet’, ’geschitzt’, 2)

Experimentelle Konditionsuntersuchung

Hat man genauere Information iiber die Stérungen der rechten Seite und/oder
der Systemmatrix, als dies durch die stark vereinfachenden skalaren Gré8en

|| A A4
O = —r und PA = =
T AT A

zum Ausdruck gebracht wird, so kann man die Stérungsempfindlichkeit der
Lésung des linearen Gleichungssystems in einer Monte-Carlo-Studie untersuchen.
Man simuliert dabei die Stéreinfliisse durch Zufallszahlengeneratoren, die der be-
kannten Art der Stérungen Ab und/oder AA angepasst werden.
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— berechnet

10 12 1 16 18 20
Dimension

Abbildung 10.5: Berechnete und geschitzte Konditionszahl von Hs, H3,. .., Hao.

Die nebenstehenden Anweisun-
gen erzeugen n x n-Hilbert-Ma-
trizen H, mit der MATLAB-
Funktion hilb. Es wird das Glei-
chungssystem H,z = b gelost,
dessen exakte Losung der Vektor
(1,1,...,1)7 ist. Danach wird
zur Matrix H, eine Zufalls-
matrix addiert, deren Elemen-
te von der Groflenordnung ei-
nes elementaren Rundungsfeh-
lers eps sind. Das Gleichungs-
system H,zr = b mit der zu-
fallsgestérten Matrix H, wird
gelost und die Differenz wird als
Fehlerschitzung verwendet (sie-
he Abb. 10.6).

MATLAB-Beispiel 10.8

nmax =
for
H

20;
n = 2:nmax
hilb(n);
b = sum(H,2);
x = H\b;
fehler(n) = max(abs(x - 1));
Hs = H + (rand(n) - 0.5)*eps;
x-8 = H.s\b;
fehler.s(n) =
end

max(abs(x_s - x));

semilogy(2:nmax, fehler(2:nmax), ...

2:nmax, fehler_s(2:nmax), ’:’)
xlabel(’Dimension’)
ylabel(’Fehler’)

legend(’Fehler’, ’Fehlerschitzung

”)
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—— Fehlor
-_Fehlerschitzung
o

Fehler
=
S

Abbildung 10.6: Absoluter Fehler und experimentelle Fehlerschitzung fiir H,z = b.

10.1.17 Verfahren fiir Ausgleichsprobleme

Die nichstliegende Art, f5-Ausgleichsprobleme zu losen, besteht im Aufstellen
und Lgsen der Normalgleichungen (siehe Abschnitt 10.1.1)

AAz=A"b (10.9)
mit dem Cholesky-Verfahren. Der Ubergang zum Problem (10.9) ist beziiglich
des Rechenaufwands sehr vorteilhaft. Der grofie Nachteil besteht allerdings in
der starken Verschlechterung der Kondition des neuen Problems gegeniiber dem
urspriinglichen Problem:

cond(A'A) = [cond(A)]2.

Eine wesentlich weniger stérungsanfillige Methode zur Lsung von £,-Ausgleichs-
problemen beruht auf der sogenannten QR-Faktorisierung von A, wird also auf
die Daten des urspriinglichen Problems angewendet.

Jede Matrix A € K™*™ mit m > n kann in der Form

A:Q(g) (10.10)

(0 € K(m=m)*n) faktorisiert werden, wobei R eine obere nxn-Dreiecksmatrix und
Q eine orthogonale m x m-Matrix ist.

Wenn die Matrix A vollen Rang n hat, so ist die Dreiecksmatrix R nichtsin-
guldr und die QR-Faktorisierung (10.10) kann zur Losung des ¢,-Ausgleichspro-
blems verwendet werden, da
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Rz —q . q ) =T
Az - b, = t 1= =Q b
as ol = (%0 )] mie 0= (2)-0

gilt und z daher Losung des Gleichungssystems Rz = ¢ ist. Es gilt

1Az = bll, = l|gzll;-

MATLAB-Beispiel 10.9

Aquivalent zu (10.10) kann man die QR-Faktorisierung von A auch in der Form
A = QR schreiben, wobei die Spalten der Matrix € K™** orthonormal sind
und R € K"*" eine obere Dreiecksmatrix ist.

Der MaTLAB-Befehl [Q,R]= ¢r(A) faktorisiert die Matrix A in eine obere
Dreiecksmatrix R und eine orthogonale Matrix @), sodass A = QR gilt. Das
iiberbestimmte Gleichungssystem Az = b mit

I=JEN B
— 00 Ov N
N OO W
N Ol W

10 11 1

soll im Sinne des linearen Ausgleichs mit Hilfe des Q R-Algorithmus gelést werden.
Durch Verwendung von [Q,R]= ¢r(A) erhilt man

—-0.08 -0.83 0.55 —-0.05 —12.88 —-14.59 -16.30
Q= -0.31 —-045 —-0.69 047 R= 0 -104 -2.08
-0.54 -0.07 -0.25 -0.80 |’ - 0 0 -0.00
-078 031 040 0.37 0 0 0

Die Losung von Az = b erhilt man durch
. 0.50
z=R\(Q b = 0.
0.17

Man hitte das Problem auch direkt mit dem \-Operator lsen kénnen, da MAT-
LAB automatisch erkennt, dass es sich um ein iiberbestimmtes lineares Gleichungs-

system handelt:
0.50
z=A\b= 0].
0.17
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Wenn A nicht vollen Rang hat oder der Rang von A nicht bekannt ist, kann
man eine Singuldrwertzerlegung durchfiihren oder eine QR-Faktorisierung mit
Spaltenpivotstrategie durchfithren. Letztere ergibt im Fall m > n

A=Q<§)PR

wobei P eine Permutationsmatrix ist, die so gewihlt ist, dass R die Form
_{ Bu R
k= ( 0 o0
hat, wobei R, eine quadratische nichtsinguldre Dreiecksmatrix ist. Die so-
genannte Basislosung des linearen Ausgleichsproblems erhdlt man durch QR-
Faktorisierung mit Pivotstrategie. Durch Anwendung orthogonaler (unitérer)
Transformationen kann R;, eliminiert werden, und man erhilt die vollstindige

orthogonale Faktorisierung, aus der man die Lésung mit minimaler Norm ge-
winnt (Golub, Van Loan [29)).

10.2 Nichtlineare Gleichungen

Fast alle realen Abhingigkeiten sind nichtlinear. Bei einem betrichtlichen Teil
praktischer Problemstellungen kann man die zu untersuchenden nichtlinearen Zu-
sammenhinge lokal (in einem mehr oder weniger stark eingeschrinkten Anwen-
dungsbereich) durch lineare Modelle ausreichend genau beschreiben. Andererseits
kann man eine Reihe wichtiger Phinomene (wie z. B. Sittigungserscheinungen,
Losungsverzweigungen, Chaos) nur durch nichtlineare Modelle beschreiben.

Nichtlineare Modelle fithren bei der Auswertung — gegebenenfalls nach Dis-
kretisierung eines entsprechenden Differentialgleichungsmodells — in der Regel
auf nichtlineare Gleichungen. Von einfachen Spezialfillen abgesehen lassen sich
nichtlineare Gleichungen (n Gleichungen in n Unbekannten, wobei auch der ein-
dimensionale Fall n = 1 schon nichttrivial ist) nicht in geschlossener Form lésen.
Losungen konnen i. Allg. auch nicht in endlich vielen Schritten gefunden werden.
Die Losung nichtlinearer Gleichungen erfolgt daher ausschliefilich numerisch, und
zwar durch Iterationsverfahren.

Im Allgemeinen ist es nicht méglich, das Verhalten eines stark nichtlinearen
Gleichungssystems global zu iiberblicken. Man muss deshalb, um eine relevan-
te Ndherungsldsung zu bestimmen, von einem Startpunkt ausgehen, der schon
yhinreichend nahe“ an der gesuchten Losung liegt. Die Ermittlung eines solchen
Startpunktes kann aufwindig sein und erhebliche Uberlegungen sowie die Anwen-
dung spezieller Techniken (Monte-Carlo-Suche, Homotopieverfahren) erfordern.
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10.2.1 Vordefinierte MATLAB-Funktionen

Um Nullstellen einer nichtlinearen Funktion f : R = R zu berechnen, also Stellen
z* des Definitionsbereichs von f mit f(z*) = 0 zu ermitteln, stellt MATLAB die
Funktion fzero zur Verfiigung.

Die MATLAB-Funktionen zum L&sen skalarer nichtlinearer Gleichungen er-
fordern, dass die betreffenden Funktionen als MATLAB-Unterprogramme imple-
mentiert werden. Derartige Funktionen haben einen Eingangsparameter z und
miissen als Resultat f(z) zuriickliefern.

Nullstellenbestimmung: Um die Nullstellen einer Funktion f mit Hilfe von
fzero zu berechnen, miissen als Parameter neben dem Funktionszeiger der Funk-
tion f (oder deren Namen) auch Intervallgrenzen angegeben werden, zwischen
denen sicher eine Nullstelle enthalten ist (das Vorzeichen des Funktionswerts an
der linken Intervallgrenze muss ungleich dem Vorzeichen des Funktionswerts an
der rechten Intervallgrenze sein):

z = fzero(@f, [a b])

Anstelle des Intervalls [a,b] kann auch ein skalarer Startwert fiir die Nullstellen-
suche angegeben werden,

T = fzero(@f, z_start)

und fzero sucht dann nach einer Nullstelle von f nahe diesem Wert.

In MATLAB sind keine Funktionen vordefiniert, mit denen man die Nullstellen
mehrdimensionaler Funktionen (mehrerer Funktionen von mehreren Verinderli-
chen) ermitteln kann. Allerdings stellt die separat erhiltliche Optimization Tool-
boz diese Funktionalitit zur Verfiigung. ’

Minimierung: Ein Minimum der Funktion f : R — R im Intervall [a,b] kann
mittels

zmin = fminbnd(@f,a,b)

ermittelt werden. Soll das lokate Minimum einer Funktion f : R®* — R mehrerer
Variablen gefunden werden, kann

zmin = fminsearch (@f, z_start)

verwendet werden. Dabei ist z_start€ R® der Startwert fiir die Minimierung.

MATLAB-Beispiel 10.10

Im Folgenden wird beispielhaft eine Funktion mit drei (unterschiedlich stark aus-
gepragten) ,Spitzen“ herangezogen (siehe Abb. 10.7).
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Ein MATLAB-Programm zur Be-
rechnung der Funktionswerte
wird in peaksS.m implemen-
tiert. Man beachte, dass auch
Vektoren als Eingangsparameter
moglich sein miissen.

Nebenstehende Anweisung sucht
nach einer Nullstelle der Funkti-
on peaksd im Intervall [0, 1].

fzero liefert in manchen Fillen
falsche Resultate, wenn z.B.
Polstellen félschlich als Nullstel-
len identifiziert werden.

Ein lokales Minimum der Funk-
tion peaks3 im Intervall [0,1]
liegt bei z = 1.

In Abb. 10.7 sieht man, dass
das globale Minimum im Inter-
vall [0,1] an der Stelle z = 0.54
liegt. Dieses Minimum wird von
fminbnd nicht gefunden.

function y = peaks3(x);
y=0.8-x...
- 1./(cosh(10.%(x-0.2))) .72 ...
- 5./(cosh(100.%(x-0.4))).74 ...
- 10./(cosh(1000.*(x-0.54)))."6;

» fzero(Qpeaks3, [0 1])
ans =
0.8000

> fzero(Qtan, [1 2])
ans =
1.5708

> fminbnd(@peaks3, 0, 1)
ans =
0.9999

-2t

" ) L x 1 L
0.4 05 0.6 07 08 08 1

Abbildung 10.7: Grafische Darstellung der Funktion peaks3.
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10.2.2 Nullstellenbestimmung nichtlinearer Gleichungen

Zur Nullstellenbestimmung nichtlinearer skalarer Gleichungen existieren verschie-
dene Methoden, wie z. B. die Bisektionsmethode, das Newton- und das Sekanten-
verfahren sowie das Miillerverfahren.

Beim Start des Bisektionsverfahren wird ein Intervall [a, b] benétigt, in dem sicher
eine Nullstelle enthalten ist. Es werden Intervall-Halbierungen so lange durch-
gefiihrt, bis jenes Intervall, von dem man sicher weif}, dass es eine Nullstelle
enthilt, so klein wie gewiinscht ist. Da die Intervalllinge nach k£ Halbierungen
(b — a)/2* ist, kann man die Anzahl der erforderlichen Schritte a priori festlegen.

Das Newton-Verfahren

Beim Newton- Verfahren wird die nichtlineare Funktion f sukzessive durch lineare
Modellfunktionen

4 (Il:) = a; + brz

ersetzt, deren Nullstellen zj = —a; /b als Naherungen fiir die Nullstelle z* ver-
wendet werden. Aus der Taylor-Entwicklung von f um die Stelle z*) erhilt man
etwa ax = f(z®) — %) f/(2*)) und b = f'(z*)). Daraus folgt

f(=z®)
f'(a®)’

Unter der Annahme, dass z} eine bessere Niherung fiir z* ist, definiert man durch

zp =2® —

(k)
(k+1) _ (k) _ f(z™) _
z =z 7))’ k=0,1,2,...

eine Folge von Niherungswerten {z(*)}, die unter bestimmten Voraussetzungen
gegen z* konvergiert.

Das Newton-Verfahren erfordert die explizite Kenntnis der ersten Ableitung
f. In vielen praktisch relevanten Fillen ist jedoch f’ entweder nicht explizit
verfiigbar oder nur sehr aufwindig (und damit oft auch fehlerbehaftet) zu erhal-
ten. In diesem Fall kann man f’ durch einen Differenzenquotienten approximieren:

fl::(x(k)) ~ f(@® + hy) - f(z®)

hk = dk.

Wihlt man als Schrittweite hi die Differenz der beiden vorherigen Néaherungs-
werte z*~1) — ()| 50 erhilt man das Sekantenverfahren.
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Das Miiller-Verfahren

Das Miiller- Verfahren ist eine Verallgemeinerung des Sekanten-Verfahrens. Es
wird dabei statt eines linearen Modells fiir f eine quadratische Parabel durch die
drei Punkte

(2®, £(z®)), @*7V, f(@* ) und (&*72, f(a*-2))

gelegt und mit der z-Achse zum Schnitt gebracht. Von den beiden Schnittpunkten
wird jener als z(k*1) gewdhlt, der niher bei () liegt.

Eine Eigenschaft des Miiller-Verfahrens, die es vom Newton- und Sekanten-
Verfahren unterscheidet, ist seine Moglichkeit bei Verwendung reeller Startwerte
auch kompleze Nullstellen zu ermitteln. Sofern nur reelle Nullstellen von f gesucht
werden, muss diese Moglichkeit algorithmisch unterdriickt werden.

Falls jedoch komplexe Nullstellen gesucht werden, z. B. bei der Nullstellenbe-
stimmung von Polynomen, hat das Miiller-Verfahren Vorteile gegeniiber anderen
Algorithmen: Man kann mit reellen Startwerten beginnen und, falls erforderlich,
den Algorithmus mit komplexen Nédherungen fortsetzen. Das Miiller-Verfahren
konvergiert schneller als das Sekanten-Verfahren.

Zu Test- und Studienzwecken wurden in MATLAB das Sekanten-Verfahren, das
Newton- und das Miiller-Verfahren sowie die Bisektionsmethode (in den M-
Dateien sekant, newton, mueller und bisekt) implementiert.

CODE MATLAB-Beispiel 10.11

Vergleich von Nullstellen-Methoden: Ein Vergleich der Methoden zur
Losung skalarer nichtlinearer Gleichungen ist mittels der Skripts test_bisekt,
test_newton, test.mueller und test_sekant moglich. Alle finden jeweils eine Losung
der Gleichungen f(z) = 2% — 1722 + 36z — 90 = 0 und g(z) = log(z) + /40 =0
und stellen den relativen Fehler nach jedem Iterationsschritt grafisch dar; daraus
lasst sich die Konvergenzgeschwindigkeit der einzelnen Verfahren erkennen.
_—.Abb. 10.8 zeigt den absoluten Fehler der einzelnen N&aherungswerte des
Newton-Verfahrens fiir verschiedene Startwerte. Jede einzelne Grafik ist mit der
Funktion (f oder g) und dem verwendeten Startwert beschriftet.

CODE MATLAB-Beispiel 10.12

Komplexe Nullstellen: Ist f eine komplexe Funktion und f’ deren Ableitung,
so kann man mit dem Newton-Verfahren auch komplexe Nullstellen finden. Man
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Abbildung 10.8: Konvergenzverlauf (absoluter Fehler nach jedem Iterationsschritt) des
Newton-Verfahrens (bei Verwendung der Startwerte 10,16,10%,3,1.3 und 1).

muss allerdings mit einem komplexen Startwert (%) € C beginnen und fiihrt dann
die Newton-Iteration

(k)
k+1) _ o (k f(z™) _
$(+)_x()_m, k=0,1,2,... (10.11)

durch.

Falls z(® im Einzugsbereich einer komplexen Nullstelle z* liegt, konvergiert die
Folge (10.11) gegen z*. Als Beispiel sei das Polynom f(z) = 23 — 1722 + 36z — 90
gegeben, das die Nullstellen z = 15 und 73; =1 V54 hat; die Funktion f (=)
wurde in f.m und deren Ableitung in f.abl.m implementiert.

Gibt man einen reellen Startwert > newton(@f,0,Qf _abl)

an, so findet newton nur die re- ans =

elle Nullstelle . .. 15

...unabhéngig vom Startwert. > newton(@f,100000,@f _abl)
ans =

15
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Startet man z.B. mit den kom- > newton(@Qf,i,@f_abl)
plexen Werten ¢ und —i, so fin- ans =
det newton die beiden konjugiert 1.0000 + 2.23611
komplexen Nullstellen.
> newton(@f,-i,@f_abl)
ans =
1.0000 - 2.23611

Der komplexe Startwert 11 + ¢ > newton(Qf,11+i,@f_abl)
liegt jedoch im Einzugsbereich  ans =
der reellen Nullstelle z* = 15. 15.0000 - 0.0000i

Das Newton-Verfahren kann also komplexe Nullstellen finden, sofern komplexe
Startwerte angegeben werden. Ein komplexer Startwert kann aber auch im Ein-
zugsbereich einer reellen Nullstelle liegen. Im Gegensatz dazu kann das Miiller-
Verfahren direkt (bei reellen Startwerten) komplexe Nullstellen ermitteln.

Ubergibt man mueller die reel- > mueller(ef, 0, 0.2, 1)
len Startwerte 0, 0.2 und 1, so ans =

findet der Algorithmus eine der 1.0000 - 2.2361i
komplexen Nullstellen.

Analog kann auch die reelle > mueller(Q@f, 10, 11, 13)

Nullstelle gefunden werden. ans =
15.0000

Bei vielen nichtlinearen Gleichungen tritt Konvergenz eines Iterationsverfahrens
nur dann ein, wenn der Startwert aus einer kleinen Teilmenge des Definitionsbe-
reichs (dem Einzugsbereich) gewdhlt wird. Ausreichend rasche Konvergenz tritt
meist nur bei Wahl eines Startwertes in der Ndhe der gesuchten Loésung auf.
Eine der gréBften Schwierigkeiten bei der praktischen Losung von nichtlinearen
Gleichungen und Gleichungssystemen besteht daher in der Wahl eines geeigneten
Startwertes (siehe Uberhuber [68]).

CODE MATLAB-Beispiel 10.13

Einzugsbereich des Newton-Verfahrens: Ein Eindruck vom Einzugsbereich
des Newton-Verfahrens kann durch die Verwendung des Skripts newton_einzug ge-
wonnen werden: in einer Grafik wird die Anzahl der bend&tigten Iterationsschritte
zur Losung der Gleichung z3 — 1722 + 36z — 90 = 0 in Abhéngigkeit eines kom-
plexen Startwertes dargestellt. Die z- und y-Koordinaten entsprechen den Real-
und Imaginirteilen der Startwerte; in Richtung der 2-Achse wird die Zahl der
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Abbildung 10.9: Einzugsbereich des Newton-Verfahrens.

benétigten Iterationsschritte aufgetragen (siehe Abb. 10.9).

In der Nahe der gesuchten Nullstellen konvergiert das Newton-Verfahren sehr
rasch; es gibt jedoch Startwerte, bei denen sehr viele Iterationen durchgefiihrt
werden miissen, um ein akzeptables Ergebnis zu erzielen (in einigen Fillen diver-
giert das Verfahren sogar).

10.3 Interpolation

Das wissenschaftliche Rechnen erfordert oft die Arbeit mit nicht-elementaren
Funktionen. Da solche Funktionen nicht durch endlich viele Parameter charakte-
risierbar sind, werden sie meist zuniichst durch Interpolation auf Funktionen aus
endlichdimensionalen Riumen (z. B. auf Polynome mit vorgegebenem Maximal-
grad) abgebildet. Danach wird die erhaltene Interpolationsfunktion als , Ersatz“
fiir die meist nicht explizit bekannte (bzw. nicht effizient reprisentierbare) Funk-
tion f in weiteren Berechnungen verwendet.

Der Interpolation liegen als Daten k Punkte z,,z,,...,zx € R* — die so-
genannten Interpolationsknoten oder Stitzstellen - sowie k zugehorige Werte
Y1,Y2,---, ¥k € K zugrunde. Die Stiitzstellen kénnen entweder fest vorgegeben
oder wéhlbar sein. Fallweise kann auch noch ergénzende Information vorliegen,
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aus der spezielle Eigenschaften der Interpolationsfunktion abgeleitet werden, z. B.
Monotonie, Konvexitit, spezielles asymptotisches Verhalten.

10.3.1 Interpolationsprobleme
Eine Interpolationsaufgabe besteht i. Allg. aus drei Teilaufgaben:

1. Eine geeignete Funktionenklasse ist zu wihlen.

2. Die Parameter eines passenden Reprisentanten aus dieser Funktionenmenge
sind zu ermitteln.

3. An der gefundenen Interpolationsfunktion sind die gewiinschten Operatio-
nen (Auswertung, Ableitung, Integration etc.) auszufiihren.

Die Eigenschaften (Datenfehlerempfindlichkeit etc.) und der algorithmische Auf-
wand miissen fiir die zwei rechnerischen Teilaufgaben der Interpolation — Parame-
terbestimmung und Manipulation (Auswertung) — getrennt untersucht werden.

Der Aufwand fiir die Parameterbestimmung hingt z. B. ganz wesentlich von
der Funktionenklasse ab — insbesondere davon, ob es sich (bzgl. der Parameter)
um ein lineares oder nichtlineares Interpolationsproblem handelt. Der Gesamt-
aufwand fiir eine Interpolationsaufgabe hingt nicht nur von der Wahl der Funk-
tionenklasse ab, sondern wird auch von den speziellen Erfordernissen des Pro-
blems bestimmt: von der Anzahl der benétigten Interpolationsfunktionen (und
ihren gegebenenfalls vorhandenen Abhéngigkeiten), von Anzahl und Aufwand der
durchzufithrenden Operationen (z.B. wieviele Werte der Interpolationsfunktion
benstigt werden) etc.

Wabhl einer Funktionenklasse

Dem geplanten Verwendungszweck entsprechend ist eine geeignete Klasse G von
Modell- bzw. Approximationsfunktionen auszuwéhlen. Jede Funktion g aus der
Funktionenmenge Gi muss durch k Parameter festgelegt werden kénnen:

Gk = {9(z;c1,¢0,...,¢) |g: BCR" 5K, c,¢0,...,c € K}.

Die Wichtigkeit der Auswahl einer geeigneten Klasse von Modellfunktionen illu-
striert Abb. 10.10. Alle dort dargestellten Funktionen erfiillen das Kriterium der
Interpolation, das nur die Ubereinstimmung an vorgegebenen Punkten fordert.
Trotzdem wird nicht jede dieser Interpolationsfunktionen fiir jeden Anwendungs-
zweck gleich gut geeignet sein. Erst durch die zusitzliche Forderung bestimmter
Eigenschaften der Funktionen aus G (wie z.B. Stetigkeit, Glattheit, Monoto-
nie, Konvexitit) kénnen unerwiinschte Fille (wie z. B. Sprungstellen, Polstellen)
ausgeschlossen werden.
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Abbildung 10.10: Vier verschiedene Funktionen, die alle durch dieselben Datenpunkte (e)
gehen.

Bestimmung der Parameter einer Interpolationsfunktion

Sobald eine Menge G von in Frage kommenden Funktionen festgelegt ist, muss

aus Gx eine Funktion g ausgewihlt werden, die an den k Stiitzstellen =, zo, ..., Zx
die vorgegebenen Werte vy, s, ..., ¥k annimmt.
Von der gesuchten Funktion g, die durch ihre Parameterwerte c;,cs,...,ck

charakterisiert wird, ist — dem Interpolationsprinzip entsprechend — zu fordern,
dass sie durch die Datenpunkte (z1,%1), (z2,%2), . .., (&, ¥k) ndurchgeht*; d. h., g
muss folgendes System von k& Gleichungen erfiillen: :

g(zy;e1,0,...,08) = W,

T9;C1,Cy...,Ck) = Y2,
9(z L ) vz (10.12)

!J(l‘k;cl,cz,---,ck) = Yk

Dieses Gleichungssystem kann linear oder nichtlinear sein, je nachdem, ob g
beziiglich der gesuchten Parameter c;,c,,...,c; eine lineare oder nichtlineare
Funktion ist.

10.3.2 Univariate Polynom-Interpolation

Die Interpolation durch univariate Polynome mit dem Approximationskriterium
der Wertiibereinstimmung ist in der Numerik von groter Wichtigkeit. Sie ist nicht



230 10 Numerische Methoden

nur die Grundlage vieler numerischer Verfahren zur Integration, Differentiation,
Extremwertbestimmung, Losung von Differentialgleichungen etc., sondern bildet
auch die Basis anderer (stiickweiser) univariater und multivariater Interpolati-
onsmethoden, die z. B. bei der Visualisierung zum Einsatz gelangen.

Univariate Polynome

Funktionen, die durch Formeln definiert sind, in denen nur endlich viele algebrai-
sche Operationen mit der unabhéngigen Variablen vorkommen, bezeichnet man
als algebraische elementare Funktionen. Diese sind als Approximationsfunktionen
(Modellfunktionen) am Computer besonders gut geeignet. Vor allem die Polyno-
me in einer unabhéngigen Variablen - die univariaten Polynome — spielen dabei
eine zentrale Rolle.

Eine Funktion P; : K — K mit
Py(z; a9, . ..,04) := ap + a1 + agz? + - - - + agz® (10.13)

ist ein (reell- oder komplexwertiges) Polynom in einer unabhingigen (reellen)
Variablen. ay, a1, ..., ag € K sind die Koeffizienten des Polynoms, ay dessen
absolutes Glied. Falls ag # 0 ist, heifit d Grad des Polynoms und ay Anfangs-
oder hochster Koeffizient. Ist ay = 0, so heifit d formaler Grad von P,;. Polynome
vom Grad d = 1,2, 3 nennt man linear, quadratisch bzw. kubisch.

Der Funktionenraum P aller Polynome (beliebigen Grades) besitzt z. B. die
Basis der Monome B = {1,z,z% 2%, ...} und ist daher unendlich-dimensional;
der Raum Py aller Polynome vom Maximalgrad d besitzt z. B. die Basis

By = {l,z,2% 2%, ... 2%} (10.14)

und ist (d+1)-dimensional (iiber K). Die Monombasis (10.14) ist nur eine von
unendlich vielen Basen des Vektorraums P;. Weitere, speziell fiir numerisch-
algorithmische Anwendungen wichtige Basen bilden die Lagrange-, die Bernstein-
und vor allem die Tschebyscheff-Polynome (Uberhuber [67]).

In MATLAB kénnen die Funktionen polyfit und polyval zur Polynom-Inter-
polation verwendet werden. Ihre Syntax lautet:

p = polyfit(z,y,d) bzw. yi = polyval(p,zi)

Dabei enthilt z die Stiitzstellen z;,z5,...,z; und y die zugehorigen Werte
Y1, Y2, - - -, Yk- d gibt den Grad des Interpolationspolynoms Py an. Fiir d > k ist
P, nicht eindeutig bestimmt, fiir d = k — 1 gilt Py(z;) =y, 1 =1,2,...,k. Wenn
d < k — 1 ist, dann wird nicht interpoliert, sondern ein Polynom ermittelt, das
den geringsten Abstand (im Sinne der Methode der kleinsten Fehlerquadrate) zu
den Datenpunkten besitzt. polyfit ermittelt die Koeffizienten a4, ag-1,-..,a; von
P, und speichert sie im Vektor p ab. Mit der Funktion polyval kann das Polynom
P; an beliebigen Stellen zi ausgewertet werden.
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MATLAB-Beispiel 10.14

Spezifikation der Daten und Er- > x = [.08 .26 .38 .54 .63 .79 .92];
zeugen der z-Werte fiir die Aus- >y =1[.43 .50 .86 .79 .36 .21 .14];
wertung. » xi = linspace(0,1,1000);

Die Daten werden mit Polyno- » p6 = polyfit(x,y,6);
men der Grade 6, 5 und 4 inter- > y6 = polyval(pé,xi);
poliert bzw. approximiert. > p5 = polyfit(x,y,5);
> y5 = polyval(p5,xi);
» p4 = polyfit(x,y,4);
> y4 = polyval(p4,xi);
Zum Schluss werden die Ergeb- > plot(x,Y,’ko’ ,xi,y6,’b-",...
nisse gezeichnet (Abb. 10.11). xi,y5,’g:’,xi,y4,’r~’);
> legend(’Daten’,’Grad 67,...

'Grad 5’, ’Grad 4’);
> axis([0 1 0 1]);

Zu gegebenen Knoten zg,...,zs und Werten o, ..., ys berechnet polyfit, die in
MATLAB implementierte Funktion zur Polynominterpolation die Koeffizienten
des Interpolationspolynoms

o(z) = ap + a1z + - - - + agz?

beziiglich der Monom-Basis (10.14) durch Lésung des Vandermonde-Systems

2

1 zo 28 ... 28 ao Yo
2 d

1 = zy ... =xf a1 1N
2 d

1 zp z¢ ... =} aq Yd

Es ist ein Nachteil dieses Vorgehens, dass dieses Gleichungssystem fiir hohe Po-
lynomgrade oder eng beieinander liegende Stiitzstellen schlecht konditioniert ist
und fiir seine numerische Lésung O(k®) Operationen erforderlich sind.

In der Regel wird nur die punktweise Auswertung von p benétigt. Dafiir gibt
es stabilere Verfahren wie das Neville-Verfahren oder die Verwendung dividierter
Differenzen, die fiir gegebenes z den Funktionswert p(z) in O(k?) Operationen
berechnen. Beide Verfahren sind jedoch in MATLAB nicht implementiert.



232 10 Numerische Methoden

O Daten
— Grad 6
<o Grad S
- - Gad

osf

o8}
o7}
06p
ost
04t
o3t
02}

01r

Abbildung 10.11: Polynom-Interpolation bzw. -Approximation mit polyfit und polyval.

CODE MATLAB-Beispiel 10.15

Polynom-Interpolation an Tschebyscheff-Knoten und an Aquidistanten
Knoten: Das MATLAB-Skript tnt_comp ermdoglicht einen Vergleich der Polynom-
Interpolation an den Tschebyscheff-Knoten mit der Polynom-Interpolation an
dquidistanten Knoten. Dabei wird f(z) = 1/(1 + 25z?), die sogenannte Runge-
Funktion, als Beispiel verwendet. Das Skript stellt jeweils das Interpolationspoly-
nom vom Grad 10 dar. Man erkennt, dass bei der Interpolation mit dquidistanten
Abtastpunkten am Rand storendes Uberschwingen auftritt (siche Abb, 10.12).

Mit den MATLAB-Funktionen tscheb und tschebsym konnen beliebige Funk-
tionen durch Polynome approximiert werden:

tscheb (fkt, a, b, anz)
tschebsym (ezpr, a, b, anz)

Dabei erwartet tscheb die zu interpolierende Funktion als Unterprogramm, dessen
Funktionszeiger fkt (oder Name als char-Datenobjekt) iibergeben wird; ¢schebsym
dagegen erwartet einen MATLAB-Ausdruck (z. B. ’sin(z)+cos(z)’) als Zeichenket-
te. Die Parameter a und b geben das Intervall [a, b] an, in dem die Funktionen fkt
und ezpr sowohl unter Verwendung von Tschebyscheff-Knoten als auch mit dqui-
distanten Knoten interpoliert werden sollen; dabei ist die Zahl der Abtastpunkte
durch anz angegeben. Das Resultat wird grafisch dargestelit (siche Abb. 10.12).
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Abbildung 10.12: Interpolation der Runge-Funktion mit Polynomen vom Grad 10 an quidi-
stanten Knoten und an den Tschebyscheff-Knoten.

10.3.3 Univariate stiickweise Polynom-Interpolation

Eine Alternative zur Verwendung eines durchgehenden, einheitlich definierten
Interpolationspolynoms Py € P, ist die Approximation durch stickweise Poly-
nomfunktionen auf dem gewiinschten Intervall [a, b}:

P (z), =z€la,z)

sz(x), z € [z1,Z2)

g(z) = (10.15)

P} (z), € [zk-1,b).

Sofern man nicht — wie im Fall der Spline-Interpolation oder der Hermite-
Interpolation (siehe unten) - Koppelungsbedingungen fiir die einzelnen Teilpo-
lynome vorschreibt, handelt es sich um ein lokales Interpolationsverfahren: die
Datenpunkte eines Intervalls [z;_;,z;) haben keinen Einfluss auf das Interpolati-
onspolynom ij eines anderen Intervalls [z;_y, z;).
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CODE MATLAB-Beispiel 10.16

Stiickweise Interpolation: Die Funktion pieceint(z,y,degree) ermoglicht die
stiickweise Interpolation von Datenpunkten durch Polynome. Dabei sind z und y
eindimensionale Felder, die die Koordinaten der zu interpolierenden Datenpunkte
(z1,11), (z2,¥2), . . . angegeben. Der Grad der Interpolationspolynome wird durch
degree bestimmt.

pieceint interpoliert die Daten auf folgende Weise: jeweils degree + 1 aufeinander-
folgende Datenpunkte werden durch ein Polynom vom Grad degree verbunden.

Mit der MATLAB-Funktion interp! kann die stiickweise univariate Polynom-In-
terpolation mit mehreren Methoden durchgefiithrt werden:

yi = interp! (z,y,2i (,methode))

Dabei enthilt z die (reellen) Stiitzstellen z;,z,,...,2, und der Vektor y die
zugehorigen (reellen oder komplexen) Werte yi,ys, ..., Yk interpl ermittelt die
Interpolationsfunktion und liefert den Vektor der Werte yi an den Stellen zi.

Mit dem optionalen Parameter methode kann man eine der folgenden Interpola-
tionsmethoden auswihlen:

linear: Je zwei aufeinanderfolgende Datenpunkte werden linear interpoliert (also
durch eine Gerade verbunden). linear ist die Standardeinstellung, falls keine
Methode angegeben wird.

spline: Die Daten werden durch eine kubische Splinefunktion interpoliert.
pchip oder cubic: Stiickweise kubische Hermite-Interpolation.

nearest: Der Vektor yi enthilt jene Werte des Datenvektors y, die jeweils den
Werten aus zi am niichsten liegen (Nearest-neighbor-Interpolation). Diese
Methode liefert eine Interpolationsfunktion, die in der Mitte zwischen zwei
Stiickstellen eine Sprungstelle hat (sieche Abb. 10.13 auf Seite 238).

Liegt ein z-Wert, an dem die interpolierende Funktion ausgewertet werden soll,
auBerhalb des durch die z; beschriebenen Intervalls, gilt also z < minz; oder
z > maxz; (in diesem Fall spricht man von Eztrapolation), so liefert interp! den
Wert NaN (not a number).
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Kubische Spline-Interpolation (SPLINE-Methode)

Splinefunktionen sind stiickweise auf Intervallen definierte Polynom-Funktionen,
deren Teile an den Intervallgrenzen stetig oder ein- bzw. mehrmals stetig diffe-
renzierbar aneinanderstofSien. Unter allen Polynom-Splines spielen die kubischen
Splines eine besonders wichtige Rolle als Interpolationsfunktionen, weil sie hin-
sichtlich ihrer Differenzierbarkeitseigenschaften, ihrer Empfindlichkeit beziiglich
Datenschwankungen (Messfehler etc.) und des erforderlichen Rechenaufwands be-
sonders robust sind.

Kubische Splinefunktionen sind stiickweise Polynome dritten Grades,

PHz), z € |zq,71)
2
s(z) == Fs Fz), 2 € [z1,22) (10.16)

P::c(.'l)), S [Ik—lasz

fiir die an den inneren Knoten z,,z,...,7s_; Funktionswert sowie erste und
zweite Ableitung iibereinstimmen:

s{x;i—=) = s(zit),
S'(Z‘,"*‘),
s"zi=) = §"(zit), i=1,2,...,k—1.

(I)\
~
R

I
e’
I

Die 4k Parameter einer kubischen Splinefunktion sind durch k+1 Funktionswerte
Yos Y1y -« Uk an den Stellen Lo, Z1,y...,Tk

und durch die 3(k—1) Stetigkeits- bzw. Differenzierbarkeitsforderungen an den
inneren Knoten zy,xs,...,Zx_1 nicht eindeutig bestimmt, da es sich dabei ins-
gesamt nur um 4k — 2 Bestimmungsstiicke bzw. definierende Bedingungen han-
delt. Zur eindeutigen Festlegung kubischer Splinefunktionen sind daher noch zwei
zusitzliche, geeignet gewihlte Bedingungen ~ Randbedingungen? — erforderlich.

Randbedingungen

MATLAB verwendet standardméflig die Not-a-knot-Randbedingungen (Einheit-
lichkeitsbedingungen):

s -)=sP(z;+)  und @ (Th—1—) = 5O (zx_14).

2Die zwei Bedingungen miissen nicht unbedingt am Rand des Interpolationsintervalls fest-
gesetzt werden; aus Griinden der numerischen Stabilitit ist dies jedoch am glinstigsten.
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Durch diese Bedingungen wird erreicht, dass die Polynome P} und P} auf den
ersten beiden Intervallen zu einem einzigen, einheitlich durch vier Koeffizienten
definierten kubischen Polynom P; := P} = P} werden. Auch P¥~! und P} werden
durch eine analoge Forderung zu einem einheitlich definierten Polynom.

Wenn man iiber die (exakten) Werte f'(a), f'(b) verfiigt, dann kann man die
Hermite-Randbedingungen verwenden:

s'(a) = f(a)
s'(b) = f'(b)

In MATLAB wird diese Randbedingung verwendet, wenn y um zwei Eintrige mehr
als z besitzt. Dann wird der erste bzw. der letzte Eintrag von y fiir s'(a) bzw.
s'(b) verwendet.

Die kubischen Hermite-Randbedingungen und die Not-a-knot-Bedingungen
sind beziiglich ihrer (theoretischen) Approximationseigenschaften gleichwertig.
Eine Auswahl zwischen diesen beiden Randbedingungen hingt daher von der
praktischen Erprobung ab.

CODE MATLAB-Beispiel 10.17

Spline-Interpolation: Das Skript interpol interpoliert Daten der Sprungfunkti-
on (f(z) =1, falls z > 0, sonst f(z) = 0) durch ein durchgehendes Polynom und
eine kubische Splinefunktion. Man kann nun interaktiv mit der Maus einen Kno-
tenpunkt verschieben; das Skript berechnet danach wiederum die Interpolierende
auf beide Arten. Man erkennt, dass die Splinefunktion wesentlich unempfindlicher
(d.h., durch weniger Uberschwingen) reagiert.

Kubische Hermite-Interpolation (PCHIP-Methode)

Die kubische Hermite-Interpolationsfunktion s(z) besteht wie eine kubische Spli-
nefunktion (10.16) stiickweise aus Polynomen dritten Grades, mit dem Unter-
schied, dass die Anstiege s} in jedem Punkt z, s, ...,z vorgegeben werden. In
jedem Intervall [z;_;, z;] ist daher durch die Bedingungen

Py(zio1) = yia1 Py(z;) = y;

(10.17)
Piwi)=siy  PBi(w) =

ein Hermite-Interpolationsproblem gegeben, das ein kubisches Polynom

P;(:ZI) = qap -+ al(z - .’L‘,‘__l) + az(m - .’L‘,'_l)2 + (13(IL' — .’L‘,'_l)3
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mit den Koeflizienten

QG = Yi-1

!
a = s“_l

3 1

a; = p(yi - Yi-1) — E(si + 232-1)
2 1

a3 = F(y,- - ¥i-1) + p(sﬁ +5i.1)

(h := z; — z;_1) als eindeutige Losung besitzt.

MATLAB wihlt die Ableitungswerte s selbst, und zwar so, dass die entste-
hende Interpolationsfunktion die Form der Daten und deren Monotonie erhilt.
Das bedeutet, dass auf Intervallen, in denen die Daten monoton sind, auch P§(z)
monoton ist und dort, wo die Daten ein Minimum oder Maximum haben, auch
Pj(z) ein Minimum oder Maximum hat.

Vergleich der Methoden SPLINE und PCHIP

Die spline-Methode konstruiert das Interpolationspolynom in fast derselben Weise
wie die pchip-Methode. Der Unterschied besteht darin, dass spline die Anstiege s/
so wihlt, dass die zweite Ableitung s/ stetig ist. Das hat folgende Auswirkungen:

e spline erzeugt ein (mathematisch) glatteres Resultat (s” ist stetig),

e spline erzeugt ein genaueres Resultat, wenn die Daten einer (mathematisch)
glatten Funktion angehéren,

pchip hat weniger Oszillationen, wenn der Datenverlauf nicht glatt ist,

pchip ist weniger aufwéindig beim Berechnen der Interpolationsfunktion,
und

beide Methoden sind gleich aufwindig bei der Auswertung der Interpolati-
onsfunktion.

MATLAB-Beispiel 10.18

Spezifikation der Daten und Er- > x = [.08 .25 .38 .54 .63 .79 .92];

zeugen des Vektors zi. >y = [.43 .50 .86 .79 .36 .21 .14];
» xi = linspace(0,1,100000);

Die Daten werden mit den vier > yin = interpi(x,y,xi,’nearest’);

in interp! vorhandenen Metho- » yi_.l = interpi(x,y,xi,’linear’);

den interpoliert. » yi_s = interpl(x,y,xi,’spline’);
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Abbildung 10.13: Verschiedene Interpolationsmethoden von interpl.

> yi_p = interpl(x,y,xi,’pchip’);
Die Ergebnisse der Interpolation > plot(x,Y,’ko’,xi,yi-n,’b->,...
sind in Abb. 10.13 dargestellt. xi,yil,’g:’,xi,yis,’r-.’,...
xi,yip,’y--.7);
> legend(’Daten’, ’nearest’,...
’linear’,’spline’, ’pchip’);
> axis([0 1 0 1]);

Von H. Akima stammt eine Interpolationsmethode, die auf (einmal) stetig diffe-
renzierbare, stiickweise aus kubischen Polynomen zusammengesetzte Funktionen
fiihrt. Ahnlich wie beim manuellen Zeichnen einer Kurve werden bei dieser In-
terpolationsmethode jeweils nur die nichstgelegenen Datenpunkte fiir den Kur-
venverlauf an einer bestimmten Stelle beriicksichtigt; es handelt sich also um ein
lokales Interpolationsverfahren (Uberhuber [67]).

CODE MATLAB-Beispiel 10.19

Akima-Interpolation: Die Funktionen akima und peri_akima ermitteln die
Akima-Interpolierende von Datenpunkten, deren Koordinaten als eindimensiona-
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Abbildung 10.14: Ebene Kurve: Parametrisierte Akima-Interpolation.

le Felder z und y gegeben sind; dabei nimmt peri_akima an, dass die iibergebenen
Daten periodisch sind:

yi = akima(z, y, i)

yi = peri_akima (z, y, 7i)

i ist ein (eindimensionales) Feld von Stellen, an denen die Interpolierende ausge-
wertet werden soll; die Funktionen liefern die Funktionswerte der Interpolierenden
an diesen Stellen als Vektor zuriick. Weiters werden die Datenpunkte (samt der
interpolierenden Funktion) grafisch dargestellt.

Parametrisierte Akima-Interpolation: Die Funktion param_skima(z, y) er-
rechnet die parametrisierte Akima-Interpolierende fiir vorgegebene Datenpunkte.
Die Funktion fasst die Elemente der Vektoren z und y als Koordinaten von Daten-
punkten einer ebenen Kurve auf (es kann daher z. B. zu einer Stelle auch mehrere
y-Koordinaten geben). Das Resultat wird grafisch dargestellt.

Diese Funktion kann mit dem Skript akima_demo getestet werden: In einem
Grafikfenster konnen mit der Maus Punkte eingezeichnet werden, die MATLAB
danach mit der (parametrisierten) Akima-Interpolierenden verbindet und als ebe-
ne Kurve darstellt (siehe Abb. 10.14).
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10.3.4 Multivariate Interpolation

Bisher wurden nur univariate Interpolationsfunktionen ¢ : B ¢ R — K fiir
Stiitzstellen zy, ..., s € R behandelt. Sofern mehrdimensionale Daten

(Ily yl)) (232,1/2), ey (xkvyk) € Rn x K
interpoliert werden sollen, benétigt man multivariate Interpolationsfunktionen
g:BCR*—> K

Hinsichtlich der Lage der Stiitzstellen z,,...,z; € R ist folgende Fallunterschei-
dung zweckmafig:

Gitterformig angeordnete Daten beruhen auf einer regulir angeordneten Stiitz-
stellenmenge (siehe Abb. 10.15).

Nicht-gitterformig angeordnete Daten sind entweder auf einer systematisch oder
einer unsystematisch von der Gitterstruktur abweichenden Stiitzstellenmen-
ge vorgegeben (siehe Abb. 10.16).

T2k,

T22

In
T Tr2 T1ky

Abbildung 10.15: Zweidimensionale Gitter: dquidistant und nicht-dquidistant.

Abbildung 10.16: Nicht-gitterformig angeordnete Punkte: systematisch und unsystematisch.

Tensorprodukt-Interpolation

Bei gitterformig angeordneten Daten kann man eine multivariate Interpolations-
funktion durch einen Produktansatz

9(z1,- -2 Zn) 1= 01(21) - g2(22) - -+ - gn(2n) (10.18)
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mit Hilfe von n univariaten Interpolationsfunktionen
g:BiCR-oK i=1,2,...,n, (10.19)

erhalten.

Wenn die univariaten Interpolationsfunktionen (10.19) durch die Daten ein-
deutig bestimmt sind, dann ist es auch deren Produktfunktion (10.18). So eig-
nen sich z.B. univariate Polynome oder Splinefunktionen zur Tensorprodukt-
Interpolation.

Wegen der Gefahr zu starken Oszillierens sollten bei Polynomen auf dquidi-
stanten Gittern keine zu hohen Grade verwendet werden, sondern es sollte eher
stiickweise Interpolation zum Einsatz kommen.

Analog zur eindimensionalen Interpolation steht fiir die multidimensionale
Tensorprodukt-Interpolation in MATLAB die Funktion interpn zur Verfiigung:

vi = interpn(z1,22,. .. ,2n,0,y1,y2,. .. ,yn(,methode))

v ist ein Vektor der gleichen Lange wie 1,22, ..., zn, die jeweils eine Komponen-
te der Stiitzstelle enthalten. vi sind die interpolierten Werte an jenen Punkten,
deren Komponenten durch y1,y2,...,yn spezifiziert sind. Die Methoden linear
(Standard), cubic, spline und nearest stehen zur Auswahl. Fiir die zwei- und drei-
dimensionale Interpolation stehen die speziellen Funktionen interp2 und interp3
zur Verfiigung.

MATLAB-Beispiel 10.20

In diesem Beispiel werden die  » [x,y] = meshgrid(-3:1:3);
verschiedenen  Interpolations- » z = peaks(x,y);

methoden von interpn vergli-

chen. Zuerst wird die Funktion

peaks mit einer niedrigen

Auflésung erzeugt.

Ein feineres Gitter wird erzeugt. > [xi,yil = meshgrid(-3:0.25:3);

Die Daten werden nun mit den > zil = interp2(x,y,z,xi,yi)

© vier verschiedenen Methoden in- > zi2 = interp2(x,y,z,xi,yi,...
terpoliert. ’nearest’);
> zi3 = interp2(x,y,z,xi,yi,...
’cubic?);

> zi4 = interp2(x,y,z,xi,yi,...
’spline’);
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Zum Schluss werden die Resulta- > subplot(2,2,1); surf(xi,yi,zil);
te gezeichnet (sieche Abb. 10.17). > subplot(2,2,2); surf(xi,yi,zi2);
> subplot(2,2,3); surf(xi,yi,zi3);
> subplot(2,2,4); surf(xi,yi,zi4);

Abbildung 10.17: Vergleich der zweidimensionalen Interpolationsmethoden linear, nearest,
spline und cubic von interp2 (von links oben im Uhrzeigersinn).

Es ist zu beachten, dass die schragen Fliachen der nearest-Methode in Abb. 10.17
dadurch entstehen, dass MATLAB bei der Darstellung die Datenpunkte durch Ge-
raden verbindet. Tats#ichlich ist diese Funktion eine (unstetige) Treppenfunktion.

Triangulierung

Bei nicht-gitterférmig angeordneten Datenpunkten wird oft eine Zerlegung des
Definitionsgebiets vorgenommen, bei der die gegebenen Stiitzstellen die Eckpunk-
te der Teilbereiche bilden.
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Im zweidimensionalen Fall verbindet man oft benachbarte Stiitzstellen so mit-
einander, dass ein Dreiecksnetz (Dreiecksgitter) entsteht. Die entstehende Trian-
gulierung ist nicht eindeutig — sie kann aber nach bestimmten Kriterien ,opti-
miert“ werden. So ist es z. B. fiir viele Anwendungen sinnvoll, darauf zu achten,
dass die Winkel der Dreiecke nicht ,zu spitz“ werden.

MATLAB verwendet zur Triangulierung den Delaunay-Algorithmus, bei dem
fiir alle erzeugten Dreiecke gilt, dass ihr jeweiliger Umkreis keine weiteren Daten-
punkte enthalt:

tri = delaunay (z,y)

Dabei sind = und y Vektoren, die die z- und y-Koordinaten der Datenpunkte
(Stiitzstellen) enthalten und tri ist eine m x 3-Matrix, bei der jede Zeile ein
Dreieck definiert.

Zur Visualisierung konnen die MATLAB-Funktionen triplot, trisurf oder tri-
mesh verwendet werden. triplot (tri,z,y) zeichnet die Triangulierung zweidimen-
sional, wahrend trisurf (tri,z,y,2) und trimesh (tri,z,y,z) durch Angabe zusitzli-
cher z-Koordinaten eine dreidimensionale Darstellung erméglichen.

Die zweidimensionale Interpolation wird in MATLAB mit der Funktion gridda-
ta durchgefiihrt. Sie verwendet intern die delaunay-Funktion zur Triangulierung.
Thre Syntax lautet:

2t = griddata (z,y,2,2i,yi (,methode )

Dabei sind z und y Vektoren, die die z- und y-Koordinaten der Datenpunkte
(Stiitzstellen) enthalten. Die Werte selbst werden im Vektor z angegeben. griddata
ermittelt die Interpolationsfunktion und liefert ihre Werte an jenen Stellen zuriick,
die durch die Vektoren zi und yi spezifiziert sind. Die Methoden linear, cubic und
nearest stehen zur Auswahl. Wenn keine Methode ausgewahlt wird, verwendet
MATLAB standardmifig linear.

MATLAB-Beispiel 10.21

Die Funktion z = ze=*"~%* wird > rand(’seed’,0)
an 100 zufilligen Punkten mit > X = rand(100,1)*4 - 2;

den Koordinatén z und y zwi- > ¥y = rand(100,1)*4 - 2;
schen (—2,—2) und (2,2) abge- > Z = Xx.*exp(-x.72-y."2);
tastet.

Es wird ein regelmifiges Gitter > ti = -2:.26:2;
erzeugt und die Daten werden > [xi,yi] = meshgrid(ti,ti);
auf dem Gitter interpoliert, > zi = griddata(x,y,z,xi,yi);
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Die interpolierten und die ur- » mesh(xi,yi,zi), hold on
spriinglichen Daten werden dar- > plot3(x,y,z,’0’), hold off
gestellt (siche Abb. 10.18).

05—, -

Abbildung 10.18: Interpolation von unregelméfiigen Daten mittels griddata.

10.4 Numerische Integration

Oft ist es in Anwendungen (z.B. bei Flichen- oder Volumenbestimmungen) er-
forderlich, den Wert If des bestimmten Integrals einer Funktion f iiber einen
Bereich B zu ermitteln, d. h.,

If .= /f(:l:) dz (10.20)
B
fiir eine gegebene Integrandenfunktion

f:BCR*>K

zu berechnen.
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Wenn der Integrand in geschlossener Form analytisch (als Formel) gegeben ist,
kann man Computer-Algebrasysteme (z.B. die MATLAB-Toolbox fiir Symboli-
sche Mathematik) zur symbolischen Integration verwenden. Dabei gelten beinahe
dieselben Einschrinkungen wie bei der manuellen Integration:

1. Es existieren fiir viele Funktionen keine elementar darstellbaren Stamm-
funktionen. Diese Fille werden allerdings von Computer-Algebrasystemen
(sehr oft) automatisch erkannt.

2. Computer-Algebrasysteme liefern manchmal die Stammfunktion in einer
Form, die auf dem Integrationsbereich unnotige Unstetigkeiten aufweist.

3. Selbst wenn durch ein Programm zur Symbolmanipulation das unbestimmte
Integral korrekt bestimmt wird, treten oft bei der Auswertung der Stamm-
funktion numerische Schwierigkeiten auf (z. B. katastrophale Ausloschungs-
effekte, Divisionen durch Null).

4. Die symbolische Ermittlung der Stammfunktion F' und die nachfolgende
Auswertung von F' an den Endpunkten des Integrationsintervalls sind in
vielen Fillen wesentlich aufwéndiger als die Berechnung des entsprechenden
bestimmten Integrals durch numerische Methoden.

Aus all diesen Griinden ist es oft zweckmiBig oder unvermeidbar, eine Lésung
Qf des numerischen Problems

Input-Daten:  f, B, ¢
Output-Daten: Qf mit |Qf —If|<e (10.21)

zu berechnen, anstatt das mathematische Problem (10.20) durch analytische oder
symbolische Methoden — z. B. mit Computer-Algebrasystemen — zu 16sen.

10.4.1 Eindimensionale Integration

Mit den MATLAB-Funktionen gquad und quaed! kann .eine gegebene Funktion f
numerisch auf dem Bereich B = [a,b] C R integriert werden.

quad(f,a,b) und quadi(f,a,b) ermitteln einen Niherungswert fiir das be-
stimmte Integral

b
I(f,a,b) =/f(x)dx.

Die Funktion guad verwendet eine adaptive Simpson-Quadratur, um das be-
stimmte Integral mit der (standardmiBig vorgegebenen) absoluten Genauigkeit
von € = 10~ zu ermitteln. Die Funktion quad! verwendet eine adaptive Lobatto-
Quadratur (Gander, Gautschi [26], Krommer, Uberhuber [44]).
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MATLAB-Beispiel 10.22

Der Wert des Integrals der Funk- > quad(@peaks3, 0, 1)
tion peaks3d wird numerisch auf ans =
B = [0, 1] berechnet. 0.0369

Wie man der Abb.10.7 (siehe Seite 222) entnehmen kann, ist die ,Spitze“ bei
z = 0.54 sehr schmal. Numerische Integrationsalgorithmen, die alle auf dem Ab-
tastprinzip beruhen (siehe Krommer, Uberhuber [44]), finden diese ,Spitze“ nur,
wenn die Genauigkeitsvorgabe verhéltnismaBig klein gewihlt wird. Der von MAT-
LAB gelieferte Ndherungswert 0.0369 weicht auch deutlich vom korrekten Wert
0.0262639 ab.

Mit einem zuséatzlichen Parame- » quad(@peaks3, 0, 1, le-8)
ter (sieche help quad) kann man  ans =

die gewiinschte Genauigkeit vor- 0.0263

geben. Fiir ¢ < 1078 verbessert

sich das Ergebnis deutlich.

Numerische Integration kann etwa dazu verwendet werden, um die Bogenldnge
einer Kurve zu bestimmen.

MATLAB-Beispiel 10.23

Es ist der (durch elementare Formeln nicht darstellbare) Umfang einer Ellipse zu
bestimmen, die in Parameterdarstellung z = a cos(t), y = b sin(t) gegeben ist.
Da die Bogenlinge einer Kurve (fiir Parameterwerte ¢ € [to, t;]) allgemein durch

t

| VE@OF @

to

berechnet werden kann, fiihrt dies auf die Auswertung des bestimmten Integrals

/2
4 / \/a2 sin?(t) + b2 cos?(t) dt. (10.22)
0
Um die Integration in MATLAB function y = ell.integrand(t,a,b);
durchfiihren zu konnen, wird der y = sqrt((a~2.*sin(t)."2 + ...
Integrand als Funktion mit drei b~2.*xcos(t)."2));

Parametern implementiert.
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» 4*quad(@ell_integrand,0,pi/2,...
1e-6,0,30,20)

Mittels quad wird nun das In-
tegral (10.22) fiir die Parameter
a = 30 und b = 20 ausgewertet. ans =

158.6544

Der fiinfte Parameter der Funktion quad gibt an, ob dem Benutzer Informationen
iiber die Konvergenz des Verfahrens geliefert werden sollen.

Wenn man quad mit mehr als fiinf Parametern aufruft, so werden die Para-
meter Ps, P;,... an die Integrandenfunktion direkt weitergegeben.

10.4.2 Mehrdimensionale Integration

In MATLAB kann man auch Integrale auf Rechtecken [Zmin, Zmax) X [¥min, Ymax] und
Quadern [Zmin, Zmax] X [Ymins Ymax] X [Zmins Zmax] mit Hilfe der Funktionen dblquad
und triplequad berechnen:

int = dblquad (fet,zmin,zmaz,ymin,ymaz)
int = triplequad (fct,zmin,zmaz,ymin,ymaz, zmin, zmaz)

dblgquad und triplequad berechnen numerisch die (iterierten) Integrale

'Ymax Tmax Zmax Ymax
/ / f(z,y)dz dy und / /
Ymin Zmin z v,

min min

/ o f(z,y,2)dzdydz.

Tmia

Ist das Integrationsgebiet B kein Rechteck bzw. Quader, so kann dies realisiert
werden, indem man das Integrationsgebiet in ein Rechteck bzw. einen Quader ein-
bettet und den Integranden durch Null fortsetzt, d. h., man integriert F := f x5z
auf einem rechteckigen bzw. quaderférmigen Bereich B, wobei xz die charakteri-
stische Funktion von B bezeichnet, d. h., xp ist konstant 1 auf B und 0 auerhalb.

MATLAB-Beispiel 10.24

Wenn das Integrationsgebiet B C R? das Dreieck mit den Ecken (0, 0), (1,0) und
(0,1) ist, so lasst sich die numerische Integration der Funktion f(z,y) = y sin(z)
wie folgt realisieren:

Die if-Abfrage klart, ob der Aus-  function out = f(x,y)

wertungspunkt (z,y) im Inte- out = zeros(size(x));

grationsgebiet liegt. Die Syntax
von dblgquad erfordert, dass die
‘Funktion mit vektorwertigem z
und skalarem y aufgerufen wer-
den kann.

for j = 1:length(x)
if x(j) <=1 -y
out(j) = y*sin(x);
end
end
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Die for-Schleife kann man in die-
sem Fall auch vektorisiert schrei-
ben.

Der nebenstehende MATLAB-
Befehl berechnet das Integral
von f iiber B. Der exakte Wert
ist cos(1) — 1/2, und der absolu-
te Fehler des numerischen Resul-
tats ist von der Gré8enordnung
108,

function out = f(x,y)
out = y*sin(x) .*x (x <= (1-y));

> dblquad(@f, 0, 1, 0, 1)
ans =
0.0403

ACHTUNG: dblgquad und triplequad eignen sich nicht zur Berechnung schwach-

singuldrer Integrale wie z.B.

1 g1
I=/ / log |z — y| dy dz,
0 Jo

(10.23)

da die numerische Integration durch geschachtelte Anwendung von gquad (oder

optional quad!) durchgefiihrt wird.

Die nebenstehende Funktion
realisiert den Integranden von
(10.23).

Die numerische Integration von
f mittels dblquad liefert NaN,
obwohl das Doppelintegral exi-
stiert und analytisch berechnet
werden kann (I = —1.5).

Iterierte Integration mit quadl
(anstelle von quad) versagt eben-
falls. Auch eine Verkleinerung
der Genauigkeitsschranke (Para-
meter 6) des Verfahrens fiihrt zu
keinen brauchbaren Resultaten.

MATLAB-Beispiel 10.25

function out = f(x,y)
out = zeros(size(x));
for j = 1:length(x)

out(j) = log(abs(x(j) - y));

end

> dblquad(ef,0,1,0,1)

ans =

NaN

> dblquad(@f,0,1,0,1,1e-6,0@quadl)
ans =
~Inf
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10.5 Gewohnliche Differentialgleichungen

Viele physikalische Phinomene lassen sich in Form von Differentialgleichungen
mathematisch formulieren. Eine gewéhnliche Differentialgleichung (ordinary dif-
ferential equation, ODE) ist im allgemeinsten Fall eine Gleichung der Form

F(t,y(t),y'(t),...,y™() =0 firt € [a,b)], (10.24)

wobei [a,b] ein reelles Intervall, y die gesuchte (skalar- oder vektorwertige)
Losungsfunktion und y) die j-te Ableitung von y bezeichnet.

Im Falle vektorwertiger Funktionen y, /... spricht man auch von Systemen
gewdhnlicher Differentialgleichungen. Die Ordnung n der hochsten Ableitung be-
zeichnet man als Ordnung der Differentialgleichung. '

In der Regel wird in (10.24) die Abhingigkeit der Funktion y (und ihrer Ablei-
tungen) von der Verénderlichen ¢ nicht explizit geschrieben, sondern die Notation
F(t,y,v,...,y™) = 0 verwendet.?

Die Differentialgleichung (10.24) nennt man ezplizit, wenn sie nach y™ auf-
gelost ist, d. h., wenn sie in der Form

y™ = ft, .9, .,y (10.25)

gegeben ist. Um aus der Losungsschar von (10.24) bzw. (10.25) eine bestimmte
Losung auszuwéhlen, werden an y noch zuséitzliche Nebenbedingungen in Form
von Anfangs- oder Randbedingungen gestellt.

Eine gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung kann mittels Substitu-
tion in ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung reduziert werden: Ist die
gesuchte Funktion y skalarwertig, so definiert man eine vektorwertige Funktion
u komponentenweise durch u; = yY~1. Die erste Komponente u, ist dann die
gesuchte Losung y. So ist z. B. die Van-der-Pol-Gleichung zweiter Ordnung

'~ #((1 -y - y) =0, (10.26)

mit u; := y und u, := y' dquivalent zu

F(t,u,w) =0 mit F(t,uu)=u - ( o Y2 (10.27)

(1 — u)up —wy) )

Fiir die wenigsten Differentialgleichungen lassen sich die Losungen analytisch (in
Gestalt von Formeln) ermitteln. Man benédtigt daher numerische Verfahren, die
statt der exakten Losung y eine diskrete (approximative) Losung v, ermitteln.

3Ist y eine Funktion von mehreren Versinderlichen, so spricht man von partiellen Differenti-
algleichungen (partial differential equations, PDEs, siehe Abschnitt 10.6).
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Der Index h entspricht der Schrittweite (oder dem Schrittweitenvektor), mit deren
Hilfe die Naherungslésung y, berechnet wird.

Man bezeichnet das Losen von Differentialgleichungen auch als Integration
und die numerischen Loser als numerische Integratoren: Hangt die rechte Seite f
nicht von y ab, d. h., 16st man y’ = f(t), so entspricht dies der Bestimmung eines
bestimmten Integrals (der Quadratur) der Funktion f.

Das einfachste Beispiel eines numerischen Verfahrens zum Lésen einer gewshn-
lichen Differentialgleichung ist das ezplizite Euler- Verfahren fiir Anfangswertpro-
bleme folgender Gestalt: Gegeben ist eine Funktion f : [a,b] x K — K sowie ein
Anfangswert yo € K, und gesucht wird jene Funktion y : [a, b — K mit

y(a) =yo und y'(t) = f(t,y(t)) fiir allet € [a,b).

Das explizite Euler-Verfahren ersetzt y'(t) an den Stiitzstellen a = £, < ¢; <
-++ < tg = b durch den Differenzenquotienten
t) — y(t;_

v =yt ook

ti—tim
Man erhilt auf diese Weise die Naherungswerte

y(t;) = y; = yio + (G — t-1) F(E-1,¥5-1) = yi-1 + Ao f(Ei-1, y5-1)-

Aus den sukzessive berechneten Werten y;, ¥z, - - ., ¥x kann man durch Interpola-
tion eine (stiickweise definierte) Approximation von y erhalten (siehe z. B. Ab-
schnitt 10.3.3).

10.5.1 Anfangswertprobleme

Bei einem Anfangswertproblem wird aus der Losungsschar von (10.24) bzw.
(10.25) eine bestimmte Losung durch das Festlegen einer Anfangsbedingung
y(a) = yo ausgewihlt. In MATLAB sind zahlreiche numerische Verfahren zum
Losen von Anfangswertproblemen (in Form von M-Dateien) vorimplementiert.

Explizite und linear-implizite Differentialgleichungen

Tabelle 10.1 gibt einen Uberblick iiber die MATLAB-Funktionen zum numerischen
Losen von Anfangswertproblemen, bei denen die (skalare oder vektorwertige) Dif-
ferentialgleichung erster Ordnung in der linear-impliziten Form

M(t,y)y = f(t,y) (10.28)

vorliegt, wobei M (t,y) eine Matrix ist. Fiir M(¢,y) = I handelt es sich um den
Spezialfall des ezpliziten Systems y’' = f(t,y). Fir M(¢t,y) # I ist die Differenti-
algleichung ¢mplizit aber linear in y’.

Differentialgleichungen héherer Ordnung miissen vom MATLAB-Anwender in
ein System erster Ordnung umformuliert werden, vgl. (10.26) und (10.27).
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Numerische Verfahren

Effiziente numerische Verfahren, wie sie in MATLAB implementiert sind, passen
die Wahl der Schrittweiten A automatisch den Eigenschaften (der , Glattheit*)
der Losung an. In Bereichen, wo die Losungsfunktion y ,,weniger glatt“ ist (wo
y steil oder stark gekriimmt ist), werden kleinere Schrittweiten verwendet als in
Bereichen, wo die Losungsfunktion , glatt” ist (siehe z. B. Abb. 10.20).

Explizite Verfahren mit automatischer Schrittweitensteuerung kénnen bei be-
stimmten Eigenschaften der Differentialgleichung zu einem unnétigen ,, Oversamp-
ling*“ fiihren, d. h., die Abstinde der Stiitzstellen sind wesentlich kleiner als es die
»Glattheit“ der Lésung erfordern wiirde. In solchen Fillen spricht man von steifen
Differentialgleichungen.

Eine wichtige Eigenschaft numerischer Integratoren ist deren Konvergenzord-
nung. Je grofler dieser Wert ist, desto rascher konvergiert mit kleiner werdenden
Schrittweiten die Abweichung zwischen numerischer und exakter Lésung gegen 0.
Beispielsweise 16st ode45 nicht-steife Anfangswertprobleme der Gestalt

y(@)=vyo und ¥y = f(t,y) .in[a,b]

mit einem Runge-Kutta-Formelpaar der Konvergenzordnungen 4 und 5.

Funktion M(¢,y) Problemklasse Methode

ode45 regular nicht-steif Runge-Kutta (4,5)

ode28 regulir nicht-steif Runge-Kutta (2,3)

odell3 regulir nicht-steif Adams-Bashforth-Moulton
odel5s regulir /singuldr  steif NDFs (BDFs)

ode23s konstant, regular steif Rosenbrock

ode23t reguldr /singuldr moderat-steif Trapezregel

ode23tb regulir steif ~ Trapezregel-BDF2

Tabelle 10.1: MATLAB-Funktionen zur numerischen Lésung von Anfangswertproblemen ex-
pliziter oder linear-impliziter steifer /nicht-steifer Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen.
Die (Funktionszeiger der) Funktionen M (¢,y) und f(¢,y) werden den MATLAB-Integratoren ge-
trennt iibergeben.

Als Eingangsparameter muss den Integratoren u.a. die Funktion f(¢,y) iiberge-
ben werden. Dabei sind die Parameter ¢ und y fiir f obligatorisch, auch wenn es
sich um eine autonome Differentialgleichung handelt, bei der f ~ wie im Fall der
Van-der-Pol-Gleichung (10.26) — nicht von ¢ abhéingt.
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Abbildung 10.19: Die auf dem Intervall [0, 4] mittels ode!5s berechnete Losung der Van-der-
Pol-Gleichung (10.26) mit u = 10° und den Anfangswerten u; (0) = 2, u2(0) = —2/3.

Die Funktion wvdp realisiert die
rechte Seite f(t,u) fiir die Van-
der-Pol-Gleichung (10.26) als
System u’ = f(t, %) mit g = 106,

Die Van-der-Pol-Gleichung wird
auf dem Intervall [0, 4] mit dem
Anfangswert u(0) = (2,-2/3)"
gelost. Als Ergebnis erhélt man
den Vektor t der Stiitzwerte so-
wie die dazugehérigen (approxi-
mativen) Funktionswerte u.

Die numerische Lésung wird mit
Hilfe von plot visualisiert (siehe
Abb. 10.19).

Abb. 10.20 zeigt die von der
Schrittweitensteuerung automa-
tisch gewéhlten Schrittweiten.

MATLAB-Beispiel 10.26

function dudt = vdp(t,u)
mu = 1le6;
dudt = [u(2);
mu* ((1-u(1)~2)*u(2)-u(1))]1;

[t,u] = odelb5s(Qvdp, [0 4],
(2; -2/3D);

plot(t, u(:,1));

semilogy(t(l:end - 1), diff(t));
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Abbildung 10.20: Die automatische Schrittweitensteuerung von ode15s wihlt an jenen Stellen,
wo die Lésung sehr steil verlduft (z.B. bei ¢ = 0.8,1.6,2.4,...), eine um GréBenordnungen
kleinere Schrittweite als in den ,glatten* Abschnitten der Lésung.

Als zweiter Parameter wird den MATLAB-Integratoren ein Vektor der Lange 2
mit den Integrationsgrenzen ¢, und ¢y libergeben. Dabei ist sowohl ¢y < ¢y (d.h.,
Integration vorwirts in der Zeit) als auch ¢y > ty (d. h., Integration riickwirts in
der Zeit) zugelassen.

Soll die numerische Lésung nur zu bestimmten Zeitpunkten t; ausgewertet
werden, so kénnen diese explizit angegeben werden: Anstelle des Vektors [to, ty]
wird dem Integrator der Vektor der Zeitpunkte [to,t, ..., tx] iibergeben. Die An-
gabe von Auswertungspunkten ist insbesondere bei hochdimensionalen Systemen
von Differentialgleichungen sinnvoll: Wird nur das Intervall [ty, ty] vorgegeben,
so werden die berechneten y-Werte fiir alle (automatisch generierten) Zeitpunkte
t; gespeichert, was zu hohen Laufzeiten und groBem Speicherbedarf fiihrt.

Wenn die Matrix M(t,y) in (10.28) nicht konstant die Einheitsmatrix ist,
d.h., wenn die Differentialgleichung linear-implizit ist, muss dies dem MATLAB-
Integrator iiber optionale Parameter mitgeteilt werden.

Optionale Parameter werden in Form einer Struktur iibergeben, die durch
die MATLAB-Funktion odeset erzeugt wird. In dieser Struktur kénnen auch ei-
ne Genauigkeitsforderung und Abbruchkriterien fiir die numerischen Integrato-
ren festgelegt werden. Eine genaue Beschreibung der Funktion odeset liefert die
Online-Hilfe unter help odeset.

Wird nur ein Ausgabeparameter gefordert, so liefern die MATLAB-Integra-
toren eine Struktur zuriick, in der weitere Eigenschaften der numerischen Losung
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gespeichert werden, z. B.
loesung = oded5(@udp, [0 4], [2; -2/3]);

Mit Hilfe von y = deval(loesung, t) oder [y, yprime]= deval(loesung, t) kann
die numerische Losung y (sowie deren Ableitung 3') an beliebigen Punkten ¢ des
Losungsintervalls [to, ty] ausgewertet werden.

Nicht-steife Differentialgleichungen

Fiir nicht-steife Differentialgleichungen stellt MATLAB die folgenden drei nume-
rischen Integratoren zur Verfiigung.

oded5 ist der MATLAB-Standard-Integrator fiir Anfangswertprobleme gewé6hn-
licher Differentialgleichungen. Er beruht auf einem Paar expliziter Runge-
Kutta-Formeln (dem Dormand-Prince-Formelpaar) mit den mittleren Kon-
vergenzordnungen 4 und 5. ode5 ist — wie alle Runge-Kutta-Verfahren -
ein Einschrittverfahren, d. h., die Berechnung von y(t,) beruht nur auf dem
unmittelbar vorhergehenden Wert y(t,_;).

Falls ode45 abbricht oder zu ineffizient ist (wie dies im Beispiel 10.26 der Fall
ist), solite odel5s — der Standard-Integrator fiir steife Probleme - (jedenfalls
versuchsweise) verwendet werden.

ode23 basiert auf einem expliziten Runge-Kutta-Formelpaar (dem Bogacki-
Shampine-Formelpaar) mit den niedrigen Konvergenzordnungen 2 und 3.
ode23 ist auch ein Einschrittverfahren und bei geringen Genauigkeitsanfor-
derungen und leichter Steifheit in der Regel effizienter als ode4$.

odell3 implementiert ein Adams-Bashforth-Moulton-Mehrschrittverfahren mit
variabler Konvergenzordnung (zwischen 1 und 13). odef13 ist im Falle
hoherer Genauigkeitsanforderungen effizienter als ode45. Auch in Fillen wo
die Auswertung der Funktion f(¢,y) einen héheren Rechenaufwand erfor-
dert, sollte odel13 verwendet werden. Der Nachteil dieses Verfahrens ist
der hohe Aufwand, mit dem die Stabilitdt der Methode iiberwacht und die
Ordnung gesteuert wird.

Steife Differentialgleichungen

Nicht alle auftretenden Differentialgleichungen sind steif, aber alle steifen Proble-
me sind fiir Integratoren schwer zu handhaben, wenn diese nicht speziell fiir steife
Probleme konzipiert sind. Dies zeigt sich in (unnétig) grofen Laufzeiten oder im
vorzeitigen Abbruch des numerischen Integrators. Beispielsweise fiihren ortsdis-
kretisierte (d.h., semidiskrete) parabolische partielle Differentialgleichungen oft
auf steife Differentialgleichungssysteme.
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Fiir steife Differentialgleichungen sind folgende Integratoren vorgesehen:

odel5s ist der MATLAB-Standard-Integrator fiir steife Differentialgleichungen.
odel5s ist insbesondere bei héheren Genauigkeitsanforderungen die beste
Wahl. odel5s verwendet ein Mehrschrittverfahren, das auf NDFs (numerical
differentiation formulas) oder wahlweise auf BDFs (backward differentiation

. formulas) beruht.

ode23s beruht auf einem Rosenbrock-Verfahren mit der Konvergenzordnung 2.
ode23s ist ein Einschrittverfahren und bei geringen Genauigkeitsanforde-
rungen effizienter als odel5s.

ode23t ist ein auf der Trapezregel basierender Integrator fiir moderat steife Pro-
bleme. Er wird bei Problemen verwendet, bei denen numerische Dampfung
unerwiinscht ist. Fiir hohe Genauigkeitsanforderungen ist ode23t weniger
gut geeignet.

ode23tb ist eine Implementierung des TR-BDF2 Verfahrens, das auch als im-
plizites Runge-Kutta-Verfahren gedeutet werden kann. Bei geringen Ge-
nauigkeitsanforderungen ist ode23tb haufig effizienter als ode15s. Fiir hohe
Genauigkeitsanforderungen ist dieser Integrator weniger gut geeignet.

Weitere Informationen und Literatur-Hinweise zu den ODE-Verfahren kénnen der
Online-Hilfe entnommen werden. MATLAB-Beispiele kénnen durch Eingabe von
odeezamples (’ode’) abgerufen werden.

Implizite Differentialgleichungen

Seit Version 7 gibt es in MATLAB den Integrator odel5i fiir implizite Anfangs-
wertprobleme

f(t,%,¥) =0 in[a,b] und y(a)=yo, ¥'(a) = ypo. (10.29)

Dabei miissen die Anfangswerte konsistent sein, d. h., es muss

f(a,y0,ypo) =0

gelten. Mit Hilfe der MATLAB-Funktion decic kann man konsistente Anfangswerte
ermitteln (siehe Beispiel 10.27). Die MATLAB-Realisierung der Funktion f muss,
aufgerufen mit einem Skalar ¢ und Spaltenvektoren y und yp, als Ausgabepara-
meter einen Spaltenvektor liefern. ode15: wird dann in der Form

[t y]= ode15i(@f, [ab], y0, yp0)

aufgerufen. Wird nur ein Ausgabeparameter gefordert, so liefert odel5: wie die
anderen Integratoren eine Losungsstruktur, die mit Hilfe von deval ausgewertet
werden kann. Optionale Parameter kénnen mit odeset generiert werden.
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MATLAB-Beispiel 10.27
Mit decic kann man konsistente Anfangswerte fiir die Weissinger-Gleichung
flt,y,2) =ty — 222 +t(t2 + 1)z - t%y

numerisch ermitteln.

Zu dem gegebenen y-Anfangs- > t0 = 1;

wert yo = \/3_/5 wird ein kon- > y0 = sqrt(3/2);

sistenter y'-Anfangswert y, be- > yp0 = 0;

rechnet. > [y0,yp0] = decic(@weissinger,...
t0, yo, 1, yp0, 0);

Die nebenstehenden  Zeilen > [t,y] = odel5i(@weissinger,...
l6sen auf [1,10] die Weissinger- [1 10], yO, ypO);
Gleichung mit den berechneten  » yexact = sqrt(t.”2 + 1/2);
Anfangswerten und stellen die > plot(t,y,t,yexact,’o’);
numerische und die (in diesem

Fall bekannte) exakte Losung

grafisch dar.

Algebro-Differentialgleichungen

Das Losen von Differentialgleichungen (10.28) mit nicht-reguldren Matrizen
M(t,y) fithrt auf die numerische Integration von Algebro-Differentialgleichungen
(differential algebraic equations, DAEs).

Die MATLAB-Funktionen odel5s, ode23t und odel5i sind als Integratoren von
Algebro-Differentialgleichungen vom Index 1 geeignet. Zwei Beispiele sind durch
Eingabe von odeezamples(’dae’) abrufbar.

10.5.2 Zwei-Punkt-Randwertprobleme

Die MATLAB-Funktion bup/c lost explizite Randwertprobleme (boundary value
problems, BVPs) der Gestalt

v = f(t,u) auf[a,b] mit g(u(a),u(d)) =0, (10.30)

d. h., Zwei-Punkt-Randwertprobleme erster Ordnung, wobei u vektorwertig ist.
Bei Zwei-Punkt-Randwertproblemen erfiillt die Losung u also einen durch g
spezifizierten Zusammenhang zwischen u(a) und u(b) (anstelle der Spezifikation
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von u(tp) bei Anfangswertproblemen). Die Existenz und Eindeutigkeit der Losun-
gen von (10.30) hingt in diesem Fall also nicht nur von f, sondern auch von der
Randbedingung g ab. Abhiingig von g kann ein Randwertproblem keine, eine
eindeutige, endlich viele oder unendlich viele Losungen besitzen.

Kollokation

Eine Moglichkeit zur numerischen Lésung von Randwertproblemen ist die Kollo-
kationsmethode. Dabei wahlt man zunéchst Gitterpunkte

a=t)<t1 <---<ty=b

im Intervall [a, 8]. In jedem Teilintervall [¢;, ¢;41] fixiert man Kollokationspunkte
Tijs---»Tp; (Plus zusdtzliche lokale Randbedingungen). Die numerische Lésung
u ermittelt man dann als stiickweise Polynom-Funktion (siehe Abschnitt 10.3.3),
die neben den (globalen und lokalen) Randbedingungen die Gleichung

u'(1ij) = f(mij,u(mj)) fiir alle Kollokationspunkte 7 ; (10.31)

erfiillt. Die Gleichung (10.30) wird von der stiickweisen Polynomfunktion nicht
fir alle t € [a, b] erfiillt, sondern nur an den Kollokationspunkten.

Die MATLAB-Funktion bvp4c basiert auf einer Kollokationsmethode der Kon-
vergenzordnung 4 und liefert als Ergebnis eine stetig differenzierbare, stiickweise
Polynom-Funktion. Der Aufruf erfolgt durch

loesung = bup4c(@f, @g, ul),

wobei der Startwert u0 eine erste Ndherung der Losung ist, die mit Hilfe von
bupinit erzeugt werden muss. Als Ausgabeparameter von bup/c erhilt man eine
Struktur loesung, die dann mit deval punktweise ausgewertet werden kann.

MATLAB-Beispiel 10.28
Das (skalarwertige) Zwei-Punkt-Randwertproblem zweiter Ordnung
¥ +lyl=0, ¥(0)=0, y(4)=-2 (10.32)

hat genau zwei Losungen. Um diese mit Hilfe von bup4c zu berechnen, muss die
Differentialgleichung in (10.32) zundchst in ein System von zwei Differentialglei-
chungen erster Ordnung umgeformt werden. Mit u; = y und u; = ¥’ ist (10.32)

dquivalent zu
“=(n) Cutgre)=(0) (1033
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Der nebenstehende Code reali- function dudt = f(t,u)
siert die Funktionen f und g fiir  dudt = [u(2); -abs(u(1))];
das Randwertproblem (10.32) in

Form des Systems erster Ord-  function bc = g(ua,ub)
nung (10.33). bc = [ua(1); ub(1)+2];

Als erste Approximation wird > t_mesh = linspace(0,4,5);
die Funktion gewahlt, die kon- > u0 = bvpinit(t_mesh, [1 0]);
stant (1,0)7 ist. Als Startgitter

wird ein dquidistantes Netz mit

5 Stiitzstellen in [0, 4] gewéhlt.

Das Randwertproblem wird mit > 1sgl = bvp4c(Qf, Qg, u0);
bup4c gelost und anschlieBend » t = linspace(0,4,100);
visualisiert. > u = deval(lsgl, t);

» plot(t, u(1,:));

Man erhilt die andere Losung > t_mesh = linspace(0,4,5);
von (10.32), wenn man einen > u0 = bvpinit(t_mesh, [-1 0]);
geeigneten anderen Startwert > 1sg2 = bvpd4c(Qf, Qg, u0);
wihlt.

ANMERKUNG: bup{c unterstiitzt auch Mehrpunkt-Randbedingungen. Dabei ist
die Randbedingungs-Funktion ¢ nicht nur von u(a) und «(b), sondern auch von
Werten der Lésungsfunktion u an weiteren Auswertungspunkten aus dem Inter-
vall [a, b] abhingig.

bup4c erlaubt auch die Losung von Randwertproblemen mit unbestimmten
Parametern p:

u' = f(tv u,p) in [a’ b] und g(u(a)’ u(b)v p) =0,

In diesem Fall hingen f und g von einem weiteren Parameter p ab, dessen Wert
von bup4c im Verlauf der Rechnung bestimmt wird.

10.6 Partielle Differentialgleichungen

Eine partielle Differentialgleichung ist eine Gleichung (oder ein Gleichungssystem)
fiir eine unbekannte Funktion u, die von mindestens zwei Variablen abhéngt. Die
allgemeine Form einer partiellen Differentialgleichung fiir eine Funktion u, die von
zwel Variablen z und y abhingt, lautet

F(z,y,u,0u/dz, 0u/dy, 8*u/02?, 8%u/(028y), 8*u/dy?,...) = 0. (10.34)
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MATLAB eignet sich sehr gut zur Entwicklung und Implementierung neuer und
eigener Losungsverfahren fiir partielle Differentialgleichungen. In jiingster Zeit
sind auf diesem Gebiet zahlreiche frei verfiigbare M-Dateien in wissenschaftlichen
Fachzeitschriften veroffentlicht worden (siehe z.B. [1, 2, 14)).

Beispielhaft soll die Implementierung einer Finite-Elemente-Methode (FEM)
fir das zweidimensionale Laplace-Problem sowie die numerische Ldsung der
Wirmeleitungsgleichung vorgestellt werden [39]. Die Darstellung folgt im We-
sentlichen der Publikation Alberty, Carstensen, Funken [1]* und Ideen aus [11].

10.6.1 Elliptische Differentialgleichungen

Die Laplace-Gleichung (Potential-Gleichung) ist eine wichtige elliptische Diffe-
rentialgleichung der mathematischen Physik. Sie modelliert zum Beispiel eine in
einem Rahmen 91 eingespannte Membran, die mit einer Kraft f ausgelenkt wird.

Die Laplacesche Differentialgleichung mit homogener Dirichlet-Randbedin-
gung lautet

—Au=finQ und u|sn =0 auf dem Rand 0. (10.35)

A = 8?/02® + 0%/0y* bezeichnet den Laplace-Operator und Q C R? eine be-
schrinkte zusammenhingende Menge mit polygonalem Rand. Um Randwerte
u|an als Spuren von Funktionen eindeutig festlegen zu kdnnen, muss gefordert
werden, dass 2 nur auf einer Seite seines Randes liegt, d. h., © darf kein Schlitz-
gebiet sein.

FEM-Diskretisierung des zweidimensionalen Laplace-Problems

Fiir die Finite-Elemente-Methode bringt man die sogenannte starke Form (10.35)
der Laplaceschen Differentialgleichung durch partielle Integration in die schwache
Form und reduziert damit den hochsten Ableitungsterm um eine Ordnung. Dazu
wird Gleichung (10.35) mit einer stetig differenzierbaren Funktion v € C(f)
mit homogenen Randdaten (d.h., v|sn =:0) multipliziert und die entstehende
Gleichung iiber dem Gebiet Q partiell integriert5:

/Vu-Vvdx = / fvdz fiir alle v € C}(). (10.36)
o Q

4Die Publikation [1] behandelt die FEM fiir das zwei- und dreidimensionale Laplace-Problem
mit Neumann- und inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen sowie die FEM fiir die nicht-
lineare Ginzburg-Landau-Gleichung éAu = 4® — u mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen.

®Die schwache Form mit u,v € C3(Q) ist nicht sachgem#B gestellt (well posed). Um dies zu
erreichen, muss man C§({?) beztiglich des Skalarprodukts (u,v) = J;, Vu-Vvdz vervollstindigen,
was auf den Sobolev-Raum H}(}) fiihrt. Details sind jedem einfithrenden Buch itber partielle
Differentialgleichungen zu entnehmen.
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Fiir die numerische Diskretisierung der in v und v linearen Gleichung (10.36)
trianguliert man zunichst das Gebiet 2 und speichert die Daten der Triangu-
lierung 7 in den Matrizen coordinates und element: Der Spaltenvektor coordi-
nates(:,j) enthilt die Koordinaten des j-ten Knotens, der Spaltenvektor ele-
ment(:,k) enthélt die Nummern der Knoten zum k-ten Element (im mathema-
tisch positiven Sinn, also gegen den Uhrzeigersinn).

@ )
5 7
6 8
®
1 3
2 4
@ ®

Abbildung 10.21: Triangulierung des Einheitsquadrats [0, 1} x [0,1] mit 8 Elementen und 9
Knoten.

MATLAB-Beispiel 10.29

Die Triangulierung des Einheitsquadrats [0,1] x [0,1] in Abb. 10.21 wird durch
die folgenden beiden Felder beschrieben:

coordinates = [ 0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0 ; ...
0.0 0.0 0.0 0.50.50.51.01.01.01;
element = [ 112244565 ;
52638596 ; ...
455678891,

Im nichsten Schritt werden die Funktionen u,v € C}(Q) in (10.36) durch diskrete
Funktionen u; und v, ersetzt. Bei der P1-Finite-Elemente-Methode sind u; und
v auf allen Elementen der Triangulierung affin und global stetig auf Q. Der
zugehorige Vektorraum wird mit S'(7") bezeichnet.

Mit der Bezeichnung N fiir die Menge der Knoten kann man sich dann leicht
iiberlegen, dass die diskreten , Hutfunktionen® ¢, € S'(T) (siehe Abb. 10.22)
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eine Basis des Vektorraums S*(7") (die sogenannte Knotenbasis) bilden.

Abbildung 10.22: Drei Beispiele fiir Basisfunktionen ¢, wobei der zugehdrige Knoten z in
zwei Fillen auf dem Rand 89 liegt und bei der Hutfunktion links unten ein freier Knoten ist.

Man stellt nun u, und v, beziiglich dieser Basis dar. Es seien Z,7 € RWI Koeffi-
zientenvektoren mit

un=) T.4;, und vi=) 7,0

Z2EN 2EN

Fiir alle Knoten z € N gilt nach Wahl der Basis u,(z) = Z, und v4(2) = J,. Damit
up und v, (so wie u und v) auf dem Rand 92 verschwinden, muss man fordern,
dass fiir alle Knoten z € N'N 3 die entsprechenden Koeffizienten verschwinden,
d.h., 7, = 0 und 7, = 0 gilt.

Die Knoten K := A\81, die im Inneren von 2 liegen, bezeichnet man als
freie Knoten. Den Teilraum der durch die Hutfunktionen zu den freien Knoten
aufgespannt wird, bezeichnet man mit S}(7). Damit erhilt man die diskrete
(schwache) Form der Laplace-Gleichung:

/Vu;, -Vupdr = / fupdz fir alle v, € S3(T). (10.37)
Q Q

Nummeriert man die freien Knoten KX = {1,2,...,n} und definiert die Elemente
der Steifigkeitsmatriz A durch aj; = fn V¢; - Vi dz sowie die Elemente des Vek-
tors b durch b; = fn fé;dz, so wird (10.37) zu einem linearen Gleichungssystem
AT = b mit symmetrischer und positiv definiter Matrix A, das den eindeuti-
gen Losungsvektor Z besitzt. Die Existenz einer eindeutigen diskreten Lésung uy
von (10.36) ist daher sichergestellt.
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MATLAB-Beispiel 10.30

Mit den Indizes der Matrix coordinates sind alle Knoten A der Triangulierung
nummeriert. In MATLAB bewéhrt es sich, in einem separaten Vektor dirichlet die
Knoten N N 8Q zu speichern. Bei der Triangulierung in Abb. 10.21 gilt

dirichlet = [1 23 467 8 9];
d.h., alle Knoten mit Ausnahme des Mittelpunkts ® sind nicht frei.

Man erhilt die freien Knoten als n = size(coordinates,2);
Mengendifferenz. free = setdiff([1:n], dirichlet);

Anders als oben dargestellt, werden die Steifigkeitsmatrix A und der Vektor b fiir
alle Knoten N berechnet und nicht nur fiir die freien Knoten K, da MATLAB die
Moglichkeit bietet, auch Teilsysteme linearer Gleichungen zu lésen.

Die nebenstehenden Zeilen be- x = zeros(n,1);

rechnen den Koeffizientenvektor x(free) = A(free,free) \ b(free);
T beziiglich der Knotenbasis von

S(T), wobei T; = 0 gilt, wenn

der j-te Knoten nicht frei ist.

Berechnung der Steifigkeitsmatrix

Eine naive Realisierung der Steifigkeitsmatrix bendtigt zwei geschachtelte Schlei-
fen iiber die Knotennummern. Der Rechenaufwand steigt daher mit der Knoten-
anzahl quadratisch an. Weil die Matrix A aber schwach besetzt (sparse) ist, kann
man die Berechnung der Steifigkeitsmatrix so realisieren, dass der Aufwand nur
linear wichst, indem man die lokalen Beitridge zusammenfasst.

Fiir Hutfunktionen ¢;, ¢ gilt

/v¢j-v¢kdx= Z/v¢j~v¢kdx.
Q

TeT 7

Das Integral iiber ein Element T verschwindet, wenn j oder k keine Knoten
des Dreiecks T sind, d.h., die Summe hat hochstens drei nicht-verschwindende
Summanden, wohingegen alle Summanden verschwinden, wenn die Knoten j und
k nicht Knoten desselben Elements sind. Dies reduziert das Problem darauf, die
3x3-Matrix (Ar)jx = [; V@; - Vi dz (lokale Steifigkeitsmatriz) zu berechnen,
wobei j und k Knoten des Dreiecks T sind.
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MATLAB-Beispiel 10.31

Die lokalen Steifigkeitsmatrizen Ar sollen explizit berechnet werden. Ist T ein
Dreieck mit den Eckpunkten (zy,¥1), (Z2,%2) und (z3,y3) (im mathematisch po-
sitiven Sinn), so erhilt man mit den Hilfsmatrizen

1 1 1 00
M=| 2z 2, z3 | €R>*® und B=M1'| 1 0 | e R®>?
Vi Y2 U3 01
die Darstellung
Ar = —detéM ) BB e R,

wobei det(M)/2 die Fliche des Dreiecks T ist.

Der Aufruf von stime mit zy =  function A = stima(xy)
coordinates (:, element(:, j)) lie- B = [1 1 1; xy] \ [0 0; eye(2)];
fert die Matrix Ay, fiir das j-te A = det([1 1 1; xy])*B*B’/2;
Element.

Abbildung 10.23: Die diskrete Lésung der Laplace-Gleichung (10.35) auf [0, 1] x [0, 1] mit kon-
stanter rechter Seite f = 1 zu einer Triangulierung mit N = 512 Dreiecken (64 von 289 Knoten
sind nicht frei). Die Berechnung dieser Lésung auf einem PC dauerte lediglich 14 Sekunden.
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008 .

0 0

Abbildung 10.24: Die diskrete Losung der Laplace-Gleichung (10.35) auf [0,1] x [0, 1] mit
konstanter rechter Seite f = 1 zu einer Triangulierung mit N = 8192 Dreiecken (256 von 4225
Knoten sind nicht frei). Die Berechnung dieser Lésung auf einem PC dauerte 223 Sekunden.

Berechnung der rechten Seite

Auch die rechte Seite b kann als Summe lokaler Anteile geschrieben werden. Um
die dabei auftretenden Integrale der Gestalt f’r féjdz zu berechnen, lisst sich
eine Transformation anwenden: Zunichst wird das Referenzdreieck T,es mit den
Ecken (0,0), (1,0) und (0,1) mit einer affinen Abbildung & auf das Dreieck T
abgebildet. Anschliefend wird die Duffy- Transformation ¥(s,t) = (s, {1 — s)t)
angewendet, die [0, 1] x [0, 1] auf T,¢ abbildet. Es gilt dann

/Tftpj dz = / 2(f¢,~)(<I> 0 ¥(s,t)) |det D(® o ¥)(s,t)| d(s, 1), (10.38)

(0.1

und das Integral auf der rechten Seite von (10.38) kann mit der MATLAB-Inte-
grationsfunktion dblquad numerisch berechnet werden. Mit der affinen Abbildung
®(z) = Mz + c und einer geeigneten Matrix M € R?*? erhilt man die dabei
auftretende Funktionaldeterminante

det D(® o ¥)(s,t) = (1 — s) det(M).
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Die Funktion rhs realisiert den
Integranden der rechten Seite
von (10.38). Die Matrix M ist
der lineare Anteil der Abbildung
®. Der Vektor w entspricht dem
Integranden bis auf die Multipli-
kation mit den Hutfunktionen.
Der Eingabe-Parameter fist der
Funktionszeiger der Funktion f

MATLAB-Beispiel 10.32
function val = rhs(s,t,f,xy)

M = xyx[-1 -1; eye(2)];

xT = M(1,1)*s+M(1,2)*(1-8) . *t+xy(1,1);
yT = M(2,1)*s+M(2,2)*(1-8) .*t+xy(2,1);

w = feval(f, [xT;yT]’)’
~ .*abs(det(M)*(1-8));
val = [w.*(1-8).%(1-t)
w.x3 w.x(1-8).*t];

aus (10.38).

Inhomogene Dirichlet-Randbedingungen

Mit einigen Modifikationen der bisher diskutierten Vorgangsweise kann man auch
das Laplace-Problem mit inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen, d.h.,

—Au=finQ und wul|gn=g¢ aufdem Rand 69 (10.39)

numerisch 1dsen. Die schwache Form von (10.39) lautet wieder wie in (10.36) mit
den Testfunktionen v € C}(§2) und der gesuchten Losung u € C'(Q), die jetzt
u|aq = g erfiillt. Zundchst sind die Dirichlet-Daten g zu diskretisieren:

o= Y 9(2)és
2ENNON
d.h., es gilt gx(z) = g(2) fiir alle Knoten z € N, die auf dem Rand 952 liegen.
Die diskrete schwache Form von (10.39) lautet wie folgt: Gesucht ist die dis-
krete Form u, € S'(T), wobei up|pn = g» und (10.37) erfiillt sein miissen. Es
erfiillt daher Uy, := up — g € S§(7) die schwache Form

(10.40)

/Vﬂh(z) -Vupdz = / fopdz — / Vi Vupdz fiir alle v, € Sp(T).
Q Q Q
(10.41)

Wenn man (10.41) mit (10.37) vergleicht, so unterscheidet sich lediglich die rechte
Seite der schwachen Formulierung von jener des Laplace-Problems mit homogener
Dirichlet-Randbedingung. Mit Gleichung (10.41) berechnet man den Koeffizien-
tenvektor Z von %, beziiglich der Knotenbasis in S*(T). Ist Zp der Koeffizienten-
vektor von gy beziiglich derselben Basis, so folgt schlieBlich T = T + Zp.
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MATLAB-Beispiel 10.33

Falls A die Steifigkeitsmatrix fiir alle Knoten (und nicht nur fiir die freien Kno-
ten) bezeichnet und b die rechte Seite fiir das Laplace-Problem mit homogener
Dirichlet-Randbedingung ist (vgl. Beispiel 10.30), so kann die Berechnung von 7
wie folgt formuliert werden:

x = zeros(n,1);

x(dirichlet) = feval(g,coordinates(:,dirichlet)’);
b = b - Axx;

x(free) = A(free,free)\b(free);

Man beachte dabei, dass die Nichtnull-Eintrége von Tp den Null-Eintrégen von
T entsprechen und umgekehrt, so dass die formale Addition T = T + Zp in der
obigen Realisierung entfallt.

FEM-Implementierung des Laplace-Problems in 25 MATLAB-Zeilen

Zu gegebenen Daten element, coordinates und dirichlet lisst sich die numeri-
sche Losung der inhomogenen Laplace-Gleichung (10.39) mittels P1-FEM sehr
kompakt formulieren. Dabei miissen sowohl die rechte Seite f(z) als auch die
Dirichlet-Daten g(z) als MATLAB-Funktion realisiert werden:

function y = f(z) und function y = g(z),

wobei z € R"™*? eine Matrix von z-Werten und y € R der zugehérige Spal-
tenvektor der Funktionswerte ist. Der gesamte MATLAB-Code hat (inklusive der
Funktionen stima und rhs) eine Linge von nur 25 Zeilen!

MATLAB-Beispiel 10.34

function x = laplace(f,g,coordinates,element,dirichlet)

n = size(coordinates,?2);

free = setdiff([1:n], dirichlet);

A = sparse(n,n);

zeros(n,1);

zeros(n,1);

x(dirichlet) = feval(g,coordinates(:,dirichlet)’);

» o
nou



10.6 Partielle Differentialgleichungen 267

for j = 1:size(element,2)
nodes = element(:,j);
xy = coordinates(:,nodes);
A(nodes,nodes) = A(nodes,nodes) + stima(xy);
b(nodes) = b(nodes) + ...
dblquad(@rhs, 0,1, 0,1, (I, [J, £, xy);
end
b = b - A*xx;
x(free) = A(free,free) \ b(free);

Nebenstehende Befehle l6sen das £
Laplace-Problem mit konstanter g = @(x) zeros(size(x,1),1);
rechter Seite f = 1 und homo- x = laplace(f,g,coordinates,
gener Dirichlet-Randbedingung. element ,dirichlet);
Zum @-Operator siehe Seite 130.

Q(x) omes(size(x,1),1);

Die berechnete Losung kann mit dem einfachen MATLAB-Befehl
trisurf (element’, coordinates(1,:), coordinates(2,:), z);

visualisiert werden. Abb. 10.23 und Abb. 10.24 zeigen die diskreten Lésungen auf
Netzen mit N = 512 und N = 8192 Elementen.

10.6.2 Parabolische Differentialgleichungen

Neben der in Abschnitt 10.6.1 behandelten Laplaceschen Differentialgleichung ist
die Wirmeleitungsgleichung

u(z,t) — Au(z,t) = f(z,t) firz € Qundte[0,T) (10.42)

eine weitere wichtige partielle Differentialgleichung der mathematischen Physik:
u(z,t) bezeichnet die Wirme in einem Kérper Q C R? zum Zeitpunkt ¢ an der
Stelle z. A = 3%/8z* + 8%/8y? ist der Laplace-Operator beziiglich der Ortsvaria-
blen und ¢ = du/dt die Ableitung von u nach der Zeit.

Die rechte Seite f(z,t) modelliert eine Wirmequelle. Zusitzlich werden eine
anfingliche Wiarmeverteilung uo(z) = u(z,0) zum Zeitpunkt ¢ = 0 sowie Rand-
bedingungen u(:,t) auf 9Q fiir ¢ € [0, T] vorgegeben.

FEM-Semidiskretisierung der Wirmeleitungsgleichung

Bei der Diskretisierung von (10.42) wird in der Regel zunichst die Ortsvariable z
(z.B. mit der Finite-Elemente-Methode aus Abschnitt 10.6.1) diskretisiert. Auf
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diese Weise erhdlt man ein System gewohnlicher Differentialgleichungen erster
Ordnung, das mit Hilfe eines numerischen Integrators gelést werden kann.

Im folgenden Modellbeispiel mit 2 C R? wird vorausgesetzt, dass die gesuchte
Losung v in jedem Zeitpunkt homogene Randbedingungen u(-,t) = 0 auf 0Q
erfiillt. Ziel ist also die numerische Losung der Differentialgleichung

u(z, t) — Au(z,t) = f(z,t) firzeQ, tel0,T],
u(z,t) = 0 firz € 8Q, te€[0,T), (10.43)
u(z,0) = ue(x) fir z € Q.
Insbesondere muss also ug(z) = 0 fiir z € OQ gelten. Partielle Integration

von (10.43) im Ort liefert die schwache Form
/ u(z, t)v(z) dz +/ Vu(z,t) - Vu(z) dz = / f(z, t)v(z) dz (10.44)
o Q Q

fiir alle v € C}(2) und alle Zeitpunkte ¢ € [0, T). In dieser Formulierung sind die
Randbedingungen bereits beriicksichtigt. Die Anfangsbedingung lautet in schwa-
cher Form

/ u(z,0)v(z) dz = / uo(z)v(z) dr  fiir alle v € C3(). (10.45)
Q Q

Man diskretisiert nun die Funktionen u und v im Ort mit P1-Funktionen aus
S84(T), d.h., man betrachtet

un(z,t) = Y Z:(t)¢:(z) und wy(z) = Y 7.6.(2)

26N 2EN

mit Koeffizientenvektoren Z(t), 7 € RWV!: Die semidiskrete (schwache) Form lau-
tet dann

/ in(z, t)on(z) dz + / Vun(z,t) - Vo (z) de = / £(z, t)on(z) dz,
o Q 1]

(10.46)
/uh(x, 0)vx(z) dz=/u0(x)vh(:z) dz
0 Q

fiir alle vy, € S3(7) und alle Zeitpunkte t € {0, T7.5

Nummeriert man die freien Knoten K = {1,2,...,n} und definiert man die Ele-
mente der Steifigkeitsmatrix a;x = [, V¢; - V¢i dz, die Elemente der Massen-
matrix mjx = [, ¢;¢x dz und b;(t) = [, fo;dz sowie ¢; = [, uo; dz, so ist die

8 Alternativ kénnte man uy(z,0) auch durch Knoteninterpolation ug(z) erhalten, d.h., als
die eindeutige Funktion ux(-,0) € SY(T), die ux(2,0) = uo(2) fiir alle Knoten z € N erfiillt.
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schwache Form (10.46) dquivalent zu einem System gewdhnlicher Differentialglei-
chungen erster Ordnung:

Mz(t) + Aiz:(t) = b(t) fiirt €[0,7), (10.47)

Mz(0) =c.
(10.47) ist ein linear-implizites Anfangswertproblem mit regulirer Massenmatrix
M. In (10.47) hingen die Matrizen A und M weder von ¢ noch von T ab, sondern
nur von der Ortsdiskretisierung. Beide Matrizen sind symmetrisch und positiv
definit (also auch reguldr) und auBerdem schwach besetzt (sparse).

MATLAB-Beispiel 10.35

Die Berechnung der Steifigkeitsmatrix 4 und des Vektors b(t) wurde schon auf den
Seiten 262 und 264 behandelt. Die Massenmatrix M wird analog zur Steifigkeits-
matrix aufgebaut. Fiir ein Dreieck 7' muss man dazu die lokale 3 x 3-Massenmatrix
(Mp)jk = fT ¢;¢r dz berechnen, wobei j = 1,2,3 die Nummern der Knoten von
T sind.

Auf dem Referenzdreieck T;r mit den Eckpunkten (0, 0), (1,0) und (0, 1) sind
die Hutfunktionen durch ¢} (s,t) = 1 — s — t, ¢&¥(s,t) = s und ¢5(s,t) = ¢
gegeben. Nach dem Transformationssatz gilt

[dipnaz=im1 [ ooras,
T

Tref

wobei das Integral der rechten Seite elementar berechnet werden kann. Es folgt

21
MT=% 1 2 .
11

Aufruf der Funktion mama mit  function M = mama(xy)
dem Parameter zy = coordi- M = det([1 1 1; xyl) / 24 ...
1

B -

nates (:,element(:,j)) liefert die * [211;121;112];
Matrix My, fiir das j-te Ele-
ment.

Zeitdiskretisierung der semidiskreten FEM-Formulierung

Fir die Zeitdiskretisierung des linear-impliziten Anfangswertproblems (10.47)
kann ein MATLAB-Integrator verwendet werden. Da die Semidiskretisierung pa-
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rabolischer Differentialgleichungen in der Regel auf steife Anfangswertprobleme
fiihrt, wird im folgenden Beispiel der MATLAB-Integrator odel5s verwendet.

MATLAB-Beispiel 10.36
Die rechte Seite fiir die Integratoren zur Lésung von (10.47) ist die Funktion
F(t,7) = b(t) — AZ.

Die Matrix A wird einmal aufgebaut und dann als zusétzlicher Parameter an die
Funktion F iibergeben. Die Berechnung von b(t) erfordert als zusitzliche Para-
meter die Felder element und coordinates sowie die rechte Seite f der Wirmelei-
tungsgleichung (10.42).

Fiir einen festen Zeitpunkt ¢ kénnen die Integrale [ f(t,z)¢;(x)dz mit der
Funktion rhs aus Beispiel 10.32 berechnet werden. Dazu wird intern die Funktion
ft(z) := f(t,z) definiert, die nur von z abhingt.

Wie bei der Laplace-Gleichung bewihrt es sich, den Vektor b(t) fiir alle Kno-
ten aufzubauen und sich danach auf die Bearbeitung der Eintrige fiir die freien
Knoten zu beschrinken.

function M_dxfree_dt = heateqnF(t,xfree,element,coordinates,
free,Afree,f)
ft = Q(x) feval(f,t,x);
b = zeros(size(coordinates,2),1);
for j = 1l:size(element,?2)
nodes = element(:,j);
Xy = coordinates(:,nodes);
b(nodes) = b(nodes) + dblquad(@rhs, 0,1, 0,1, [1, [I, ft, xy);
end
M_dxfree_dt = b(free) - Afreexxfree;

MATLAB-Beispiel 10.37

Die Funktion heategn realisiert die beschriebene Losungsstrategie in einigen Zeilen
MaTLAB-Code:

function [t,x] = heateqn(f,u0,element,coordinates,
dirichlet,tspan)
n = size(coordinates,?2);
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free = setdiff([1:n], dirichlet);
A = sparse(n,n);
M = sparse(n,n);
¢ = zeros(n,1);
for j = 1:size(element,2)
nodes = element(:,j);
Xy = coordinates(:,nodes);
A(nodes,nodes) = A(nodes,nodes) + stima(xy);
M(nodes,nodes) = M(nodes,nodes) + mama(xy);
c(nodes) = c(nodes) + ...
dblquad(@rhs, 0,1, 0,1, [J, [I, w0, xy);
end
options = odeset(’Mass’,M(free,free));
xfree0 = M(free,free)\c(free);
[t,xfree] = odelbs(QheateqnF, tspan, xfree0, optioms,
element, coordinates, free, A(free,free), £);
x = zeros(length(t),n);
x(:,free) = xfree;

Die MATLAB-Funktion PDEPE

Mit der MATLAB-Funktion pdepe konnen parabolische partielle Differentialglei-
chungen in einer Raum- und Zeitdimension numerisch gelést werden. Die allge-
meine Form der zugelassenen Gleichungen ist

C(z,t,u,u')u =z ™™ f(z,t,u,u')) + s(z,t, u, ) (10.48)

fir z € [a,b] und t > 0, wobei die Losung u auch vektorwertig sein darf. Die
Ableitung nach dem Ort wird mit 4’ = Ou/dz bezeichnet, die Ableitung nach
der Zeit mit @ = Ju/dt. Zusitzlich zur Anfangsbedingung u(z,0) fiir z € {a, b}
miissen Randbedingungen fiir £ = @ und z = b in der Form

p(z,t,u) + q(z,t) f(z,t,u,v') =0 firte€[0,T)undz=a,z=05

spezifiziert werden.

Die Gleichung (10.48) wird zunichst im Ort mit einem Verfahren der Kon-
vergenzordnung 2 diskretisiert. Die resultierende semidiskrete Formulierung wird
dann in der Zeit mit odel5s integriert.

Als Eingabe-Parameter miissen an pdepe die Vektoren zmesh und tspan iiber-
geben werden, in denen die Gitterpunkte x; und Zeitpunkte ¢, gespeichert sind,
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an denen die Losung u(z;,tx) berechnet werden soll. pdepe liefert als Riickga-
bewert ein 3-dimensionales Feld loesung: Die i-te Komponente u; der Losung,
ausgewertet an einer Stelle (z;, t;), erhdlt man in loesung (j, k, 1).

Einige Beispiele fiir die Verwendung von pdepe stehen unter odeezamples(’pde’)
zur Verfiigung.

Die PDE-Toolbox und FEMLAB

Die CoMsoL AG entwickelte 1995 die PDE-Toolboz als ihr erstes Produkt, das
auf partiellen Differentialgleichungen basiert. Diese hat sich inzwischen zum festen
Bestandteil im MATLAB-Toolbox-Programm etabliert.

Die PDE-Toolbox dient der numerischen Ldsung partieller Differentialglei-
chungen auf zweidimensionalen Gebieten. Dabei konnen lineare Differentialglei-
chungen der Form

-V - (cVu)+au=f

sowie
d%—V-(cVu)+au=f
und
2
d%—V~(cVu)+au=f

numerisch gelost werden. Des weiteren konnen Eigenwertprobleme
-V (cVu) + au = Adu
sowie nichtlineare elliptische Differentialgleichungen
=V (c(u)Vu) + a(w)u = f(u)
gelost werden.

FEMLAB ist ein weiterer von COMSOL entwickelter MATLAB-Zusatz, mit dem
man partielle Differentialgleichungen aller Arten berechnen kann. Das Programm
beruht, dhnlich wie die PDE-Toolbox, auf der Finiten-Elemente-Methode (FEM).

FEMLAB 3.0 ist eine Simulationssoftware fiir die Modellierung physikalischer
Prozesse, die sich mit partiellen Differentialgleichungen beschreiben lassen. Die
FEMLAB-Solver erzielen auch bei sehr komplexen Problemen zufriedenstellende
numerische Losungen. Die leicht bedienbare Benutzeroberfliche bietet verschie-
dene Zugangsmoglichkeiten fiir ein-, zwei- und dreidimensionale Aufgabenstellun-
gen. Mit Hilfe von FEMLAB kann man auch gekoppelte Systeme partieller Dif-
ferentialgleichungen aus unterschiedlichen Anwendungsbereichen innerhalb eines
Modells l16sen.



Kapitel 11

C, Fortran und Java in MATLAB

MATLAB enthilt auch eine Schnittstelle zum Einbinden externer Software mit
Hilfe der sogenannten Ezternal Interfaces. Eine ausfiihrliche Anleitung sowie eine
Befehlsreferenz bietet der MATLAB-Helpdesk unter MATLAB / Egzternal Inter-
faces und MATLAB / Ezternal Interfaces Reference. Diese Informationen findet
man auch online unter

http : //www.mathworks.com/access/helpdesk/help/techdoc/matlab.html,

wo sie auch im pdf-Format (unter Printable Documentation) verfiigbar sind. Die-
ser Abschnitt setzt einige elementare Kenntnisse im Umgang mit Datenstrukturen
und Pointern in C voraus.

11.1 Die MATLAB-C-Schnittstelle

In diesem Abschnitt wird die Moglichkeit vorgestellt, vorhandenen C-Code nach
Definition geeigneter Schnittstellen aus MATLAB heraus direkt verwenden zu
konnen, ohne dass der Benutzer den Unterschied zwischen MATLAB-eigenen
Funktionen, M-Code und eingebundenem C-Code bemerkt. Das Einbinden von C-
Code kann aus zweierlei Griinden sinnvoll sein: (1) In C (und Fortran) stehen um-
fangreiche Bibliotheken zur Verfiigung, die teilweise den MATLAB-eigenen Routi-
nen iiberlegen sind. (2) Rechenintensive Aufgaben kénnen dadurch in schnelleren
(Fortran- oder) C-Code ausgelagert werden.

Kompilierte C-Programme, die aus MATLAB heraus wie MATLAB-Befehle
aufgerufen werden konnen, bezeichnet man als MEX-Files. Der C-Code eines
MEX-Files zeichnet sich dadurch aus, dass er anstelle der Funktion main(...)
eine Funktion mezFunction (. ..) besitzt. Diese fungiert als Schnittstelle zwischen
MATLAB und dem eigentlichen C-Programm.

273
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11.1.1 Die MEX-Schnittstelle

Bei (kompilierten) MEX-Files handelt es sich um dynamische Bibliotheken.
Die Dateinamenerweiterung hingt daher vom Betriebssystem ab, z. B. d11 auf
Windows- und mexglx auf Linux-Rechnern.

Damit C-Programme aus MATLAB heraus aufgerufen werden kénnen, muss
zusatzlich eine Schnittstelle zwischen MATLAB und dem C-Code programmiert
werden, durch die vor allem die Dateniibergabe geregelt wird. MATLAB stellt
dazu folgende Bibliotheken zur Verfiigung: die MAT-, die MATRIX- und die MEX-
Bibliothek:

e Die MAT-Bibliothek enthilt Funktionen fiir den Zugriff auf MATLAB-
Datenfiles (mit der Dateiendung .mat).

e In der MATRIX-Bibliothek befinden sich die Definition des MATLAB-
Datentyps mzArray (siehe unten) sowie Funktionen, um auf diesen Daten-
typ zuzugreifen (anlegen, 16schen, lesen, manipulieren).

e In der MEX-Bibliothek steht die oben erwidhnte Datenschnittstelle zur
Verfiigung.

Die Header-Files zu den Bibliotheken werden im Verzeichnis
{Matlab)\ extern\include

installiert und miissen im C-Code eingebunden werden. Die Zugehorigkeit ei-
nes Befehls zu einer der drei genannten Bibliotheken ist aus dem entsprechen-
den Prifix (mat, mx oder mex) ersichtlich. Eine Liste aller in den Bibliotheken
verfiigbaren Befehle samt deren Parametern findet man im MATLAB-Helpdesk
unter Ezternal Interfaces Reference.

C-Programme, die die geforderte MATLAB-Schnittstelle enthalten, werden
durch Eingabe von mez file.c am MATLAB-Prompt kompiliert. Der intern auf-
gerufene C-Compiler ist im Lieferumfang von MATLAB enthalten.

Der MATLAB-Datentyp MXARRAY

Um aus C- oder Fortran-Code heraus Variablen im MATLAB-Format zu verarbei-
ten, muss man die MATLAB-interne Art der Speicherung von Variablen beriick-
sichtigen.

MATLAB speichert alle Variablen (Skalare, Vektoren, Matrizen, Strings, cell-
Arrays, Strukturen und Objekte) im Datentyp mzArray. Dies ist eine Struktur,
in der unter anderem der Typ der Variable, die Dimension und der Wert der
Variablen abgelegt werden. Um auf die Inhalte der einzelnen Komponenten der
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Struktur zuzugreifen, stehen zahlreiche Funktionen in der MATRIX-Bibliothek zur
Verfiigung. Einige werden im Folgenden exemplarisch vorgestellt.

Skalare, Vektoren, (vollbesetzte) Matrizen: MATLAB unterscheidet bei der
Speicherung nicht zwischen Skalaren, Vektoren und Matrizen: Skalare werden als
1x1-Matrizen gespeichert, Vektoren als nx1- bzw. 1xn-Matrizen. Die Eintrége sind
standardmifig vom Typ double. Bei komplexwertigen Eintrigen werden jeweils
Realteil und Imaginirteil getrennt gespeichert. Matrizen werden dabei (wie in
Fortran) spaltenweise gespeichert, d. h., die Matrix (in MATLAB-Schreibweise)

[123;,456;789]
wird intern in einem Vektor vom Typ double

(147258369

gespeichert. Die Pointer auf die Datenfelder erhélt man mit Hilfe der MATRIX-
Funktionen mzGetPr (Realteil) und mzGetPi (Imaginirteil). Sind alle Eintrage
reell, so liefert mzGetPi den Null-Pointer. Die Dimension einer mxn-Matrix erhilt
man mit Hilfe von mzGetM und mzGetN. Falls eine Dimension Null ist, handelt
es sich um ein leeres Feld. Auf dieselbe Weise wird auch auf Matrizen mit single-
oder Integer-Eintrigen zugegriffen. Der Typ der Eintrige einer Matrix (double,
single, ganzzahlig, Pointer) kann mittels mzClassId ermittelt und mit mzIsDouble
etc. iberpriift werden.

Schwach besetzte Matrizen werden in MATLAB im Harwell-Boeing-Format
(siehe Abschnitt 5.6.1) gespeichert. Neben den Datenfeldern pr und pi fiir Realteil
und Imaginédrteil der Matrixelemente, die man mit mzGetPi bzw. mzGetPr an-
sprechen kann, werden fiir schwach besetzte Matrizen noch ganzzahlige Vektoren
irund jc in der mzArray-Struktur initialisiert, auf denen die Zeilen- und Spalten-
indizes der Nicht-Nulleintrige der Matrizen gespeichert werden. Man greift auf
diese durch mzGetir und mzGetJc zu. Die Liange der Vektoren pr, pi, ir, jc ist in
der Komponente nzmaz gespeichert.

Strings sind nach Definition Vektoren vom Typ char. Anders als in C wird aber
das Ende eines MATLAB-Strings nicht durch das Null-Byte angezeigt. Die Linge
muss dem entsprechenden mzArrey-Eintrag entnommen werden (siehe C-Code zu
Beispiel 11.2).

Strukturen und Cell Arrays werden MATLAB-intern iiber Pointer realisiert:
cell arrays sind Matrizen mit Eintrdgen vom Typ mzArray* (d.h., Pointer auf
mzArray). Strukturen werden als 1xX N cell arrays gespeichert.



276 11 C, Fortran und Java in MATLAB

Erstellen von MEX-Files in C

Um einen C-Code mittels mez kompilieren zu kénnen, muss dieser eine MEX-
Schnittstelle besitzen. Diese wird als C-Funktion mit dem Namen mezFunction
realisiert:

void mezFunction (int nlhs, mzArray *plhs|],
int nrhs, const mzArray *prhs[])

Dabei bezeichnen nlhs (number left-hand side) und nrhs (number right-hand side)
die Anzahl der Eingabe- und Ausgabeparameter der zu erstellenden MATLAB-
Funktion, und die Arrays plhs und prhs (pointer left-/right-hand side) sind die
Felder der entsprechenden Argumente.

MATLAB-Beispiel 11.1

In diesem Beispiel wird ein neuer MATLAB-Befehl programmiert, der durch Ein-
gabe von A = createMatriz(m,n) am MATLAB-Prompt eine m x n-Matrix A mit
den Eintrigen a;; = i + jm anlegt.

#include "mex.h"
#include "matrix.h"

void mexFunction(int nlhs, mxArray *plhs([],
int nrhs, const mxArray *prhs[]) {
int i, j, m, n;
double *mpointer, *npointer, *A;

/* Eingabe- und Ausgabeparameter werden ueberprueft */
if (nlhs != 1)

mexErrMsgTxt ("Nur ein Ausgabeparameter wird erwartet!");
else if (nrhs != 2)

mexErrMsgTxt ("Zwei Eingabeparameter werden erwartet!");

/*** Parameter-Ueberpruefung sollte hier eingefuegt werden *xx/

/* Eingabeparameter werden gelesen */
mpointer = mxGetPr(prhs[0]);
npointer = mxGetPr(prhs[1]);

m = (int) mpointer([0];

n (int) npointer[0];

/* Erstellen der Matrix A */
plhs[0] = mxCreateDoubleMatrix(m,n,mxREAL);
A = mxGetPr(plhs[0]);
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for (i=0; i<m; i++)
for (j=0; j<n; j++)
Ali+j*m] = i + j*m;
}

Nach der Kompilierung steht > mex createMatrix.c
mit createMatriz ein neuer > A = createMatrix(2,3)
MATLAB-Befehl zur Verfiigung. A=

024

135

ACHTUNG: Bei der Ubergabe der Eingabe-Parameter wurde implizit vorausge-
setzt, dass m und n vom Typ double sind. Um die Funktion flexibler zu gestalten,
sollten eigentlich Typen und Dimensionen der Eingabe-Parameter (im Parame-
tercheck) iiberpriift und ggf. konvertiert werden. Bei der derzeitigen Implemen-
tierung liefert A =createMatriz (single (2), single (8)) einen Fehlerabbruch.

Man beachte, dass auf alle Komponenten in mzArray-Strukturen nur mittels der
vordefinierten ma-Funktionen zugegriffen werden kann. Ferner sei betont, dass
man nie den Inhalt der MATLAB-Variablen zuriickerhilt, sondern stets den Zeiger
auf das Datenfeld, der dann ggf. dereferenziert werden muss.

Aufruf von MATLAB-Funktionen aus einem MEX-File

Es ist auch moglich, aus einer C- oder Fortran-Funktion heraus MATLAB-Befehle
auszufiihren. Das folgende Beispiel illustriert dies.

MATLAB-Beispiel 11.2

Im folgenden Beispiel wird die Fortran-Bibliothek QUADPACK! [56] in MATLAB
eingebunden, um zu gegebenen Skalaren a,b,c € R und einer Funktion f den
Cauchyschen Integral-Hauptwert

b
z
xL(——);: dz =~ dgawc(’f’,a,b,c) (11.1)
a
numerisch berechnen zu kdnnen. In MATLAB steht keine Integrationsroutine zur
Berechnung des Cauchyschen Hauptwertes zur Verfiigung. Die Funktion f, deren
Hauptwert auf [a, b] berechnet werden soll, muss entweder in Form eines M-Files

'Die QuUADPACK-Bibliothek ist auf http://www.netlib.org frei verfiigbar. Eingabe- und
Ausgabeparameter sind in den Programmlistings vollstindig dokumentiert.
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f.m vorliegen oder eine vorimplementierte Funktion (z.B. sin) sein. Uber die
MEX-Schnittstelle werden an die QUADPACK-Routine dgawc der Funktionsname
sowie die Integrationsgrenzen iibergeben. Es ist daher notwendig, die MATLAB-
Funktion f aus einem MEX-File heraus aufzurufen. Dies geschieht mit Hilfe der
MEX-Funktion mezCallMATLAB. Zu beachten ist, dass der Name der Funktion
f als String iibergeben werden muss, da Funktionszeiger von mezCallMATLAB
nicht unterstiitzt werden.

Fiir den Aufruf des QUADPACK-Unterprogramms dgawc benétigt man eine
Funktion mit C-Signatur double fct Wrapper (double z), die als Wrapper-Funktion
realisiert ist:

/* Definition GLOBALER Variablen */
char *fct; /* Funktionen des Integranden */
mxArray *fctin[1], *fctout[1]; /* mxArrays zur Auswertung von fct */

/* Wrapper-Funktion benutzt mexCallMATLAB */
double fctWrapper(double *x) {

double fx, *fxpointer, *xpointer;

xpointer = mxGetPr(fctin([0]);
*xpointer = #*x;

/* Auswertung von ’f’ an der Stelle ’x’ */
mexCallMATLAB(1, fctout, 1, fctin, fct);

/* Funktionswert uebergeben, Ausgabe-Array loeschen */
fxpointer = mxGetPr(fctout[0]);

fx = »fxpointer;

mxDestroyArray(fctout[0]);

return(fx);

}

Eine rudimentire Implementierung der MEX-Schnittstelle fiir dgawc ist im Fol-
genden gezeigt. Dabei werden alle optionalen Parameter des Fortran-Programms
explizit gesetzt. Eine ,ordentliche* Implementierung wiirde diese Parameter als
optionale Parameter vom MATLAB-Prompt entgegennehmen, indem die Anzahl
der Ein- und Ausgabeparameter iiberpriift wird und die Eingabeparameter ent-
sprechend interpretiert werden.

void mexFunction(int nlhs, mxArray* plhs([],
int nrhs, const mxArray* prhs(])

{

double *apointer, *bpointer, *cpointer, *resultpointer;
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/* Parameter fuer dgawc_, vgl. http://www.netlib.org */
double epsabs = 1e-6;

double epsrel = le-12;

double abserr = 0;

int neval = 0;

int ier = 0;

int limit = 100;

int lenw = 4 * limit;

int last = 0;

int *iwork = mxCalloc(limit, sizeof(int));
double *work = mxCalloc(lenw, sizeof (double));

/*** Parameter-Ueberpruefung sollte hier eingefuegt werden **x/

/* Funktionsnamen im GLOBALEN String ’fct’ speichern */
fct = mxCalloc(mxGetN(prhs[0])+1, sizeof(char));
mxGetString(prhs[0], fct, mxGetN(prhs{0])+1);

/* weitere Eingabe-Parameter a, b, ¢ lesen */
apointer = mxGetPr(prhs[1]); /* a */
bpointer = mxGetPr(prhs(2]); /* b */
cpointer = mxGetPr(prhs[3]); /* c */

/* temporaeren Speicher fuer Wrapper-Funktion anlegen */
fctin[0] = mxCreateDoubleMatrix(1,1,mxREAL);

/* Ausgabeparameter erzeugen */
plhs{0] = mxCreateDoubleMatrix(1,1,mxREAL);
resultpointer = mxGetPr(plhs[0]);

/* Cauchy-Integral mittels QUADPACK-Routine dqawc berechnen */
dqawc_(fctWrapper, apointer, bpointer, cpointer,
kepsabs, kepsrel, resultpointer, kabserr, &neval, &ier,
&limit, &lenw, &last, iwork, work);

/* temporaeren Speicher freigeben */
mxFree (vork) ;

mxFree (iwork) ;

mxFree (fct) ;
mxDestroyArray(fctin[0]);



280 11 C, Fortran und Java in MATLAB

Beim Aufruf des Fortran-Programms dgawc beachte man, dass in Fortran alle Ein-
gabe-Parameter von Funktionen als Call by Reference (d. h., als Pointer) realisiert
werden, wihrend in C Skalare durch Call by Value und Felder durch Call by
Reference iibergeben werden (d.h., die zugehorigen Pointer werden mit Call by
Value iibergeben).

Das MATLAB-Feld fctin enthilt jeweils den z-Wert an dem f(z) ausgewertet
werden soll. Um unnétiges Allokieren zu vermeiden, wurde die Variable als globale
Variable definiert.

Der vollstindige C-Code beinhaltet ferner eine Deklaration von dgawc_, d.h.,

void dqawc_( double (*f)(double *x), double *a, double *b, double *c,
double* epsabs, double* epsrel, double* result,
double* abserr, int* neval, int* ier, int* limit,
int* lenw, int* last, int* iwork, double* work );

und bindet den Header der MEX-Bibliothek und der MATRIX-Bibliothek ein.
Befindet sich die (dynamische) Bibliothek QUADPACK im Arbeitsverzeichnis, so
wird dqawc.c durch die Eingabe von mez dgawc.c —Im —L. —lquadpack am MAT-
LAB-Prompt kompiliert. Beziiglich der Linker-Optionen (—Z, —1) sei auf die ent-
sprechende Literatur verwiesen.

Nach Kompilierung des MEX- » mex dqawc.c¢ -1lm -L. -lquadpack
Files steht mit dgawc eine M AT-

LAB-Funktion zur Berechnung

des Cauchyschen Hauptwertes

zur Verfiigung.

Der Cauchy-Hauptwert » dqawc(’f’,-1,5,0)
ans =
> 1 -0.0899
f ——dr = :
-1 IE(SZS + 6)
= log(125/631)/18 =
= —0.089944 . ..

wird mittels dgawc berechnet.
Die Funktion f(z) = (5z%+6)"!
muss als M-Datei vorliegen.

Man beachte, dass in diesem Beispiel der Funktionsname (einer M-Funktion oder
einer vorimplementierten MATLAB-Funktion) als String iibergeben wird und nicht
der Funktionszeiger (z. B. @f). Dies liegt an den Restriktionen der MEX-Funktion
mezCallMATLAB.



11.2 Die MATLAB-FORTRAN-Schnittstelle 281

Um eine Funktion iiber den zugehorigen Funktionszeiger auszuwerten, muss man
die MATLAB-ENGINE benutzen.

11.1.2 Die MATLAB-ENGINE

Zusiitzlich zur MEX-, MAT- und MATRIX-Bibliothek ist die sogenannte MATLAB-
ENGINE ein Teil der Ezternal Interfaces. Uber diese C-Bibliothek ist es moglich,
MATLAB aus eigenstindigem C-Code heraus zu starten, Rechnungen in MATLAB
durchzufiihren und das MATLAB-Ergebnis im C-Programm weiterzuverarbeiten.

Anders als bei MEX-Code, wo das C-Programm eine MATLAB-Funktion lie-
fert, ist es mit der MATLAB-ENGINE moglich, MATLAB und MATLAB-Funktionen
als Unterprogramme in einen C-Code einzubinden. Details findet man in der Do-
kumentation zu den Ezternal Interfaces.

11.2 Die MATLAB-FORTRAN-Schnittstelle

Die MEX-, MAT- und MATRIX-Bibliotheken sowie die MATLAB-ENGINE werden
nicht nur als C-Bibliotheken, sondern auch als Fortran-Bibliotheken mitgeliefert.
Da ein Fortran-Compiler (im Gegensatz zum C-Compiler) im Lieferumfang von
MATLAB nicht enthalten ist, wird hier auf eine weitere Diskussion verzichtet.
Details sowie Beispiele fiir die Programmierung der MATLAB-Fortran-Schnitt-
stelle findet man in der MATLAB-Dokumentation zu den Ezternal Interfaces.

11.3 Die MATLAB-JAVA-Schnittstelle

Die grafische MATLAB-Oberfliche ist in Java programmiert. Jede MATLAB-
Installation beinhaltet daher auch eine Java Virtual Machine, so dass der Java-
Interpreter von MATLAB aus genutzt werden kann. MATLAB bietet damit die
Maoglichkeit, auf Java-Objekte und -Methoden zuzugreifen. Fiir nihere Details
sei auf die Dokumentation verwiesen.



Kapitel 12

Vordefinierte Variable und
Unterprogramme

Zweck dieses Kapitels ist es, einen Uberblick iiber einige der wichtigsten MAT-
LAB-Befehle zu geben. Wegen des grolen Befehlsumfanges muss auf eine genaue
Beschreibung der einzelnen Befehle verzichtet werden; Kapitel 12 beschrinkt sich
lediglich darauf, kurz Parameter und Resultate zu beschreiben. Fiir eine eingehen-
dere Diskussion sei auf die Online-Hilfe, die mittels help befehlsname am MAT-
LAB-Prompt aufgerufen werden kann, oder auf das MATLAB-Referenzhandbuch
[54] verwiesen.

Im Folgenden wird fiir die Kurzbeschreibungen der Befehlsparameter folgen-
de Notation verwendet: m,n, k bezeichnen ganzzahlige, skalare double-Werte, v
Vektoren des Typs double, A double-Matrizen und c Zeichenketten (Objekte vom
Typ char). Ist es fiir einen Befehl unerheblich, ob ein (reeller oder komplexer)
Skalar oder eine Matrix iibergeben wird, so wird dies durch ein z symbolisiert.

12.1 Konstante, Abfragefunktionen

ans letztes Ergebnis einer interaktiven Berechnung, das kei-
ner Variablen explizit zugewiesen wurde

bitmax grofite, exakt darstellbare ganze Zahl

eps relative Maschinengenauigkeit (IEEE: 2752)

i komplexe Einheit  := /—1

Inf symbolische Konstante fiir co

intmax grofite Integerzahl eines gegebenen Typs

intmin kleinste Integerzahl eines gegebenen Typs

282
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isa(x,typ) TRUE, falls z vom Datentyp typ ist

isequal(x,y) | TRUE, falls die beiden Felder z und y (wertemifig) gleich
sind

isfloat(x) TRUE, falls z vom Typ double oder single ist

isieee TRUE, falls IEEE-Arithmetik vorliegt

isinf (x) TRUE, falls die Elemente in z den Wert 'Inf’ haben

isinteger(x) | TRUE, falls z von einem Integer-Datentyp ist

islogic(x) TRUE, falls £ vom Typ logical ist

isnan(x) TRUE, falls die Elemente in z gleich ’NaN’ sind

isnumeric(x) TRUE, falls z von einem numerischen Datentyp ist

j komplexe Einheit j := /—1 (identisch mit 7)

NaN symbolische Konstante fiir ,not a number*, z. B. 0/0

nargin Zahl der Eingangsparameter beim Aufruf eines function-
Unterprogramms (siehe Abschnitt 7.3.6)

nargout Zahl der Ausgangsparameter beim Aufruf eines function-
Unterprogramms (siehe Abschnitt 7.3.6)

Pi Wert von m = 3.141592653 589793 ...

realmin kleinste positive, normalisierte Gleitpunktzahl

realmax groBite Gleitpunktzahl

12.2 Funktionen zur Typkonversion

Mit den folgenden Konversionsfunktionen kénnen numerische Datenobjekte (be-
liebigen Typs) in ein Objekt eines anderen Typs umgewandelt werden.

double(x) konvertiert z in den Typ double
int8(x) konvertiert z in den Typ int8
int16(x) konvertiert z in den Typ int16
int32(x) konvertiert z in den Typ int32
int64(x) konvertiert z in den Typ int64
logical(x) konvertiert z in den Typ logical

(ein Wert ungleich Null wird als TRUE interpretiert, der
Wert Null als FALSE)

single(x) konvertiert = in den Typ single
uint8(x) konvertiert z in den Typ uwint8

uint16(x) konvertiert z in den Typ uint16
uint32(x) konvertiert z in den Typ uint82

uint64(x) konvertiert z in den Typ uint64




284

12 Vordefinierte Variable und Unterprogramme

12.3 Mathematische Funktionen

Alle mathematischen Funktionen konnen sowohl auf (reelle und komplexe) Skalare
als auch auf Felder angewendet werden; jede Funktion liefert einen Skalar oder
ein Feld derselben Groéfie zuriick. Bei Feldern wird die Operation elementweise

ausgefiihrt.
abs (x) Betrag |z| (fiir reelles oder komplexes z)
acos(x) Arkuskosinus von z
acosh(x) Areakosinus hyperbolicus von z
angle(x) Phasenwinkel der komplexen Zahl z
asin(x) Arkussinus von z
asinh(x) Areasinus hyperbolicus von z
atan(x) Arkustangens y = atan(z), wobei y € [—7/2,7/2]
atan2(x) Arkustangens y = atan(z), wobei y € [—7, 7]
atanh(x) Areatangens hyperbolicus von z
ceil(x) rundet z auf die néchstgrofere ganze Zahl auf
conj (x) liefert die zu = konjugiert komplexe Zahl
cos(x) Kosinus von z
cosh(x) Kosinus hyperbolicus von z
exp (x) e’
fix(x) ganzzahliger Anteil von z (,,round towards zero“)
floor(x) rundet z auf die ndchstkleinere ganze Zahl ab
ged(x,y) grofiter gemeinsamer Teiler von z und y
imag(x) Imaginérteil der komplexen Zahl z
lem(x,y) kleinstes gemeinsames Vielfaches von z und y
log(x) natiirlicher Logarithmus von z (Basis e)
log2(x) dualer Logarithmus von z (Basis 2)
log10(x) dekadischer Logarithmus von z (Basis 10)
mod (x,y) Modulo-Funktion
real(x) Realteil von z
rem(x,y) Rest der Division von z durch y
round (x) rundet z zur nichstgelegenen ganzen Zahl
sign(x) Signum von z (Resultat: —1, 1 oder 0)
sin(x) Sinus von z
sinh(x) Sinus hyperbolicus von z
sqrt (x) VT
tan(x) Tangens von z
tanh (x) Tangens hyperbolicus von z




12.5 Elementare

Matrizenoperationen

12.4 Vektoroperationen

find(v)

fft(v)

hist(v)

ifft(v)
isequal(u,v)
length(v)
linspace(n,m,k)
logspace(n,m,k)
max(v)

mean (v)
median(v)
min(v)

norm(v)
norm(v,p)

prod(v)
std(v)
sort (v)
sum(v)

ermittelt Nichtnullelemente

diskrete Fourier-Transformation der Elemente in v
errechnet ein Histogramm der Daten in v

inverse (diskrete) Fourier-Transformation von v
TRUE, falls u und v (wertemi8ig) gleich sind
Lange des Vektors v

linear angeordnete Wertefolge

logarithmisch angeordnete Wertefolge

maximales Element in v

Mittelwert der Elemente in v

Median der Werte in v

minimales Element in v

euklidische Vektornorm ||v||2

Vektornorm ||v||,; ist p gleich *Inf’, so liefert norm
die Maximumnorm |[v||eo

Produkt aller Elemente in v

Standardabweichung der Elemente in v

sortiert v in aufsteigender Reihenfolge

Summe aller Elemente in v

12.5 Elementare Matrizenoperationen

diag(v)
eye(n)
find(A)
isempty(A)
isequal(A,B)

ones(n,m)
rand(n,k)

randn(n,k)
size(x)

sortrows(A)
zeros(n,m)

Diagonalmatrix mit v als Hauptdiagonale
nxn-Einheitsmatrix

ermittelt Nichtnullelemente

TRUE, falls A die leere Matrix ist

TRUE, falls die beiden Matrizen A und B (wertemiBig)
gleich sind

nxm-Matrix, deren Elemente alle den Wert 1 haben
nx k-Matrix, deren Elemente gleichverteilte Zufallszahlen
aus dem Intervall (0,1) sind

nxk-Matrix, deren Elemente N(0,1) (standardnormal)
verteilte Zufallszahlen sind

GroBe des Feldes z als Vektor

sortiert die Spalten von A in aufsteigender Reihenfolge
nxm-Matrix, deren Elemente alle den Wert 0 haben

285
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12.6 Numerische Matrizenoperationen

chol(A)
cond(A)
condest (A)
det (4)
eig(ha)
eigs(4)

expm(A)
inv(A)
linsolve(A,b)

lu(a)
norm(A)
norm(A,p)

normest (A)
null(A)

orth(4)
pinv(4)
poly(A)

rank(A)
svd(A)

Cholesky-Faktorisierung von A (fiir positiv definites A)
Konditionszahl || A||2||A7}||2 von A

Schitzung fiir die Konditionszahl || Al|z||A7!||2 von A
Determinante von A

Eigenwerte und Eigenvektoren von A

vollstéandige oder partielle Losung allgemeiner oder spe-
zieller Eigenwertprobleme
Matrix-Exponentialfunktion e
Inverse A~! von A

16st Az = b, wobei optional die Losungsstrategie ange-
geben werden kann (linsolve(A,b,opts)), dabei wird
nicht {iberpriift, ob A die vorausgesetzten Eigenschaften
besitzt

LU-Faktorisierung von A

euklidische Norm (Spektralnorm) || A||2

Matrixnorm || Al|, fir p = 1,2, *inf’ oder *fro’;ist p =
*inf’, so liefert norm die Zeilensummennorm || Al|oo; ist
p = 'fro’, so liefert norm die Frobenius-Norm (Schur-
Norm) von A

Schitzung der euklidischen Norm (Spektrainorm) || Ajj.
Nullraum (Kern) der A entsprechenden linearen Abbil-
dung

Orthonormalisierung der Spalten von A

Pseudo-Inverse A* von A

charakteristisches Polynom der Matrix A als Koeffizien-
tenvektor (siehe Abschnitt 5.3.8)

Rang von A (Dimension des Bildraums)
Singularwertzerlegung von A

A

12.7 Schwach besetzte Matrizen

bicg(A,b)
bicgstab(A,b)
cgs(A,b)
cholinc(A)

BiCG-Verfahren

BiCGSTAB-Verfahren

CGS-Verfahren

unvollstindige Cholesky-Faktorisierung von A
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full(A) konvertiert eine komprimiert gespeicherte Matrix A in
eine vollstindig gespeicherte Matrix
gmres (A,b,n) GMRES-Verfahren

issparse(A) TRUE, falls A eine komprimiert gespeicherte schwach be-
setzte Matrix ist

luinc(4) unvollstindige LU-Faktorisierung von A

nnz(A) Zahl der Nichtnullelemente von A

pcg(A,b) vorkonditioniertes CG-Verfahren

qmr (A, b) QMR-Verfahren

sparse(4) konvertiert die vollbesetzte double-Matrix A in die kom-
pakte Reprasentation

speye(n) schwach besetzte nxn-Einheitsmatrix

sprand(m,n,y) | schwach besetzte nxm-Matrix allgemeiner Struktur mit
ungefdhr nmy, 0 < y < 1, gleichverteilten Zufallszahlen
als Nichtnullelemente

sprandn(m,n,y)| analog mit standardnormalverteilten Zufallszahlen
sprandsym(n,y) | symmetrische schwach besetzte nxn-Matrix mit un-
gefihr n?y, 0 < y < 1, gleichverteilten Zufallszahlen als
Nichtnullelemente

spy (&) grafische Anzeige der Besetztheitsstruktur von A

12.8 Nullstellenbestimmung und Minimierung

fminbnd Minimalstellensuche fiir eine Funktion f : [a,b] = R
fminsearch Minimalstellensuche fiir eine Funktion f : R* - R
fzero Nullstellensuche fiir eine Funktion f : [a,b] — R

12.9 Polynome und Polynominterpolation

Polynome werden durch ihre Koeffizientenvektoren dargestellt (siehe Abschnitt
5.3.8); v und w sind Vektoren von Koeffizienten, die Polynome reprisentieren.

conv(v,w) multipliziert die Polynome v und w

deconv(v,w) dividiert das Polynom v durch das Polynom w
interpl stiickweise univariate Polynom-Interpolation
interp?2 stiickweise zweidimensionale Tensor-Interpolation

interp3 stiickweise dreidimensionale Tensor-Interpolation
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interpn stiickweise mehrdimensionale Tensor-Interpolation
poly(z) konvertiert einen Vektor z, der die Polynomnullstellen
enthilt, in einen Vektor, der die Polynomkoeffizienten
enthilt
polyder (v) Ableitung des Polynoms v

polyfit(x,y,n)
polyval(v,x)
ppval(p,x)
roots(v)
spline(x,y)

Approximation durch ein Polynom vom Grad n
Auswertung des Polynoms v an der Stelle =
Auswertung eines stiickweisen Polynoms
Nullstellen des Polynoms v

kubische Spline-Interpolation

12.10 Quadratur und Kubatur

dblquad
quad

quadl
triplequad

Berechnung des Doppelintegrals f: I ¢ f(z,y) dydz
Simpson-Quadratur zur Berechnung von [ b fdz

Lobatto-Quadratur zur Berechnung von fa fdz
Berechnung eines Dreifach-Integrals

12.11 Differentialgleichungen

bvp4c
odel13
ode23
ode45
ode15i

odel5s

ode23s

Kollokationsloser fiir Zwei-Punkt-Randwertprobleme
gewohnlicher Differentialgleichungen

Integrator fiir nicht-steife, linear-implizite (oder explizi-
te) Anfangswertprobleme

Integrator fiir nicht-steife, linear-implizite (oder explizi-
te) Anfangswertprobleme

MATLAB-Standard-Integrator fiir nicht-steife, linear-
implizite (oder explizite) Anfangswertprobleme
Integrator fiir implizite Anfangswertprobleme und Alge-
bro-Differentialgleichungen
MATLAB-Standard-Integrator fiir steife, linear-implizite
(oder explizite) Anfangswertprobleme und Algebro-Diffe-
rentialgleichungen

Integrator fiir steife, linear-implizite (oder explizite) An-
fangswertprobleme




12.13 Input/Output

ode23t
ode23tb

pdepe

Integrator fiir steife, linear-implizite (oder explizite) An-
fangswertprobleme und Algebro-Differentialgleichungen
Integrator fiir steife, linear-implizite (oder explizite) An-
fangswertprobleme

Loser fiir parabolische partielle Differentialgleichungen
mit 1D Ort

12.12 Zeichenketten

blanks(n)
char(c,...)
char (x)
double(c)

eval(c)
findstr(c,d)
ischar(c)
lower(c)
num2str (x)
str2num(c)
strcat(c,...)
strcmp(c,d)
upper(c)

generiert String der Linge n, der nur Leerzeichen enthéilt
generiert mehrzeiliges char-Objekt

konvertiert Datenobjekt in String

konvertiert ein ASCII-Zeichenketten-Feld in ein double-
Feld, das die numerischen ASCII-Codes der einzelnen
Zeichen enthilt

wertet ¢ als MATLAB-Ausdruck aus

sucht Vorkommnisse des kiirzeren Strings im lingeren
TRUE, falls ¢ vom Typ char ist

konvertiert String ¢ in Kleinbuchstaben

konvertiert das double-Objekt z in einen String
konvertiert einen String in ein double-Objekt

hingt die angegebenen Strings zusammen

TRUE, falls die Strings ¢ und d identisch sind
konvertiert String ¢ in Gro8buchstaben

12.13 Input/Output

Eine genauere Beschreibung der folgenden Befehle findet man in Abschnitt 9.3.

Im Folgenden steht A fiir eine Datei-Nummer.

fclose(h)
feof (h)
fgetl(h)

fgets(h)
fopen(c,d)
fprintf

schlieBt die Datei h

TRUE, falls Ende der Datei h erreicht ist

liest eine Zeile aus der Datei h (auch das abschliefende
Return)

liest eine Zeile aus der Datei h (ohne Return)

Offnet die Datei ¢ im Zugriffsmodus d

schreibt formatierten Text; siehe Abschnitt 9.2

289
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fscanf liest formatierten Text ein; siche Abschnitt 9.2

ftell(h) Wert des Datei-Positionszeigers von h (aktuelle Position
in der Datei h)

input (c) liest Daten, die auf der Tastatur eingegeben werden

12.14 Grafik

In der folgenden Tabelle sind einige MATLAB-Grafikbefehle kurz zusammenge-
stellt; fiir eine nidhere Diskussion sei auf Abschnitt 9.4 verwiesen.

axis Einstellungen fiir die Koordinatenachsen dndern

bar Darstellung von Balkendiagrammen

box Einstellungen fiir den Diagrammrahmen

close Schlieflen eines Ausgabefensters

colordef Festlegen der Diagrammfarben

contour Konturliniendarstellung zweidimensionaler Funktionen

contour3 dreidimensionale Konturliniendarstellung

errorbar Fehlerintervall-Darstellung von Daten

figure Festlegung des Ausgabefensters

£ill ausgefiilltes zweidimensionales Vieleck zeichnen

fplot Funktionen grafisch darstellen

gplot Darstellen von Graphen mittels Adjazenzmatrix und Ko-
ordinaten

grid Festlegung, ob im Koordinatensystem Gitternetzlinien
gezeichnet werden sollen oder nicht

gtext Platzierung einer Beschriftung mit Hilfe der Maus

hist Erstellung eines Histogramms

hold mehrere Diagramme in einem Koordinatensystem

legend Hinzufiigen einer Legende

loglog Darstellung von Daten in einem doppelt logarithmischen
Koordinatensystem

mesh Darstellung von dreidimensionalen Netzgrafiken

pcolor Darstellung von zweidimensionalen Funktionen durch
Konturflichen

pie Darstellung von ,, Tortendiagrammen*

plot Zweidimensionale Linien- oder Punktgrafiken

plot3 Darstellung von dreidimensionalen Datenpunkten

plotyy Darstellung zweier Kurven mit verschiedenen y-Achsen
in einem Koordinatensystem
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polar Darstellung von Daten in Polarkoordinaten

rotate3d Betrachtungswinkel von dreidimensionalen Grafiken

semilogx Darstellung von Daten in einem Koordinatensystem mit
logarithmischer z-Achse

semilogy Darstellung von Daten in einem Koordinatensystem mit
logarithmischer y-Achse

stairs Darstellung von Stufendiagrammen

stem Darstellung von Daten mittels ,,Stamm-Plot“

surf Darstellung von dreidimensionalen Flichengrafiken

text Beschriftung von Diagrammkurven

title Festlegung des Diagrammtitels

xlabel Beschriftung der z-Achse

ylabel Beschriftung der y-Achse

zlabel Beschriftung der z-Achse

12.15 Zeitmessung

MATLAB bietet die Moglichkeit, durch die beiden Befehle tic und toc die fiir eine
Operation bendtigte Zeit zu messen. Dazu setzt man ein tic vor die Anweisungen,
deren Zeitverbrauch man messen méchte, und ein toc danach. Der zweite Befehl
gibt die vergangene Zeit (,elapsed time“) seit dem letzten tic (in Sekunden) aus.

MATLAB-Beispiel 12.1

Um den Zeitbedarf zu messen, > tic; plot(rand(5)); toc
wird die tic-toc-Konstruktion elapsed_time =

verwendet. Die Genauigkeit des 1.009768

erhaltenen Zeitintervalls hingt

von der computerinternen Zeit-

messung ab. (Der erhaltene

Wert ist mit Sicherheit nicht auf

eine Mikrosekunde genau.)

Bei der Zeitmessung ist zu beachten, dass MATLAB-Funktionen interpretiert wer-
den, d. h., die gemessene Zeit spiegelt nicht unbedingt die potentielle (maximale)
Gleitpunktleistung des verwendeten Computersystems wider.

Die verbrauchte CPU-Zeit kann durch cputime ermittelt werden; der Befehl
gibt die seit dem Start von MATLAB verbrauchte CPU-Zeit (in Sekunden) als
double-Datenobjekt zuriick. Speichert man beispielsweise die verbrauchte CPU-
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Zeit vor einer Operation und bildet die Differenz zur CPU-Zeit nach einer Ope-
ration, kann man den CPU-Zeitverbrauch der Operation ermitteln.

cputime CPU-Zeit (in Sekunden) seit dem Start von MATLAB
tic Start der Zeitmessung
toc Stop der Zeitmessung

Mit Hilfe des auch fiir MATLAB verfiigbaren Performance Apllication Program-
ming Interface (PAPI) kann man auf die Performance-Counter der Hardware
zugreifen. Damit sind — neben vielen anderen Moglichkeiten — auch sehr genaue
Zeit- und Aufwandsmessungen moglich (siehe http://icl.cs.utk.edu/papi/).
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abs, 11, 284
acos, 284
acosh, 284
all, 91, 103
angle, 11, 284
ans, 282

any, 91

asin, 9, 284
asinh, 284
atan, 284
atan2, 284
atanh, 284
axis, 186, 290

bar, 178, 290
bicg, 215, 286
bicgstab, 286
bitmax, 282
blanks, 289
box, 186, 290
break, 107, 109
brighten, 192
bvp4c, 256
bvpinit, 257

case, 106

cat, 68

catch, 127

ceil, 284

cgs, 215, 286
char, 94, 289
chol, 96, 286
cholinc, 214, 286

class, 51, 55-57, 153, 154

clear, 65

close, 183, 290
colordef, 187, 290
colormap, 192
cond, 205, 216, 286
condest, 216, 286
conj, 11, 284
contour, 190, 290
contour3, 190, 290
conv, 84, 287

cos, 9, 11, 284
cosh, 284

cputime, 146, 291, 292

dblquad, 264

decic, 255

deconv, 84, 287
delaunay, 243

delete, 136

det, 18, 286

deval, 254, 255, 257
diag, 18, 285

disp, 166

double, 30, 53, 56, 289

edit, 127

eig, 25, 286

eigs, 25, 286

else, 104

eps, 47, 56, 282
error, 126
errorbar, 180, 290
eval, 289

exp, 284
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expm, 17, 286
eye, 18, 78, 285

false, 59

fclose, 170, 289
feof, 172, 289
feval, 129

fft, 285

fgetl, 172, 289
fgets, 172, 289
figure, 183, 290
fill, 182, 290
fill3, 190

find, 89, 285
findstr, 289

fix, 284

floor, 284
fminbnd, 221
fminsearch, 221
fopen, 169, 289
for, 24, 107
format, 8, 12, 166
fplot, 182, 290
fprintf, 167, 289
fread, 170
frewind, 172
fscanf, 172, 290
fseek, 172

ftell, 172, 290
full, 95, 287
func2str, 131
function, 123, 131
fwrite, 171
fzero, 221

ged, 284

gcf, 183

global, 135
gmres, 287
gplot, 290

grid, 20, 186, 290
griddata, 243

gtext, 290

help, 5, 9, 125, 282
helpdesk, 5, 9
hilb, 205

hist, 178, 285, 290
hold, 187, 290

i, 10, 282

if, 24, 103-105
ifft, 285

imag, 11, 284

inf, 54, 282

input, 24, 165, 290
int, 57

int8, 30, 57, 74, 149
int16, 30, 57
int32, 30, 57
int64, 30, 58
interpl, 234
interp2, 241
interp3, 241
interpn, 241
intmax, 32, 57
intmin, 32, 57

inv, 18, 286

isa, 131, 153
ischar, 289
isempty, 165, 285
isequal, 131, 283, 285
isieee, 283

isinf, 42, 283
islogic, 283

isnan, 42, 283
issparse, 287

j, 10, 283

lastwarn, 127
lcm, 284

legend, 185, 290
length, 13, 78, 285



300

MATLAB-Befehle

linspace, 75, 285
load, 19, 175
log, 11, 150, 284
log2, 284

log10, 284
logical, 59
loglog, 176, 290
logspace, 76, 285
loop, 107

lower, 289

lu, 96, 207, 286
luinc, 214, 287

max, 285

mean, 285

median, 285

mesh, 189, 192, 290
meshgrid, 189

min, 285

mod, 89, 284

nan, 54, 283

nargin, 126, 131, 283
nargout, 126, 131, 283
nnz, 287

norm, 285, 286
normest, 286

null, 286

num2str, 289

odell3, 251, 254

odel5i, 255, 256

odel5s, 251, 255, 256, 270
ode23, 251, 254

ode23s, 251, 255

ode23t, 251, 255, 256
ode23tb, 251, 255

oded5, 125, 127, 251, 252, 254
odeexamples, 255, 256, 272
odeset, 253, 255, 270

ones, 18, 78, 285

orth, 286

otherwise, 106
overflow, 45

peg, 287

pceolor, 191, 192, 290

peaks, 191
pi, 9, 283
pie, 176, 290
pinv, 286

plot, 20, 175, 252, 290

plot3, 188, 290
plot3d, 291
plotyy, 176, 290
polar, 181, 291
poly, 85, 286, 288
polyder, 84, 288
polyfit, 230, 288

polyval, 84, 230, 288

ppval, 288
print, 193
prod, 285
profile, 150

qmr, 287
qr, 219
quad, 245
quadl, 245

rand, 285
randn, 285
rank, 286

real, 11, 284
reallog, 150
realmax, 37, 283
realmin, 37, 283
realpow, 150
realsqrt, 150
rem, 284
reshape, 79
return, 123
roots, 85, 288
round, 284
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save, 19

semilogx, 176, 291
semilogy, 21, 176, 291
setdiff, 262

sign, 284

sin, 9, 11, 284
single, 30, 53, 56, 149
sinh, 284

size, 16, 78, 285
sort, 285

sortrows, 285
sparse, 95, 148, 287
speye, 96, 287
spline, 288

sprand, 96, 287
sprandn, 96, 287
sprandsym, 96, 287
spy, 96, 287

sqrt, 150, 284
stairs, 178, 291
std, 285

stem, 180, 291
str2func, 131
strcat, 289
str2num, 289
struct, 62

subplot, 184

sum, 285

surf, 190, 192, 291
svd, 286

switch, 105, 106

tan, 284

tanh, 284

text, 185, 291
tic, 291, 292
title, 20, 185, 291
toc, 291, 292
trimesh, 243
triplequad, 247
triplot, 243

trisurf, 243, 267
true, 59

try, 127

type, 127

uint, 57
uint8, 30, 57
uint16, 30, 57
uint32, 30, 57
uint64, 30, 58
upper, 289

warning, 127
which, 127

while, 24, 102, 110
who, 66

whos, 59, 66

xlabel, 20, 185, 291
xmlread, 173
xmlwrite, 173

xslt, 173

ylabel, 20, 185, 291

zeros, 18, 78, 147, 285
zlabel, 185, 291
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:-Operator, 13, 76, 87
@-Operator, 127, 130
\-Operator, 18, 82

Abbruchbedingung, 111
Abfragekette, 105
Ablaufsteuerung, 101
Achsenbeschriftung, 185
Ackermann-Funktion, 142
Akima-Interpolation, 238
Aktualparameter, 119
Algebro-Differentialgleichung, 256
Algorithmus, 101

stabil, 205
Aneinanderreihung, 102
Anfangswert, 250

konsistent, 255
Anfangswertproblem, 250
Anweisung, 65

Anweisungsblock, 102

Anweisungsklammern, 102
Arithmetik, 72

Integer-, 31, 58, 74, 83, 149

mit Feldern, 80

unterschiedliche Datentypen, 74
array, 51
Assoziativitit, 48, 73
Aufruf, Unterprogramm, 117
Ausdruck, 70
Ausgabe, 165

Ausgabefenster

Selektion, 183
Unterteilung, 184

Ausgangsparameter, 120, 122
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Ausgleichsproblem, 218

Ausléschung, 159

Auswahl, 102
Auswahlanweisung, 105
Auswahlkette, 105

Backslash-Operator \, 18, 82
Balkendiagramm, 178
Bandmatrix, 97, 211
Basis (Maschinenzahlen), 34
Bedingung, 102
Begrenzer, 60
Benutzeroberfliche, 2
Beschleunigung der
Programmausfiihrung, 144

Bezeichner, 49
Binardatei

Lesen, 170

Schreiben, 171
Bisektionsverfahren, 223
BND-Format, 97
Bubble-Sort, 109

C (Programmiersprache), 143, 273
CCS-Format, 97, 275
CDS-Format, 97
cell array, 53, 61

mehrdimensional, 62, 68
Cholesky-Zerlegung, 210
command

history, 3

window, 3
COO-Format, 97
CRS-Format, 97
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Curve Fitting Toolbox, 112

DAE, 256
Datei
Binir-, 170
formatiert, 172
M-Datei, 26, 121, 123
Nummer, 169, 289
Offnen und Schlieflen, 169
Position in, 172
Text-, 172
Zugriff, 169
Dateneingabe, 165
Datenobjekt, 49
Belegung, 70
global, 135
lokal, 134
Name, 64
Sichtbarkeit, 133
Vereinbarung, 65
Vergleich, 92
Datentyp, 49, 50
cell, 61, 153
char, 60, 153
double, 34, 53, 153
Eigenschaften, 51
function_handle, 153
intx, 57, 153
logical, 59, 90, 153
selbstdefiniert, 63, 151
single, 34, 53, 153
struct, 62, 153
uintx, 57, 153
Deklaration, 50, 65
Dezimaldarstellung, 54
Diagonalmatrix, 18
Diagramm
Balken-, 178
Rahmen, 186
Titel, 185
Differentialgleichung, 249

Algebro-, 256
explizit, 250
gewohnlich, 249
implizit, 255
linear-implizit, 250
nicht-steif, 254
Ordnung, 249
partiell, 258
steif, 251, 254
Dimension, 52, 68
Distributivitit, 48
Doppelpunkt-Notation, 76, 87
dot transpose operator, 77
Dreiecksgitter, 243

Echo, 10
Eigenwert, Eigenvektor, 24
Ein- und Ausgabe, 165
Eingangsparameter, 120, 122
Einheitsmatrix, 79
Einschrittverfahren, 254
Eliminationsprinzip, 206
Entwicklungsumgebung, 4
Euklidischer Algorithmus, 110
Euler-Verfahren
explizit, 250
Exponent (Maschinenzahlen), 33
Uber- und Unterlauf, 45
Exponententeil, 54
Exponentiation, 72
external interfaces, 273, 281
Extrapolation, 234

Fakultat, 139
Farbpalette, 192
Fehlerintervallgrafik, 180
Fehlermeldung, 126
Feld, 50, 51
Anpassung, 67
Arithmetik, 80
Ausdehnung, 52
Dimension, 52
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dreidimensional, 68
eindimensional, 55, 75
Element, 51, 85
Form, 52
Grofle, 52
Konstruktion, 75
leer, 55, 90
Loschen eines Teilfeldes, 90
mehrdimensional, 55, 68
speziell, 75, 78
Zugriff, 85
Zusammensetzen, 78
zweidimensional, 55
Feld, mehrdimensional, 68, 79
Festpunkt-Zahlensystem, 32
FrTw, 194
Fibonacci-Folge, 142
fized point blockset, 33
Fixpunktform, 213
Flachendarstellung, 190
Folge
arithmetisch, 75
Fibonacci, 142
geometrisch, 76
for-Schleife, 107
Form (Feld), 52
Formalparameter, 119
Format (Ausgabe)
String, 166, 167, 172
Format (Matrix)
BND-, 97
CDS-, 97
COO-, 97
CRS-, 97
Harwell-Boeing, 97, 275
JDS-, 98
LAPACK-, 97
Format (Zahl)
Formatbreite, 29
Formatierung, 33
Parameter, 19

Form eines Feldes, 52
Fortran, 143, 273, 281
Fourier-Reihe, 21
Funktionsplot, 182
function handle, 127
function-Unterprogramm, 135
Funktion, 26, 116, 122, 124, 125, 135

Ackermann-, 141

als Parameter, 127

Deklaration, 123

effizient, 146

eingebettet, 136
Funktionszeiger, 127

Gauf-Elimination, 208
Bandmatrix, 211
symmetrische, positiv definite

Matrix, 210

Gauf-Seidel-Verfahren, 213

Geltung
Bereich, 65, 133
Einheit, 134

Gitterpunkt, 257

Gleichung
linear, 82, 194
nichtlinear, 220, 223

Gleichungssystem, linear, 82, 194
Cholesky-Zerlegung, 210
Datenfehler, 197
direkte Verfahren, 200
GauB-Elimination, 208
Genauigkeit, 215
iterative Verfahren, 200, 212,

214

Kondition, 203

LU-Faktorisierung, 206

numerische Losung, 194

QR-Faktorisierung, 218

symm., pos. def. Matrizen, 210
Gleitpunkt-Arithmetik, 56
Gleitpunkt-Leistung, 143
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Gleitpunkt-Zahlen, 33, 54
absoluter Abstand, 38
Anzahl, 37
denormalisiert, 35
grofite, 37
IEEE, 34
kleinste, 37, 39
Kodierung, 33
normalisiert (normal), 35
relativer Abstand, 40
Rundung, 42
subnormal, 35

Gradientenverfahren
bikonjugiert, 214
konjugiert, 214
quadriert, 214

Grafik, 19, 174
Achsen, 186
Beschriftung, 185
dreidimensional, 188
Gitternetzlinien, 186
Legende, 185
logarithmische Skala, 176
zweidimensional, 174

GroBe, Feld, 52

Hadamard-Produkt, 81
Harwell-Boeing-Format, 97, 275
Hermite-Interpolation, 236
Hilbert-Matrix, 205
Histogramm, 178
Horner-Schema, 157

IEEE-Gleitpunktzahlen, 34
if -Anweisung, 103
if -else-Anweisung, 104
if -elseif -Anweisung, 105
Import-Wizard, 173
Index, 51
Bereich, 86
Inf (00), 41
information hiding, 117, 156

Instanz, 151
Variable, 155
Integer-Arithmetik, 31, 58, 74, 149
Einschriankungen, 83
Integration, 244, 250
eindimensional, 245
mehrdimensional, 247
Integrator, 250
Interpolation, 227
Akima-, 238
Hermite-, 236
Knoten, 227
multivariat, 240
Parameterbestimmung, 229
Randbedingungen, 235
Spline-, 235
stiickweise, 233
Stiitzstellen, 227, 232
Tensorprodukt-, 240
univariat, 229
Iteration, 200, 220

Jacobi-Verfahren, 213
Java, 273, 281
JDS-Format, 98

Kahan-Summation, 163
Klammer, 70, 73
Klasse, 63, 151
abstrakt, 153
display-Methode, 157
Hierarchie, 152
Konstruktor, 154
Methode, 156
Koeflizientenmatrix, 195

Kollokation
Methode, 257
Punkte, 257

Kommentar, 118, 125
Kommutativitit, 48
komplexe Einheit, 54
Komponente, 62, 69
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Kondition, 201
experimentelle Untersuchung,
216
Konditionszahl, 203, 204, 215
lineares Gleichungssystem, 203
Konsistenz (Anfangswert), 255
Konstruktor, 154

Kontur
Flachen, 192
Linien, 191

Konvergenzordnung, 251

LAPACK, 97, 194, 200
Format, 97
Laufvariable, 24, 107
Liniengrafik
dreidimensional, 188
zweidimensional, 175
LINPACK, 1
LU-Faktorisierung, 206

M-Datei, 26, 121, 123
Mantisse, 33
Maschinengenauigkeit eps, 47, 56
MATLAB-Engine, 281
Matrix, 13, 55
Band-, 199, 211
Besetztheitsgrad, 198
Besetztheitsstruktur, 199
Definitheit, 198
Dimension, 16
dynamische Vergréfierung, 16
Gleichung, 197
Hermitesch, 198
Hilbert-, 205
Norm, 202
numerisch singular, 199, 205
orthogonal, 202
positiv definit, 210
schwach besetzt, 60, 94, 148, 198
Speicherung, 97
selbstadjungiert, 198, 210

singuldr, 199
symmetrisch, 198
unitar, 202
Matrix-Vektor-Produkt, 81, 99
Matrizenmultiplikation, 81
Mehrschrittverfahren, 254
Methoden, Klassen, 156
MEX-
Files, 273
Schnittstelle, 274
Minimierung, 221
Modell, 49
Monom-Basis, 84
Monotonie, 44
Miiller-Verfahren, 224, 226

NaN (Not a Number), 41

nested function, 136

Netzgrafik, 189

Newton-Verfahren, 223, 226
Nichtzahl (NaN), 41

Norm (Matrix), 202
Normalgleichung, 218
not-a-knot-Bedingung (Spline), 235
Nullstelle, komplex, 224
Nullstellenbestimmung, 221, 223

Objekt, 151
extern, 49
intern, 49
OCTAVE, 1
ODE (gewdhnliche Dgl.), 249
Online-Hilfe, 5
Programmierung, 125
Operand, 70
Operator, 9, 10, 14, 70, 72, 80
: (Doppelpunkt-), 13, 76, 87
@ (at-), 127, 130
\ (Backslash-), 18, 82
arithmetisch, 72, 80
Feld-, 14, 80, 81
komplex, 10
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logisch, 90

Prioritat, 73

Transposition, 15, 77

Uberladen, 158

Zuweisung, 71
Optimization Toolbox, 221

ordinary differential equation, 249

Ordnung (Dgl.), 249

Parameter, 119

Aktual-, 119

Ausgangs-, 120, 122

Eingangs-, 120, 122

Formal-, 119

optional, 126, 131

transient, 120

Unterprogramm als, 127
partial differential equation, 249
PDE (partielle Dgl.), 249
Pivotelement, 209
Polarkoordinaten, 181
Polymorphismus, 152
Polynom, 84, 154, 158, 161, 230

Interpolation

stiickweise, 233
univariat, 229

positiv definite Matrix, 198, 210
PostScript-Format, 193
Priorititen, Operatoren, 72
problem solving environment, 2
Profiler, 150
Programm, 101

Ablauf, 118
Projektivitat, 44

QR-Faktorisierung, 218
QUADPACK, 277

Quasi-Minimalresiduum-Verfahren,

215

Randwertproblem, 256
Record, 51, 62, 69

Referenz, 49
Regularitit, numerisch, 199
Reihensummation, 113
Rekursion, 139
Summation, 163
Repetition, 107
Rundung, 42
Rundungsfunktion, 43
Rundungsfehler
absolut, 46
relativ, 46, 56
Runge-Kutta-Verfahren, 251

Schleife, 107
abweisend, 110
bedingt, abweisend, 110, 113
geschachtelt, 114
Kopf, 107
Rumpf, 107
Schachtelung, 114
Schleifenvariable, 107
Schrittweite, 87
Z3ahl-, 107

scientific computing, 1

Seite, 68

Selektion, 62, 102
Ausgabefenster, 183
Auswahlanweisung, 105
records, 69

Selektor, 106

Sequenz, 102

Sichtbarkeit, 133

Signifikand, 33

SIMULINK, 7

Singuldritit, numerisch, 199

Skalar, 50, 52

Skript, 23, 116, 120, 135
Aufruf, 121
Deklaration, 121
Parameter, 122

Sortieralgorithmus, 109
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Spaltenvektor, 15
Spektralradius, 212
Spline
Interpolation, 235
Toolbox, 112
Steueranweisung, 101
String, 53
Struktur, 62
dynamisch, 63
Komponente, 62
Selektion, 69
Vereinbarung, 69
Stufendiagramm, 178
Stiitzstelle, 227, 250
subfunction, 125
Subklasse, 152, 157
Summation
Algorithmen, 164
fehlerkompensierend, 163
Superklasse, 152, 157
switch- Anweisung, 105
System gewdhnlicher
Differentialgleichungen, 249
Systemmatrix, 197

Teilfeld, 85, 86, 88
Loschen, 90
Wertzuweisung, 89
Tensorprodukt-Interpolation, 240
Textdatei, 172
Toolbox, 1, 6
Control System, 7
Curve Fitting, 6, 22, 112
Data Acquisition, 7
Financial, 7
Genetic Algorithm, 6
Image Processing, 7
Neural Networks, 7
Optimization, 6, 197, 221
Partial Differential Equation, 6
Signal Processing, 7

Spline, 6, 22, 112

Statistics, 7

Symbolic Math, 6

Wavelet, 7
Tortendiagramm, 176
Transpositionsoperator, 15, 77
Triangulierung, 242
Tschebyschefl-

Knoten, 232

Polynome, 156
Typumwandlung, dyn., 67

Uberlauf (overflow), 45
ulp (unit of last position), 39
Unterlauf (underflow), 45
Unterprogramm, 26, 115, 116
Aufruf, 117
Definition, 117, 122, 123
function-, 122
Skript, 120
vordefiniert, 82, 282
until-Schleife, 111

Van-der-Pol-Gleichung, 249, 252
Variable, 9, 50
definiert, 71
dynamische Verdnderung, 66
global, 126, 135
lokal, 134
Speicherung, 19
Vektor, 13, 52
Index, 88
Iteration, 24
Verbundanweisung, 102
Vereinbarung, 50, 65, 117
implizit, 66
Vererbung, 152, 157
Verfahren, lin. Gleichungen
direkt, 200, 210
Ausgleichsproblem, 218
iterativ, 200
Vergleichsoperator, 90
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Vieleck, 182
dreidimensional, 190
Visualisierung, 2, 174
dreidimensional, 188
Vordefinition (Datentypen), 50

Wabhrheitsfunktion, 93
Warnung, 127
Weissinger-Gleichung, 256
Wertebereich, 51
Wertzuweisung, 65, 66, 71
Strukturkomponente, 69
Teilfeld, 89
while-Schleife, 110
Wiederholung, 107
workspace, 3, 65, 126, 137, 143
browser, 66

XML-Datei, 173

Zahlen
komplex, 10, 54
normalisiert, 35
reell, 54
subnormal, 36
Zahlschleife, 107
bedingt, 113
Zeichenkette, 53, 60, 93
Begrenzer, 60
Feld, 60
Zufallszahl, 285
Zweierkomplement, 30

Zwei-Punkt-Randwertproblem, 256
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