
3: Bewegungen und Ähnlichkeiten:
Was sind kongruente (bzw. deckungsgleiche) Figuren?

[Box2-94]



[Kra2-138]



[Rei2-173a]

[Rei2-173b]



Zwei Teilmengen M,M ′ einer Euklidischen Ebene (E ,G) heißen
kongruent, wenn sie durch eine Bewegung ineinander übergeführt
werden; d.h. es gibt eine Bewegung ϕ : E → E mit ϕ(M) = M ′.

Satz (4)

Es sei (E ,G) eine Euklidische Ebene und g ∈ G. Dann existiert
genau eine Abbildung Sg : E → E mit folgenden Eigenschaften:

GS1) für alle P ∈ g gilt: Sg (P) = P

GS2) für alle P 6∈ g gilt: ist h ∈ G die (eindeutig bestimmte)
Gerade mit P ∈ h und h ⊥ g, und ist g ∩ h = {S}, so ist
Sg (P) := P ′ der (eindeutig bestimmte) Punkt P ′ ∈ h mit

ℓ(
⊢⊣

PS) = ℓ(
⊢⊣

P ′S) und P ′ 6= P.

Die Abbildung Sg heißt dann die Spiegelung an der Geraden g.



I. Synthetischer Zugang

Definition (7) (Bewegung I.)

Es sei (E ,G) eine Euklidische Ebene. Eine Abbildung f : E → E
heißt eine Bewegung, wenn es Geraden g1, . . . , gk ∈ G gibt, sodass
f = Sgk

◦ · · · ◦ Sg2
◦ Sg1

gilt.

Satz (5)

Jede Hintereinanderausführung von 4 Geradenspiegelungen lässt
sich als Verknüpfung von höchstens 2 Geradenspiegelungen
darstellen und ist daher eine Translation oder eine Rotation.

Korollar

Jede Bewegung (im Sinne von Definition I.) lässt sich als
Verknüpfung von höchstens 3 Geradenspiegelungen darstellen und
ist daher:
eine Geradenspiegelung oder eine Translation oder eine Rotation
oder eine Schubspiegelung.
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II. Längentreue Abbildungen

Definition (8) (Bewegung II.)

Es sei (E ,G) eine Euklidische Ebene. Eine Abbildung f : E → E
heißt eine Bewegung, wenn für alle A,B ∈ E gilt:

ℓ(
⊢⊣

AB) = ℓ(
⊢−−−⊣

f (A)f (B)) ,

d.h.: f ist eine längentreue Abbildung (oder: eine Isometrie).

Satz (6)

Es sei (E ,G) eine Euklidische Ebene. Eine Abbildung f : E → E ist
genau dann eine Bewegung nach Definition I., wenn sie eine
Bewegung nach Definition II. ist.
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III. Orthogonale affine Abbildungen

Definition (9) (Bewegung III.)

Es sei (E ,G) eine Euklidische Ebene, die (mittels eines
ON-Koordinatensystems) als 2-dimensionaler affiner Raum über R
aufgefasst werde. Eine Bewegung ist eine affine Abbildung
f : E → E (vgl. Definition 6), deren zugehörige lineare Abbildung ϕ

orthogonal ist.

Satz (vgl. Lineare Algebra)

R
n sei mit dem Standardskalarprodukt (und der Euklidischen

Norm) versehen. Für eine lineare Abbildung ϕ : Rn → R
n sind

folgende Aussagen äquivalent:
a) ϕ ist orthogonal.
b) Für alle x ∈ R

n gilt: ||ϕ(x)|| = ||x ||.
c) Für alle x, y ∈ R

n gilt: ϕ(x) · ϕ(y) = x · y.
d) Bezüglich einer/jeder ON-Basis des Rn wird ϕ durch eine
orthogonale Matrix beschrieben.
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Kongruenzsätze in der Schule
Was ist ein Dreieck?

[Kra2-165]

[Kra2-171]



[Rei2-188]



[Box2-135]



[Kra2-173]



[Kra2-176]



[Kra2-177]

Was bedeuten die Kongruenzsätze?

a) Stimmen zwei Dreiecke in den jeweiligen Bestimmungsstücken
überein, so sind sie kongruent (und die Bewegung, die sie
aufeinander abbildet, ist eindeutig bestimmt!)

b) Mit den jeweiligen Bestimmungsstücken ist ein Dreieck
“eindeutig” gegeben.



Ähnlichkeiten

[Rei3-191]



[Rei3-200]



[Kra3-152]



Definition (10)

Es sei (E ,G) eine Euklidische Ebene. Eine Abbildung f : E → E
heißt eine Ähnlichkeit, wenn für alle A,B ,C ∈ E gilt:

∢ABC = ∢ f (A)f (B)f (C ) .

Äquivalent dazu ist: Wenn es eine positive Konstante c > 0 gibt,
sodass für alle A,B ∈ E gilt:

ℓ(
⊢−−−⊣

f (A)f (B)) = c ℓ(
⊢⊣

AB) .

(c heißt der Streckungsfaktor der Ähnlichkeit f .)



Teilung einer Strecke in gleich lange Teile

[Kra3-156]



[Rei3-195a]



Der Strahlensatz

[Box3-174]



Weiter: diese Sätze gelten auch, wenn die Parallelen g und h auf
zwei verschiedenen Seiten von S liegen. [Kra3-157]



[Rei3-195b]



Vergrößern, Verkleinern, Maßstab

[Kra3-163]



[Box3-169]


