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1. Grundlagen der Elementargeometrie und Axiomatik:

Was ist ein Punkt, eine Gerade, “die” Zeichenebene?

[Kra1-39b]



[Box1-26]



[Rei1-182]



[Kra1-39a]



Axiomatischer Zugang:

Definiere Mengen, die gewisse Bedingungen (= Axiome) erfüllen.
Diese sollen eine “ebene Geometrie” bzw. schließlich die "Geometrie
der Euklidischen Ebene” (= Zeichenebene) ergeben.

Definition (1)

a) Eine (abstrakte) Geometrie (E ,G) besteht aus einer nichtleeren
Menge E , deren Elemente wir Punkte nennen, sowie einer
nichtleeren Menge G von Teilmengen von E , deren Elemente wir
Geraden nennen.

b) Eine Geometrie (E ,G) heißt eine Inzidenzebene, wenn folgende
(Inzidenz-)Axiome erfüllt sind:

(I1) ∀P ,Q ∈ E : P 6= Q ⇒ ∃!g ∈ G : {P ,Q} ⊂ g
(I2) ∀g ∈ G : #(g) ≥ 2
(I3) ∃P ,Q,R ∈ E : #{P ,Q,R} = 3 und ∀g ∈ G : {P ,Q,R} 6⊂ g .



Satz (1)

Es sei (E ,G) eine Inzidenzebene. Dann gilt:

a) ∀g , h ∈ G : g 6= h ⇒ #(g ∩ h) ≤ 1

b) ∀P ∈ E : ∃g ∈ G : P ∈ g



Definition (2)

Es sei (E ,G) eine Geometrie.
a) Geraden g , h ∈ G heißen zueinander parallel (g ||h), wenn g = h
oder g ∩ h = {} gilt.

b) (E ,G) heißt eine affine Inzidenzebene, wenn die Inzidenzaxiome
(I1), (I2), (I3) sowie das folgende Parallelenaxiom (I4) erfüllt sind:

(I4) ∀g ∈ G,∀P ∈ E : ∃!h ∈ G : P ∈ h und g ||h.



Definition (2)

Es sei (E ,G) eine Geometrie.
a) Geraden g , h ∈ G heißen zueinander parallel (g ||h), wenn g = h
oder g ∩ h = {} gilt.

b) (E ,G) heißt eine affine Inzidenzebene, wenn die Inzidenzaxiome
(I1), (I2), (I3) sowie das folgende Parallelenaxiom (I4) erfüllt sind:

(I4) ∀g ∈ G,∀P ∈ E : ∃!h ∈ G : P ∈ h und g ||h.

Satz (2)

Es sei (E ,G) eine affine Inzidenzebene und a, b, c ∈ G drei
paarweise verschiedene Geraden. Dann gilt:
Ist a||b und #(a ∩ c) = 1, so folgt #(b ∩ c) = 1.



Weitere Begriffe: Strecke und Strahl (= Halbgerade)

[Kra1-40]



[Rei1-184]



Anordnungsaxiom

Definition (3)

Es sei (E ,G) eine affine Inzidenzebene, und auf jeder Geraden g ∈ G
sei eine Totalordnung � (“liegt vor oder ist gleich”) definiert. Für
P ,Q ∈ g sei P ≺ Q ⇐⇒ P � Q und P 6= Q. (“P liegt vor Q”)

Weiters erfülle (E ,G) das folgende Anordnungsaxiom:
(AO) ∀g ∈ G,∀A,B ∈ g mit A ≺ B gilt: es existieren P ,Q,R ∈ g
mit P ≺ A ≺ Q ≺ B ≺ R .

Für g ∈ G und A,B ∈ g mit A ≺ B definieren wir

a) die Strecke
⊢⊣

AB = {P ∈ g | A � P und P � B}. A und B heißen
die Endpunkte und g die Trägergerade der Strecke.

b) den Strahl
7→

AB = {P ∈ g | A � P}. A heißt der Endpunkt und
+g die Trägergerade des Strahls.



Wo ist der Fehler?



Der Winkelbegriff

[Box1-64]



[Rei1-192]



[Kra1-123]



Ein möglicher axiomatischer Zugang

Es sei (E ,G) eine Geometrie, in der nachfolgende Überlegungen
möglich sind (z.B.: eine “Euklidische Geometrie”).
Ein Winkel besteht aus zwei Strahlen a, b ⊂ E , die denselben
Anfangspunkt P ∈ E besitzen (in Zeichen: ∢a, b). ga bzw. gb ∈ G
seien die Trägergeraden von a bzw. b.

Ist ga = gb und a = b, so heißt ∢a, b Nullwinkel.
Ist ga = gb und a 6= b (so folgt a ∩ b = {P} und a ∪ b = ga), so
heißt ∢a, b gestreckter Winkel.
Ist ga 6= gb, so heißt ∢a, b echter Winkel.

Ist ∢a, b ein echter Winkel, so teilt ga die Ebene E in zwei
(abgeschlossene) Halbebenen E+

1
, E−

1
, von denen genau eine den

Strahl b enthält; dies sei die Halbebene E+

1
. Analog teilt gb die

Ebene E in zwei Halbebenen E+

2
und E−

2
mit a ⊂ E+

2
.

Dann heißen E+

1
∩ E+

2
das innere Winkelfeld und E−

1
∪ E−

2
das

äußere Winkelfeld des Winkels ∢a, b.



Typen und Größen von Winkeln

[Kra1-125]



[Rei1-196a]



[Rei1-196b]



Koordinatisierung der Euklidischen Ebene

[Box1-10]



[Kra2-125]



[Rei3-167]



Koordinatisierung der Euklidischen Ebene:

Um in einer Euklidischen Ebene (E ,G) ein (orthonormales)
Koordinatensystem einzuführen, benötigt man:

1. Einen Punkt O ∈ E (den “Koordinatenursprung”)

2. Zwei Geraden g1, g2 ∈ G mit g1 ∩ g2 = {O}, die senkrecht
(= normal) aufeinander stehen (die “Koordinatenachsen”)

3. Punkte Ei ∈ gi \ {O} mit l(
⊢⊣

OE1) = l(
⊢⊣

OE2) (die
“Einheitspunkte” auf den Koordinantenachsen)

Dazu müssen die grünen Begriffe definiert (bzw. deren Existenz

gesichert) sein; l(
⊢⊣

AB) bedeutet die Länge der Strecke
⊢⊣

AB .
Weiters gibt es 2 mögliche Orientierungen des Koordinatensystems.


