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1. Woche
1 Einleitung

1.1 Der Begriff der symmetrischen Polynome

Sei A(n) := Z[x1, ..., x,| der Ring der Polynome in n unabhéngigen Variablen iiber Z (mit
Koeffizienten in Z). In Kapitel 3 wird kurz erklirt, was ein Ring ist. Mit S,, bezeichnen
wir die symmetrische Gruppe in n Erzeugenden. Das ist die Gruppe der Permutationen
von n Elementen. Sie kann dargestellt werden als die Gruppe der n x n-Matrizen mit
einem einzigen Eintrag 1 pro Zeile und pro Spalte und {iberall 0 sonst. Der Begriff der
Gruppe und die symmetrische Gruppe S, werden in Abschnitt 2.6 kurz eingefiihrt.

Die Gruppe S, operiert auf A(n) durch Vertauschung der Variablen z;: ist f ein
Polynom aus A(n) und o € S, eine Permutation, so ist f7 (oder f o ¢) das Polynom
mit f7(z1,...,20) = [(To@)s s Tom))-

Definition. Ein Polynom f in A(n) heisst symmetrisch, falls es invariant ist unter dieser
Operation.

Die symmetrischen Polynome in n Variablen, A,, sind nun definiert als die Elemente
von A(n), die invariant sind unter Vertauschen der Variablen:

A =AY = {f € A0 | F@oys s Totm) = F(@1,- - 7))

Beispiel 1.  a) Im Fall n = 2 ist A(2) = Z[z, y] einfach der Ring der Polynome in zwei
Variablen. Die symmetrische Gruppe S, permutiert die Variablen x und y. Elemente
von A, sind z.B.

r+y, 22 +9% 2+ >, aber auch 22 4+ xzy + y?, etc.

b) Ist n = 3, A(3) = Z[z,y, 2], so sind = + y + 2z, 22 + y* + 2% etc. Elemente von
Ag = ASS.

Unter den symmetrischen Polynomen gibt es die elementar-symmetrischen Funktio-
nen. Die r-te elementar-symmetrische Funktion e, ist die Summe aller Produkte in r
verschiedenen Variablen z;:

60:]_

€ = E Li1 Ljgy ** = T4,

i <ig<-<ip
Ubung 1. Die e, sind algebraisch unabhingig. (Dazu mehr spiter).
Bemerkung. Im Beispiel 1 sind das bei a) e; = x 4+ y, e = 2y und e, = 0 fir r > 2 und
beib) ey =z +y+ 2z, ea =zy + 2y + yz, 3 = xyz und e, = 0 fiir r > 3.

Symmetrische Funktionen: wir werden spéter beliebig viele Variablen zulassen.

Die Vorlesung richtet sich nach dem ersten Kapitel vom Buch [M98] von Tan Macdo-
nald.



2 Partitionen

Viele Objekte in der Mathematik werden durch Partitionen parametrisiert, insbesondere
Objekte dieser Vorlesung. In diesem Abschnitt werden die Grundbegriffe im Zusammen-
hang mit Partitionen eingefiihrt, die nachher benutzt werden. Ausserdem werden einige
Resultate iiber Ordnungen von Partitionen vorgestellt.

2.1 Partitionen

Eine Partition ist eine (moglicherweise unendliche) Folge
A= (A, A0y Ay )
von nicht negativen ganzen Zahlen in fallender Ordnung, i.e.
M>A> . >N >

die nur endlich viele Eintréige verschieden von Null enthélt (also Y \; < 00). Wir werden
keinen Unterschied zwischen Partitionen machen, die sich nur durch eine Folge von Nullen

am Ende unterscheiden, z.B. sind fiir uns (2, 1), (2,1,0) und (2,1,0,0,...) alles dieselbe
Partition.

Definition. Sei A eine Partition. Die \; # 0 heissen die Teile von A, die Anzahl der Teile
von A sind die Ldnge von A, abgekiirzt I(A). Die Summe |A| = Y. A; der Teile von A ist
das Gewicht von .

Definition. Ist |A\| = n, so ist A eine Partition von n. Die Menge der Partitionen von
n wird als P, geschrieben und P ist die Menge aller Partitionen. (Insbesondere hat P,
genau ein Element, geschrieben 0, die einzige Partition von 0.)

Als Schreibweise fiir Partitionen wird oft
A= (1m™2m2 ),

(und auch ohne die ¢ mit m; = 0) benutzt, wobei m; die Anzahl der Teile ist, die gleich i
sind:
mi =mi(A) = [{j | A; = i}| (2.1.1)
heisst die Vielfachheit von v in A.
Auch werden wir zur Abkiirzung die wiederholten Teile anstatt auszuschreiben mittels
der Vielfachheit schreiben (und bei der fallenden Ordnung bleiben). Zusétzlich 1dsst man

die Kommas weg, wenn keine Unklarheiten enstehen. Also wird zum Beispiel fiir A =
(5,4,4,1) einfach (5441) oder (54*1) geschrieben.



2.2 Diagramme

Das Diagramm einer Partition X = (A1, Ay, ...) sind die Punkte (i,5) € Z? mit 1 < j <
Ai. Dabei ist es Konvention, dass die erste Koordinate, ¢ (der Zeilenindex), nach unten
ansteigt. Und dass die zweite Koordinate, j (der Spaltenindex), nach rechts ansteigt.

(In der sogenannten “franzosische Konvention” wéchst ¢ nach oben, wie beim iiblichen
Koordinatensystem).

Als Beispiel sei A = (5441) eine Partition von 14

Wir werden Diagramme von Partitionen meistens mit Quadraten (anstatt e) aufschreiben:

A= (54%1) : |
Man schreibt auch A fiir das Diagramm der Partition A.

Definition. Die zu A\ konjugierte Partition X ist gerade die Partition )\, deren Diagramm
das transponierte von A ist (d.h. das Diagramm, das man erhélt, indem man A an der
Hauptdiagonalen i = j spiegelt).

N = (43%1) : |
A, ist also die Anzahl der Quadrate in der i-ten Spalte von A. Anders gesagt:

No=Wi A =it (2.2.1)

Insbesondere ist A} = [(A) und A; = [(N). Es gilt (X)) = A\
Aus (2.1.1) und (2.2.1) erhilt man sofort

/ /



2. Woche

Zur Partition A sei nun

n(A) = (i—1)\. (2.2.2)

i>1

D.h. n(A) ist die Summe, die man aus dem Diagramm von A erhilt, indem man die
Quadrate der ersten Zeile 0 mal zéhlt, die Quadrate der zweiten Zeile einmal, die Quadrate
der dritten Zeile zweimal zdhlt und das alles aufsummiert.

Z&ahlt man die Anzahl Quadrate fiir jede Spalte zusammen, ergibt sich

n(\)=> (g) (2.2.3)

i>1

(Spalte i: 0+ 1+ 24+ X — 1= (%))
Fiir A = (5441) ist n(A) = 0+1-4+2-443-1 =15, dasist = (3) +3() + (3) = Tisy (¥).
Notation. Eine weitere niitzliche Schreibweise fiir Partitionen ist die folgende (die auf
Frobenius zuriickgeht): Sei r die Anzahl der Quadrate auf der Hauptdiagonalen (i.e. r ist
die Anzahl der (7,7) im Diagramm von \).

Fir 1 <4 <r definiert man

a; ;=N —i = |{Quadrate in i-ter Zeile von A, die rechts von (i, 1) liegen}|

Bi =X, —i = [{Quadrate in i-ter Spalte von A, die unterhalb von (7,1) liegen}|

Esist danmm ag > g > -+ >, >0und 51 > G > --- > (. > 0.
Man schreibt

A:(aly"'aa'f|/817"'aﬁ7’):(a|/8)
Die zu (« | 3) konjugierte Partition ist einfach (3 | «).

Beispiel. Ist A = (5441), so ist (mit r = 3) a = (421) und § = (310), also A = (421 | 310).

Lemma 2.1. Sei A eine Partition und seien n, m Zahlen mit n > I(X), m > I(X). Dann
bilden die n +m Zahlen

eine Permutation von {0,1,2,....,m+n — 1}.



Beweis. Weil [(A) < nist und I(\) < m, so liegt das Diagramm von A im Diagramm der
Partition (m"), welches ein Rechteck mit n Zeilen und m Spalten ist. Nun nummeriert
man die Segmente der Grenzlinie zwischen A und seinem Komplement in (m™) mit den
Zahlen 0,1,2,...,m+n—1, wobei man unten links anfangt. Im Bild sind diese Segmente
dicker angemalt (im Bild ist n = 6 und m = 8; A = (54%1) und X = (431)).

11 12 13

Die Zahlen, die zu den vertikalen Segmenten geschrieben werden sind A\; + n — i (1 <
i < n). Analog sind (mit Transposition) die Zahlen, die zu den horizontalen Segmenten
geschrieben werden (m +n—1) = (X, +m —j)=n—-1+j-X (1 <j<m). O

2.3 Schief-Diagramme und Tableaux

Sind A und g Partitionen, so schreiben wir A D p, falls das Diagramm von A das Diagramm
von p enthélt, i.e. falls A; > p; ist fiir alle ¢ > 1.

Definition. Sei A D u. Die (mengen-theoretische) Differenz 6 := X\ — p heisst Schiefdia-
gramm.

Fir A = (5441) und p = (432) besteht das Schiefdiagramm A — p aus den grauen
Quadraten im Bild:

Definition. Sei 6 ein Schiefdiagramm. Ein Pfad in 6 ist eine Folge von Quadraten
X0, T1, ..., Ty in 0, so dass x;_; und z; eine gemeinsame Seite haben (i = 1,...,m).
Eine Teilmenge ¢ von 6 heisst zusammenhdingend, falls je zwei Quadrate von ¢ durch
einen Pfad in ¢ verbunden werden kénnen. Die maximalen zusammenangenden Teilmen-
gen von @ sind selbst Schiefdiagramme. Sie werden die Zusammenhangskomponenten von
0 genannt.

Im obigen Beispiel hat § = A\ — i drei Zusammenhangskomponenten.
(Bemerkung: ist A D p, so ist natiirlich auch X\ D p/).
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Definition. Das zu 6 = X\ — p konjugierte Schiefdiagramm ist 0’ = X' — /.
Sei 6; := N\ — py, 05 = N, — pl und

1= 6=\l —|ul

das Gewicht von 6.

Definition. Ein Schiefdiagramm heisst ein horizontaler m-Streifen (bzw. ein vertikaler
m-Streifen), falls |0] = m ist und 0, < 1 gilt (bzw. 6; < 1) fiir jedes i > 1.

Ein horizontaler (vertikaler) Streifen hat also hochstens ein Quadrat in jeder Spalte
(Zeile).

Bemerkung. Sei 6 = X\ — pu, so ist 6 ein horizontaler Streifen genau dann, wenn A und pu
“interlaced” sind, d.h. wenn gilt \y > 3 > Ao > o > .. ..

Definition. Ein Schiefdiagramm 6 ist ein Randstreifen!, falls # zusammenhingend ist
und keine 2 x 2 Blocke von Quadraten enthélt, so dass also benachbarte Zeilen (oder
Spalten) von € genau ein gemeinsames Quadrat haben. Die Linge eines Randstreifens 6
ist die Anzahl Quadrate, die # enthélt. Die Héhe von 0 ist eins weniger als die Anzahl
Zeilen, die benutzt werden.

Wenn man sich einen Randstreifen vorstellt als eine Menge von Punkten (den Mit-
telpunkten) anstatt von Quadraten, und diese mit horizontalen bzw. vertikalen Geraden-
Segmenten verbindet, so erhélt man eine Art von Treppe. Die Hohe ist dann die Anzahl
der vertikalen Segmente in dieser Treppe.

Ist A = (a1,...,q. | Bry...,0B) und p = (ag,..., 0 | B2,...,05;), so ist A — p ein
Randstreifen, genannt der Rand von \.

Beispiel. Der Rand A\ — p von (5421) = (421 | 310), wobei = (21 | 10) ist:

Definition. Ein (spalten-striktes) Tableau T ist eine Folge von Partitionen
M:)\(O) cAD oA =),

so dass jedes Schiefdiagramm 6 := \®) — \(=1 (fiir 1 <4 <) ein horizontaler Streifen
ist.

Loder ribbon - Band



3. Woche

Bildlich kann man 7 beschreiben, indem man jedes Quadrat des Schiefdiagramms @)
mit der Zahl ¢ beschriftet, 1 < ¢ < r. Damit jedes Schiefdiagramm in der Folge ein
horizontaler Streifen ist, miissen diese Zahlen in jeder Spalte streng monoton von oben
nach unten ansteigen (daher “spalten-strikt”). Und in jeder Zeile steigen sie monoton an
von links nach rechts.

Beispiel. Ein Beispiel eines Tableau mit A = (54%1) und p = (3,3), i.e. A — p ist gerade
der Rand von A.

> D) > D)

Ubung 2. Zu Beispiel 2.3 zwei Fragen: was ist die Fiillung von A — ;¢ und wie sehen die
Schiefdiagramme 6, ..., ™ aus?

Oft werden wir in diesem Sinn ein Tableau als einem mit Zahlen gefiilltes Schief-
Diagramm auffassen, man sagt dem eine Fiillung des Schiefdiagramms. Das Schiefdia-
gramm A — u heisst die Gestalt von T, die Folge (61,0® ... 0")) das Gewicht von T.

(Man konnte analog auch zeilen-strikte Tableaux definieren, solche Tableaux benétigen
wir jedoch nicht). Im Text wird ein Tableau immer ein spalten-striktes Tableau sein.

Definition. Ein Standard-Tableau ist ein Tableau T', das die Zahlen 1,2,...,7 je genau
einmal enthélt.

Das Gewicht eines Standard-Tableaus ist also (1,1,...,1).

Ubung 3. Zwei weitere Beispiel von Tableaux von A — x sind hier:

1 1] 3

2 6

1) Wie sieht in den beiden Fillen die entsprechende Folge der %) aus?
2) Ist ein Standard-Tableau zu A — p eindeutig?



2.4 Addition und Multiplikation von Partitionen

Hier beschreiben wir einige Operationen auf der Menge der Partitionen. Seien A, u Par-
titionen.

(i) A+ p ist definiert als die Summe der Folgen A und p:
(A+ )i = N + g
7.B. ist (321) + (22) = (541).

(ii) AU p ist definiert als die Partition deren Teile die Vereinigung aller Teile von A und
1 ist, in absteigender Ordnung. Also zum Beispiel ist

(321) U (22) = (32221)

(iii) Ap ist das komponentenweise Produkt der Folgen A\ und pu:
(Ar)i = Aipui
Also zum Beispiel (321)(22) = (640) = (64).

(iv) A x p ist die Partition, deren Teile jeweils das Minimum min(\;, it;) sind (fiir alle
i <I(N), j <I(u), in absteigender Ordnung, z.B.

(321) x (22) = (222211)

]

X =

Ubung 4. Berechne A+, AU, A und A x g, ebenso wie N + p/ und Ny fiir A = (321)
und p = (211).
Vergleiche die Resultate mit Lemma 2.2 unten. Was sind die Gewichte der Resultate?

Die Operationen + und U sind dual zueinander, ebenso wie die beiden Multiplikatio-
nen:



Lemma 2.2. FEs gilt

Aup)' = N+u

(A xp) = N
Beweis. Das Diagramm von AU p erhélt man, indem man die Zeilen der Diagramme von
A und von g nimmt und sie absteigend ordnet. Damit ist die Lange der k-ten Spalte von
AU p die Summe der Léngen der k-ten Spalten von A und von g, d.h. (AU p)j = N, + 1)

Die Lénge der k-ten Spalte von A x i ist gerade die Anzahl der Paare (i, 7) mit A\; > k
und p; > k, also gleich gleich Ajp. Daher ist (A X p);, = A1} O

2.5 Ordnungen

Hier fithren wir drei Ordnungen auf der Menge der Partitionen ein.

Definition. Die umgekehrt lexikographische Ordnung L, auf den Partitionen P, von n
ist gegeben als die Teilmenge L, C P, X P, der Paare (A, ), fiir die gilt A = p oder dass
die erste nicht-verschwindende Differenz \; — pu; positiv ist.

Diese Ordnung ist eine Totalordnung (d.h. je zwei Partitionen von n kénnen immer
unter L,, geordnet werden). Anstatt (A, u) € L,, kann man auch A >, schreiben.

Beispiel. Fiir n = 5 ordnet L5 die Menge P5 wie folgt:
(5), (41), (32), (31%), (2°1), (21°), (1%).

Das bedeutet, dass (A, ) genau dann unter Lz geordnet sind, wenn entweder \ = p ist
oder A in dieser Liste links von p auftaucht.

Eine andere Totalordnung auf P, ist die Ordnung L/, die Menge aller (A, u), fiir die
entweder A\ = p ist oder die erste nicht-verschwindende Differenz A} — p negativ ist, mit
Af:= A1 Die Ordnungen L, und L/, sind ab n > 6 verschieden. Ist z.B. A = (31?)
und g = (23), so gilt (A, 1) € Lg und (p, \) € Lg>.

Lemma 2.3. Seien \, u € P,,. Dann gilt
A\p) e L, <~ (W, \N)eL,.

Beweis. Sei zuerst (A, ) € L, und A # p. Dann gibt es ein ¢ > 1, so dass A; < p; gilt
und \; = pu; fiir j > 4. Setzt man k := A; und betrachtet die Diagramme von A und p, so
sieht man, dass \; = pj gilt fir 1 < j < kund N, < g,y Also ist (¢, \') in L,. Die
andere Richtung zeigt man &hnlich. O

Die néchste Ordnung ist wichtiger als die beiden Ordnungen L,, und L/,.

2man kann auch die Notation w> L, A verwenden
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Definition. Die natiirliche (Teil-) Ordnung N,, auf P, ist folgendermassen definiert:

Diese wird auch Dominanz (Teil-) Ordnung genannt. Warum Teilordnung? Sobald
n > 6 ist, ist IV, keine Totalordnung mehr, d.h. es existieren Partitionen A und p, die
nicht vergleichbar sind unter N,: Bei n = 6 betrachte man dazu (31%) und (23). Man
schreibt A > p anstatt (A, u) € N,,.

Notation. Gilt A > u, so zeichnet man auch oft A und p in einem Diagramm, A\ oberhalb
von g, mit einem Strich runter zu p, um anzuzeigen, dass (A, 1) € N, ist. Das ist abn = 6
hilfreich, wenn N,, nicht mehr eine Totalordnung ist. Ein solches Diagramm heisst Hasse
Diagramm.

Beispiel. Zum Vergleich hier die natiirliche Ordnung N, fiir n =5 und n = 6.

(?) (?)

(41) (51)

| |
(32) (42)

| e N
(312) (412) (33)

| N e
(221) (321)

| e N
(21%) (31%) (2%)

| N /
(1°) (2112)

(21%)

(1%

Ubung 5. Man schreibe das Hasse Diagramm zur Ordnung N,, auf fiir n = 7. Am besten
findet man zuerst eine Liste aller Partitionen von 7 und ordnet sie nachher nach > (der
natiirlichen Teil-Ordnung).

Lemma 2.4. Seien A\ und p Partitionen von n. Dann gilt
A>p = (\p)eL,NL,.

Beweis. Seien X = (A1, Ag,...) und p = (uq, po,...) Partitionen von n. Ist A > p, so
gilt entweder A\; > py, und somit (A, u) € L,, oder A\; = py. Im letzteren Fall ist dann
entweder Ay > o und (A, ) € L, oder Ay = uy. So geht es weiter, und man sieht, dass
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(A, 1) € L, gilt.

Zur Behauptung (A, 1) € L, (es ist zu zeigen, dass ein ¢ > 1 existiert, so dass A, +1—7 =
fn + 1 — 7 ist fiir j <7 und A1y < fps1—):
Fiir jedes 7 > 1 ist
)\@'+1+)\i+2+... = n—()\l—i——l—)\z)
< n (et )
= Hit1 t M2 £

(dabei gilt die Ungleichung wegen A > p). Dann ergibt das gleiche Argument wie oben
(A, pn)e L. O

Bemerkung. Die Umkehrung von Lemma 2.4 gilt im allgemeinen nicht, d.h. es gibt A, i in
P, mit (A, ) € L, N L) und (A, u) ¢ P,. Als Beispiel: man betrachte n = 12, A\ = (63?),
p = (521%) (selber durchmachen!).

4. Woche (zuerst Beweis von Lemma 2.4)

Lemma 2.5. Seien A\, u € P,. Dann st
A>p<=u >N.

Beweis. Es reicht, die eine Richtung zu zeigen (die andere folgt mittels Konjugieren der
Partitionen). Wir zeigen = (mittels Widerspruch).
Wir nehmen an, dass ¢/ 2 X gilt. Dann existiert ein ¢ > 1, so dass

N X< p+ -+ g (fiir jedes 1 < j <i—1)
und
N N>+ (2.5.1)
ist. Damit ist insbesondere A, > pi. Seien | := X\, m := p;. Aus (2.5.1) folgt nun (da

2N =D =n)

!/

Nqn T No+ oo < i figa o (2.5.2)
Nun ist A, + A5+ ... gleich der Anzahl Quadrate im Diagramm von A, die rechts der
i-ten Spalte liegen und daher ist

!
i+1 b2 T = i— 1)
Np1 + Ao + (N — 1)

j=1

Analog ist



Daher erhdlt man aus (2.5.2) folgendes

(N —i) = (A —i) (2.5.3)

m
j 1 j=1

> (1) > ’

l m

J=1 J= j

wobei die rechte Ungleichung gilt, da [ > m ist und \; > 4 gilt fiir 1 < j <. Aus (2.5.3)
folgt dann

/~L1+"'+Mm>)\1+"'+)\m7
also \ 2 . O

2.6 Erhohungs-Operatoren

In diesem Abschnitt arbeiten wir nicht mit Partitionen, sondern mit Vektoren (genauer
gesagt n-Tupeln) a = (ay, ..., a,) € Z" von ganzen Zahlen. Dazu zuerst einen Exkurs zur
symmetrischen Gruppe. Eine kurze Einleitung zu Permutationen kann man auf Wikipedia
finden, siehe [Perm].

Eine Menge G zusammen mit einer assoziativen Verkniipfung - : G x G — G und
einem Einselement 1¢ € G (mit 1g-g = g - 1g = g fiir alle ¢ € G) heisst ein Monoid.
Existiert zudem fiir jedes g € G ein Inverses ¢’ (mit ¢’ - g = g- ¢’ = 1¢), so heisst G eine
Gruppe.

Beispiele. Die natiirlichen Zahlen N mit Verkniipfung + und Einselement 1y = 0 bilden
ein Monoid, die ganzen Zahlen Z, mit Verkniipfung + und Einselement 17 = 0 sind eine
Gruppe (Inverses zu a € Z ist —a).

Definition. Eine Permutation von {1,2,...,n} ist eine bijektive Abbildung von der
Menge {1,2,...,n} nach {1,2,...,n}. Zwei Permutationen von {1,2,...,n} werden ver-
kniipft wie die {ibliche Komposition von Abbildungen. Damit bilden die Permutationen
von {1,2,...,n} eine Gruppe, geschrieben S, die n-te symmetrische Gruppe. Das Eins-
element von S, ist die Identitatsabbildung id : i — 4, {1,2,...,n} — {1,2,...,n}.

Bemerkung. Zur Abkiirzung sei [n] = {1,2,...,n}. Sind 7 und o in S,, so ist die Ver-
kniipfung 7o die Abbildung

TO

/\
[n] ——= [n] —=[n]
Man kann o € S, als zweizeilige Matrix schreiben: in der ersten Zeile stehen 1,2,....n
und in der zweiten Zeile o(1),...,0(n): so sind zum Beispiel die Identitéat in Ss, resp. die

Permutation, die 1 auf 3 schickt, 3 auf 4 und 4 auf 1, die 2 und 5 gleich lasst geschrieben

als

1 2345 1 23 45

1 2 3 45)° 32415
Es ist auch moglich, ein o aus S, als Zykeln zu schreiben. Man nimmt ein ¢ € [n] und
schreibt (i, (i), 0%(i), . ..,0"(i)), wobei r > 0 die kleinste Zahl ist mit " **(i) = 4. Danach
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nimmt man ein neues ¢ in [n], das noch nicht vorgekommen ist, und tut dasselbe fiir dieses
1. Das ergibt ebenso einen Zykel, etc. Die Permutation o wird dann als Produkt von diesen
(disjunkten) Zykeln geschrieben. Dabei ist (123) = (231) = (312). Die zweite Permutation
oben ist (134)(2)(5). Oder kurz (134) (da 2 und 5 fest gehalten sind). Das Produkt der
Zykeln ist unabhéngig von der Reihenfolge.

Beispiele. 1) Die symmetrische Gruppe Ss besteht nur aus zwei Elementen, ndmlich der

! 2) — (12).

Identitatsabbildung id und der Permutation o5 = 5 1

2) Die S5 besteht aus 6 Elementen. Und zwar id, und dann die Permutationen

012 (12) 0123 - (123)
013 - (13) 0132 - (132)

Ubung 6. S, hat n! Elemente. (Hinweis: Induktion iiber n: n Méglichkeiten fiir das Bild
von n.)

Bemerkung. S, wird von den Transpositionen (4,7 4+ 1) (i = 1,...,n — 1) erzeugt. Das
heisst, dass jedes o € S, sich als Produkt von solchen Transpositionen schreiben lésst.
(Kann mit Induktion iiber Zykel-Lénge bewiesen werden).

Die symmetrische Gruppe S,, operiert auf Z" durch permutieren der Koordinaten, die
Menge
ist ein Fundamentalbereich dieser Operation von S,, auf Z".

Das bedeutet, dass die 5,-Bahn jedes a € Z" genau ein Element in P, besitzt. Wir
kiirzen dieses Element mit at ab. Das Element a™ findet man, indem man die Eintrige
ai, as, ..., a, in absteigender Reihenfolge hinschreibt.

Beispiel. Im Fall n = 2: die Elemente von Z? sind (a1, as) (mit a; € Z). Die Identitét ldsst
(a1, ay) gleich. Die Permutation o5 schickt (aq,as) auf (as,a;). Die Bahn durch (a4, as)
ist dann gerade {(a1, as), (a2, a1)} und davon liegt genau ein Element in P,, ndmlich, falls
a; > ap das Element (a1,as) = a™ (im Fall a; = ay hat die Bahn nur das eine Element

(a1, ar)).

Wie bei der natiirlichen (Teil-)Ordnung schreiben wir a > b (fiir a,b € Z"), falls gilt
ap+---+a; >by+---+0b (fiir jedes i mit 1 <i<n).
Lemma 2.6. Seia € Z". Dann gilt

a € P, <= a>wa firalleweS,.
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Beweis. Sei a € P,, d.h. sei a1 > -+ > a,. Sei b := wa (fiir ein w € S,). Dann ist
(by,...,b,) eine Permutation von (ay,...,a,) und daher ist

a1+-~-+aizbl+-~-+b¢

fiir 1 <i<n, also a > b.
Umgekehrt: ist a > wa fiir alle w € S,,, so ist insbesondere

(a1, a9,...,a,) > (a1, ..., €1, Q41,05, A2, - - ., Q)
fir 1 <i <mn—1 (benutzt die Transposition (7,7 + 1). Daraus folgt
a1+ a1 ta; 2 ar+ .41+ Qg
also a; > a; 41 (fir 1 <i <mn—1). Somit ist a € P,. O
Ein Element aus P,, das oft gebraucht wird, ist
d=n—-1,n-2,...,1,0)
Lemma 2.7. Seia € P,. Dann gilt fiir jedes Element w € S,,:
(a+6—wd)t >a.

Beweis. Da § € P, gilt, ist § > wo fiir alle w € S,, (nach Lemma 2.6). Damit ist

a+0—wd>a.
Sei b:= (a+ 0 — wd)*. Dann liefert wieder Lemma 2.6 dass

b>a+0—wd

gilt, also b > a. O

5. Woche

Am 12. Oktober fillt die Vorlesung aus. Wahrend dieser Woche sollte man die Uebun-
gen 2, 3, 4 und 5 16sen und den Stoff der 5. Woche.
Nun definiert man fiir je zwei Zahlen ¢, j mit 1 < ¢ < j <n die Abbildung R;; : Z" —
Z"™ durch
Rij(a) = (al,...,ai+1,...,aj—1,...,an).

Jedes Produkt R :=[]

ie; Ry’ (mit 7;; > 0) heisst ein Erhéhungsoperator.
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Bemerkung. Die Reihenfolge der Terme im Produkt spielt keine Rolle, da die Terme
miteinander kommutieren. Es ist R;j Ry = Ryl firalle 1 <i<j<n, 1 <k<l<n.
Im Fall © < k < j < sieht das so aus:

Rinkl<CL) = Rl-j(al,...,ak—i—l,...,al— 1,...,(1,”)
= (@,...,0;+ 1, ap+1,.. .00, —1,....ap—1,...,a,)
RklRij(a) = Rkl(al,...,ai+1,...,aj—1,...,an)

= (@,...,0;+1,. . ap+1,.. .00, —1,....ap—1,...,a,)

Die Aussage von Lemma 2.8 ist klar fiir R = R;;, damit aber auch fiir beliebige R.

R
Lemma 2.8. Seia € Z" und R ein Erhohungsoperator. Dann ist Ra > a.

Umgekehrt hat man das folgende:

Lemma 2.9. Sinda, b€ Z" mita <bunda;+---+a, =b;+---+0b,, so existiert ein
Erhéohungsoperator R mit b = Ra.

Beweis. Man kann den Erhéhungsoperator
n—1
R:=[] R
k=1

nehmen mit 7, = Y% (b — a;) > 0. O

Vor dem letzten Resultat dieses Abschnitts noch eine Bezeichnung: sind A\ und pu
Partitionen von n mit A\ > pu, so sagt man, dass \ und p unter der natirlichen Ordnung
benachbart sind, falls aus A > v > p folgt, dass v = A\ ist oder v = p.

Lemma 2.10. Seien A > p Partitionen von n, die unter der natirlichen Ordnung be-
nachbart sind. Dann ist X = R;jp fiir ein Paar i < j.

Bewers. Sei zundchst Ay > pp und ¢ > 2 die kleinste Zahl, fir die gilt Ay +--- + \; =
p1+ -+ . Dannoist p; > N > A\iyq > e, also gy > piqq. Daraus folgt, dass v := Ry;u
eine Partition (von n) ist und es ist A > v. Also muss A = v = Ry;u gelten.

Falls Ay = p; ist, so existiert ein 7 > 1 mit A\, = p fiir £ < j und A; > p;. Das-
selbe Argument wie oben kann nun auf die Partitionen (Aj, A\j41,...) und (g5, ttj11,- .- )
angewendet werden. O

Bemerkung. Das Lemma 2.10 liefert einen alternativen Beweis von Lemma 2.5, denn es
zeigt, dass es geniigt, Lemma 2.5 im Fall A = R;;it zu beweisen. Und in diesem Fall ist
die Aussage klar.
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2.7 Beispiele und Ubungen

Lemma 2.11. Setzt man

n

fA,n(t> — Z t)\iJrnfi 7

i=1

so tbersetzt sich die Aussage von Lemma 2.1 in die Gleichung
Fon@) " @ = (1= (1 —1). (2.7.1)

Definition. Sei A eine Partition. Die Hakenlinge von A an der Stelle x = (i,j) € A ist
definiert als
h(z) := h(i,j) ::)\i+)\;—i—j—|—1.

Dabei versteht man unter = = (7, j) € A die Box in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte
vom Diagramm von .

Zur Tlustration, mit A = (54°1):

Hier sind h(z) = h(2,2) =4+3—-2—-2+1=4, h(y) =h(1,3)=5+3—-1-3+1=5
und h(z) = h(3,4) =4+3 -3 —4+ 1 = 1. Das sind gerade die Anzahl Quadrate, die
rechts von und unterhalb der gewdhlten Box liegen (inkl. der gewéhlten Box selbst).

Beispiel 2. Sei A eine Partition und sei zur Abkiirzung p; == \; +n —i (fir 1 < i < mn,
wobei n > \; sei). Die Produkte der Hakenldngen von A lisst sich wie folgt beschreiben:

- Hizl i
[[7=) = i

Tox i<y (1 = 115)

Beweis. Aus (2.7.1) in Lemma 2.11, fiir A und X vertauscht, und mit m = \; ergibt sich
(weiterhin mit n > A;)

A+n—1

A n
§ AT + E A=A § +
j=1 j=1 J=0

oder, mit p; = A\, +n —i fiir 1 <i <mn,

A1 n 1
Z $h(L.4) + Z PPITH — Z . (2.7.2)
j=1 Jj=2 J=1
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Schreibt man diese Identitét fiir die (abgeschnittenen) Partitionen (A;, Aijq,...) fur
i=1,2,...,1(\), so erhdlt man

D e N e =y i: t. (2.7.3)

TEX i<j i>1 j=1

Aus (2.7.3) folgt nun

H(l — @) = [1ix1 (1= 1)

= Hi<j(1 — tui—w)

und, wenn man nun davon beide Seiten durch (1 — #)l teilt und ¢ = 1 setzt, dass

. Hz‘21 14!
[[r) = i

L Ll (2.7.4)
X i< (s — 1)

O

Bemerkung. Das Produkt ], ., h(z) aller Hakenldngen einer Partition ist wichtig, da es
im Zusammenhang mit den Darstellungen der symmetrischen Gruppe S, (wobei r = |}
das Gewicht von \ sei) auftaucht. Mehr dazu im Kapitel 4 von [FH91]. Kurz gesagt: die
symmetrische Gruppe S, hat genau soviele irreduzible Darstellungen, wie es Partitionen
von r gibt. Jede irreduzible Darstellung von S, ist gerade durch eine Partition A von r
gegeben. Man schreibt entsprechend V), um diese irreduzible Darstellung zu bezeichnen.
Nun kann man die Dimension von V) berechnen: die Formel iiber die Hakenldnge (4.12
in [FHI1)) besagt, dass die Dimension der irreduziblen Darstellung V) von S, zur Partition
A durch den folgenden Ausdruck gegeben ist:

rl

H:BE)\ h(ﬂf) .
6. Woche

Fiir die néichsten zwei Behauptungen benotigen wir n(\), zur Erinnerung: n(\) ist definiert
als die Summe der mit ¢ — 1 gewichteten Teile \; von A:

n(\)=> (i— 1.

i>1

In den nachfolgenden Ubungen werden einige Eigenschaften von Partitionen zusam-
mengetragen.

Ubung 7. Die Summe der Hakenlingen von \ ist

D h(x) =n(A) +n(X) + ).

TEA
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Definition. Der Inhalt von x = (i,j) € A ist definiert als
clx):=j5—1i
(c(x) fiir content von x).

Ubung 8. Sei ) eine Partition. Dann ist

> c(@) =n(X) —n()).

TEA

Ubung 9. Fiir jede Partition \ gilt

> (h(@)? = c(2)?) = AP

TEA
Ubung 10. Sei \ eine Partition, seien r, s > 1. Dann gilt folgendes:

Ai = Aigr > s fiir alle i < I(N) <= N = N, <7 fiiralle j <I(\) .

7. Woche

3 Der Ring der symmetrischen Funktionen

Seien A(n) = Zlxy,...,x,| die Polynome in n Variablen z,...,x,. Diese bilden einen
Ring. Ganz kurz hier, was ein Ring ist:

Definition. Ein Ring R ist eine abelsche® Gruppe (R, +) (mit einer Operation geschrieben
als +, mit 0 als neutralem Element) zusammen mit einer zweiten Operation %, so dass fiir
alle a, b, c aus R gilt:

ax(bxc) = (a*xb)xc
ax(b+c) = (axb)+ (ax*c)
(a+b)xc = (axc)+ (bxc)

Existiert ein Einheitselement e fiir diese zweite Operation, das heisst, gilt
axe=e*xa=a
fiir alle @ € R, so heisst R ein Ring mit Fins.

Im Fall von A(n) ist nun die Operation + die tibliche Addition, die Operation * die
Multiplikation. Das Einselement von A(n) ist einfach die Zahl 1.

3abelsch=kommutativ: es gilt a + b = b + a fiir alle a, b in R
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3.1 Symmetrische Polynome

Wie frither erwéhnt, operiert die symmetrische Gruppe S,, auf dem Ring A(n) durch Ver-
tauschen der Variablen. Ein Polynom f € A(n) heisst symmetrisch, falls es invariant ist un-
ter dieser Operation. Das heisst, dass f(z1,...,2,) = f7(21,...,20) == [(Zoq1), - -, To(m))
ist fiir jedes o € S,,.

Die Menge aller symmetrischen Polynome wird nun mit

A, =7z, ... ,xn]S"

bezeichnet, die symmetrischen Polynome bilden einen Unterring? von A(n). (Das sollte
klar sein).
Nun benotigen wir zwei weitere Ausdriicke:

Definition. Ein Ring R (mit + und =) heisst graduiert, falls R sich schreiben ldsst als
direkte Summe von (abelschen) Gruppen

R:@neNRn:RQ@Rl@RQ@...,

wobei die Multiplikation * des Rings R Elemente aus R, x R, auf R,;, abbildet. Das

heisst nichts anderes, als dass fiir v € R, und y € R, das Produkt x xy in R, liegt, also

R,R, C R,., (zur Abkiirzung lassen wir * weg und schreiben einfach R,R, fiir R, * R,).
Die Elemente von Ry heissen homogene Elemente vom Grad k.

Ubung 11. Als Beispiel kann man den Ring R = Z[x] der Polynome in einer Variablen z
mit ganzzahligen Koeffizienten betrachten. Wie sieht eine naheliegende Graduierung von
R aus (was sind die Ry)? Was ist ein homogenes Polynom vom Grad k in R?

In unserem Fall ist der Ring, den wir betrachten A,, C A(n). Zunéchst zu der Begriff
der Homogenitét fiir Elemente aus A(n): Wir sagen, dass f € A(n) homogen vom Grad k
ist, falls f von der Form

> paftal ke
ki+-+kn=Fk

ist (mit ay, 1, € Z). Wir definieren dann A¥ als die Menge aller homogenen symmetri-
schen Polynome vom Grad k, zusammen mit dem 0-Polynom. Damit erhélt man, dass A,
graduiert ist:

A, = B0l
Fiir jedes a = (ay,...,a,) € N schreibt man zur Abkiirzung x* fiir das Monom®
=t

4eine Menge R’ C R heisst ein Unterring von R, falls R’ zusammen mit den beiden auf R’ einge-

schriankten Verkniipfungen + und * wieder ein Ring ist.
Sein Monom ist ein Polynom, das nur aus einem Summanden der Gestalt x{*z52 ... 22" besteht
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Sei nun A eine Partition der Linge < n. Wir definieren ein Polynom my € Z[z1, ..., x,]

wie folgt:
mx(Ty, ..., o) 1= Zxo‘
[0
wobei die Summe rechts iiber alle verschiedenen (!) Permutationen o = (a, ..., a,) € N*
von A = (Ag,...,A\,) lauft (dabei konnen einige der \; = 0 sein, da wir Linge < n
voraussetzen).

Bemerkung. 1) Wenn wir nun A variieren lassen, so bilden alle die m, (A Partitionen der
Lénge hochstens n) eine Z-Basis von A,,.

2) Daher sind die my mit [(\) < n und |A| = k gerade eine Z-Basis von A%, Insbeson-
dere sind fiir jedes n > k die m, mit |\| = k eine Z-Basis von AF.

Dies kann man am folgenden Beispiel gut sehen:
Beispiel. Sei n =3, A = (A1, A2, A3) mit A\; > Ay > A3. Dann ist

Ao A A3 A X2 A1 A X2 Az A A3 A A A3 a2 A
my = a7 x5’xs’ + )t xstws? + oyt a5® + xtast eyt + Pyt g 4+ atay?agt .
Sind nicht alle Teile von A verschieden, so fallen einige Terme in der obigen Summe

weg, denn dann sind nicht alle 6 Permutationen von Aq, Ay, A3 verschieden.

Fiir k = 1 ist m 0,0 erhélt man als Z-Basis von A} = (Z[x1, z2, 23]%%)*,

ma00 = T1 + 22+ 3.
Fiir £ = 2 sind m(y,1,0), m(2,0,0) eine Basis von A2, wobei

ma1,0 = T122 + x123 + T2Z3

2 2 2
m2,00 = Tj+T5+7T3.

Fiir k = 3 bilden my 1,1y, m(2,1,0) und mys3 ) eine Basis von AZ:

ma@11) = T1T273
.2 2 2 2 2 2
M21,0) = T1T2+ TIT3 + T1T5 + LT3 + L1035 + Toly
_ .3 3 3
m(3,070) = I + Ty + X3 .

Eine Z-Basis von A3 kann man folgendermassen hinschreiben:

{m0,0,0) » M(1,00)s M(2,00); M(1,1,0)5 3,000 TU2,1,005 ML) - - -

oder
(M ey | A = A2 > A5 > 0}
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3.2 Symmetrische Funktionen

Oft ist die Zahl der Variablen in Anwendungen unwichtig, sofern es geniigend davon
hat. Daher ist es dann praktischer, mit symmetrischen Funktionen in unendlich vielen
Variablen zu arbeiten. Dazu kommen wir hier.

Sei m > n. Wir betrachten die Abbildung (den Homomorphismus)

LIy, ... xn] — Zlxy, ..., x,)],

die die Variablen 1, ..., z,, auf Null schickt und z; auf x; (fiir ¢ < n). Wenn man diese
Abbildung einschrénkt auf A,,, so erhélt man eine Abbildung (einen Homomorphismus)

Pmn - Am - Ana

die auf der Basis (m,) von A,, die folgende Auswirkung hat:

{ my(zy,...,z,) falls (X)) < nist

mA(T1, ., T 0 falls [(\) > n ist.

Die Abbildungen p,, , sind also surjektiv. Wenn wir nun auf A%, einschréinken, so gibt dies
Abbildungen
P A — Ay

fir jedes £k > 0, m > n, die surjektiv sind und bijektiv fiir m > n > k, d.h. p, , ist fiir
m > n > k ein Isomorphismus. Was wir nun wollen, ist, alle homogenen symmetrischen
Polynome vom Grad k zu betrachten:

Definition. Sei

fon = folz1,...,2,) € A,

Ak = {f B (fn)nzo fm(x17...,xn707-"70) = fn<x17"'7x”) fir m > n. }

die Menge der Folgen f = (f,)n>0, wobei jedes f, ein homogenes symmetrisches Poly-
nomen vom Grad k in zy,..., 2, ist und wo fiir m > n gilt, dass f,,(x1,...,2,,0,...,0)
gleich f,(x1,...,x,) ist.

8. Woche

Da pﬁw ein Isomorphismus ist fiir m > n > k folgt, dass die Projektion
Pt A — AL

die f = (fu)n auf f, schickt, ein Isomorphismus ist fiir jedes n > k. Damit besitzt A*
eine Z-Basis bestehende aus den monomialen symmetrischen Funktionen my (fiir alle
Partitionen A von k), die durch

PZ(m)\) = m)\(xla s 7xN)
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definiert sind (fiir alle n > k). Ein Beispiel mit m ) und m 1) kann man weiter unten
finden (Beispiel 3.3).
Wir dndern nun die Notation und verwenden ab jetzt A fiir folgende Summe:

A= @Ak
k>0

Bemerkung. Dies hier als zusétzliche Information - es wird nicht in der Vorlesung bespro-
chen.

1. Man kann sagen, dass A* der inverse Limes

lim A}
der Z-Moduln A% ist beziiglich des Homomorphismus pf, .

2. Aus obigen Uberlegungen folgt, dass AF ein freier Z-Modul vom Rank p(k) (die
Anzahl der Partitionen von k) ist.

Nach Definition ist dann A ein freier Z-Modul, der durch die m) erzeugt wird, fiir
alle Partitionen \.

3. Nun haben wir fiir jedes n > 0 eine surjektive Abbildung (Morphismus)
pn:@kzo:AHAn;
pn ist ein Isomorphismus in den Graden k& < n. Der Ring A ist graduiert und die p,
sind Ringhomomorphismen.

Definition. Man nennt den so definierten Ring A den Ring der symmetrischen Funktionen
wn den abzdihlbar unendlich vielen Variablen x1, 2o, ... .

Dazu ist zu bemerken, dass die Elemente von A keine Polynome mehr sind (im Ge-
gensatz zu den Elementen von A,,). Sie sind formal unendliche Summen von Monomen.

Bemerkung. Man konnte anstatt Polynomen iiber Z genausogut Polynome {iber einem
beliebigen kommutativen Ring A betrachten. Damit wiirde man entsprechend den Ring
A4 = A ®y A erhalten anstatt A.

3.3 Elementare symmetrische Funktionen

Eine weitere Basis von A wird durch die elementar-symmetrischen Funktionen e, gegeben
(siche Satz 3.2).

Fiir jedes r > 0 ist die r-te elementar-symmetrische Funktion definiert als die Summe
aller Produkte von r verschiedenen Variablen z;. Damit ist e; = 1 und

€ = E Li1 Loy -« - L, = m(lr)
11 <t <-<ip

fir r > 1.
Zunéchst hier ein Einschub zu erzeugenden Funktionen:
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Definition. Eine Funktion f mit

ft) = Zaktk oder f(t) = iaktk
k=0

k>0
heisst erzeugende Funktion fiir die Koeffizienten ay.

Die Funktion f beschreibt also die Folge der Koeffizienten a;. Erzeugende Funktionen
sind niitzlich, um Informationen iiber die Folge der Koeffizienten a; zu erhalten. (Als
Potenzreihe konvergiert f nicht unbedingt tiberall, d.h. nicht fiir alle Werte von t).

Beispiel. Die erzeugende Funktion der konstanten Folge (ax)r = (1,1,1,...) ist:

f1) = s =00

Die Gleichheit gilt nur fiir [t| < 1. Man {iberpriift, dass gilt (1 —¢)>_ -,t" = 1. Andere
Folgen a; kann man aus dieser erzeugenden Funktion herleiten. Zum Beispiel kann die

Folge 1, a,a? a®,... folgendermassen beschrieben werden:
n, .n 1
g a"x" = .
1 —ax
n>0
(Insbesondere, fiir a = —1, ...)

Bemerkung. Polynome sind besondere erzeugende Funktionen, sie gehéren zu endlichen
Folgen.

Zuriick zu den elementar-symmetrischen Funktionen e,: Die erzeugende Funktion fiir

die e, ist
E(t):=) edt" =[]0 +ut) (3.3.1)
i>1
Das kann man leicht sehen, wenn man das Produkt auf der rechten Seite ausmultipliziert.
Sei nun die Anzahl der Variablen beschrankt, i.e. seien die Variablen x4, ..., x,. Dann
ist e, = 0 fiir jedes r > n und (3.3.1) wird zu

n

ie,ﬂ =[J@+z).
r=0

i=1
Beide Seiten sind nun Elemente von A, [t].

Beispiel. Zur Illustration sei n = 4. Dann ist:
4 4

Zertr = H(1+xit)

r=0 i=1
(14 21t) (1 4 ot) (1 + 23t) (1 + x4%)
1+ (z1 4+ 29 + 23 + 24)t + (2122 + 123 + 2124 + 223 + Toxy + $3!E4)t2
(212273 + 117074 + T1T3T4 + ToT3Ty + Tox3Ty)E + Ty ToT3T4t?
= eot" + et + eot? + est® + eqtt
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Sei A = (A1, A2, .. .) eine Partition. Aus den e, konstruiert man nun Funktionen e, wie
folgt.

eA:eAl.e)\Q.e)\S...

Dann koénnen wir einen Zusammenhang zwischen den ey und den monomialen sym-
metrischen Funktionen m, herstellen. Zuerst betrachten wir dazu ein Beispiel.

Beispiel. Sei A = (2), also X' = (1,1). Es ist
6(171) = ($1+[L‘2+)([L‘1+l‘2+)
und
m(2) :xf—l—xgjtxg—i—...
Daraus erhélt man die Gleichung
€11 = Mg + 2- Z TiTj = My2) + 2m(171) .
i<j
Allgemeiner hat man das folgende:

Lemma 3.1. Sei A eine Partition und X' die konjugierte davon. Dann existieren Zahlen
axy € Z>o fiir p < X, so dass gilt:

ex =my + E AxpMy, = E AxpMy,

<A H<A

Beweis. Multipliziert man die linke Seite aus, d.h. ey = ey,ey, ..., so erhélt man eine
Summe von Monome. Diese Monome sind alle von der Gestalt

("L‘hxig )($j1$]2 ) :$a’

mit i3 < i < ... und j; < jo < ..., etc., und mit @ = (v, g, ...).

Behauptung: Es ist a < A:
Man fiillt die Zahlen iy,4,...,4y, in die erste Spalte vom Diagramm von A, dann die
Zahlen ji, ja, ..., jx, in die zweite Spalte von A, etc. (immer geordnet).

Fiir jedes r > 1 liegen die Zahlen bis und mit r, die so ins Diagramm von A geschrieben
werden in in den ersten r Zeilen von A\. Damit ist a; + o+ -+ a, < A\ +Xg-- -+ N\, fir
jedes r > 1, also a < .

Nach Lemma 2.6 folgt dann, dass « in der Bahn von einem p < A liegt unter der
symmetrischen Gruppe. Fasst man die Summanden alle zusammen, so gibt das

ey = E Xy,

H<A

mit ay, > 0 fiir jedes u < A. Wobei man sich iiberlegt, dass ayy = 1 ist, m, also genau
einmal auftritt. O
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Satz 3.2. Es ist
A= Z[@l,ez,...]

und die e, sind algebraisch unabhdngig tiber 7.

Beweis. Wir wissen schon, dass die m,, eine Z-Basis von A bilden. Nun zeigt Lemma 3.1,
dass die ey eine andere Basis bilden, d.h. man kann also jedes Element von A eindeutig

als Polynom in den e, ausdriicken. O
Bemerkung. Wenn wir nur endlich viele Variablen zq,...,z, haben, so sagt Satz 3.2,
dass A, = Zley,...,e,] ist und dass die elementar-symmetrischen Polynome ey, ..., e,

algebraisch unabhéngig sind. Diese Aussage heisst auch das Fundamentaltheorem tiber
symmetrische Funktionen.

3.4 Vollstindige symmetrische Funktionen

Auch die vollstdndigen symmetrischen Funktionen liefern eine Basis fiir A, wie wir hier
sehen werden.

Definition. Fiir jedes r > 0 ist die r-te vollstindige symmetrische Funktion h, definiert

als die Summe aller Monome in xq, x2,... von totalem Grad r:
hr = Z my .
[A|=r
Insbesondere ist hg = 1 und Ay = ¢; = 1 + 292 + 23 + ... . Man setzt am besten

h, =e, =0 fiir r <0.
Die erzeugende Funktion fiir die h, ist

=> ht" =[O -2t)". (3.4.1)
r>0 i>1
Um das zu sehen, betrachtet man
(1 —xit)” Z xktk
k>0

und multipliziert die Reihen zusammen.
Aus (3.3.1) und (3.4.1) erhélt man die Gleichung

HE(-t) =1

oder, anders gesagt, man hat fiir jedes n > 1

n

Z(_l)rerhn—r =0 (342)

r=0
Ziel ist nun das folgende Resultat:

Satz 3.3. Es ist
A =7Zlhy, h,...]

und die h, sind algebraisch unabhdngig tiber 7.
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9. Woche

Nach Satz 3.2 sind die e, algebraisch unabhéngig. Daher konnen wir eine Abbildung
(Homomorphismus) von graduierten Ringen definieren:

W A— A

e, — h,

fiir jedes r > 0. Die Symmetrie der Gleichungen (3.4.2) zwischen den e’s und den h’s
liefert dann folgendes:

Lemma 3.4. w ist eine Involution, d.h. w? ist die Identititsabbildunyg.

Daraus folgt daraus, dass w ein Automorphismus ist. Dank Satz 3.2 erhalten wir dann
die Aussage von Satz 3.3.

Bemerkung. Gibt es nur endlich viele Variablen x4,...,x,, so ist e, = 0 fiir » > n. Die
Abbildung w : A, — A, ist definiert durch w(e,) = h, fir 1 < r < n, sie ist nach
(3.4.2) ebenfalls eine Involution. Es gilt A,, = Z[hy, ..., h,] mit algebraisch unabhéngigen
hi,hs, ..., hy, aber die h, 1, hyyo,... sind Polynome verschieden von Null in Ay, ..., h,
(oder in ey, ..., €,).

Wie bei den elementar-symmetrischen Funktionen definieren wir nun
By =hy, - hyy -

fiir jede Partition A = (Ay, Ao,...). Nach Satz 3.3 sind die h, eine Z-Basis von A. Wir
haben nun also drei Z-Basen, die alle durch Partitionen indiziert sind: m,, die ey und die
hy. Die letzten beiden entsprechen sich unter der Involution w.

Bemerkung. Setzt man fiir jede Partition A

f)\ = w<m>\) ;

so erhilt man eine vierte Z-Basis von A. Die f) haben keine einfache direkte Beschreibung,
sie werden daher nicht besonders betrachtet.

Die Gleichungen (3.4.2) fiihren zu einer sogenannten Determinanten-Identitét, die wir
spater im Kapitel 6 benutzen werden. Fiir ein N > 0 betrachten wir die N +1 xN + 1-
Matrizen -

H = (hi—j)o<ijen B = ((=1)"7€i—j)oc;jen

unter der Konvention, dass h, = e, = 0 sind fiir » < 0, wie oben schon erwidhnt. Nach
Definition sind H und E untere Dreiecksmatrizen mit len auf der Diagonalen. Daher ist
det H = det E = 1. Ausserdem folgt aus den Gleichungen (3.4.2), dass H und E Inverse
voneinander sind. Sei E’ die transponierte Matrix von £ (i.e. die Matrix, die man durch
Spiegelung entlang der Hauptdiagonalen erhilt). Dann folgt, dass jeder Minor von H
gleich dem komplementéren Cofaktor von E’ ist (falls man Minoren und Cofaktoren nicht
aus der linearen Algebra kennt, so kann man auf [Min] deren Definition nachlesen).

27



Seien nun A und p zwei Partitionen der Liange < p mit der Eigenschaft, dass N
und g’ Linge < ¢ haben, fir p + ¢ = N + 1. Wir betrachten den Minor von H zum
Zeilenindex A; + p — ¢ und Spaltenindex p; +p — ¢ (fir 1 < i < p). Nach Lemma 2.1
hat der komplementéire Cofaktor von E’ Zeilenindex p — 1 + j — A} und Spaltenindex
p—1+j—p; (1 <j<q). Also erhiilt man die Gleichung

det(hx,—;—itihr<ijep = (1M det((=D)N T ex iy i< j<q

Die Vorzeichen heben sich gegenseitig auf, daher erhélt man

det (A —p;—itj)1<ij<p = det(exn—u—itj)i<ii<q (3.4.3)

und, fiir 4 = 0 gibt dies insbesondere
det(hx;—itj)1<ij<p = det(ex—irj)i<ij<q (3.4.4)

3.5 Potenzsummen

Die Potenzzummen sind weitere symmetrische Funktionen. Sie bilden jedoch keine Z-Basis
von A wie wir weiter unten sehen werden.
Fiir jedes r > 1 ist die r-te Potenzsumme definiert als

DPr = Z:L’Zr = M(r) .

Die erzeugende Funktion fiir die p, ist

P(t) = > pt' ' =>"3 ajr!

r>1 i>1 r>1

Z;

i>1

_ E ilo 1
Lt gl—:cl-t'
i>1

Daraus erhalt man

P(t) = %log H(l —x;) = %log H(t)=H'(t)/H(t) (3.5.1)
und, analog,
P(—t) = %log E(t) = FE'(t)/E(t). (3.5.2)
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10. Woche
Aus (3.5.1) und (3.5.1) ergibt sich fir n > 1

nhy =Y prhin_ (3.5.3)
r=1

und
n

nep =Y (=1 "'pren, . (3.5.4)

r=1
Diese Gleichungen erlauben es uns, die h’s und die e’s durch die p’ auszudriicken und
umgekehrt. Die Gleichungen (3.5.4) gehen zuriick auf I. Newton, sie sind bekannt als

Newtons Formeln. Aus (3.5.3) folgt, dass h, € Q|[p1,...,p,] liegt und p,, € Zlhy, ..., hy].
Damit ist

Q[ph oo 7pn] = @[hlu .. 7hn] .

Lemma 3.5. Es ist A\g = A®g Q = Q[p1, pa, . . .| und die p, sind algebraisch unabhingig
tiber Q.

Beweis. Die h, sind algebraisch unabhéngig iiber Z, also auch tiber Q, die Behauptung
folgt dann mit obigen Uberlegungen (i.e. mit Q[p1,...,pn] = Qlhy, ..., h,l). O

Definieren wir nun ahnlich wie frither

Px = DPxy "DPxp

fiir jede Partition A = (A1, Ag, ... ), so bilden die p, eine Q-Basis von Ag.

Bemerkung. Die py bilden keine Z-Basis von A. Es ist zum Beispiel hy = %(pf + po), die
Funktion hy hat keine ganzzahligen Koeflizienten, wenn man es in den p, ausdriickt.

Bemerkung. Die Involution w vertauscht F(t) und H(t), daher folgt aus (3.5.1) und aus
(3.5.2)

w(pn) = (=1)"""py
fiir jedes n > 1. Damit ergibt sich fiir jede Partition A die Gleichung
w(px) = €xpa (3.5.5)

mit €y := (—1)A=,

Als letztes in diesem Abschnitt werden wir nun noch h,, und e,, als Linearkombinatio-
nen der p, ausdriicken. Fiir eine beliebige Partition \ sei

Z\ = H 7" my!

i>1

(Zur Erinnerung: m; ist die Anzahl Teile in A, die gleich 7 sind).
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Lemma 3.6. Mit diesen Notationen hat man

H(t)=) = 't

A
(3.5.6)
E(t) = Z ex 2y oAt
A
oder, dquivalent dazu,
ha =" > =n 2P
(3.5.7)
€n = D _|\j=n EX 25 Pa-

Beweis. Es geniigt, die Gleichungen (3.5.6) zu zeigen, die Gleichungen (3.5.7) beiden
folgen dann, indem man die Involution w anwendet und (3.5.5).
Aus (3.5.1) haben wir

H(t) = exp Zprtr/r

r>1

= H exp(p.t"/r)

r>1

= 1I > ety /rmm,!

r>1 m,=0

=z 'path

3.6 Beispiele
In diesem Abschnitt betrachten wir einige Beispiele mit konkreten Werten fiir die x;.

Beispiel 3. (a) Es seien 2y = -+ =z, = 1 und 2,47 = Zpyo = --- = 0. Dann ist
E(t) =(14+t)" und H(t) = (1 —t)~". Damit ist

=) =)
T T

und p, = n fiir alle n > 1. Ausserdem ist

e (l&))

(M)
HiZl m;i(A)!

fiir

Uy ‘=
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(b) Sei allgemeiner X eine Variable und sei ex : Ag — Q[X] definiert durch ex (p,) = X
fir alle r > 1. Dann ist

exten = (1) et = (V7T = ()

Begriindung: diese Formeln sind nach Teil (a) korrekt, wenn man X durch eine Zahl
n > 0 ersetzt. Daher gelten sie.

Eventuell auch dieses Beispiel:

Beispiel 4. Seien z; := % fir 1 <7 <nund z; = 0 fiir 7 > n. Nun betrachten wir, was
unter n — oo passiert. Aus Beispiel 3 wissen wir, dass

) 1 (n) 1
e, = lim = —
n—oom — 7T \ T r!

gilt, und &hnlich ist h, = %, also E(t) = H(t) = ¢'. Ausserdem ist p; = 1 und p, = 0 fiir
r > 1. Es ist my = 0 fiir alle Partitionen A ausser fiir A = (1") (r > 0).

Beispiel 5. Seien z; = ¢*! fiir 1 <4 < n, ¢ eine Variable, sei z; = 0 fiir 4 > n. Dann gilt

n—1 n
r(r— n ‘s
ORI CERTRD S K E
=0 r=0

wobei [Z] die Abkiirzung fiir den ¢g-Binomialkoeffizient sei:

[n] ‘: (1—g")(1—q¢g" ") (1 —g» D
r] I—g(1—g) - (1—q)

Und es ist

Hb) :ﬁ(l—qt)l :i [”*:‘1} .

=0 r=0

Dies kann man mit Induktion iiber n zeigen. Daraus folgt

e, = qr(rfl)/Q |:TL:| 7 h,r _ |:TL +7r — ]_:| .

r T

h, ist die erzeugende Funktion fiir Partitionen A mit [(A) < r und [(X) <n—1, e, ist die
erzeugende Funktion fiir Partitionen, deren Teile alle verschieden sind.
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4 Schurfunktionen

Fiir den Anfang nehmen wir an, dass wir endlich viele Variablen haben, z1, zs, ..., z,. Wir
schreiben z® fiir das Monom x7" - - - 2. Aus 2 erhélt man durch “Antisymmetrisierung”
ein Polynom a, wie folgt:

Ao = Ao (X1, ..., Tp) = Z e(w)w(z®)

wWESy

wobei £(w) das Vorzeichen der Permutation w ist, e(w) = £16.
Das Polynom a,, ist schief-symmetrisch, d.h. es gilt

w(aq) = e(w)ag

fiir jedes w € S,,. Insbesondere ist daher a, = 0 ausser wenn die a, . . ., a,, alle verschieden
sind. Wir koénnen also (fiir a, # 0) annehmen, dass wir oy > as > ..., > 0 haben
und damit a« = A\ 4 0 schreiben, wobei A eine Partition der Linge < n ist und fiir
d=(n—1,n-2,...,1,0) aus Abschnitt 2.6. Damit haben wir

Ao = Ari5 = Zs(w)w(aj)‘*‘s) :

w

was als eine Determinante geschrieben werden kann:

Aj+n—j
axys = det(x}’ ! ])1§z‘,j§n-
Diese Determinante lésst sich in Z[xy, ..., z,] durch jede Diferenz z; — x; teilen (1 <1i <

j <mn), also auch durch ihr Produkt, die sogenannte Vandermondesche Determinante

H (v —zj) = det(2? 1) = as.

1<i<j<n
Also ist ayis in Z[z1,. .., x,] durch as teilbar und der Quotient
Sx 1= Sx(T1,. .., Tp) 1= arys/as (4.0.1)

ist symmetrisch, liegt also in A,. Der Quotient s, heisst Schurfunktion in den Variablen
X1, .., Ty zur Partition X (fir [(X) < n), sy ist homogen vom Grad |A|.

Bemerkung. Die Definition in (4.0.1) macht fiir jedes A € Z" sinn, fiir das A 4+ § keine
negativen Eintriage hat. Sei also A € Z" so ein Vektor. Sind die Zahlen \; +n — i nicht alle
verschieden (1 < ¢ < n), so ist s, = 0. Sind sie alle verschieden, so ist A + J = w(u + 0)
fir ein w € S, und eine Partition p. Dann ist sy = e(w)s,,.

6jede Permutation w kann ja durch eine Anzahl von Transpositionen geschrieben werden. Ist diese
Anzahl gerade, so ist das Vorzeichen e(w) von w gleich 1, andernfalls ist e(w) = —1.

32



Lemma 4.1. Die Schurfunktionen sy(z1,...,x,) mit [(\) < n bilden eine Z-Basis von
A,.

Beweis. Die Polynome ay,s mit {(\) < n bilden eine Basis von (dem Z-Modul) A,,
der Menge aller schief-symmetrische Polynome in x4, ..., x,. Multiplikation mit a; liefert
einen Isomorphismus von A, nach A, (A, ist der freie A,-Modul, der durch as erzeugt
wird). Das liefert das Resultat. O

Nun betrachten wir, was passiert, wenn wir die Anzahl der Variablen erhchen:

Lemma 4.2. Die sy bilden eine Z-Basis von A und fir jedes k > 0 sind die sy mit |\| =k
eine Z-Basis von A

Beweis. Ist [(a) < n, so gilt aq(x1,...,2,,0) = an(z1,...,z,). Damit hat man
pn+1,n<3)\<~r17 e ,.Tn+1)) = 8)\<.§L’1, . ,.I‘n)

(mit p,+1,, aus Abschnitt 3.2). Daraus folgt, dass unter n — oo die Polynome sy(z1, ..., 2,)

fiir jede Partition A ein eindeutiges Element s, € A definieren. Dieses ist homogen ist vom

Grad |\|. Lemma 4.1 gibt dann das Resultat. O

Mit den Sétzen 3.2 und 3.3 sieht man, dass man jede Schurfunktion s, als Polynom
in den elementarsymmetrischen Funktionen e, bzw. als Polynom in den vollstéindigen
symmetrischen Funktionen h, ausdriicken kann. Die Formeln sind

sx = det(hy,—irj)i<ij<n (4.0.2)

fiir n > {(\) und

Sy = det(e/\;_i+j)1§,~7j§m (4.0.3)
fiir m > [(X\'). Das wird im Buch bewiesen ([M98], Seiten 41,42).
Bemerkung. 1. Dank den Formeln (4.0.2) und (4.0.3) gilt

w(s,\) = Sy (404)
fiir jede Partition A.
2. Insbesondere liefern die beiden genannten Formeln

S(n) = hn 8(1n) = €pn .

3. Schliesslich kann man die Schurfunktionen auch mittels h) und den Erhchungsope-
ratoren R;; ausdriicken:

S\ = H(l — Rij)hy,

i<j
dabei steht fiir einen beliebigen Erhohungsoperator R die Notation Rh, einfach fiir
hry. Diese Umformulierung wird in [M98] auf Seite 43 bewiesen.
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Approximately: 11. Woche
4.1 Beispiele

Beispiel 6. Seien z; = ¢"! (1 <4 < n) wie in Beispiel 5. Ist \ eine Partition der Linge
< n, so gilt

Das ist eine Vandermondesche Determinante in den Variablen ¢*»*"7 (fiir 1 < j < n),
womit

1<ij<n -

Arss = H(q)\j—l—n—j o qAH—n—i)
i<j
qn()\)+n(n—1)(n—2)/6 H(l o q)\i—)\j—i-‘rj)
i<j

gilt. Dies ist, nach Beispiel 2 gleich dem Ausdruck

TR Tl [ PRORT N (7)
Hme)\<1 - qh(m))

wobei h(zx) die Hakenlinge von z € X ist und ¢,(q) := (1 —¢q)--- (1 — ¢"). Mit Ubung 8
gibt dies

1 — qn—l—c(x)

s = aafas =" [[ =

TEA

wobei ¢(z) der Inhalt von 2 € X ist (siche Definition vor Ubung 8).
Wir definieren nun fiir jede Partition A ein Polynom m, das im Fall A = (7) gleich
dem ¢-Binomialquotienten m ist aus Beispiel 5 (Abschnitt 3.6):

HE

TEA

1— qnfc(m)
1— qh(m)

Damit erhalt man
n— n n
Sk(laqa---aq 1):q ) [)\/j| .

{ﬂ ist ein Polynom in ¢ vom Grad

d=> (n—c(x)—h(z)) =Y (n+1-20)X
TEN i=1
(nach Ubungen 7 und 8 (Abschnitt 2.7). Ist a; der Koeffizient von ¢' in [3], fiir 1 < i <
n, dann gilt a; = aq—;. Man kann zeigen, dass folgendes gilt: ag < a1 < -+ < ajqy2),
siehe [M98, §8, Example 4]. Mit Hilfe der Formel (4.0.3) kann man m als Determinante

n

in den g-Binomialkoeffizienten M ausdriicken.
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Beispiel 7. Wir betrachten den Ubergang n — oo aus Beispiel 6,
Aus Beispiel 6 haben wir

Sx = qn()‘)

wobei H)(g) das Hakenpolynom [],.,(1 — ¢"®)) ist.

Im letzten Beispiel von diesem Kapitel betrachten wir Zusammenhénge zwischen den
symmetrischen Polynomen.
check notations!!

Beispiel 8. Man beobachtet zuerst folgendes: es gilt

S1,1) = €20 = h% — hy
520 = heo = el — eg
$(1,0) " S(1,0) = 8,1 T S20) -

Dies sind Spezialfille einiger wichtiger Formeln fiir Schurpolynome (Schurfunktionen in
endlich vielen Variablen).

Die ersten beiden sind bekannt als Determinantenformeln (die erstere heisst auch
Jacobi- Trudi-Identitdit, die erste und zweite sind auch bekannt als die Formeln von Giam-
belli), die dritte heisst Pieri-Formel. Sei A = (A1,..., A).

h, a1 oo haggeet
sx=lhy +J—1|= .hh_l e
Py, —k+1 oo hy, .
Ist A\py1 = -+ = Ay = 0, so ist die Determinante auf der rechten Seite gleich der De-

terminante der oberen linken Ecke aus den ersten p Zeilen und p Spalten. Die zweite
Formel:
S5Y EXN41 oo EX 41
/ /
sy =lex, +j — il = e
6)\;,l+1 e 6)\2 s

wobei X' = (\[,...,\)) die konjugierte Partition von A ist. Die Formel von Pieri erklért,
wie man ein Schurpolynom sy mit einem Schurpolynom s, = h,, multipliziert:

SAS(m) = Z Sv,

wobei v iiber alle Diagramme lauft, die man aus dem Diagramm von A erhélt, indem man
m Boxen an die Zeilen von A\ anfiigt, unter der Bedingung, dass keine zwei davon in der
gleichen Spalte liegen. Mit anderen Worten: die Summe lduft iiber alle v = (vq,..., 1)
mit

Vp2AMZ2r =22 >N 20

35



mit > v; = Y A\ +m. Als Beispiel: man findet

S(2,1) * S(2) = S4,1) T 53,2) T 53,1,1) T 52,21

durch die Diagramme:

Die Formel von Pieri und die Determinantenformeln kann man benutzen, um zwei be-
liebige Schurpolynome zu multiplizieren. Es gibt jedoch keine direkte Formel, die diejenige
von Pieri verallgemeinert. Hier hilft die Regel von Littelwood-Richardson weiter, die eine
kombinatorische Formel fiir die Koffezienten n,,, im Produkt sys, = > ny.s, gibt.

Die Beweise der Formeln sind in [FH91] zu finden, Appendix A.

5 Orthogonalitit

In diesem Abschnitt betrachten wir, wie sich symmetrische Funktionen in zwei verschiede-
ne Folgen von Variablen zueinander verhalten. Seien x = (21, x2,...) und y = (y1,y2,...)
zwei endliche oder unendliche Folgen von (unabhéngigen) Variablen. Wir werden die sym-
metrischen Funktionen in den x mit s)(x), p(z), etc. bezeichnen und diejenigen in den y

mit SA(y>7 p)\<y)7 etc. .
Wir werden drei Reihenentwicklungen fiir das Produkt

[T =iy
1,J
angeben. Die erste ist

Lemma 5.1. FEs gilt

[T —zy) ™ =) " ma@)na(y)
irj A
wobei die Summe tiber alle Partitionen A lduft.

Beweis. Dies folgt aus (3.5.6) angewendet auf die Variablen x;y;. U

Lemma 5.2. Fs ist

H(l —ziy) ! = Z ha(x)ma(y) = Zm,\(ﬂf)hx(y)

/[:7.7

(Summation iber alle Partitionen \).
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Beweis. Es ist

H(l—ﬂfz‘yz‘)fl = HH(’!JJ)
= thr(x)y]

7 r=0

= Z ha(2)y
= ) h(@)ma(y)
A

wobei die a Folgen (aq,as,...) von Zahlen «; € Zs( sind mit » a; < oo und die A
beliebige Partitionen. O

Die dritte Gleichheit ist

[0 =)™ =3 i)

@] A

Lemma 5.3.

wobei die Summe tiber alle Partitionen A lduft.

Beweis. Dies ist eine Folge von Lemma 5.2 und der Identitét

(g = Qs Z e(w)ho—ws

wWESy

(fiir « € N™) aus [M98, (3.77), Seite 42]: Seien x = (x1,xa,...,x,) und y = (y1, Y2, ;yn)
zwei endliche Mengen von Variablen, sei 6 = (n — 1,n — 2,...,0) wie tiblich. Dann liefert
Lemma 5.2

n

ag(x)as(y) [] (1 = ziy;) ™" = as( Zh ot (5.0.1)

ij=1
summiert iiber alle « € N® und w € S,,, und das ist

= as(w) D e(w)hg-us(w)y”

67w

= as(x)y’
5

nach der Identitéat (3.77) aus [M98], siche oben. Da gilt a,3 = ¢(w)ag, folgt, dass die letzte
Summe gleich ) a,(x)a,(y) ist, summiert {iber alle v mit v > v, > -+ > 5, > 0, also
gleich

Z axts(x)arss(y)

A
(Summe {iiber alle Partitionen A der Lange < n). Das liefert das Resultat fiir n Variablen
x; und n Variablen y;. Der Rest folgt dann mittels n — oo. O
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Approximately: 12. Woche
5.1 Skalarprodukt auf A

Nun fithren wir ein Skalarprodukt ein auf A, d.h. eine Z-wertige Bilinearform (u, v), indem
wir verlangen, dass die Basen (hy) und (m,) dual zueinander sind.

Definition. Wir definieren eine Z-wertige Bilinearform (u,v) auf A durch die Vorschrift

<h>\7 mu) = 5>\M
fiir alle Partitionen A, i (dabei ist dy, das Kroneckerdelta).
Dann haben wir folgendes

Satz 5.4. Fir jedes n > 0 seien (uy) und (vy) Q-Basen von AY, die mit Partitionen A
von n beschriftet sind. Dann sind dquivalent:

(a) Es ist (ux,u,) = 0, fir alle X, p;
(b) Es gilt 3, ux(x)va(y) = Hi,j(l — ziy;)
Beweis. O

Satz 5.4 und Lemma 5.1 liefern nun

(Pxs D) = Oxu2n s (5.1.1)

die p, bilden also eine Orthonormalbasis von Ag. Analog liefern Satz 5.4 und Lemma 5.3

<S)\7$M> = 5)\#7 (512)

also bilden die s, eine Orthonormalbasis von A und die sy mit |A\| = n eine Orthonormal-
basis von A™.

Bemerkung. Jede andere Orthonormalbasis von A™ erhélt man dann aus der Basis (s))
durch Transformation mittels einer orthogonalen ganzzahligen Matrix. The einzigen sol-
chen Matrizen sind die Permutationsmatrizen mit Vorzeichen. Daher charakterisiert (5.1.2)
die s) bis auf Reihenfolge und Vorzeichen.

Die Bilinearform hat die folgenden Eigenschaften
Lemma 5.5. Die Bilinearform (u,v) ist symmetrisch und positiv definit.

(Das folgt aus Gleichung (5.1.1) oder aus Gleichung (5.1.2).)

Und

Lemma 5.6. Die Involution w ist eine Isometrie, d.h. (wu,wv) = (u,v) fir alle u, v.
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Beweis. Aus (3.5.5) hat man w(p,) = £p,, und damit liefert (5.1.1)

<w(p>\)7w(pu)> = <p>\7pu> )
was die Behauptung zeigt, da die py eine Q-basis von Ag bilden. O

Eine weitere Beobachtung: Lemma 5.6 und die Definition von (, ) (mittels der Dualitét
der Basen (hy) und (m,) liefern ausserdem

<€)\7 fu) = 5)\;L

fir die Funktionen f, = w(m,,), d.h. die (e) und die (f)) sind zueinander duale Basen
von A.

Bemerkung. Indem wir die Involution w auf die symmetrischen Funktionen in den x an-
wenden, erhalten wir aus Lemmata 5.1, 5.2 und 5.3 drei Reihenentwicklungen fiir das
Produkt [T, ;(1+ zy;):

() TT;;(1 +@iys) = s en s pa(@)paly)

(b) IT;;(1 +ziy;) = oy mal@)ea(y) = 2o\ ea(@)ma(y)

(c) TTi;(T+my;) =325 sa(@)sn(y)

wobei bei letzterem die Gleichung (4.0.4) benutzt wird.

5.2 Beispiele

Beispiel 9. Setzen wir y; = yo = -+ =y, =t und Y11 = Yps2 = --- = 0 in (c) aus der
Bemerkung am Ende von Abschnitt 5.1, so erhalten wir

E@)" = z)\:b‘)\(l’)sx(y)
— Z (Z)SA(x)tM

A

fiir (1) := [Loex "}:(cx(;c ) und allgemeiner, fiir beliebige ganzzahlige X, ();) = [Len Xh_(—;()x)
Auf beiden Seiten sind die Koeffizienten der Potenzen von ¢ Polynome in n (mit Koef-
fizienten in A), die gleich sind fiir alle positiven ganzzahligen Werte von n, also sind sie

identisch gleich. Daher erhalten wir

E*=>" G() sxt

A

fiir alle X, und, indem man X und ¢ durch —X bzw.durch —t ersetzt, erhélt man

H(t)X = ; (i\{) syt

Diese Gleichungen verallgemeinern den Binomialsatz.
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Beispiel 10. Aus (3.5.7) und (5.1.1) erhalten wir

<hn7p)\> =1

fiir jede Partition A von n. Dual dazu gilt

<6n7p)\> =E&x -

6 Schiefe Schurfunktionen

In diesem Kapitel defnieren wir symmetrische Funktionen zu Schiefdiagrammen.
Jede symmetrische Funktion f € A ist eindeutig bestimmt durch ihr Skalarprodukt
mit den s,, es ist ndmlich

f - Z(f) 5>\>$)\7
A

da die s, eine Orthonormalbasis von A bilden (siehe (5.1.2)).
Definition. Seien A und p Partitionen. Wir definieren eine symmetrische Funktion sy,
durch die Vorschrift
(8x/ps 8v) = (Sx, SusSu)
fiir alle Partitionen v. Die Funktionen s/, heissen die schiefen Schurfunktionen.

Aquivalent dazu kann man die schiefen Schurfunktionen wie folgt erhalten: man defi-
niert Zahlen cf;u durch

SuSy = Z cf‘ws)\ , (6.0.1)
A

dann hat man

Sx/p = Z c;)VsV . (6.0.2)

v

Bemerkung. Es ist klar, dass sy, = sy ist, wobei 0 die Null-Partition sei. Ausserdem ist
¢, = 0, falls A # pu + v ist. Die Funktion sy, ist homogen vom Grad || — |u| und ist 0
fiir |A| < |p|. Wir werden weiter unten sehen, dass s/, = 0 ist, ausser im Fall A D p.

Es seien nun x = (21, 2,...) und y = (y1, Y2, ... ) zwei Mengen von Variablen. Dann
gilt

D su@say) = D ahsu(@)s(y)

A AV

dank (6.0.1) und (6.0.2). Daraus erhélt man

D svu@)sa) = s,() Y b (z)m(y)

A v
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mit den Lemmata 5.2 und 5.3. Nehmen wir nun an, dass y = (y1, ..., y,) ist, so sind die
obigen Summen giiltig fiir Partitionen A und v der Lénge < n. Die vorherige (?) Gleichung
kann dann umgeschrieben werden zu

> svu@ares(y) = D h(@)mu(y)aus(y)
A v
= > halw) Y elw)y*teE),

wobei iiber a € N summiert wird. Damit ist sy/,(z) gleich dem Koeffizienten von y*+°
in dieser Summe, d.h. wir haben

S\ = Z e(W)hrts—w(uts) »

wGSn

dabei benutzt man die Konvention, dass h, = 0 ist, falls einer der Eintrage a; von «
negativ ist. Diese Formel kann man auch als Determinante schreiben, nadmlich

Sx/u = det(hx,—p,—itj)1<ij<n (6.0.3)
wobei n > () ist.
Bemerkung. Ist =0, so wird aus (6.0.3) die Formel (4.0.2).

Approximately: 13. Woche

Satz 6.1. Die schiefe Schurfunktion sy,, ist 0, ausser fiir X O p. In diesem Fall hingt
Sx/u nur vom Schiefdiagramm X — p ab. Sind 0; die Komponenten von A\ — p, so ist

sxiu =11, so.-
Beweis. Aus (6.0.3) und der Formel (3.4.3) erhélt man

S/ = det(ex;p—itj)i<ij<m

mit m > [(\'), und daraus
Wsa/n) = sx /-

Nach (6.0.3) ist s5/, = 0, ausser wenn \; > p; gilt fiir alle ¢, d.h. ausser wenn A D p gilt:
ist ndmlich A, < p, fiir ein r, dann ist \; < A\, < p, < p fir 1 <57 <r <@ <nund
damit \; — p; — ¢+ j < 0 fiir diese Werte von 7 und j.

Folglich hat die Matrix (hy,_,;—i+;) einen Block der Grosse (n —r+1) x 7 von Nullen
in der Ecke unten links und damit verschwindet ihre Determinante.

Aus den gleichen Uberlegungen folgt, falls A\ O g und falls g, > A\ gilt fiir ein

61 g mit einer r x r-Matrix A,
B einer n — r x n — r-Matrix. Thre Determinante ist gleich det A - det B. Besteht das
Schiefdiagramm A — p aus zwei disjunkten Teilen 6, ¢ (beides Schiefdiagramme), dann ist

S\/u = 50 Se- I

r < n, dass die Matrix (hy,_,;—iy;) die Gestalt
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Ist die Anzahl der z endlich, so kann man noch mehr sagen:
Lemma 6.2. Es ist sy/,(x1,...,2,) =0, ausser falls 0 < X, — pi < n gilt fir alle i > 1.

Beweis. Wir nehmen an, dass ein r > 1 existiert mit A\ — p/ > n. Wegen e,,11 = €12 =

- = 0 folgt wie im Beweis von 6.1, dass die Matrix (ex_u—i+;) einen rechteckigen
Block von Nullen in der Ecke oben rechts hat, wobei eine Ecke dieses Rechtecks auf der
Hauptdiagonalen liegt, also ist die Determinante dieser Matrix = 0. U

Notation. Sind x = (z1,29,...) und y = (y1,¥2,...) zwei Mengen von Variablen, so
schreiben wir s)(x,y) fiir die Schurfunktion zu A in den Variablen (x1,za,...,91,¥2,...),
bzw. sx/.(x,y) fiir die schiefe Schurfunktion s/, in den Variablen (21,22, ..., 41,92, ... ).

Satz 6.3. Es gilt
Sx/u(Z,y) ZS/\/V T)su/u(y

summiert diber alle Partitionen v, die A D v D u erfiillen.

Beweis. Um dies zu zeigen, zeigt man zuerst, dass fiir die Schurfunktion sy(z,y) zu A in
den Variablen (z1,xs,...,y1,¥2,...) Folgendes gilt:

) =3 syu(@)su(y)
(6.0.4)

= an)si(@)

Dazu seien © = (z1,%2,...), ¥ = (y1,%2,...) und 2z = (21, 22,...) drei Mengen von
Variablen. Nach (6.0.1) folgt, dass

(a) > svul)s = su)su(z) - [1( = wiz) ™
A 14 i,k
gilt und dies ist nach Lemma 5.3 dasselbe wie
[T =iz TTQ =gz,
ik jik
also gleich

(b) Y@ y)sa()

A
Daraus, dass (a) gleich (b) ist, folgt nun die Behauptung (6.0.4)":

aa@,y) = D saul@)su(y)
= Y s m)s().

M?V

"mit Hilfe von (6.0.2).
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Nun wendet man (6.0.4) zweimal an und erhélt:

ZS)\/“CU,y)S“(Z) = 8)\<'T7yvz>
= Y sn@sly )

v

= Z S)\/y(l')su/,u(y)su(z)

M7V

Die Behauptung folgt dann, wenn man die Koeffizienten von s,(z) an beiden Enden dieser
Gleichungsketten vergleicht. O

Das Resultat von Satz 6.3 kann man auf n Mengen von Variablen verallgemeinern:

Lemma 6.4. Seien 20, ..., 2™ Mengen von Variablen, seien \ und p Partitionen. Dann
gilt
(@ 2y =3 " ] s pe-n (@) (6.0.5)
(v) i=1

summiert tiber alle Folgen (v) = (v, vM ... v™) von Partitionen mit v© = p, v™ = X
und v© c v ... v,

Als nichstes wenden wir Lemma 6.4 auf den Fall an, wo jede der Mengen 2 nur aus
einer Variablen z; besteht. D.h. wir betrachten den Ausdruck sy, (@1,...,%,).

Im Falle eines einzelnen x sagt Lemma 6.2, dass sy/,(x) = 0 ist, ausser wenn A — i ein
horizontaler Streifen ist (sieche Abschnitt 2.3). Ist A — u ein horizontaler Streifen, so ist
sx/u(x) = |A — p|. Dann ist jedes der Produkte auf der rechten Seite von Lemma 6.4 ein
Monom z{* - - - 22, fiir oy = |[v® — v=V|. Somit haben wir sy/,(21,...,2,) als Summe
von Monomen x® ausgedriickt, eines fiir jedes Tableau T" der Gestalt A — pu.

Notation. Ist das Gewicht des Tableau T gleich o = (a4, . . ., @), so schreiben wir einfach
2T an Stelle von z,,.

Das alles ergibt als Anwendung von Lemma 6.4 die Aussage

Lemma 6.5. Mit diesen Notationen ist
Sx/p = Z xT ’
T

summiert diber alle Tableaur T' der Gestalt A\ — p.

If there is time left here, one could add Pieri’s formula once more, i.e. (5.16) - building
up from (5.12) (page 73).

Als Folge von Lemma 6.5 kann man die Formel von Pieri beweisen und eine analoge
Aussage iiber Produkte von Schurfunktionen mit e,..
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Korollar 6.6 (Formel von Pieri). Sei uu eine Partition.

(i) Es ist

sphy = g Sx,

A

summiert tiber alle Partitionen X derart, dass X — u ein horizontaler r-Streifen ist.
(ii) Es ist
Su€r = Z Sx s
A
summiert tiber alle Partitionen A\ derart, dass X — j ein vertikaler r-Streifen ist.

Beweis. Die Aussage (ii) folgt aus (i), indem man die Involution w auf (i) anwendet.
Zu (i): Ist v eine Partition vom Gewicht |v| = |\ — pl, so schreiben wir K,_,,, fiir die
Anzahl der Tableaux der Gestalt A — 1 und vom Gewicht v. Wegen Lemma 6.5 haben wir

Sx\/u = E K)\ﬁu,umu
v

und damit ist
K}\*,u,,l/ == <S)\/;m h’l/> = <S)\7 S,uh'l/>

also
Suhy = Z K)\_%VS)\ .
A
Ist nun insbesondere v = (7) eine Partition mit nur einem Teil ungleich Null, so ist
Ky_,, = 1 oder = 0, je nachdem, ob A — p ein horizontaler r-Streifen ist oder nicht.
Damit sind wir fertig. O

The following remark is not really necessary and can easily be dropped...

Bemerkung. Mit Hilfe von Lemma 6.5 kann man Schurfunktionen in der Abz#éhlung von
“plane partitions” (i.e. Unterteilungen von Zahlen in der Ebene) anwenden. Daher wird
Lemma 6.5 in der Kombinatorik oft zur Definition von Schurfunktionen benutzt. Das
hat den Vorteil, dass man mit einer einfachen expliziten Definition anfangen kann, der
Nachteil ist jedoch, dass die Motivation fiir eine solche Definition nicht klar ist.

Zur Hlustration hier noch ein Beispiel.
Beispiel 11. Sei A — p ein horizontaler Streifen. Dann gilt s/, = h, = hy, hy, - - -, wobei
die v; die Langen der Komponenten des horizontalen Streifens sind (dazu benutzt man

Satz 6.1). Analog gilt: ist A — u ein vertikaler Streifen, so ist s/, = h, = e,,€,, - - -, wobei
die v; die Langen der Komponenten des Streifens sind.
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7 Ausblick

Mbégliche Fortsetzungen sind die folgenden Themen: Ubergangsmatrizen, die Charaktere
der symmetrischen Gruppe, die Regel von Littlewood-Richardson.

A Losungen

Zu Aufgabe 1
Das folgt aus Satz 3.2.

Zu Aufgabe 2
Ist klar.

Zu Aufgabe 3

Teil 1) ist klar. Teil 2) nein, es reicht, die drei Zahlen 1, 2 und 3 im zweiten Bild zu
betrachten (denn das ist ein Standard-Tableau fir A — p, dort kénnen ja 2 und 3 zum
Beispiel vertauscht werden.

Zu Aufgabe 4

Zu Aufgabe 5

Pr:
{(7),(6,1),(5,2), (5,1%), (4, 3)7(4711)
(3,1), (3,2%), (3.2,19), (3,14), (2%, 1), (2%, 1°
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Zu Aufgabe 7
Zu Aufgabe 8
Zu Aufgabe 9
Zu Aufgabe 10
Zu Aufgabe 11

(61)
|
(52)
VN
(51?) (43)
~N 7
(421)
/ h
(3°1)
(41%)
\ (32%)
/
(3212)

e ™~
(31%) (231)
AN ~
(2213)
|
(21°)
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