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Einleitung

Die Vorlesung hélt sich in grossen Teilen an das Skript von U. Stammbach vom Som-
mersemester 2004. Dieses hatte zum Ziel eine Einfiihrung in die homologische Algebra zu
geben, die moglichst direkt auf einige nicht triviale Anwendungen in der modularen Dar-
stellungstheorie hinfiihrt. Die Vorlesung beschréinkt sich oft auf die Kategorie der Moduln
iiber einer Gruppenalgebra einer endlichen Gruppe G. Dies ist ein guter Spezialfall der
allgemeineren Theorie.

Als natiirliche Fortsetzung bietet sich die Vorlesung Cohomologie endlicher Gruppen
(und Darstellungstheorie) an, die im Friihling 2009 gehalten werden wird.

Was nicht zum Material gehort:

e Breiter Hintergrund der Kategorientheorie
e Beziige zur algebraischen Topologie

Um die spéteren Verallgemeinerungen nicht zu verhindern sind die Beweise der homo-
logischen Sétze moglichst allgemein gehalten.

Herzlichen Dank fiir die Meldung von Fehlern im Skript!
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Kapitel 1

Vorbereitung

Hier etwas Hintergrundmaterial. Literatur zu Kategorien und Funktoren:
e [McL], 1.7 und 1.8
e [R]

1.1 Kategorien und Funktoren

Definition. Eine Kategorie C besteht aus folgenden Daten:

(i) Einer Klasse von Objekten, geschrieben Ob(C).

(ii) Fiir alle X,Y € Ob(C) eine Menge Home (X, Y), die Morphismen von X nach Y.
(iii) Einer Komposition (Verknipfung) o:

Home(X,Y) x Home(Y, Z) — Home (X, Z)
(f,9) = gof (=:9f)

Mit den Eigenschaften
(iv) Die Verkniipfung ist assoziativ.

(v) Fiir jedes X € Ob(C) existiert ein Identititsmorphismus 1x € Home (X, X), so dass
fiir alle f € Home(X,Y) und g € Home(Y, X) gilt

flx=Ff, 1lxg=g.

Die Morphismen werden oft auch Pfeile genannt.

Definition. 1) Eine Unterkategorie D von C ist eine Kategorie D deren Objekte eine

Teilklasse der Objekte von C sind und so dass fiir je zwei Objekte X, Y von D die Mor-
phismenmenge Homp(X,Y') eine Teilmenge von Home (X, Y") ist. Dabei ist Komposition

von Pfeilen in D dieselbe wie diejenige in C.
2) D heisst volle Unterkategorie, falls Homp(X,Y) = Home(X,Y) fir alle X, Y €
Ob(D).



Beispiele. Hier sind ein paar Beispiele von Kategorien, die oft vorkommen. Wichtig sind
fiir uns vor allem das zweite und das letzte Beispiel, die Kategorie der Moduln iiber einem
Ring.

1. C = Sets, die Kategorie der Mengen. Objekte sind die Mengen, Morphismen sind die
Abbildungen zwischen Mengen. Verkniipfung ist die Verkniipfung von Funktionen
und die Identitdtsabbildung ist 14(a) = a fiir alle a € A, A € Ob(Sets).

2. Die Kategorie Ab der abelschen Gruppen. Objekte sind die abelschen Gruppen,
Morphismen sind die Homomorphismen von Gruppen. Verkniipfung ist die iibliche
Verkniipfung von Homomorphismen.

Analog gibt es die Kategorien Gruppen und Ringe.

3. (I, <) eine quasi-geordnete Menge (i.e. < ist reflexiv und transitiv, reflexiv: s < s
fiir alle s € I, transitiv: aus s < ¢ und ¢ < u folgt s < u). Wir konnen eine Kategorie
Z definieren wie folgt: Ob(Z) = I und die Morphismen sind

Hom (z, y) = { fid o<y

(wobei 4y, ein Symbol ist). Die Verkniipfung ist

iy =i, (v <y<2)

4. Eine Gruppe G definiert eine Kategorie mit einem Objekt, ndmlich G selbst und
einem Morphismus (Linksmultiplikation mit y € G), 1, : G — G, l,(9) = yg (9 € G)
fiir jedes y € G.

5. Die Kategorie der topologischen Raume: als Objekte die top. Rdume, als Morphis-
men die stetigen Abbildungen.

6. C = R-Mod, fiir einen Ring R, die Kategorie der (links-)R-Moduln. Hier sind die
Objekte die R-Moduln und die Morphismen sind die R-Modulhomomorphismen.
Eine Unterkategorie von R-Mod ist die Kategorie R-mod der endlich erzeugten
(links- )R- Moduln.

Analog gibt es Mod-R und mod-R, die Kategorien der rechts- R-Moduln und der

endlich erzeugten rechts- R-Moduln. Ausserdem kann man die Kategorie der (R, S)-
Bimoduln R-Mod-S betrachten (R, S zwei Ringe).

Bemerkung. Unter einem Ring R verstehen wir eine Menge R mit zwei (inneren) biniren
Verkniipfungen, + und -, so dass folgendes gilt:

e (R,+) ist eine abelsche (oder kommutative) Gruppe mit 0 als neutralem Element;

e die Multiplikation - ist assoziativ;
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e es gelten die Distributivgesetze, d. h. fiir alle a,b,c € Rista- (b+c¢)=a-b+a-c
und (a+0b)-c=a-c+b-c.

Hat R ein neutrales Element beziiglich der Multiplikation -, so heisst dieses das Einsele-
ment (die Eins) des Rings, geschrieben 1 oder auch 1z. Wir betrachten hier immer Ringe
mit 1.

Nun also zu den Moduln.

1.2 Moduln

Es bezeichne A einen Ring mit 1.

Definition. (1) Ein (links-)A-Modul ist eine abelsche Gruppe A mit einer Operation vom
Ring A auf A, (A\,a) — Aa

(i) Ma+b)=Xa+ \b
(il) A+ p)a = Aa+ pa
(i) (\r)a = A(ua)
(iv) la=a
(2) Der Begriff der rechts-Moduln ist analog definiert.
Bemerkunyg. e Wegen (iv) nennt man A auch einen wunitiren A-Modul.

e Ist A kommutativ (abelsch), so stimmen links- und rechts-A-Moduln iiberein (bis
auf Schreibweise).

7

o Oft lassen wir “(links-)” weg und sprechen einfach von A-Moduln. (Zur Unterschei-
dung wird dann bei rechts-A-Moduln “rechts” immer geschrieben).

Notationen: A, u, etc. werden fiir Elemente vom Ring A verwendet, a, b etc. fiir Elemente
des A-Moduls A.

Beispiele. Uberlege, dass die Eigenschaften (i)-(iv) bei den folgenden Beispielen erfiillt
sind.

(a) Sei A = K ein Korper. Die A-Moduln sind gerade die K-Vektorrdume. Der Begriff
des Moduls ist also eine Verallgemeinerung des Begriffs des Vektorraums.

(b) Jede abelsche Gruppe ist auf eindeutige Weise ein unitirer Z-Modul: Sei A =7Z, A
eine abelsche Gruppe. Man hat 1-a =a,0-a=0und n-a =a+a+---+a (n-fach,
fir n > 0), n-a=—(—n) - a fiir n < 0. Damit ist A ein A-Modul. Die Kategorien
Ab der abelschen Gruppe und Z-Mod der Z-Moduln stimmen iiberein.

(c) Sind A, B zwei A-Moduln, so ist auch A @ B ein A-Modul.

Definition. Ein A-Modulhomomorphismus ¢ : A — B ist ein Homomorphismus von
abelschen Gruppen mit p(Aa) = A(p(a)) (fiir alle A € A, a € A).

11



1.3 Tensorprodukt iiber einem Ring

Sei A ein Ring mit 1 (wir werden immer Ringe mit 1 betrachten, also von nun an meistens
den Zusatz “mit 1”7 weglassen). Sei A ein rechts-A-Modul und B ein links-A-Modul.

Definition. Ein Tensorpodukt von A und B ist die abelsche Gruppe A ®, B, die der
Quotient der freien abelschen Gruppe in den Erzeugern a ® b (a € A, b € B) nach der
Untergruppe, die von

o (a1 +a)@b—a;®b—as®b
e a®@ (b1 +b)—a®b —a® by
e aA®b—a®@ b
(a; € A, b; € B, A € A) erzeugt wird, ist.

Ist A auch links-A-Modul, so ist das Tensorprodukt A®, B ebenfalls ein links-A-Modul.
Man kann das Tensorprodukt A ®, B von A und B iiber seine universelle Eigenschaft
definieren, siehe dazu die erste Ubungsserie.

Beispiel. Sei V ein beliebiger Vektorraum mit Basis {vy, ..., v}, r > 1. Betrachte V&V
Man iiberlege, dass es keine zwei Vektoren v, w € V gibt, so dass der Vektor v; ®vs+ v vy
geschrieben werden kann als v ® w.

1.4 Kategorien und Funktoren

Sei K ein Korper. Eine Kategorie C heisst K -linear, falls die Menge Home(X,Y) ein K-
Vektorraum ist und die Verkniipfung o bilinear ist fiir alle Objekte X, Y von C. In diesem
Fall gibt es zwischen beliebigen zwei Objekte X, Y die Nullabbildung (das Nullelement in
der Menge der Homomorphismen).

Definition. Die duale Kategorie C°PP zu einer Kategorie C ist die Kategorie mit Objekten
Ob(C°P?)=0b(C) und Morphismen

HomCopp (X, Y) — HOHIC(Y, X)
fiir alle X, Y € Ob(C). Die Verkniipfungsabbildung muss entsprechend angepasst werden.

Kurz gesagt: die Pfeile in C°PP zeigen alle in die andere Richtung. Es ist (C°PP)°PP = (.

Nun kommen wir zu Funktoren. Ein Funktor ist ein Abbildung zwischen zwei Katego-
rien, die vertraglich ist mit der Struktur der Kategorien. Ein Funktor besteht aus einem
Paar von Abbildungen: einer Abbildung fiir die Objekte und einer fiir die Morphismen.
Beide werden gleich geschrieben:
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Definition. Seien C and D Kategorien. Ein (kovarianter) Funktor F' : C — D besteht
aus folgenden Daten:

e cine Zuordnung F' : Ob(C) — Ob(D),

e ciner Abbildung F : Hom¢(X,Y) — Homp(F(X), F(Y)) fiir je zwei Objekte X, Y
von C.

Dabei miissen die Abbildungen zwischen den Morphismenmengen folgendes erfiillen:

(i) Sie sind kompatibel mit Verkniipfung, i.e. F/(f og) = F(f) o F(g) fiir alle f, g, fur
die f o g definiert ist.

(ii) Sie erhalten Identitdtsmorphismen, i.e. F((1x) = 1p(x) fiir alle X € Ob(C).

Definition. Ein kontravarianter Funktor von C nach D ist ein (kovarianter) Funktor
CP? — D.

Analog zur Definition von kovarianten Funktoren kann man kontravariante Funktoren
wie folgt definieren: F' besteht aus einer Zuordnung F' : Ob(C°P?)=0b(C) — Ob(D), und
einer Abbildung F' : Hom¢(X,Y) — Homp(F(Y), F(X)) fir X, Y Objekte in CPP (i.e.
Objekte in C), so dass gilt

(") F(fog)=F(g)oF(f)
(i) F(1x) = 1px)
Falls wir einfach von Funktoren sprechen, so meinen wir meistens kovariante Funktoren.

Beispiel. Sei C C M eine Unterkategorie einer Kategorie M von R-Moduln (R ein Ring
mit 1). (i.e. die Objekte von C sind auch R-Moduln). Sei M ein R-Modul. Dann ist der
sogenannte hom-Funktor F := Hompg(M, —), eine Abbildung F' : C — Ab von C in die
Kategorie abelscher Gruppen, wie folgt definiert:

X +— Hompg(M,X) und auf der Ebene der Morphismen ist F(f) : Homg(M,X) —
Hompg(M,Y) (fir f: X — Y) die Abbildung F(f):g+— fog.

Man priift nach, dass dies einen Funktor definiert.

Bemerkung. Man sagt, dass der Funktor F' aus obigem Beispiel durch M reprdsentiert
wird. Allgemeiner ist es eine wichtige Frage, ob ein beliebiger Funktor G von einer Ka-
tegorie C in die Kategorie D (der abelschen Gruppen) durch ein Objekt reprisentiert
werden kann, i.e. ob es ein Objekt X € Ob(C) gibt, so dass G gerade gegeben ist durch
Home (X, —). (cf. [HS] Seite 46 oben).

Nun zur Aquivalenz von Kategorien:
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Definition. Sind F,F’ : C — D zwei (kovariante) Funktoren, so ist eine natirliche
Transformation eine Zuordnung ¢ : F' — F’, die jedem Objekt X € Ob(C) eine Abbildung
vx : F(X) — F'(X) zuordnet, so dass fiir jeden Morphismus f : X — Y in C gilt

py o F(f) = F'(f) o px.
Mit andern Worten: man verlangt, dass das Diagramm
F(X) —
F(f)l F'(f)
FY) ——

kommutiert. Sind F' und F” kontravariant, so verlangt man analog, dass das Diagramm
mit Pfeilen aufwérts kommutiert.
© heisst ein natirlicher Isomorphismus, falls px ein Isomorphismus ist fiir jedes X €

Ob(C).

Definition. Eine Aquivalenz von Kategorien ist ein Paar von Funktoren F : C — D,
F" . D — C, so dass die Verkniipfungen F o F’' und F” o F' natiirlich isomorph sind zu den
entsprechenden Identitatsfunktoren.

1.5 Mehr zu Moduln

Ist ¢ : A = B ein A-Modulhomomorphismus, so ist ker ¢ ein A-Untermodul von A und
im ¢ ein Untermodul von B.

Definition. Die Folge A % B Y% € von A-Moduln heisst exakt (in B), falls ker ¢ = im ¢.
Beispiele. (a) 0 — B B0 st genau dann exakt, wenn ¢ injektiv ist.
(b) A5 B — 0 ist genau dann exakt, wenn ¢ surjektiv ist.

(¢) 0= A5 B — 0 ist genau dann exakt, wenn ¢ ein Isomorphismus ist.

(d)Ist 045 B % C > 0in A, B und C exakt, so sprechen wir von einer kurzen
exakten Folge (von A-Moduln). Das bedeutet, dass ¢ injektiv und ¢ surjektiv ist
und ¢ einen Isomorphismus C' = B/im ¢ induziert.

Man nennt B/im ¢ den Cokern von ¢ (und A/ ker ¢ das Cobild von ).

Zur Abkiirzung werden kurze exakte Folgen 0 -+ A" =+ A — A” — 0 auch einfach
A— A— A"

geschrieben (also < fiir injektive Abbildungen, — fiir surjektive Abbildungen). Man sagt
auch kurze exakte Sequenz, kurz s.e.s. (short exact sequence).
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Satz 1.1. Es sei 0 — A5 B 5 C — 0 eine kurze exakte Folge. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) Es existiert ein A-Modulhomomorphismus o : C'— B mit oo = 1¢.
(ii) Es ezistiert ein A-Modulhomomorphismus 7 : B — A mit T o 1 = 14.

(iii) Es existiert ein A-Modulhomomorphismus  : B — A @ C, so dass das folgende
Diagramm kommutativ ist:

0 A—t p_—° . ¢ 0
|
1a TC

0—A——A¢C——C——0

In diesem Fall sagt man auch, die kurze exakte Folge zerfalle.

Beweis. Es ist klar, dass aus (iii) sowohl (i) als auch (ii) folgen.
Wir zeigen (i) = (iii), die Richtung (ii) = (iii) folgt analog.
Behauptung: Es ist B = kere @ imo.
Einerseits ist kere Nim o = {0}: Ist « im Durchschnitt, so ist e(z) in ep(A) = 0 (kere
ist ja im p). Ausserdem ist dann x = o(y) fiir ein y € C' und

e(x) =eo(y) =y =0,

also 0 =0(0) =o(y) = =.

Andrerseits ist B = ker e+imo: Sei i’ = b—oeb. Dann gilt eb/ = eb—eoeb = eb—eb = 0,
also ist &' im Kern von . Ausserdem ist natiirlich oeb im Bild von ¢. Damit ist b = oeb+¥’
die gesuchte Aufspaltung. O

Ist a : A — B ein A-Modulhomomorphismus, so heisst eine Abbildung 5 : B — A mit
Pa = 14 ein links Inverses zu a. Die Abbildung 7 in (ii) ist also ein links Inverses fiir p.
Ist v: B — A ein Homomorphismus mit ay = 1pg, so heisst v rechts Inverses zu a. Die
Abbildung o in (i) ist also ein rechts Inverses fiir .

1.6 Die Gruppe der Homomorphismen

Es seien A, B A-Moduln. Die Menge der A-Modulhomomorphismen ¢ : A — B bildet
unter der Operation (¢ +1)a = pa + 1a eine abelsche Gruppe, geschrieben Homy (A, B).
Sie heisst die Gruppe der Homomorphismen von A nach B.

Ist 5 : B — B’ in Hom, (B, B’), so erhalten wir einen induzierten Homomorphismus

B :==Homy (A, B) : Homy (A, B) — Homy (A, B')

durch
Bi(p) :=Boy
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Und analog, fiir einen A-Modulhomomorphismus « : A — A’, erhalten wir
a* := Homy (c, B) : Homy(A', B) — Homy (A, B)

durch
o*(p) = poa

Dabei sind o* und £, Homomorphismen von abelschen Gruppen. Ausserdem gilt
(a+al)*:a*+a/*’ (5+5l)*:ﬁ*+ﬁi

Ist A ein fest gewéhlter A-Modul, so kann man, wie wir oben gesehen haben, durch
den hom-Funktor, B +— Homy (A, B), dem A-Modul B eine abelsche Gruppe zuordnen.
Analog ordnet man durch g +— Homy (A, 5) dem A-Modulhomomorphismus 5 einen Ho-
momorphismus von abelschen Gruppen zu. Es gilt dabei

(i) (870 B)x=(6)x0 (B

(4) (18)s = lHoma(,B)

M.a.W. ist der hom-Funktor kovariant, von der Kategorie der A-Moduln in die Kategorie
der abelschen Gruppen.

Natiirlich kann man auch B festhalten und A variieren, i.e. die Zuordnung A +—
Homy (A, B) betrachten, zusammen mit o — Homy (e, B) (« ein A-Modulhomomorphismus).
Diese Zuordnung ist dann ein kontravarianter Funktor von der Kategorie der A-Moduln
in die Kategorie der abelschen Gruppen.

Bemerkung. Der Unterschied zwischen dem hom-Funktor Homa (A, —) und dem Funktor
Homy (—, B) besteht in der Reihenfolge der Zusammensetzung der Abbildungen, i.e. die
Regel (i) muss angepasst werden.

1.7 Zuriick zu Kategorien und Funktoren

Die A-Moduln haben wichtige Eigenschaften, die man auch allgemeiner von Kategorien
haben mochte (z.B. kann man aus kurzen exakten Sequenzen eine lange exakte Homolo-
giesequenz erhalten und damit Informationen {iber den Ring, die Moduln erhalten).

Wir benotigen dazu noch weitere Begriffe. Unter den Kategorien sind die abelschen
Kategorien diejenigen, die man fiir die homologische Algebra benotigt. Insbesondere besit-
zen sie kurze exakte Sequenzen und diese spielen eine sehr wichtige Rolle. Spéater werden
wir auch triangulierte Kategorien behandeln - dort gibt es keine kurzen exakten Folgen.
Anstelle von diesen betrachtet man die sogenannten ausgezeichneten Dreiecke.

Wie im Beispiel der A-Moduln iiber einem Ring A werden immer wieder die Begriffe
Kern und Cokern benétigen in der Sprache der Kategorien. Das heisst, wir wollen, dass
diese Begriffe auch auf der Ebene der Kategorien Sinn machen. Auch sollen Monomor-
phismen (injektive Morphismen) die Kerne ihrer Cokerne sein und Epimorphismen die
Cokerne ihrer Kerne.
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Definition. Eine abelsche Kategorie ist eine Kategorie C mit den folgenden zuétzlichen
Strukturen:

(i) Fiir jedes Paar von Objekten A, B besitzt Home (A, B) die Struktur einer abelschen
Gruppe.

(ii) Es existiert ein Null-Objekt 0 mit der Eigenschaft, dass Hom(A, 0) und Hom(0, A)
die triviale Gruppe sind fiir jedes A € Ob(C).

(iii) Die Verkniipfung o von Morphismen ist eine bilineare Abbildung

Home(A, B) x Home (B, C) — Home(A, C)

(iv) Endliche direkte Summen existieren (mit iiblicher universeller Definition).

(v) Jeder Morphismus ¢ : A — B hat einen Kern, i.e. eine Abbildung o : K — A, so
dass ¢ o 0 = 0 und fiir jede Abbildung ¢’ : K’ — A mit ¢ o ¢/ = 0 existiert genau
eine Abbildung A : K/ — K mit 0/’ = oo \.

(Man nennt K (und o) dann den Kern von ¢.)

(vi) Jeder Morphismus ¢ : A — B hat einen Cokern, i.e. es existiert ein Morphismus
und ein Objekt v : B — E mit u o ¢ = 0 und so dass fiir jede weitere Abbildung,
Objekt v’ : B — E’ genau eine Abbildung h : E — E’ existiert, so dass v’ = hu.
(Man nennt F (und u) dann den Cokern von ¢.)

(vii) Jeder Monomorphismus (Morphismus mit Kern = 0) ist der Kern von seinem Co-
kern.

(viil) Jeder Epimorphismus (Morphismus mit Cokern = 0) ist der Cokern von seinem
Kern.

(ix) Jeder Morphismus ist die Verkniipfung eines Monomorphismus mit einem Epimor-
phismus.

Etwas ausfiihrlicher zu (iv): eine direkte Summe (oder ein Biprodukt) von zwei Objekten
A, B einer Kategorie C ist ein Diagramm

pa PB
A C B

(51 12

so dass pai; = 14, ppia = g und i1pa+ispp = 1o ist. Geschrieben wird C' als A® B. Wie
eine endliche direkte Summe (Biprodukt) aussieht, soll man sich nun selber {iberlegen.

Man kann dazu auch den Begriff Produkt anschauen. Sind A, B zwei Objekte, so ist
das Produkt von A und B ein Tripel (X, pa,pp) mit ps : X — A, pp : X — B und mit
der Eigenschaft, dass fiir alle Objekte T" mit Abbildungen ¢, : T"— A und t, : T — B
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genau eine Abbildung t : T — X existiert, so dass t; und ty durch X faktorisieren. In
einem Diagramm sieht das so aus

wobei t; = py ot und ty = pg ot. Man schreibt X als A x B.

Analog gibt es ein Coprodukt-Diagramm (grob gesagt, mit umgekehrten Pfeilen). Es
gilt fiir eine abelsche Kategorie A, dass A, B € Ob(A) ein Produkt in A haben <= A
und B haben ein Biprodukt in A.

Und etwas genauer zu (vii):

i : A — B ein Morphismus, so betrachtet man den Cokern von i, das ist ein Paar ¢, cok(7),
¢: B — cok(i). Zu dem Morphismus ¢ kénnen wir natiirlich auch den Kern bilden, d.h.
einen Pfeil j : ker(c) — B.

A—" > B—5% cok(i)
J

‘!
ker(c)
Der Punkt (vii) verlangt nun folgendes: ist ¢ ein Monomorphismus, so muss ker(c) (zusam-

men mit der Abbildung j) und A (zusammen mit der Abbildung i) identifiziert werden
konnen. Man iiberlege sich analog, wie (viii) aussieht!

Beispiel fiir eine abelsche Kategorie sind die Kategorien A-Mod, Mod-A und die
Unterkategorien der endlich erzeugten (links- oder rechts-)A-Moduln.

Definition. 1. Ein Funktor F': C — D zwischen abelschen Kategorien heisst additiv,
falls er einen Homomorphismus von abelschen Gruppen

Hom¢ (A, B) — Homp(F(A), F(B))
induziert fiir alle A, B € Ob(C).

2. Ein additiver Funktor F': C — D heisst links exakt (bzw. rechts exakt), falls fiir jede
ses.0 > A— B— C — 0in C die Folge 0 — F(A) — F(B) — F(C) (bzw. die
Folge F(A) — F(B) — F(C) — 0) exakt ist in D. F heisst ezakt, falls F' rechts-
und links-exakt ist.

3. Analog dazu heisst ein kontravarianter Funktor G links exakt (bzw. rechts-exakt,
exakt), falls der entsprechende kovariante Funktor G’ : C°P? — D diese Eigenschaft
hat.
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Am besten ist es, sich die Eigenschaften von abelschen Kategorien am Beispiel der
Kategorie A-Mod zu illustrieren. Es gibt ein Resultat von P. Freyd (1984), das sagt,
dass jede “kleine” abelsche Kategorie A mittels einer vollen exakten Finbettung F : A —
A-Mod in die Kategorie der A-Moduln eingebettet werden kann (fiir einen Ring A). Hier
heisst “klein”, dass die Klasse der Objekte von A eine Menge bildet. “Voll” bedeutet,
dass jede Abbildung in Hom_pfoq(A, B) Bild einer Abbildung in Hom4(A, B) ist.

Beispiel eines additiven Funktors: Homy (M, —) von A-Mod nach Ab (wobei M ein
A-Modul ist). Der Funktor ist auch links exakt:

Satz 1.2. Es sei0 — B' 5 B % B” — 0 eine kurze exakte Folge von A-Moduln und A
ein weiterer A-Modul. Dann ist die induzierte Folge

0 — Homu(A, B') &5 Homy (A, B) %5 Homy (A, B”)
exakt.

Mit andern Worten ist der Funktor Homy (M, —) links exakt. Die duale Aussage dazu
ist

Satz 1.3. Essei0 — A’ 5 A% A” — 0 eine kurze exakte Folge von A-Moduln und B
ein weiterer A-Modul. Dann ist die induzierte Folge

0 — Homy (A", B) %5 Hom, (A, B) %5 Homy (4, B)
exakt.
D.h. der kontravariante Funktor Hom (—, M) ist links exakt.

Beweis Sitze 1.2, 1.3. Ubungsaufgabe. O

Bemerkung. Die beiden exakten Folgen in den obigen Sétzen kénnen im allgemeinen nicht
durch — 0 ergénzt werden. Zum Beispiel ist fir A = Z, A = Z/nZ und exakter Folge
07575 Z/nZ — 0, die Abbildung 7, in der induzierten Folge

0 — Homy(Z/nZ,Z) =5 Homy(Z/nZ,Z) = Homy(Z/nZ, Z/nZ)

nicht surjektiv. Warum?

1.8 Freie Moduln, projektive Moduln

Definition. Ein A-Modul F heisst frei, falls es eine Menge S gibt, so dass jedes Element
von F' eine eindeutige endliche Linearkombination von Elementen aus S ist, i.e.

Z AsS, Ag € A, nur endlich viele \; # 0.

ses

Also ist F'= F(S) und man sagt auch F' = F(S) ist der freie A-Modul auf der Menge S.
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Beispiele. (a) A =k ein Korper. Dann ist jeder k-Modul frei (denn jeder k-Modul ist
ein k-Vektorraum).

(b) Fiir A = Z gibt es A-Moduln, die nicht frei sind: freie Z-Moduln sind freie abelsche
Gruppen. Und endliche Gruppen (die nicht nur aus der 1 bestehen) sind keine freien
abelschen Gruppen: das Neutralelement lasst sich nicht eindeutig darstellen, zB in
Zsist 0 =3+4+2=4+1.

Satz 1.4. Es sei F' = F(S) der freie A-Modul auf der Menge S, sei A ein beliebiger A-
Modul und {as}, s € S, eine Familie von Elementen von A. Dann existiert ein eindeutig
bestimmter A-Modulhomomorphismus ¢ : F(S) — A mit p(s) =as ¥V s € S.

Beweis. Man definiere ¢ : ' — A durch

<p(z As§) = Z Al .

ses seS

Es ist klar, dass ¢ ein A-Modulhomomorphismus ist, und dass es der einzige ist mit der
Eigenschaft ¢(s) = a fiir alle s € S. O

Satz 1.5. Sei F ein freier A-Modul und 0 — B' &5 B % B" — 0 eine kurze exakte
Sequenz von A-Moduln. Dann ist die Folge

0 — Homy (F, B') &5 Homy (F, B) % Homy (F, B") — 0
exakt.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass v, surjektiv ist (der Rest ist Satz 1.2). D.h. zu ¢ : F¥ — B”
ist ein A-Modulhomomorphismus ¢ : F' — B zu konstruieren mit v,(¢) = v o ¢ = 1.
Dazu betrachtet man ¢(s) € B” (wobei F' = F(S) und s € S) und wihle ein b, € B mit
v(bs) = 1(s) (v ist surjektiv). Definiere die Abbildung ¢ durch ¢(s) = by (fiir alle s € 5).
Dann ist v(¢(s)) = v(bs) = 1(s) und wegen der Eindeutigkeit (Satz 1.4) ist vop =1. O

Definition. Ein A-Modul P heisst projektiv, wenn fiir alle kurzen exakten Folgen
0-B45B%B" -0
von A-Moduln die induzierte Folge
0 — Homy (P, B') X5 Hom(P, B) ¥ Homu(P, B") — 0
exakt ist.

In funktorieller Sprache: P ist projektiv, genau dann wenn der Funktor Homy (P, —)
exakt ist.

Korollar 1.6. Ein freier Modul ist projektiv.
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Satz 1.7. Sei P ein A-Modul.

P ist projektiv <= fiir jeden surjektiven A-Modulhomomorphismus e : B — B’ und jeden
A-Modulhomomorphismus ¢ : P — B’ existiert ein A-Modulhomomorphismus ¢ : P — B
mit € o p = 1.

D.h. es existiert eine Abbildung ¢ : P — B, so dass das folgende Diagramm kommutiert.

B c— >
A

o

/
P

Man sagt, dass ¢ eine Hochhebung (ein Lift) von 1) ist.

Korollar 1.8. Ist P projektiv, so ist P isomorph zu einem direkten Summanden in jedem
Modul A, dessen Quotient P ist.

Beweis. Wahle v = 1p : P — P, ¢ : A — P surjektiv. Da P projektiv ist, existiert
¢ : P — Amit eop = 1p. Dann folgt A = kere @ im ¢, und da ¢ injektiv ist, ist
P = im.

A—==P

A

o

P
O

Korollar 1.9. FEin projektiver Modul P ist isomorph zu einem direkten Summanden in
einem freien Modul.

Beweis. Wahle € : F' — P surjektiv, wobei F ein freier Modul ist. O

Die Umkehrung der Aussage des Korollars 1.9 gilt ebenfalls: ist P ein direkter Sum-
mand in einem freien Modul, so ist P projektiv. Dies folgt direkt aus der Tatsache, dass
Hom additiv ist, i.e. dass die Bildung von Homy (A, B) in beiden Variablen mit direkten
Summen vertriglich ist. Es gilt also Homy (A; @ A, B) = Homy (A1, B) @ Homy (As, B)
und analog Homy (A, By @ By) = Homy (A, By) @ Homy (A, By).

Beispiel. Sei R = Z/6Z. Dann ist R = Z/27Z & Z/3Z. Der Modul P := 7Z/2Z ist ein
projektiver R-Modul, er ist jedoch nicht frei (er ist zu klein: (0,1)P = 0).

Bemerkung. Es sei 0 — B' % B % B” — 0 eine s.e.s. mit der Eigenschaft, dass fiir alle
Moduln A die induzierte Sequenz

0 — Homy (A, B') 5 Homy (A, B) % Homy (A, B”) — 0

exakt ist. Dann zerfillt die Folge 0 — B’ 5 B % B” — 0.
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Beweis. Ubungsaufgabe. U
Dual zum Begriff projektiv ist folgender Begriff:
Definition. Ein A-Modul I heisst injektiv, wenn fiir alle kurze exakten Sequenzen
0>A5H A5 A =0
von A-Moduln die induzierte Sequenz
0 — Homya(A”, 1) % Homy (A, I) N Homy (A", T) = 0
exakt ist.

Aquivalent dazu kann man definieren: der A-Modul I ist injektiv, falls fiir jede exakte
Folge
0—+ASB

und fiir jedes f: A — [ ein g : B — I existiert, so dass gt = f. Die obige Definition wird
dann zum Satz: [ ist injektiv <= der Funktor Hom(—, I') ist exakt.

Man kann analog zu den Aussagen iiber projektive Moduln Aussagen iiber injektive
Moduln beweisen, dual dazu. Da wir diese spéter nicht bendtigen, lassen wir das hier.

Bemerkung. Eigenschaften von projektiven, injektiven Moduln:

e Jeder Modul ist das homomorphe Bild eines projektiven Moduls (jeder Modul ist
das homomorphe Bild eines freien Moduls, freie Moduln sind projektiv).

e P ist projektiv <= jede kurze exakte Folge 0 - A — B — P — 0 zerfillt.

e [ ist injektiv <= jede kurze exakte Folge 0 - I — B — C — 0 zerfallt.

1.9 Die ker-coker Folge: Schlangenlemma

Es sei p : A — B ein A-Modulhomomorphismus. Zur Erinnerung: der Cokern von ¢ ist
definiert als cok(y) := B/im . Dann ist offenbar die Folge

0—skero A5 BS cokyp — 0
exakt. Dabei ist ¢ die Einbettung und 7 die natiirliche Projektion.

Satz 1.10 (Schlangenlemma). Gegeben sei das kommutative Diagramm

/

A A A 0
l@l 90 ‘gpl/
0 p.p Uop
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mit exakten Zeilen. Dann existiert ein Homomorphismus o : ker ¢ — cok ¢, so dass die
induzierte Folge

ker o' 55 ker o 25 ker " % cok ¢ % cok ") 75 cok Q"
exakt ist. Is o/ injektiv, so ist auch o, injektiv. Ist B surjektiv, so ist auch P, surjektiv.
(kurz gesagt: o : a” — (' "Lpa=t(a”) +im¢’)

Beweis. Wir definieren zuerst den Homomorphismus o. Es sei a” € ker ¢”. Wéhle a € A
mit a(a) = a” (existiert wegen Surjektivitit von «). Dann ist Sp(a) = ¢"a(a) = ¢"(d") =
0. Also ist ¢(a) ein Element aus ker 5 = im ' (Exaktheit der zweiten Zeile). Damit
existiert ' € B’ mit 5'(0') = p(a). Wir definieren o(a”) = [V], wobei [] die entsprechende
Restklasse bezeichnet.

Die Unabhéngigkeit von der Wahl von a ist nicht schwer einzusehen: Ist @ € A ein
weiteres Element mit a(a) = a(a), so gilt (a —a) € kera, d.h. es existiert o’ € A’
mit o/(a’) = a — a. Ist nun B’(l_)/) = @(a) und B'(V') = p(a), so folgt 5’ (a") = o/ (a’)
pla—a) = p(a)—p(@) = 5’(6’)—3(5,) = 5’(6’—5/). Da (' injektiv ist, folgt ¢'(a’) = b’ —
d.h. [b] = [b].

Es ist nun an jeder Stelle die Exaktheit zu priifen. Wir zeigen dies an der Stelle ker ¢”
und iiberlassen den Rest als Ubungsaufgabe.

Sei zuerst a” € ker ¢” und @” € im a,. Die Definition von o liefert dann sofort o(a”) =
0. Also im «,, C kero.

Beh.: ker o C imay: Sei a” € ker ¢” ein Element von ker o. Wie in der Definition von o
wéhlen wir @ € A mit a(a) = a” und ¥ € B’ mit p(a) = (V).
Wegen o(a”) = 0 wird 0’ auf die Null in cok ¢’ abgebildet. Da die Folge

!/

b,

O—)kergp’—>A'£/>B’—>cokg0'—>O

exakt ist, existiert also ein ¢’ € A mit ¢'(a’) = . Es folgt o/ (a’) = f'¢'(d) = ' (V) =
p(a).

Sei @ = a — o/(a’). Dann folgt a(a) = a” und ¢(a) = ¢(a) — e’ (a') = ¢(a) — p(a) = 0.
Wegen der Exaktheit der zweiten Spalte,

0—>kero— A5 B— cokyp — 0

existiert also @ in ker ¢, das auf @ in A abgebildet wird, und damit kommt a” von ker ¢
her. 0

Die Abbildung o aus Satz 1.10 heisst Verbindungshomomorphismus (connecting ho-
momorphism,).

Bemerkung. Das Schlangenlemma gilt allgemein fiir (kleine) abelsche Kategorien. Den
Beweis in der Modulkategorie fiihrt man mittels einer sogenannten Diagrammjagd durch.
Um das Resultat fiir (kleine) abelsche Kategorien zu haben, benutzt man dann den Einbet-
tungssatz von Freyd (-Mitchell). Das Schlangenlemma gilt jedoch z.B. nicht fiir Gruppen!
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Eine direkte Konsequenz der ker-coker-Sequenz aus Satz 1.10 ist das sogenannten 5Ser-
Lemma:

Korollar 1.11 (Fiinfer-Lemma). Gegeben sei das kommutative Diagramm

0 A e g 0
‘w, [w LW
!
0 B b B b B" 0.

mit exakten Zeilen. Sind zwei der Homomorphismen ', o, ©" Isomorphismen, so ist auch
der dritte ein Isomorphismus.

Fiir Anwendungen vom Schlangenlemma ist es wichtig, dass die ker-coker-Folge natiirlich
ist. Das bedeutet: hat man zwei solche Diagramme und eine Abbildung vom einen ins ande-
re, so dass alle vorkommenden Quadrate kommutativ sind, so erhédlt man eine Abbildung
der ker-coker-Folge des ersten Diagramms in die ker-coker-Folge des zweiten Diagramms,
unter der alle vorkommenden Quadrate kommutieren.
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Kapitel 2

Kettenkomplexe

2.1 Kettenkomplexe, Homologie
Sei A ein Ring mit Einselement, A, B, C, etc. seien A-Moduln.

Definition. 1. Ein Kettenkomplez C von A-Moduln ist eine Familie {C,, },cz, von A-
Moduln zusammen mit einer Familie von A-Modulhomomorphismen 0,, : C,, — C,,_,
mit d,_10, = 0 fiir alle n,

On 13) On—
"'_)Cn-i-l gl C’n—T$Cn_1 —)1 Cn_2—>

Die Familie der Homomorphismen {0, },cz heisst Differential oder Rand.

2. Sind C = {C,,0,} und D = {D,, d,,} zwei Kettenkomplexe von A-Moduln, so ist
eine Kettenabbildung (ein Homomorphismus von Kettenkomplexen) ® : C' — D eine
Familie von A-Modulhomomorphismen ,, : C;, = D,,, so dass ¢,_10,, = 0., fiir
alle n. D.h. dass alle vorkommenden Quadrate

kommutieren.

3. Esist Z, = ker(0, : C,, — C,,_1) C C,, der Untermodul der (n-)Zyklen und B, =
im(0,11 : Cpy1 — Cy) C C,, der Untermodul der (n-)Rdnder. Wegen 0,011 = 0 ist
B, C Z,. Der n-te Homologiemodul von C (oder die n-te Homologiegruppe von C)
ist dann definiert als

H, = Z,/Bn.
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Fiir die Homologie { H,,(C')} nimmt man also an jeder Stelle des Komplexes den Quo-
tienten Zyklen modulo Rénder. Ist z ein Zyklus, so schreibt man fiir das entsprechende
Element in der Homologie oft [z], die Homologieklasse von z. Wir werden oft kurz Ho(C')
oder H(C') schreiben anstatt {H,,(C)}.

Beispiel. Diese Begriffe stammen aus der algebraischen Topologie. Als Beispiel betrach-
ten wir das Tetraeder, das aus den Ecken 0,1,2,3 und den zugehorigen Kanten, Seiten-
flachen gebildet wird. (Topologisch betrachten wir also ein Modell der 2-Sphére). In der
algebraischen Topologie ordnet man diesem Objekt einen Kettenkomplex C' zu: Cj ist
die freie abelsche Gruppe mit Basis x, z1, x2, 3, C; die freie abelsche Gruppe mit Basis
ToX1, ToXa, Tox3, T1Xa, T12x3 und xoxs. Cy sei die freie abelsche Gruppe mit Basis xgx2o,
ToX1x3, ToTaxz und x1xexrs. Ausserdem sei C, = 0 fiir alle andern n. Das Differential ist
gegeben auf den Basiselementen:

O (wixj) = z; — x; 1<
Os(wixjy) = xjap — vxp + 205 1< j <k

Dieses Differential ordnet einem ein- bzw. zwei-dimensionalen Simplex den (orientierten)
Rand zu. Es ist 0,0, = 0, es gilt ndmlich fiir alle i < j < k

O10a(xjwjxy) = O (xjor — xiwy + xix) = (v — x5) — (vp — 2) + (x5 — x;) = 0.
Was sind die Homologiegruppen von C'?

Die n-te Homologie H,(C') eines Kettenkomplexes C' ist genau dann Null, wenn gilt
Z, =ker 0, =im 9,1 = B,,. D.h., wenn die Folge

"'—>Cn+16$10n840n—1_>“‘

an der Stelle (), exakt ist. Die Homologie misst also die Abweichung von der Exaktheit.
Ein Kettenkomplex C' mit H,(C) = 0 fur alle n heisst auch azyklisch.

Wir werden spéter auch Cokettenkomplexe betrachten. Diese sind dhnlich wie Ketten-
komplexe definiert, der Unterschied besteht darin, dass das Differential d,, von C,, nach
Cp41 geht und nicht nach C,_;. Man spricht dann von Cozyklen, Cordndern und von der
Cohomologie. Die Notation fiir Cohomologie ist {iblicherweise mit Indizes oben anstatt
unten, i.e. die n-te Cohomologie eines Cokettenkomplexes ist geschrieben H™(C') und die
Cohomologie von C' wird H*(C') geschrieben.

Zuriick zu den Kettenkomplexen. Sei ® : C' — D eine Kettenabbildung. Die Kommu-

tativitdt des Quadrates

On
Ch

On—l

J/%Onl
5

Dn . Dn—l

$n
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liefert
en(Zy) C Z,, und  @u(By,) C By,

Damit induziert ® fiir jedes n eine Abbildung (¢,). : H,(C) — H,(D), [2] — [¢n(2)]:

Satz 2.1. Die Kettenabbildung ® : C — D induziert einen wohlbestimmten Homomor-
phismus ®, : H(C) — H(D). Die Zusammensetzung von zwei Kettenabbildungen ent-
spricht der Zusammensetzung der induzierten Abbildungen in der Homologie. Ist ® die
Identitdt, so ist auch die induzierte Abbildung in der Homologie die Identitdt.

In der Sprache von Kategorien und Funktoren heisst das:

Die Homologie H, (—) ist ein (kovarianter) Funktor von der Kategorie der Kettenkom-
plexe von A-Moduln (und der Kettenabbildungen) in die Kategorie der A-Moduln (und
der A-Modulhomomorphismen).

2.2 Homotopie

Eine Homotopie x von der Kettenabbildung & zur Kettenabbildung ¥ ist eine Familie
von Homomorphismen y,, : C}, = D, mit

¢n — Pn = 8;1+1Xn + Xn—lan

fiir alle n.

8'n,«ﬁ»l
Cn+1 Cn Cn—l
X Xn—1
Prt1{[Pnt1 " Pn|thn " On—1| hn—1
8’£l+1 a;L
Dn+1 Dn Dn—l

Die Kettenabbildungen ® und ¥ heissen homotop, ® = U, falls es eine Homotopie von
® nach ¥ gibt. Dies definiert in der Menge der Kettenabbildungen von C' nach D eine
Aquivalenzrelation. Man hat:

Satz 2.2. Seien ®, U : C' — D zwei Kettenabbildungen mit ® = V. Dann folgt , = U, :
H(C)— H(D).

Beweis. Sein beliebig, aber fest. Wir schreiben daher den Index n nicht hin. Sei z € Z(C)
mit zugehoriger Homotopieklasse [z]. Dann gilt ¢, 2] = [¢(2)]. Damit folgt (p. —1,)[2] =
(¢ —1)(2)]. Aber wegen ¢ — 1 = &' x + x0 und da z ein Zykel ist, ergibt sich (¢ —¢)(2)
= J'x(2). Es ist also (¢ — 1)(2) ein Rand (konkret: liegt im Bild von 0/, ;) und damit
(px — i )[z] = 0, was zu beweisen war. O
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Ist die Kettenabbildung ® zur Nullabbildung homotop, so heisst ® nullhomotop. Die
induzierte Abbildung ®, in der Homologie ist dann offensichtlich die Nullabbildung.

Ist die Identitéit des Kettenkomplexes C' kraft der Homotopie y nullhomotop, so heisst
X auch eine zusammenziehende Homotopie. In diesem Fall ist die Homologie des Ketten-
komplexes trivial, H(C') = 0.

Die Homotopien sind mit der Zusammensetzung von Kettenabbildungen vertréglich:
sind =V :C — Dund ¢ =V : D — E, soist auch (¢'P) = V',

(Ubungsaufgabe).

Dank dieser Eigenschaft kann man von der Kategorie der Kettenkomplexe mit Ket-
tenabbildungen zur Kategorie der Kettenkomplexe mit Homotopieklassen von Kettenab-
bildungen iibergehen.

Diese Kategorie heisst oft die Homotopiekategorie der Kettenkomplexe. Nach Satz 2.2
faktorisiert der Funktor der Homologie iiber die Homotopiekategorie - dies ist ein grund-
legendes Resultat in der algebraischen Topologie.

Zwei Kettenkomplexe C' und D heissen homotopiedquivalent, wenn es Kettenabbildun-
gen  : C' - D und ¥ : D — C gibt, so dass die Zusammensetzung W& homotop ist
zur Identitdt von C' und die Zusammensetzung ®¥ homotop ist zur Identitdt von D. In
der Homotopiekategorie der Kettenkomplexe {ibernimmt der Begriff der Homotopiedqui-
valenz die Rolle des (gewohnlichen) Isomorphiebegriffes. Die Klasse der zum Kettenkom-
plex C' homotopiedquivalenten Kettenkomplexe heisst die Homotopieklasse von C. Aus
der Funktoreigenschaft der Homologie und dem Satz 2.2 folgt, dass die Homologie eines
Kettenkomplexes nur von seiner Homotopieklasse abhéngig ist.

Zum Schluss noch ein Beispiel, das zeigt, dass zwei verschiedene Kettenabbildungen
die gleiche Abbildung in der Homologie induzieren kénnen, obwohl sie nicht homotop sind:

Beispiel. Seien C' und D die folgenden Kettenkomplexe von abelschen Gruppen:

Ci =7 = (a)und Cy =Z = (b), C,, = 0 fir n # 0, 1. Das Differential 0, : C; — Cj sei
gegeben durch 0, (a) = 2b.

Der Kettenkomplex D ist definiert durch D; = 7Z = (a') und D,, = 0 fiir n # 1.

n=1 n=>0
C —-0— Z=(a) e Z=0b) —-0—---
D: - 50— Z=(d) ey 0 —0—=---

Es folgt Hy(C') = Zo und H,(C) =0 fir n # 0. Und Hy(D) = Z, H,(D) = 0 fiir n # 1.
Ist & : C — D die Kettenabbildung, die gegeben wird durch ¢;(a) = o’ und ¥ die

Nullabbildung, so ist die induzierte Abbildung in der Homologie in beiden Fillen die
Nullabbildung, ¢, = ¥, = 0.
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Aber ® und ¥ sind nicht homotop. In einer Homotopie y miisste namlich fiir xq :
Co — D; (was die einzige nicht-triviale Abbildung ist) die Gleichung ¢; = ¢ — ¢y =
dhx1 + xo01 = xo0; erfilllt sein. Ist nun xo(b) = ma’, so wiirde folgen o’ = p;(a) =
Xo01(a) = x0(2b) = 2ma’, was fiir kein ganzzahliges m moglich ist.

2.3 Lange exakte Homologiesequenz

Hier wird gezeigt, dass zu einer kurzen exakten Sequenz von Kettenkomplexen eine lange
exakte Homologiesequenz gehort.

Satz 2.3. Es sei 0 — C' 25 C 5 C” — 0 eine kurze exakte Folge von Kettenkomplezen
(dh. 0 — C " C, 8 C" — 0 ist kurz exakt fiir alle n). Dann existieren verbindende
Homomorphismen w,, : H,(C") — H,_1(C"), so dass die Sequenz

o Hy (O 10y M (0) Y 10y 98 1y () Y H () -
exakt ist fiir jedes n.

Beweis. Wir betrachten das folgende Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten:

0 0 0
7! Zn VAl
0 C! i c, o c” 0
oy, On oy
0 c! Lo N |
n—1 n—1 n—1
C;L—l/B;L—l - n—l/Bn—l - C;z/—l/B;{—l

0 0 0
Mit Hilfe der ker-coker Folge aus Satz 1.10 folgt, dass fiir alle n die Folgen

02— Z,— 2

und
C'/B, — C,/B,— C'/B! -0

exakt sind. Wobei man sich kurz iiberlegen soll, warum 7/, — Z,, injektiv ist und warum
Cy/B, — C!/Bl surjektiv ist.
Das wird benétigt, um exakte Zeilen und Spalten im folgenden Diagramm zu erhalten:
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Zn| By == Zn/Bn— 2,/ B}

n

Cy/B, —= Cy/B, —C} /B —=0

"
Z”—l Zn—l

"
n—1 Hn—l Hn—l

l l

0 0 0

Daraus lésst sich die Aussage des Satzes mit Hilfe der ker-coker Folge (Satz 1.10) ablesen.
O

Man kann den verbindenden Homomorphismus w, : H,(C") — H,_1(C") explizit
angeben: Es sei die Homologieklasse [z//] € H,(C") gegeben. Wihle ¢,, € C,, mit v,(c,) =
2. Betrachte 0, (c,) € Bp—1 C Zp—1. Wegen v, _10,(cn) = Onvn(c,) = 0l (2)) = 0 existiert

zl € Z | mit p, (2, ;) = On(cy). Der Homomorphimus w,, ist dann definiert durch

wn(lz]) = [2n-a]-

Die lange exakte Homologiesequenz ist natirlich im folgenden Sinn: ein Homomor-
phismus der kurzen exakten Folge C' — C — C” von Kettenkomplexen in eine zweite
s.e.s. D' — D — D" (so dass alle auftretenden Quadrate kommutativ sind) induziert eine
Abbildung von der langen exakten Homologiesequenz zu C' — C — C” in diejenige zu
D" — D — D" (so dass alle entstehenden Quadrate kommutativ sind).

2.4 Projektive Auflésungen
Sei A ein A-Modul. Ein Kettenkomplex
. ..-P P11 —>P—>F—0

heisst eine projektive Auflosung (projektive Resolution) von A tiber A, falls die P; alles
projektive A-Moduln sind und falls die Homologie von P gegeben ist durch

{A firei=0

Hy(P) = 0 fiiri > 0.

Ist P eine projektive Auflosung von A, so ist der (augmentierte) Kettenkomplex

o= P, =P == P=>F—-A=0
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exakt.
Wie sieht es mit der Existenz projektiver Auflésungen aus?

Satz 2.4. Gegeben sei der A-Modul A. Dann existieren projektive Auflosungen von A.

Beweis. In Abschnitt 1.8 haben wir bemerkt, dass jeder Modul homomorphes Bild eines
projektiven Moduls ist. Also existiert ein projektiver Modul Py, der sich auf A abbilden
lasst. Sei Ky der Kern dieser Abbildung. Dann kénnen wir wiederum einen Modul P,
finden, der sich auf K abbilden ldsst mit Kern K;. Also haben wir eine exakte Folge

0K —P —-F—A—=D0.

Auf diese Weise fahrt man schrittweise fort, um eine projektive Auflésung zu konstruieren.
O

Satz 2.5 (Comparison Theorem). Sei P eine projektive Auflosung von A und P’ eine

projektive Auflosung von A’, sei ¢ : A — A’ ein Homomorphismus. Dann existiert eine
Kettenabbildung ® : P — P’, welche p : A — A’ hochhebt.

Beweis. Man kann dies mit Induktion zeigen, verwendet wird Satz 1.7.

Da P, projektiv ist und die Abbildung P; — A’ surjektiv, existiert zu der Abbildung
Py — A — A’ (das 1 vom Satz 1.7 ist hier also die Abbildung Py — A’) eine Hochhebung
©o : P, — P, so dass das Quadrat

P(] - A
Pj— A
kommutiert.
Seien nun @y, ..., @, konstruiert, ¢, : P, — P!. Die Abbildung ¢, induziert eine

Abbildung (¢,)« : K,, = K. (K,, K/ : die Kerne, wie im Beweis von Satz 2.4). Wie oben
kénnen wir dann zur surjektiven Abbildung P, — K, und zu (g,). zum projektiven
Modul P, eine Abbildung ¢,,+1 : Poy1 — P, bilden, so dass das Quadrat

Pn+1 —»'Kn

l@fkfl l(ipn)*

Pl —= K,
kommutiert. Damit erhéilt man eine Kettenabbildung wie gewiinscht. O

Satz 2.6. Seien ® und V zwei Hochhebungen von ¢ : A — A’. Dann existiert eine
Homotopie & = V.
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Beweis. Sei 0, das Differential im Kettenkomplex P und 0/, dasjenige in P’. Wir miissen
nun Abbildung x,, : P, — P, konstruieren (n > 0), so dass ¥, — ¢n = 0,1 Xn + Xn-10n
gilt (wobei x_; : A — P die Nullabbildung sei).

On+1 O

P: Pn_|_1 Pn Pn—l
Xn Xn—1 .
Prt1||{tn41 n Pn|hn " L Pn=1ihn—1
s o' // 9
/. / ntl / n /
P . tee PTL+1 P’I’L P’I’L—l

Wir benutzen auch Induktion. Sei n = 0. Es ist ¥y — ¢ in K| enthalten. Die durch
0, induzierte Abbildung P} — K| ist surjektiv. Und P, ist projektiv, also gibt es nach
Satz 1.7 eine Abbildung xo : Py — Pj, so dass 9y — ¢ = 9} X0 ist.

Fiir den Induktionsschritt sei nun x,,_; bereits konstruiert. Zur Konstruktion von y,,
benutzen wir das Diagramm.

anJrl 8n
P T P, P,
4P7L+1“/wn+1 @nuw'rﬁlu‘knl
o! o’
/. / ntl / n /
P .. P, P P, .

Nach Voraussetzung gilt

Yn1— Pn1 = O Xn-1+ Xn—20n1,
wir brauchen ¥, — ¢, = 0,1 Xn + Xn—10n.
Es gilt
On(Un = o0 = Xn-10n) = Opthn — Oppn — O Xn—10,

= Yn-10p — Pn-10n — O Xn-10n
= (Yn-1— -1 — O Xn-1)0n

Xn—20n-10y

0.

Damit faktorisiert die Abbildung 1, — ¢, — Xn—10, liber K|, = ker d.,. Da die durch 0/, ,
induzierte Abbildung P, — K surjektiv ist, kann man wegen der Projektivitéit von P,
eine Abbildung x,, : P, = P, finden mit

wn — Pn — Xn—lan = 8;L+1Xn-

Das war zu beweisen. ]

Korollar 2.7. Es seien P und P’ zwei projektive Auflésungen von A. Dann sind P und
P’" homotopiediquivalent.

Das bedeutet, dass in der Kategorie der Kettenkomplexe und der Homotopieklassen
der Kettenabbildungen (als Morphismenmenge der Kategorie) die projektive Auflosung
von einem Modul A bis auf (eindeutig bestimmte) Isomorphie eindeutig bestimmt ist.
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2.5 Derivierte Funktoren (abgeleitete Funktoren)

Hier geht es um Funktoren von der Kategorie A-Mod der A-Moduln in der Kategorie Ab
der abelschen Gruppen.

Zur Erinnerung: ein (kovarianter) Funktor F' von A-Mod nach Ab assoziiert zu jedem
A-Modul M eine abelsche Gruppe F(M) und zu jedem A-Modulhomomorphismus ¢ :
M — M’ einen Homomorphismus F'(¢) = ¢, : F(M) — F(M'), wobei

(i) Fpoy) =F(p)o F(4)

(i) F(1m) = Lrou
Der Funktor ist additiv, falls fiir alle A, B Objekte von A-Mod gilt, dass die Zuordnung
Homy (A, B) — Homgy(F(A), F(B)) ein Homomorphismus ist. D.h. falls F(p + ) =

F(p) + F(v) gilt.

Satz 2.8. Ist F': A-Mod — Ab ein additiver Funktor, dann gilt
F(A@B)=F(A)® F(B) und F(0)=0.

Beweis als Ubung. Hinweis: man betrachte A @ B mit den Injektionen ¢4, ¢z und den

Projektionen 74, mp.
A B
WA

TB

A®B

Dann gilt mata = 14, matg =0, mgta =0, mptg = 1 und to7a + g7 = laaB.
Beispiele. Sei A ein A-Modul.

1. Der Funktor Homy (A4, —) (der jedem A-Modul B die Gruppe Homy (A, B) und je-
dem Homomorphismus ¢ : B — B’ den Homomorphismus ¢, : Homy(A, B) —
Homy (A, B’) zuordnet) ist ein additiver Funktor A-Mod — Ab.

2. Der Funktor Homp(—, A) ist ein kontravarianter additiver Funktor A-Mod — Ab.

3. Die Zuordnung, die jeden rechts-A-Modul B auf das Tensorprodukt B — A ®, B
schickt, mit der Zuordnung, die jeden A-Modulhomomorphismus ¢ : B — B’ auf den
induzierten Homomorphismus ¢, : AQy B — A®, B’ schickt (auf den unzerlegbaren
Tensoren durch ¢.(a ® b) = a ® ¢(b) bestimmt), definiert einen Funktor A-Mod
— Ab. (Dabei ist A ein links A-Modul). Die Eigenschaften des Tensorproduktes
zeigen, dass dies auch ein (kovarianter) additiver Funktor ist.

Ein Standardverfahren ist, eine Auflosung (projektiv oder injektiv) eines Moduls zu
nehmen und einen (additiven) kovarianten Funktor F' von A-Mod nach Ab darauf anzu-
wenden. Wenn man die Homologie des resultierenden Komplexes nimmt, so hat man eine
Folge von Funktoren, die die derivierten Funktoren von F' heissen.
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Derivierte Funktoren werden also mittels projektiven (injektiven) Auflésungen kon-
struiert. Auflésungen sind nicht eindeutig. Daher miissen wir zeigen, dass dies unabhéngig
von der jeweiligen Wahl der Auflésung ist.

Wenn wir nun einen Kettenkomplex C' = {C,,, 9,,} von A-Moduln nehmen und darauf
einen additiven Funktor F' anwenden, so folgt aus der Funktoreigenschaft und weil F'
den Nullhomomorphismus auf den Nullhomomorphismus abbildet, dass das Bild F(C) =
{F(C,), F(0,)} ein Kettenkomplex von abelschen Gruppen ist. Ist & : ¢ — D eine
Kettenabbildung, so ist F(®) : F(C) — F(D) ebenfalls eine Kettenabbildung. Ist x :
C' — D eine Homotopie zwischen zwei Kettenabbildungen ® und ¥ : C' — D, so ist F'(x)
wegen der Additivitéit von F' eine Homotopie zwischen den Kettenabbildungen F'(®) und
F(¥). Wenn also insbesondere die Kettenkomplexe C' und D homotopiedquivalent sind,
so sind es auch die beiden Kettenkomplexe F(C) und F(D).

Nun zum konkreten Fall der projektiven Auflésungen.

1. Sei A ein A-Modul und P eine projektive Auflosung von A. Da P bis auf Homo-
topiedquivalenz eindeutig bestimmt ist, ist fiir den additiven Funktor F' der Ket-
tenkomplex F'(P) ebenfalls bis auf Homotopiedquivalenz eindeutig bestimmt. Die
Homologie des Kettenomplexes F'(P) hiangt also nicht von der Wahl der projektiven
Auflésung P von A ab, sondern einzig vom Modul A. Damit wird dem Modul A
und jedem additiven Funktor F' fiir jedes n eine wohlbestimmte abelsche Gruppe
H,(F(P)) = ker(F0,)/im(F0,+1) zugeordnet (0, die Differentiale von P).

2. Istnun ¢ : A — A’ ein A-Modulhomomorphismus, so induziert dies einen Homomor-
phismus von Homologiegruppen wie folgt: Seien P und P’ projektive Resolutionen
von A bzw. von A’. Dann lédsst sich nach Satz 2.5 ¢ zu einer Kettenabbildung
® : P — P’ hochheben. Ausserdem ist nach Satz 2.6 die Homotopieklasse der
Kettenabbildung ¢ eindeutig durch ¢ : A — A’ bestimmt, womit auch die Ho-
motopieklasse der Abbildung F'(®) : F(P) — F(P') eindeutig bestimmt ist. Nach
Satz 2.2 ist damit auch der induzierte Homomorphismus in der Homologie eindeutig
bestimmt.

Zusammenfassend: zur Abbildung ¢ : A — A’ gehort ein eindeutig bestimmter
Homomorphismus (Fy,,). : H,(F(P)) — H,(F(P’)), n > 0.

Mit dieser Zuordnung (auf Ebene der A-Moduln und der Homomorphismen von A-
Modul) wird A ~» H,(F(P)), n > 0, zu einem kovarianten Funktor von der Kategorie
A-Mod in die Kategorie Ab. Dieser Funktor heisst der n-te links-derivierte Funktor L, (F)
von I

Definition. Der n-te links-derivierte Funktor L,,(F') : A-Mod — Ab des additiven Funk-
tors F': A-Mod — Ab ist definiert durch

(LnF)(A) = Ho(F(P)),
mit

(LaF) (@) = (Fipn)s : Ho(F(P)) = Hyn(F(P'))
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wobei P eine beliebige projektive Auflésung von A ist.
Wir kénnen hier die beiden Funktoreigenschaften nachpriifen.

e Die Identitdt 14 : A — A induziert die Identitdt in der Homologie H,(F(P)) =
(L, F)(A): Wir konnen die Identitdat 14 : A — A durch die Identitét der projektiven
Auflésung P von A hochheben. Die induzierte Abbildung in der Homologie ist dann
ebenfalls die Identitat.

e Fiir die Zusammensetzung von ¢ : A — A" und ¢’ : A" — A" gilt
(F(gn 0 0n))s = (F(h)s 0 (Fon))s : Ho(F(P)) = Ho(F(P")) :

Seien P, P’, P" projektive Auflosungen von A, A’ bzw. von A”. Die Kettenabbildung
®'od: P— P” die durch Zusammensetzung der Hochhebungen ® : P — P’ von ¢
und @' : P’ — P” von ¢’ gebildet wird, ist eine Hochhebung der Zusammensetzung

¢' o . Die induzierten Abbildungen in der Homologie der Kettenkomplexe F(P),
F(P’) und F(P") haben dann ebenfalls diese Eigenschaft.

Die Funktoren L,(F): A-Mod — Ab, n > 0, sind additiv: Ubung.

Die weiteren Eigenschaften der links-derivierten Funktoren eines additiven Funktors
werden wir im néchsten Kapitel direkt am Beispiel des Ext-Funktors besprechen.

Bemerkung. Einiges zur Dualisierung und zur Terminologie:

Anstelle einer projektiven Auflosung (nach links) eines A-Moduls A kann man auch
eine injektive Auflosung (nach rechts) von A betrachten. Analog definiert man dann fiir
einen kovarianten additiven Funktor F' die sogenannten rechts-derivierten Funktoren R"F
von F.

Ist G ein kontravarianter Funktor (von einer Kategorie C aus), so betrachtet man
den entsprechenden kovarianten additiven Funktor von der entgegengesetzten Kategorie
(C°PP) aus. Eine projektive Auflosung eines Objektes A in der urspriinglichen Kategorie ist
eine injektive Auflosung von A in der Kategorie C°PP. Entsprechend liefert dann das obige
Verfahren fiir eine projektive Resolution von A und den kontravarianten Funktor, iiber-
setzt in die entgegengesetzte Kategorie, rechts-derivierten Funktoren von G. (Diese Ter-
minologie wird auch verwendet, ohne die entgegengesetzte Kategorie C°PP zu erwihnen).
Daher heissen die mit Hilfe einer projektiven Resolution definierten derivierten Funktoren
des kontravarianten Funktors G die rechts-derivierten Funktoren von G, sie werden mit
R™(G) bezeichnet.

Analog erhélt man die links-derivierten Funktoren L, G des kontravarianten Funktors
G, wenn man fiir A eine injektive Auflésung (in C) wahlt.
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2.6 Ext als derivierter Funktor (und Tor)

Wir betrachten hier fiir einen gegebenen A-Modul B den Funktor G : A ~ Homy (A, B).
Wir wissen, dass dies ein additiver kontravarianter Funktor von A-Mod in die Kategorie
Ab der abelschen Gruppen ist. Wie im Abschnitt 2.5 beschrieben liefert eine projektive
Auflésung eines Moduls A die rechts-derivierten Funktoren R"G.

Zur Vollstéandigkeit hier nochmals die entsprechenden Schritte:

1. Zum gegebenen A-Modul A wihlt man eine projektive Auflosung P (deren Homo-
topieklasse ist eindeutig durch A bestimmt, cf. Korollar 2.7).

2. Man wendet den Funktor G = Homy(—, B) an, bildet also den Cokettenkomplex
Homy (P, B). (Da G additiv ist, ist die Homotopieklasse von Homy (P, B) eindeutig
bestimmt (Diskussion im Abschnitt 2.5, vor der Definition der derivierten Funkto-
ren).

3. Bilde zu Homy (P, B) die Cohomologie H"(Hom(P, B)) (die Cohomologiegruppen
sind unabéngig von der Auswahl der projektiven Auflosung P und eindeutig durch
A bestimmt.)

4. Ein Homomorphismus ¢ : A — A’ lisst sich zu einer Kettenabbildung ® : P — P’
hochheben (die Homotopieklasse der Kettenabbildung ist nach Satz 2.6 durch ¢ :
A — A’ eindeutig bestimmt).

5. Die Anwendung von G liefert eine Cokettenabbildung
®* : Homy (P’, B) — Homy (P, B) (umgekehrte Richtung). (Die Cokettenabbildung
®* ist bis auf Homotopie eindeutig durch ¢ : A — A’ bestimmt, cf. Satz 2.2 fiir den
Fall der Homologie).

6. Die Cokettenabbildung ®* induziert einen Homomorphismus
®* . H"(Homy (P', B)) — H"(Homy (P, B)) (dieser Homomorphismus ist eindeutig
durch ¢ : A — A’ bestimmt).

Definition. Es sei der A-Modul B gegeben. Fiir n = 0, 1,2, ... definieren wir den (kon-
travarianten) Funktor A ~» Ext)i (A, B), n > 0, als den n-ten rechts-derivierten Funktor
von A ~» Homy (A, B).

In diesem Abschnitt diskutieren wir nun die Eigenschaften der Ext-Funktoren. Ana-
loge Eigenschaften konnen allgemeiner fiir derivierte Funktoren gezeigt werden (bis auf
Punkt 5, i.e. Satz 2.9). Die Formulierungen der allgemein giiltigen Aussagen und deren
Beweise kann man sich als Ubungsaufgabe iiberlegen.

1. Die nullte Ext-Gruppe Ext} (4, B):
Wir betrachten den Beginn einer augmentierten projektiven Auflosung von A, also die
exakte Folge
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Sei Ky = kerm = im0;. Der Funktor Homy(—, B) ist links-exakt. Daher liefert seine
Anwendung die exakten Folgen

0 — Homy (A, B) — Homy (P, B) — Homy (K, B)
und
0— HOIHA(KQ,B) — HOIIIA(Pl,B) — ...

Sei 67 die durch 0; induzierte Abbildung, i.e. die Zusammensetzung
Homy (FPy, B) — Homy (Ko, B) — Homy (P, B).
Um Ext} (A, B) zu berechnen, miissen wir die Cohomologie H°(Hom(P, B)) bilden. Also
Ext} (A, B) = ker 67 /im 7* = ker 8] = Hom, (4, B).

2. Ext}{ (A, B) mit projektivem Modul A:
Ist A = P projektiv, so ist 0 — Py — 0 mit Py = P eine projektive Auflésung von A.
Damit folgt Ext}{ (A, B) =0 fiir n > 1.

3. Kovarianz, Funktor:

Sei 5 : B — B’ ein A-Modulhomomorphismus. Dann induziert 5 eine wohldefinierte Co-
kettenabbildung . : Homy (P, B) — Homy (P, B’) (P eine projektive Auflésung von A).
Dies induziert fiir jedes n eine entsprechende Abbildung in der n-ten Cohomologiegruppe.
Man kann nachpriifen, dass damit B ~» Ext} (A4, B), n > 0, zu einem kovarianten Funktor
wird.

4. Lange exakte Sequenz fiir die Cohomologie:
Ist
0B 5%5B%B" -0

eine kurze exakte Folge und P wie oben eine projektive Resolution von A. Dann erhalt
man eine kurze exakte Folge von Cokettenkomplexen

0 — Homy (P, B') % Hom, (P, B) ¥ Homy (P, B") — 0

Damit erhalten wir eine lange exakte Sequenz fiir die Cohomologie, also fiir die Ext-
Gruppen:
0 — Homy (A, B') & Homy (A, B) %5 Homy (A, B”)
% BExt} (A, B) 5 Ext} (A, B) % Ext} (A, B")
X Ext3(A, B) 5 Exti(A, B) % Exti(A,B") — ...

5. Charakterisierung von projektiven Moduln:

Mit Hilfe der obigen langen exakten Ext-Sequenz lasst sich zeigen:

Satz 2.9. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
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(i) A ist projektiv;
(i) Ext}(A, B) = 0 fiir alle Moduln B;
(i11) Exty (A, B) =0 fir alle Moduln B und alle n > 1.

Beweis. In der Reihenfolge (i) = (iii) = (ii) = (i) muss (nach 2. oben) nur noch die
Implikation (ii) = (i) gezeigt werden. Nach Punkt 4. ist unter der Voraussetzung (ii) die
Folge

0 — Homy (A, B') &5 Homy (A, B) %5 Homy (A, B”) = 0

exakt fiir jede s.e.s. 0 = B’ & B % B” — 0. Das ist gerade die Definition von projektiven
Moduln. O

6. Lange exakte Sequenz in der ersten Variable
Sei
0>A5HA5A =0

eine kurze exakte Folge, seien P’ und P” projektive Auflosungen von A’, A”:

P P> A 0

I

L= A——=0

L

1"

P} —— P} " A0

Wir werden eine Auflosung P von A konstruieren, so dass wir eine kurze exakte Folge von
Kettenkomplexen erhalten. Wegen der Projektivitét von P! muss Py = P} & P gelten.

Um die Abbildung Py — A zu definieren, finden wir zuerst ¢ : P — A mit vp = 7",
was wegen der Projektivitdt von PJ moglich ist. Dann definieren wir 7 : Py — A durch
m(py, py) = pr'(po) + ¢(py). Die entstehenden Quadrate sind kommutativ. Ausserdem
zeigt das Schlangenlemma, dass 7w surjektiv ist und dass die Folge

0 — ker 7’ — ker m — ker 7"

exakt ist. Damit kann der néchste Schritt in der Konstruktion von P, nédmlich die Kon-
struktion von P; zusammen mit den entsprechenden Abbildungen, analog durchgefiihrt
werden.

Daraus erhélt man eine kurze exakte Folge von Kettenkomplexen, geschrieben z.B. als
P'— P — P" mit P= P @& P". Esist jedoch das Differential in P nicht die Summe der
Differentiale in P’ und in P”.

Auf diese s.e.s von Kettenkomplexen wenden wir nun den Funktor Homy(—, B) an.
Wegen der Additivitdt (von Homy(—, B)) ist das Resultat eine kurze exakte Folge von
Cokettenkomplexen, die eine lange exakte Folge in der Homologie liefert. Da die Homo-
logiegruppen sich identifizieren lassen als Ext-Gruppen, gibt das
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0 — Homy (A", B) %5 Homya(A, B) > Homy (A', B)
“ Exth(A”, B) % Exth (A, B) %5 Extl (4, B)
“ Ext2(A”, B) % Ext2(A, B) 5 Ext2 (A", B) — ...

7. Man kann nachpriifen, dass die exakten Ext-Folgen natiirlich sind: Sowohl Abbildungen
der zugrunde liegenden kurzen exakten Folgen wie auch Abbildungen des festen Moduls
fithren zu entsprechenden Abbildungen der langen exakten Folgen, so dass alle entstehen-
den Quadrate kommutieren.

8. Dimensionsshift:

Sei 0 - R5 P % A — 0 eine projektive Prisentierung von A, d.h. eine kurze exakte
Folge mit P projektiv. Dann liefert die unter 6. beschriebene Ext-Folge, zusammen mit
2., fiir n > 2 den Isomorphismus

Ext} (A, B) = Exty (R, B)
und fiir n = 1 erhélt man die kurze exakte Folge
0 — Homy (A, B) — Homy (P, B) — Homy (R, B) — Ext) (A, B) — 0.

Also ist Ext} (4, B) der Cokern von p*, cok(u* : Homp (P, B) — Homy (R, B)).
Allgemeiner gilt (Ubung 2.4.3 in [W]): ist

0= M, 5P 5Py — B3 P—>A50

exakt mit P; projektiv, dann ist Ext’ (A, B) = Ext'"" "' (M,, B) fiir i > k 4 2. Zudem ist
Exti™ (A, B) der Cokern von p* : Homy(Py, B) — Homy(My, B).

Beweis: Ubungsaufgabe.

9. Die derivierten Funktoren Tor’:
Ein weiteres Beispiel von derivierten Funktoren sind die Tor®. Sie werden mittels des
Tensorproduktes definiert. Sei M ein rechts-A-Modul. Sei

P: P APAPR A0

eine projektive Auflosung von A. Dann erhalten wir einen Kettenkomplex

M@P: o MOyP, " Mo, P, "0 Mo, P,

Dieser Komplex ist i.a. nicht exakt. Wegen dem Comparison Theorem (Satz 2.5) ist der
Komplex unabhéngig von der projektiven Auflosung (bis auf Homotopie-Aquivalenz).
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D.h. die Homologiegruppen sind unabhéngig von der Wahl der Auflésung, und man kann
definieren:
Tor®(M, A) := H,(M ® P,1® 0,)

(Die n-te Homologiegruppe vom Komplex M & P, mit zugehorigem Differential 1 ® 0,).
Wir werden die Tor-Gruppen nicht weiter behandeln.

Bemerkung. Der Name Ext kommt von einer Anwendung dieser Funktoren her, die wir
im Abschnitt 2.7 betrachten werden. Der Name Tor kommt von einer Anwendung dieser
Funktoren in der Theorie der Torsionsmoduln her.

Bemerkung. Beim Vorgehen mittels Hom-Funktor haben wir die Variable A ausgezeich-
net und fiir festes B vom so enstehenden kontravarianten Funktor die rechts-Derivierten
als Ext-Funktoren definiert (Definition in diesem Abschnitt). Dual dazu kann man im
Hom-Funktor die Variable B auszeichnen und fiir festes A vom so entstehenden ko-
varianten Funkor F' : B ~» Homy(A, B) (mit Hilfe einer injektiven Resolution von
B) die rechts-derivierten Funktoren R"F' bilden. Fiir den Augenblick bezeichnen wir
diese mit Exty(A, B) (kurz gesagt: Exty (A, —) als n-ter rechts-derivierter Funktor von
Homy (A, —)).

Man kann dann die Uberlegungen 1. bis 8. von oben entsprechend dualisieren. Dies
fiihrt zu analogen Resultaten fiir die Exty-Funktoren.

Mit diesen Informationen lisst sich dann das Resultat beweisen, dass die Ext ,-Funktoren
mit den Ext)y-Funktoren iibereinstimmen: sie sind fiir jedes n natiirlich dquivalent. Fer-
ner sind auch die verbindenden Homomorphismen in den langen exakten Sequenzen mit
dieser natiirlichen Aquivalenz (bis auf Vorzeichen!) vertriglich. Die Details kann man als
Ubung durchdenken.

Wir werden einfach Ext benutzen - der Funktor kann dank diesem Resultat sowohl
mit Hilfe einer projektiven Auflésung der ersten Variablen von Hom wie auch mit Hilfe
einer injektiven Auflésung der zweiten Variablen von Hom erhalten werden.

Einschub zu Pull-back, Push-out:

In der Ubungsserie 3 werden die Konstruktionen Push-out und Pull-back benutzt. Wir
haben schon gesehen, dass das kommutative Diagramm ein grundlegendes Konzept in der
homologischen Algebra und in der Kategorientheorie ist. Insbesondere zB ein kommutie-
rendes Quadrat o_ 2. o mit pa = ¥p.

6lwlsﬂ

o —>0

Dazu stellt sich die Frage, ob es fiir gegebene (¢, 1) eine universelle Art und Weise
gibt, Morphismen a und § zu finden, um ein kommutatives Quadrat zu erhalten? Oder
die duale Frage dazu, ob es fiir gegebene «, 5 eine universelle Prozedur gibt, ein Paar ¢, ¢
zu finden, um ein kommutatives Quadrat zu erhalten. Darum geht es bei Pull-back und
Push-out:

Sei C eine Kategorie, seien ¢ : A — X und ¢ : B — X zwei Morphismen in C. Ein
Pull-back des Paares (¢,) ist ein Objekt Y und ein Paar von Morphismen « : Y — A,
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B :Y — B, so dass gilt pa = ¥ und mit der folgenden universellen Eigenschaft: Ist
v:Z — Aund § : Z — B ein Paar mit ¢y = 99, so existiert genau eine Abbildung
(:Z —Y mit vy=af und § = ¢:

N »

— A
o |
B2~ X
Wie beim Produkt (siehe Abschnitt 1.7) gilt: existiert ein Pull-back, so ist es eindeutig.
Man kann also sagen, (Y, a, 8) ist das Pull-back von ¢ und . Zur Abkiirzung sagt man
auch, («, 8) oder auch Y sei das Pull-back von ¢ und .

Der duale Begriff zum Pull-back ist das Push-out. Im obigen Quadrat ist ¢, das
Push-out von «, 8. (Details tiberlege man sich selber).

2.7 Modulerweiterungen

Sei
F: 02A—-B—-0C-—=0

eine kurze exakte Folge von A-Moduln. Wir betrachten die lange exakte Ext-Folge, die
man erhélt, indem man Homy(—, A) anwendet:

0 — Homy (C, A) — Homy (B, A) — Homy (A, A) <5 Ext} (C, A) — ...

(Notation: wg fiir den verbindenden Homomorphismus zur s.e.s. E).

Die Identitiit 14 : A — A in Homy (4, A) wird unter wg auf £g in Ext} (C, A) abgebil-
det. Damit wird der kurzen exakten Folge F/, einer sogenannten Erweiterung von C' durch
A, das Element A(E) = ¢ in Ext) (O, A) zugeordnet.

Zwei Erweiterungen

F: 02A—-B—-0C-—=0

und
E: 0A—-B —-C—=0

von C' durch A heissen dquivalent, wenn eine Abbildung ¢ : B — B’ existiert, so dass das
Diagramm

0—A—=B—=C——0
N
0—A—>B —=C—0

kommutiert. Man beachte, dass in diesem Fall ¢ : B — B’ automatisch ein Isomorphismus
ist (Fiinfer-Lemma, Korollar 1.11)
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Lemma 2.10. Fir zwei dquivalente Erweiterungen E und E' von C durch A gilt A(E) =
A(E") € Exty(C, A).

Beweis. Die Natiirlichkeit der langen exakten Ext-Sequenz liefert das kommutative Dia-
gramm

..——Homy (B, A) — Homy (A, A) —Z> Ext} (C, A) — . ..

d \ |

Wy

..—=Homy (B', A) — Hom, (A4, A) —Z= Ext} (C, A) — . ..

Daraus folgt sofort A(E) = wgr(la) = wi(1la) = A(E'). O

Lemma 2.11. Zu ¢ € Ext) (C, A) existiert eine Erweiterung E:0— A — B — C — 0
mit A(E) = €.

Beweis. Wir wahlen zu C' eine projektive Présentierung
P: 0>REHEPSHC—0.
Daraus erhélt man die exakte Sequenz
0 — Homy(C, A) — Homy (P, A) — Homy (R, A) 25 Ext} (C, A) — 0.
Zu gegebenem & € Ext} (C, A) existiert 1 : R — A mit wp(tp) = €. Wir konstruieren

einen Modul B zusammen mit entsprechenden Abbildungen, so dass ein (kommutatives)
Diagramm

P 0 Rt-p-“.C 0
ool
E 0 A B C 0

entsteht. Wir definieren B als (A @ P)/{(¢(r), u(r)) | r € R}, die Abbildung A — B
durch A - A@® P — B und die Abbildung P — B durch P - A@® P — B. Die so
definierte Abbildung A — B ist injektiv:
ist ndmlich (a,0) = (0,0) mod {(¢(r),u(r)) | r € R}, so existiert s € R mit a = ¢(s)
und p(s) =0, also s = 0 und damit a = 0.

Ausserdem ergibt sich

B/A=(A® P)/(talA) +{(¢(r), u(r)) | r € R}) = P/u(R) = C

Dies liefert die noch fehlende Abbildung B — C.

lalso das Push-out vom Paar (u,))
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Wegen der Natiirlichkeit erhédlt man aus dem obigen Diagramm mit Hilfe der langen
Ext-Sequenzen:

0 — Homy (C, A) — Hom, (B, A) — Homy (A, A) =£= Ext}(C, A) — . ..

\ |- |- |

0 — Hom, (C, A) — Homy (P, A) — Homy (R, A) —£= Ext} (C, A) ——0

Und daraus:
A(E) = wp(la) = wp(*(14)) = wp(v) = £ € Exty (C, A),
was zu beweisen war. O

Lemma 2.12. Zwei Erweiterungen
E: 0-A—-B—-C—=0

und
E: 0A—-B —-C—=0

mit A(E) = A(E') € Ext}(C, A) sind dquivalent.
Beweis. Wir betrachten die projektive Préasentierung

0-REPLHC—0

von C' und Abbildungen ¢, ¥ und ¢, ¥/, so dass die folgenden Diagramme kommutativ
sind (man spricht in diesem Falle auch von Hochhebungen der Identitit 1¢):

P 0 Rtsp-2-C 0
bl
E: 0 A-LsB-_T.(C 0
und
P 0 Rtsp-Y-C 0
Pl

E: 0—AL-B T-C—=0
Wir werden spéter bendtigen, dass ¢ und ¢’ surjektiv sind. Man kann dies erreichen,
indem P “geniigend” gross gewéahlt wird. Die zugehorigen langen exakten Ext-Folgen
liefern dann zwei Diagramme, die hier in einem Diagramm kombiniert sind:

Homy (A, A) 222 Extl (C, A) — . ..

el

Homy (P, A) —“~ Homy (R, A) -~ Ext} (C, A) — 0
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Laut Voraussetzung gilt dann
wp(ly) = A(E) = A(E') = wp/(14).
Daraus ergibt sich

wp() = wpy™(la) = WP¢/*(1A) = WP(W)-

Also ¢/ — 1) € kerwp. Dann existiert y : P — A mit ¢’ — ¢ = p*(x) = xu. Man ersetze
nun im Diagramm fiir die Erweiterung 0 - A — B — C' — 0 die Abbildung ¢ durch

" =1+ xpu =1 und ¢ durch ¢" = p + Kx:

P 0 RAt-p-2.C 0
d}”:ld}l SD”:\LSDJ’_H/X H
E 0 A B-—1-C 0

Wegen
KW+ xp) = K + rxp = op+ rxp = (@ + rx)u
liefert dann ¢” und ¢” eine Hochhebung von 1¢.

Die beiden Diagramme fiir ¢’ und ¢’ einerseits wie fiir ¢” und ¢” andrerseits un-
terscheiden sich wegen ¢” = ' nur unwesentlich. Man stellt insbesondere fest, dass
ker ¢’ = ker ¢” gilt. Am Anfang haben wir dafiir gesorgt, dass ¢ (und damit ¢”) und
¢ surjektiv sind. Daher gibt es zwischen B = P/ker¢” und B’ = P/ker ¢’ einen mit
den Abbildungen «, «/, 7, 7/ kompatiblen Homomorphismus § : B — B’, welcher so-
wohl in A wie auch in C' die Identitdt induziert. Die Erweiterungen E und E’ sind somit
dquivalent. O

Damit haben wir das folgende Resultat erhalten:

Satz 2.13. Die Menge der Aquivalenzklassen von Erweiterungen von C durch A ent-
spricht bijektiv der Gruppe Ext) (C, A).

Bemerkung. 1. Die Menge der Aquivalenzklassen von Erweiterungen von C' durch A
tragt laut diesem Satz eine abelsche Gruppenstruktur.

2. Das Nullelement der Gruppe Ext} (C, A) entspricht der zerfallenden Erweiterung
0-AB ApC S C 0.

Dies schliesst man aus der Tatsache, dass in der langen Ext-Sequenz 14 € Homy (A, A)
als Bild der Projektion A @ C' — C' auftritt.

3. Ist C projektiv, so zerfillt jede Erweiterung von C.
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Zum Schluss beschreiben wir, wie sich die induzierten Abbildungen in den Ext-Gruppen
auf der Ebene der Erweiterungen darstellen.
Sei zuerst das kommutative Diagramm

0—A—B—C—0

|4 b

0—A—B —=0C—0

gegeben. Daraus erhilt man das kommutative Diagramm

.. —> Homy(B', A) — Homy (A4, A) > Ext} (C", A) — ...

T )

..—Homy (B, A) — Hom, (A4, A) -2~ Ext} (C, A) — . ..

Die obere Erweiterung wird beschrieben durch & = w(14), die untere durch & = w'(14).
Wegen der Kommutativitiat des Diagrammes gilt v*(£') = &. Ist das Diagramm

0—A—B—C—0

ooy |

0—A—-B—-(C—0

gegeben, so erhélt man das induzierte kommutative Diagramm

.. —> Homy(B', A’) — Homy (A, A") <> Ext} (C, A') — . ..
| o

.. —> Homy (B, A’) —= Hom, (4, A') <~ Ext} (C, 4') — ...
T T

O TOC*

..—Homy (B, A) — Homjy (A, A) —~ Ext} (C, A) — . ..

Die obere Erweiterung wird beschrieben durch & = w(1,4), die untere durch & = w'(1/).
Aus der Kommutativitit des Diagrammes folgt dann a,(§) = W/'(a) = w'(14) = £

2.8 Spezielle Ringe, Beispiele

In diesem Abschnitt betrachten wir vier verschiedene Beispiele von Ringen.

(a) Halbeinfache Ringe

Ein A-Modul M heisst einfach oder irreduzibel, wenn M # 0 ist und M keine nicht-
trivialen Untermoduln besitzt (i.e. keine Untermoduln ausser sich selbst und dem Nullm-
odul). M heisst halbeinfach (oder vollstindig reduzibel), wenn jeder Untermodul U C M
in M einen direkten Summanden U’ besitzt, i.e. M = U @ U’. Aquivalent dazu: M lésst
sich als direkte Summe von irreduziblen Moduln schreiben.

Es ist klar, dass direkte Summen von halbeinfachen Moduln auch halbeinfach sind.

45



Definition. Ein Ring A heisst halbeinfach, wenn jeder A-Modul halbeinfach ist.

(Anders gesagt: A als Modul iiber sich selbst ist halbeinfach).

Man weist im Allgemeinen nach, dass fiir einen Ring A fiir jede Inklusion U C M ein
Komplement U’ zu U existiert, um zu zeigen, dass A halbeinfach ist. Damit erh&lt man

(i) Ein Korper k ist halbeinfach.

(ii) Die Gruppenalgebra? CG einer endlichen Gruppe G ist halbeinfach.

(iii) Der volle Matrizenring M, (k) iiber einem Korper k ist halbeinfach.

Mittels Ext kann man halbeinfache Ringe wie folgt charakterisieren:

Satz 2.14. Es sei A ein Ring. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) A ist halbeinfach.
(i3) Fiir alle A-Moduln A, B gilt Exth (A, B) = 0.
(111) Fiir alle A-Moduln A, B, ¥ n > 1 gilt Ext} (A, B) = 0.

Beweis. Ist A halbeinfach, so besitzt jeder Untermodul einen direkten Summanden und
umgekehrt. Dies ist dquivalent zur Aussage, dass jede kurze exakte Folge zerfallt, also
Ext) (A, B) = 0.

Dann benutzt man Satz 2.9.

Korollar 2.15. Es sei A halbeinfach. Dann ist jeder A-Modul projektiv.
Proof. Ist klar aus obigem und Satz 2.9. 0

Satz 2.16. Sei A ein halbeinfacher Modul iber einem (beliebigen) Ring A. Dann ist auch
jeder Untermodul V' von A und jeder Quotientenmodul A/V halbeinfach.

Beweis. Wir zeigen, dass jede exakte Folge 0 — U — V — V/U — 0 zerfillt. Dazu
betrachten wir das Diagramm

0—U—=V—=V/U—0

[

0—>U-—A—A/U—=0

Da A halbeinfach ist, wird die untere Erweiterung durch 0 = ¢ € Ext}(A/U,U) be-
schrieben. Nach Abschnitt 2.7 wird die obere Erweiterung dann in Ext} (V/U, U) durch
t*(€) = ¢*(0) = 0 beschrieben. Damit zerféllt auch die obere Erweiterung. Es ist also jeder

2@ eine endliche Gruppe, R ein kommutativer Ring. Die Gruppenalgebra RG hat als Elemente die
formalen Linearkombinationen ), 7;g;, wobei r; € R, g; € G ist. Die Addition ist gegeben durch >, 7;9;+
22119 = >_;(ri +17)g; die Multiplikation durch (32, 7:9:) (32, 7595) = 2255 1i75(9ig5)- Es gilt: RG ist frei
vom Rang |G].
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Untermodul von A wieder halbeinfach.

Um zu zeigen, dass jeder Quotientenmodul A/V halbeinfach ist, betrachten wir das
Diagramm

0 i T AJU —0
" H
0—=U/V —A)V —AJU —0

Wie im obigen Fall wird die obere Erweiterung durch 0 = ¢ € Ext} (A/U, U) beschrie-
ben. Die untere Erweiterung wird in Ext) (A/U,U/V) demnach durch 7, (¢) = 7.(0) = 0
beschrieben. Der Quotientemodul A/V ist damit halbeinfach. O

(b) Abelsche Gruppen
Wir betrachten die kurze exakte Folge

0225725 7/¢7 -0

Fiir ¢ # 1 ist dies eine nicht-zerfallende Erweiterung. Sie ist gleichzeitig eine projektive
Prisentierung von Z/qZ. Daraus ergibt sich die Folge

0 — Homy(Z/qZ,7) N Homy(Z,7) UK Homy(Z, Z) — Ext},(Z/qZ,7) — 0

Die Hom-Gruppen und die induzierten Homomorphismen lassen sich bestimmen, man
erhalt:

0—=0—2%7— Exth(Z/qZ,Z) — 0.

Daraus ergibt sich
Ext}(Z/qZ,7) = 7./ qZ.

Es gibt also neben der zerfallenden Erweiterung 0 — Z — Z ® Z/qZ — Z/qZ — 0 noch
¢—1 andere Aquivalenzklassen von nicht-zerfallenden Erweiterungen. Ist ¢ eine Primzahl,
so lisst sich zeigen, dass diese Erweiterungen alle von der Form 0 — Z — Z = Z/qZ — 0
sind, wo ¢ das Einselement von Z auf ein nicht-triviales Element von Z/qZ abbildet. Die
einzelnen Aquivalenzklassen nicht-trivialer Erweiterungen unterscheiden sich in diesem
Fall einzig durch die verschiedenen surjektiven Homomorphismen e. Der Fall, wo ¢ keine
Primzahl ist wird als Ubung gelassen.

Fiir abelsche Gruppen lisst sich zeigen, dass die hoheren Ext-Gruppen (n > 2) alle
verschwinden. Dies folgt aus dem folgenden Satz, hier ohne Beweis:

Satz 2.17. Ist U eine Untergruppe einer freien abelschen Gruppe, so ist U ebenfalls frei
abelsch.

Korollar 2.18. Fir abelsche Gruppen A und B ist Exty (A, B) =0 fir alle n > 2.
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Beweis. Sei 0 - R — Py —+ A — 0 eine projektive Prisentierung von A mit Py frei
(abelsch). Dann ist nach dem obigen Satz R ebenfalls frei. Setzen wir also P, = R, so ist

0—-P —>FP—A—=0

eine projektive Resolution. Berechnet man mit dieser die Ext-Gruppen Ext7 (A, B) aus
(mit Hilfe von Hom(—, B)), so folgt daraus die Behauptung des Korollars (man betrachte
die lange Ext-Folge, die entsteht). O

Bemerkung. Wegen der Eigenschaft Ext7 (A, B) = 0 (fiir n > 2) sagt man, die Kategorie
der Z-Moduln sei erblich (hereditir). Allgemeiner: eine abelsche Kategorie C heisst erblich,
falls die Gruppen Ext;(X,Y’) = 0 sind fiir alle n > 2, fiir alle X, Y € Ob(C). Beispiel einer
erblichen Kategorie ist die Kategorie mod-A aller endlich-dimensionalen Rechts-Moduln
iiber einer endlich-dimensionalen erblichen Algebra A. (Eine Algebra heisst erblich, falls
alle Untermoduln von projektiven Moduln wiederum projektiv sind. Zum Beispiel ist
die Wegealgebra k@ eines endlichen Kochers ) ohne orientierte Zyklen erblich). Weitere
Beispiele von erblichen Kategorien sind beschriankte derivierte Kategorien von kQ-Moduln
und Cluster Kategorien.

(c) Der Ring A = Z/p*Z
Sei A = Z/pZ. Es lasst sich fiir A leicht eine projektive (sogar freie) Auflosung angeben:

=P, -P_1 = =>P=>F—-A=0,

indem man P, = A, n = 0,1,... setzt und das Differential 9 durch 9(1,) = p + p*Z
definiert. Fiir B = Z/pZ ergibt sich daraus

Ext} (A, B) = Z/pZ

firn=20,1,....

(d) Der Ring kC,
Es sei (), die zyklische Gruppe der Ordnung p, p prim, sei k ein Kérper der Charak-

teristik p, zB F,. Ist ¢ ein erzeugendes Element von C),, so lassen sich die Elemente von
kC, schreiben als

p—1
> kit
i=0

Setzen wir # =t — 1, so gilt 27 = 0 und die Elemente z° mit ¢ = 0,1,...,p— 1 sind linear
unabhéngig. Damit erhalten wir mit 1 = 2% 2!, 2% ... 2P~! eine (neue) Basis von kC,,
und kC), wird isomorph zum Ring A = k[z]/(aP).

Wir betrachten nun den (trivialen) Modul A = k. Dafiir ldsst sich eine projektive
(sogar freie) Auflosung angeben: Sei P, = A fiir n = 0,1,2,... und sei das Differential
wie folgt definiert:

x fiir ungerade n
On(1n) = { 2P~ fiir gerade n
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Mit diesem Komplex hat man eine projektive Auflosung P des Moduls A = k definiert.
Sie kann fiir die Berechnung der Ext-Gruppen (hier Vektorrdume iiber k) benutzt werden.
Sei beispielsweise B = k. Dann ist Homy (P, k) = k und das Differential 0,, in Homy (P, k)
ist durchwegs trivial. Man erhélt deshalb Ext}i (k, k) = k fiir alle n > 0.

Bemerkung. Wir werden spiter sehen, dass es fiir eine p-Gruppe® G iiber einem Korper k

der Charakteristik p nur einen einzigen einfachen Modul gibt ndmlich den ein-dimensionalen
trivialen Modul k. Da jeder kG-Modul durch Zusammenkleben von eindimensionalen

Kompositionsfaktoren entsteht, ist es wichtig, die Gruppe Extj,(k, k) zu verstehen. Das

Beispiel (d) behandelt den Fall |G| = p.

3i.e. eine Gruppe deren Ordnung eine Potenz von p ist, p prim
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Kapitel 3

Endlich dimensionale Algebren,
Gruppenalgebren

Im Kapitel 3 bezeichnet A im Allgemeinen die Gruppenalgebra kG einer endlichen Gruppe
G. Die Resultate in den Abschnitten 3.1 und 3.2 sind aber fiir eine beliebige endlich
dimensionale Algebra A iiber dem Korper k giiltig; die Formulierung in diesen beiden
Abschnitten ist entsprechend angepasst.

3.1 Blocke von endlich dimensionalen Algebren

Zur Erinnerung: ein A-Modul M heisst einfach, wenn M # 0, und wenn aus 0 2 N C M
immer folgt, dass N = M ist.

Zu A definieren wir einen Graphen I' = I'(A) wie folgt: die Ecken entsprechen ein-
eindeutig den Isomorphieklassen der einfachen A-Moduln M, Ms, ..., die nummeriert
seien. Man hat eine Kante zwischen M; und M; genau dann, wenn Extj(M;, M;) # 0
oder Ext} (M, M;) # 0 ist. ['(A) heisst dann der Graph von A.

Wir sagen, die Moduln M; und M; liegen im selben Block von A, falls M; und M; in
derselben Zusammenhangskomponente von I'(A) liegen.

Beispiel. Es sei A halbeinfach. Dann sind nach Korollar 2.15 alle A-Moduln projektiv.
Es gilt also insbesondere auch fiir einfache Moduln M; und M; stets Exty (M;, M;) = 0.
Damit bildet jeder einfache A-Modul einen Block fiir sich.

Wir werden im Folgenden nur A-Moduln betrachten, welche als k-Vektorraum eine
endliche Dimensionen aufweisen. Sei A ein A-Modul. In diesem Fall existiert in A eine
Kompositionsreihe, d.h. eine Reihe

OZA()CAlC"'CAn:A

von Untermoduln, so dass die Faktormoduln A;/A; ; einfach sind, i = 1,2,...,n. Die
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Faktoren A;/A;_; sind nach dem Satz von Jordan-Hélder! bis auf Reihenfolge und Iso-
morphie eindeutig bestimmt. Man nennt A;/A;_; die Kompositionsfaktoren von A und n
die Kompositionslinge.

Wir beweisen als Erstes das folgende Lemma. (Dabei bezeichnen My, Ms, etc. Vertreter
der Isomorphieklassen von einfachen Moduln).

Lemma 3.1. Es seien Ay und As zwei A-Moduln endlicher k-Dimension. Es gelte: Ist
M, ein Kompositionsfaktor von Ay und Mz ein Kompositionsfaktor von Az, so liegen M,
und My nicht im selben Block von A.

Dann zerfillt jede kurze exakte Folge 0 — A; — Ay — Az — 0.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass Ext)(As, 4;) = 0 ist. Wir beweisen dies mit Induktion
nach der Summe der Kompositionslingen von A; und As:

e Sind A; und Aj einfach, so folgt die Behauptung direkt aus der Definition der Blocke.
e Induktionsschritt:

Ist A; nicht einfach, so betrachten wir einen einfachen Untermodul M von A; und die
zu der kurzen exakten Folge 0 — M — A; — A;/M — 0 gehorige lange Ext-Folge (mit
Hilfe von Hom(Ajs, —)):

e — EXt/l\(Ag,M) — EXt/lx(Ag, Al) — EXt/lx(Ag, Al/M) — ...

Gemiss Induktionsvoraussetzung gilt Ext'(As, M) = 0 und Ext} (A3, A; /M) = 0, da die
Summe der Kompositionslingen der beiden involvierten Moduln jeweils kleiner ist (als
die Summe der Kompositionslangen von A; und Ajz). Damit folgt wegen der Exaktheit
der Folge auch Ext} (A, A3) = 0.

Der Beweis fiir den Fall, wo A3 nicht einfach ist, folgt vollig analog. O

Damit konnen wir folgendes beweisen.

Satz 3.2. Sei A ein A-Modul mit dim;, A < 0o. Dann ldsst sich A schreiben als Ay @ Ay ®
<@ A,,, wober gilt:

(i) die Kompositionsfaktoren von A; liegen alle im gleichen Block;

(11) die Kompositionsfaktoren von A; und A;, i # j, liegen in verschiedenen Blicken.

Beweis. Wir beweisen die Aussage mit Induktion nach der Kompositionsléinge von A.
e Fiir Lange 1 ist nichts zu tun.
e Es sei M ein einfacher Untermodul von A. Dann betrachten wir

(%) 0—-M-—->A—A/M—0

Da A/M Kkleinere Kompositionslinge besitzt als A, lidsst sich A/_]W nach Induktionsvor-
aussetzung in der verlangten Art schreiben als Ay ® Ay @ --- B A,,.

1Zwei beliebige Kompositionsreihen einer Gruppe G sind #quivalent (i.e. besitzen die gleichen Fakto-
ren).
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(i) Gibt es in A/M keinen Kompositionsfaktor, der im gleichen Block wie M liegt, so
folgt die Behauptung sofort aus Lemma 3.1 angewendet auf die Folge (). Es ist dann
A=MOA QA D - DA,

(ii) Gibt es in A/M einen Kompositionsfaktor, der im gleichen Block wie M liegt, so
konnen wir annehmen, er liege in A;. In diesem Fall definieren wir A; = 77 *(4;) (wobei
m: A — A/M die Abbildung auf den Quotientenmodul ist). Wir betrachten dann die
kurze exakte Folge

054 -A—>Ad-- a4, —0.

Gemiéss dem Lemma 3.1 zerféllt diese Folge, so dass in diesem Fall gilt:
A=A 0Ad - A,
Das war zu beweisen. O

Definition. Ein Modul A heisst unzerlegbar, wenn A = A, @ A, stets A; = 0 oder Ay =0
impliziert.

Einfache Moduln sind unzerlegbar. Die Umkehrung gilt jedoch i.A. nicht: es gibt (bei
nicht halbeinfachen Ringen) noch andere unzerlegbare Moduln.

Korollar 3.3. Es sei A ein unzerlegbarer Modul. Dann liegen alle Kompositionsfaktoren
von A 1m gleichen Block.

Man sagt dann auch oft, der unzerlegbare Modul A liege im Block, zu dem seine Kom-
positionsfaktoren gehoren.

Schliesslich erwéhnen wir hier noch ohne Beweis den allgemeinen modultheoretischen
Satz von Krull-Remak-Schmidt:

Satz 3.4. Sei A ein endlich dimensionaler Modul, A = Ay & Ay ® --- B A,, mit A;
unzerlegbar, 1 = 1, ..., m. Dann sind die Summanden Ay, ..., A,, bis auf Isomorphie und
Reihenfolge eindeutig bestimmi.

Einen Beweis findet man z.B. im Buch [B] von Benson.

3.2 Prinzipale unzerlegbare Moduln

Wir schreiben den links-Modul A als direkte Summe von unzerlegbaren Moduln P;, A =
P& P& ---® P, Die Moduln P; heissen die prinzipalen unzerlegbaren Moduln von
A. Nach Satz 3.4 (Krull-Remak-Schmidt) sind sie bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.
Als direkte Summanden in einem freien Modul sind sie ausserdem projektiv. Im folgenden
werden wir die Struktur der prinzipalen unzerlegbaren Moduln etwas néher betrachten.
Dazu benotigen wir einige Vorbereitungen.
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Satz 3.5. Sei A ein (iber k) endlich-dimensionaler A-Modul. Dann ezistiert ein kleinster
Untermodul A" mit AJA" halbeinfach.

Beweis. Es sei F die Familie der Untermoduln B von A mit A/B halbeinfach. Man setze
A" = NperB. Aus Dimensionsgriinden kann man sich bei der Durchschnittsbildung auf
endlich viele Moduln By, Bs, ..., B, beschranken. Wir behaupten, dass A/A’ halbeinfach
ist. In der Tat ist die Abbildung A/A" — @I ,A/B; offensichtlich injektiv. Damit ist
A/A" isomorph zu einem Untermodul eines halbeinfachen Moduls, also selber halbeinfach.
Damit ist A’ der gesuchte kleinste Untermodul mit A/A" halbeinfach. O

Definition. Das Jacobson-Radikal eines A-Moduls A ist definiert als kleinster Untermodul
JA = A" mit A/A’ halbeinfach.

Definition. Der Quotient A/JA heisst der Kopf von A.

Der Kopf von A ist der grosste halbeinfache Quotient von A: ist C' halbeinfach und
¢ : A — C ein surjektiver Homomorphismus, so folgt JA C kerp und ¢ : A — C
faktorisiert iber ¢’ : A/JA — C. Da jeder Untermodul eines halbeinfachen Moduls wieder
halbeinfach ist, gilt dies sogar fiir beliebige (und nicht nur surjektive) Homomorphismen
p: A= C.

Das Resultat kann auch mit Hilfe der Hom-Gruppen ausgedriickt werden: Ist 7 : A —
A/JA die kanonische Projektion, so ist fiir jeden halbeinfachen Modul C' der induzierte
Homomorphismus

7 : Homy(A/JA,C) — Homy (A, C)
ein Isomorphismus.
Satz 3.6. Es sei P ein prinzipaler unzerlegbarer Modul. Dann ist P/JP einfach.
Der Beweis ergibt sich mit Hilfe des folgenden Lemmas:

Lemma 3.7 (Fitting Lemma). Es sei QQ ein unzerlegbarer Modul und ¢ : Q — Q ein
Endomorphismus. Dann ist ¢ entweder ein Isomorphismus oder 1 ist nilpotent, d.h. es
gibt ein m > 0, so dass Y™ = 0 1ust.

Beweis. Wir betrachten die Folge der Untermoduln im D im? D im4? O .... Wegen
der endlichen Dimension von @) muss die Folge dieser Untermoduln stationdr werden. Es
gibt also eine kleinste Zahl m mit im 9™ = im¢™*! = imy™+? = ...

Behauptung: ker ¢™ Nim¢™ = 0.
Es sei a = ¢™(b) € kery™. Dann folgt 0 = ¢™(a) = ¥?*"(b), d.h. b € ker*™. Aber
ker 1)*™ = ker ™, so dass a = ¢™(b) = 0.

Aus Dimensionsgriinden folgt daraus @) = ker¢™ @ im ™. Dies steht im Widerspruch
zur Unzerlegbarkeit von (), es sei denn, einer der beiden direkten Summanden ist 0. Im
Fall ker ™ = 0 ist ™ und damit 1 selbst ein Isomorphismus, im Fall im ™ = 0 ist 1
nilpotent. O
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Beweis von Satz 3.6. Wir zeigen: Die Annahme P/JP = M @& N mit M # 0 # N fiihrt
zu einem Widerspruch.
Die Annahme liefert surjektive Homomorphismen 7 : P — M und 7 : P — N. Die
Abbildung 7 gibt einen surjektiven Homomorphismus 7/ von @) := ker m nach N, 7/ = 7 |
@ : Q@ — N. Da P projektiv ist, gibt es dann einen Homomorphismus ¢ : P — ) mit
7o = 7. Wir definieren ¢ : P — P durch ¢ : P % Q C P. Da Q kleinere Dimension als
P besitzt, ist ¢ und damit auch ¢ nicht injektiv.

Andrerseits ist wegen 7 = 79 = 7? = .- = 7Y™ die Abbildung ¢ nicht nilpotent.
Dies ist ein Widerspruch zur Aussage des Lemmas 3.7. O

Satz 3.8. Zu jedem einfachen Modul M g¢ibt es einen prinzipalen unzerlegbaren Modul P
mit P/JP = M.

Beweis. Es sei 0 # m in M. Definiere ¢ : A — M durch ¢(\) = Am, A € A. Da M einfach
ist, ist ¢ surjektiv. Wegen A = P; & - - - & P, muss mindestens ein P; nicht-trivial auf M
abgebildet werden. Fiir dieses P; gilt die Behauptung des Satzes. O

Satz 3.9. FEs seien Py und Py zwei prinzipale unzerlegbare Moduln mit Kopf M. Dann
gllt P1 = PQ.

(Vor dem Beweis:)
Zusammengefasst haben wir damit folgendes erhalten:

Theorem 3.10. Die Zuordnung P ~» P/JP liefert eine Bijektion zwischen den Isomor-
phieklassen der prinzipalen unzerlegbaren Moduln und den Isomorphieklassen der einfa-
chen Moduln.

Beweis Satz 3.9. Wir verwenden das Lemma 3.7. Die Projektivitdt von P; liefert einen
Homomorphismus g : P, — P, mit my3; = m : P, — M. Die Projektivitdt von P, einen
Homomorphismus fs : P, — P, mit m 8y = m : P, — M. Fiir die Zusammensetung
U Bofy : P — Py gilt dann w1y = 7. Wir haben also einen Endomorphismus von P;
gewonnen, der wegen m; = m1) = m1? = ... nicht nilpotent sein kann. Nach Lemma 3.7
ist 1 also ein Isomorphismus. Insbesondere ist (; injektiv und [, surjektiv. Vertauscht
man die Rollen von 3y und fs, so erhélt man, dass 3y surjektiv ist und Sy injektiv. Sie
sind also Isomorphismen. O

Im folgenden wird der Begriff der Loewy-Reihe eines Moduls eine Rolle spielen. Darun-
ter versteht man die am schnellsten absteigende Reihe von Untermoduln, deren sukzessive
Faktoren halbeinfach sind. Fiir den Modul A lésst sich die Loewy-Reihe beschreiben durch

ADJADJ?AD - DJ"TADJ'AD -

wobei J¥A = J(J¥71A) sei. Wegen der endlichen Dimension von A endet die Reihe immer
mit 0. Es gibt also eine kleinste Zahl n mit J"A = 0. Diese Zahl heisst die Loewy-Ldinge
von A. Sie entspricht der Anzahl nicht-trivialer Loewy-Schichten von A.
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Satz 3.11. Es seien M und N zwei einfache A-Moduln. Dann gilt
Ext) (M, N) = Homy(JP/J*P, N),

wo P der prinzipale unzerlegbare Modul mit Kopf M ist. Insbesondere ist Ext} (M, N)
genau dann nicht-trivial, wenn N als direkter Summand in JP/J*P auftaucht.

Beweis. Wir betrachten die kurze exakte Folge 0 — JP £ P % M — 0 und den Beginn
der dadurch induzierten langen Ext-Folge, wobei wir an zweiter Stelle den (einfachen)
Modul N einsetzen:

0 — Homya (M, N) 5 Homy (P, N) %5 Homy (JP, N) — Exth (M, N) — 0
Es gilt dann
Homp (M, N) = Homy (P/JP,N)
und
Homy (JP, N) = Homy (JP/J*P, N).

(diese Gleichheit folgt mit den Ueberlegungen nach der Definition vom Kopf.)
Da p* die Nullabbildung ist, entnimmt man aus der exakten Folge den Isomorphismus

Ext} (M, N) = Homy(JP/J?*P,N)

wie gewiinscht. (Dass u* die Nullabbildung ist, kann man sich iiberlegen: Es gibt nur zwei
Moglichkeiten, wie das Bild von einem Homomorphismus # von P nach N aussieht, da N
einfach ist. Ist der Homomorphismus  nicht die Nullabbildung, so ist sein Bild unter p*
ein Homomorphismus von JP nach N und das muss dann die Nullabbildung sein). O

3.3 Gruppenalgebra einer p-Gruppe

Es sei nun G eine p-Gruppe, d.h. eine Gruppe deren Ordnung eine Potenz der Primzahl
p ist, wir betrachten ab jetzt Moduln iiber kG.

Satz 3.12. Es seien G eine p-Gruppe und k ein Kdrper der Charakteristik p. Dann ist k
der einzige einfache kG-Modul und kG ist unzerlegbar.

Fiir den Beweis brauchen wir folgendes Lemma:

Lemma 3.13. Es sei G eine p-Gruppe und k ein Korper der Charakteristik p. Ist M ein
kG-Modul, M # 0, dann existiert 0 £2b € M, mit xb = b fir alle x € G.

Beweis. Man betrachte 0 # a € M und die Untergruppe A von M erzeugt von allen za,
x € G. Als homomorphes Bild von F,G besitzt A eine p-Potenzordnung. Die Einteilung
von A in Bahnen unter der G-Operation ergibt A = AUC, UC, U ---UC,,, wo A% die
Fixelemente und C;, i = 1,2,...,m die Bahnkurven |C;| > 2. Da |C}| eine p-Potenz ist,
folgt |A| = |AY] mod p. Damit kann AY nicht nur aus dem Nullelement bestehen. Es
gibt also ein nichtriviales Fixelement 0 # b € A%, O
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Beweis des Satzes 3.12. Es sei M ein einfacher kG-Modul. Nach Lemma 3.13 existiert ein
nicht-triviales Fixelement b € M. Dann ist aber kb C M ein nicht-trivialer Untermodul
von M. Da M einfach ist, folgt daraus M = kb = k.

Um zu zeigen, dass kG unzerlegbar ist, betrachten wir die Projektion © : kG —
kG/J(kG). Da k der einzige einfache kG-Modul ist, muss kG /J(kG) eine direkte Summe
von Kopien von k sein. Insbesondere ist die Operation von G in kG/J(kG) trivial. Fiir
die Elemente z — 1 € kG, x € G folgt daraus

mz—1)=n(z)—7(1)=n(z-1) —7(1) =2n(l) —w(1) = w(1) — w(1) = 0.

Die Element der Form x — 1, x € G spannen aber in kG einen k-Unterraum der Co-
dimension 1 auf. Da 7 nicht die Nullabbildung ist, folgt dimy(kG/J(kG)) = 1. Ist nun
kG = P, & --- ® P, die Zerlegung von kG in die prinzipalen unzerlegbaren Moduln, so
folgt

Dies impliziert m = 1 und damit ist kG unzerlegbar. O

Korollar 3.14. Es sei G eine p-Gruppe mit |G| = p" und k sei ein Korper der Cha-
rakteristik p. Ist P ein projektiver kG-Modul, so ist P frei. Insbesondere ist dimy P ein
Vielfaches von p™.

Beweis. Es sei P ein projektiver Modul iiber kG. Dann ist P direkter Summand in einem
freien Modul (also in mehreren Kopien von k£G) und damit nach dem Satz von Krull-
Remak-Schmidt (Satz 3.4) eine direkte Summe von prinzipalen unzerlegbaren Moduln. In
unserem Fall ist P also eine direkte Summe von Kopien von kG, also frei. O

Wir werden weiter unten zeigen (Satz 3.17), dass auch die Umkehrung von Satz 3.12
gilt: G ist eine p-Gruppe genau dann, wenn k der einzige einfache kG-Modul ist, bzw.
wenn kG unzerlegbar ist. Vorher betrachten wir aber noch kurz p’-Gruppen. Die Gruppe
G heisst eine p'-Gruppe, wenn die Primzahl p die Gruppenordnung |G| nicht teilt.

Satz 3.15. Es seien k ein Korper der Charakteristik p und G eine p'-Gruppe. Dann ist
kG halbeinfach.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass jeder Untermodul B eines kG-Moduls ein direktes Kom-
plement besitzt. Sei also B C A ein beliebiger Untermodul, A ein beliebiger £G-Modul.
Wir wihlen wir eine k-lineare Abbildung f : A — B mit f |p= 1p. Eine solche ergibt sich
aus einer entsprechenden Basiswahl in A. Mit Hilfe von f definieren wir eine Abbildung
¢ : A — B durch

1 —1
p(a) = @Z:ﬂf(z a).

zeG
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Wir behaupten, dass ¢ ein kG-Modulhomomorphismus ist. In der Tat gilt

1 -1
olya) = @xezgxf(x ya)
- |—é|zy<y-1x>f<as-1ya>
zeG
= yp(a).

Ausserdem folgt fiir b € B wegen f(b) = b auch ¢(b) = b.
Damit ist ¢ ein linksseitiges Inverses der Einbettung B C A. Setzen wir C := ker ¢,
so folgt A= B @ C, B besitzt also ein Komplement. O

Aus diesem Resultat folgt, dass eine nicht-triviale p’-Gruppe nicht-triviale einfache kG-
Moduln besitzt, d.h. einfache Moduln, die von k verschieden sind. Zerlegen wir namlich
kG in eine direkte Summe von einfachen Moduln, so muss unter diesen mindestens einer
vorkommen, in dem die G-Operation nicht-trivial ist. Sonst wére die G-Operation in kG
ebenfalls trivial.

Fiir die néchsten zwei Sdtze - beides wichtige Folgerungen aus obigem Resultat -
benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 3.16. Es sei U eine Untergruppe von G. Dann ist kG, aufgefasst als kU -Modul,
frei.

Beweis. Es sei G = U™ ,Uz; eine Zerlegung von G in disjunkte U-Nebenklassen. Fiir kG,
aufgefasst als kU-Modul, gilt dann

kG = &, (kU)z
Damit ist zq, ..., 2z, eine kU-Basis von kG. O
Nun die Umkehrung des Satzes 3.12 iiber p-Gruppen:

Satz 3.17. Es sei k ein Korper der Charakteristik p. G ist eine p-Gruppe genau dann,
wenn k der einzige einfache kG-Modul ist.

Beweis. Es bleibt zu zeigen, dass es ausser k noch weitere einfache £G-Moduln gibt, falls
G keine p-Gruppe ist. Wenn aber G keine p-Gruppe ist, gibt es neben p eine Primzahl
q, q¢ # p, die ein Teiler von |G| ist. Nach dem Satz von Cauchy? gibt es dann in G ein
Element e # y der Ordnung ¢. Es bezeichne C' die zyklische Untergruppe von G, die
von y erzeugt wird. Wir betrachten nun kG als kC-Modul: nach Lemma 3.16 ist kG frei
iitber kC. Ferner haben wir bei Satz 3.15 gesehen, dass kC' nicht-triviale einfache kC-
Moduln als direkte Summanden enthélt. Unter den kC-Kompositionsfaktoren von kG
gibt es also nicht-triviale. Natiirlich erhalten wir die kC-Kompositionsfaktoren von kG

2Es sei G eine endliche Gruppe und p sei eine Primzahl, welche die Ordnung von G teilt. Dann gibt
es in G ein Element der Ordnung p.
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auch, indem wir zuerst die kG-Kompositionsfaktoren von kG betrachten, und diese dann
auf kC' einschrinken. Wir sehen also, dass sich unter den kG-Kompositionsfaktoren von
kG solche befinden miissen, in denen kC' nicht-trivial operiert. Dies war zu beweisen. [

Der letzte Satz dieses Abschnittes liefert eine iiberraschende Information iiber die
Dimension der prinzipalen unzerlegbaren Moduln.

Satz 3.18. Es sei p eine Primzahl, k ein Korper der Charakteristik p und G eine Gruppe
der Ordnung p™q mit p und q teilerfremd. Ist P ein prinzipaler unzerlegbarer kG-Modul,
so ist dimy, P ein Vielfaches von p™.

Beweis. Es sei S eine p-Sylowuntergruppe von G: ihre Ordnung ist gerade p™. Ist nun P
ein prinzipaler unzerlegbarer £G-Modul, so existiert ein kG-Modul @) mit P & @ = kG.
Als kG-Modul ist also P ein direkter Summand des freien k£S-Moduls £G. Als £S-Modul
ist deshalb P ebenfalls projektiv, und da S eine p-Gruppe ist, ist P eine direkte Summe
von Kopien von kS. Die k-Dimension von P ist also ein Vielfaches von der Ordnung von
S, d.h. von p". O

3.4 Der duale Modul

Es seien A und B zwei kG-Moduln. Zwei Beispiele von kG-Moduln sind:

(1) Das Tensorprodukt A ®; B wird durch
ra®b)=ra®xb, a€ A, be B, x €
zum kG-Modul.

(2) Eie Homomorphismengruppe Homy (A, B) wird durch
(zf)(a) = 2(f(x™"a)), a€ A, x€G, f:A—> B

zu einem kG-Modul. In beiden Féllen sprechen wir von der diagonalen Operation von G.
Wir werden im Folgenden mit “A ®; B” und “Homy (A, B)” diese kG-Moduln meinen.
Insbesondere:

Der zu A duale Modul A* ist definiert durch A* = Homy(A, k). Die kG-Operation in A*
ist gegegeben durch

(zfla=xf(z7'a), a€ A,z €C, f:A—=k.

Diese Operation heisst die kontragrediente Operation. Es ist A™ = A.
Ausserdem hat man:

e Homy(k,B) =B
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e AR, B= B®, A.
Fiir den dualen Modul gelten folgende Aussagen:

(a) Die Folge 0 — A; — Ay — Az — 0 ist genau dann exakt, wenn die duale Folge
0— A; = A5 — A} — 0 exakt ist. Sind die beiden Folgen exakt, so zerféllt die eine
genau dann, wenn die andere zerfillt.

(b) Der Modul A* ist genau dann einfach, wenn A einfach ist.

(¢) Der Modul A ist genau dann unzerlegbar, wenn A* unzerlegbar ist.

Es gilt folgender grundlegender Satz:
Satz 3.19. Es seien A, B, C drei kG-Moduln. Dann ist die Abbildung
® : Homyg (A, Homg (B, (') — Homyg(A ®@ B, C)
definiert durch
(Pp)(a®b) = (p(a))(b), ac A be B, v:A— Homy(B,C)
ein natirlicher Isomorphismus.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass ®¢ : A ®, B — C' ein kG-Modulhomomorphismus ist:

(Pp)(z(a @ b))

Um zu zeigen, dass ® ein Isomorphismus ist, geben wir das Inverse ¥ an. Dieses ist
definiert durch

(Tg)(@)] (b) = gla®b), acA beB, g:A®,B—C.

Man soll die Gleichungen ¥® = 1 und ®V¥ = 1 nachpriifen. Damit ist ® ein Isomorphis-
mus. 0
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3.4.1 Einschub zur natiirlichen Isomorphie

Zur Erinnerung: um zu zeigen, dass zwei Funktoren F,G : C — D natiirlich isomorph
sind, muss man eine Abbildung ¢ : F — G finden, so dass fiir alle A € Ob(C) und fiir
alle A % A’ die Quadrate

F(A) 22 G(A)

F (a)[ jG(a)

F(A") = G(A)

par
kommutieren.

Zur Abkiirzung sei M die Kategorie kG-Mod der kG-Moduln. Sei k-VR die Kategorie
der k-Vektorraume. Im Kontext des obigen Satzes ist dann F' = Homyg (A, Homy (B, C))
ein Funktor von M°Px MPx M — k-VR (denn die drei Moduln A, B und C werden
auf die Homomorphismen von A nach Homy (B, C') abgebildet). Und G Homyg(A® B, C)
ist ebenfalls ein Funktor von M°PPx M°Px M — k-VR.

Die Diagramme, die man dann auf Kommutativitdt iberpriifen muss, sind

Homye (A, Homy (B, €)) —2%— Homy(A @ B, C)
HomkG(ayHomk (bvc)) Homkg(a®b,c)
Homy(A', Homy (B', €")) go——— Homy (A" © B', C)

fiir jedes Tripel (A, B,C) in Ob(MP°PPx MP°PPx M)
und jedes Tripel

(A, B,C) “ (4, B, (") € Hompe( MoPPx MOPPx M, M x M°PPx M), A' % A,
B % B, C' 5 C' von Abbildungen.

3.4.2 Zuriick zu den dualen Moduln

Aus Satz 3.19 kénnen wir einige Resultate folgern:
Korollar 3.20. Fir kG-Moduln A und B gelten natiirliche Isomorphismen
Homkg(A, B) = HOmk(;(k’, Homk(A, B)) = HOmkg(A Rk B*, k‘) = Homkg(B*, A*)

Beweis. Wir erhalten der Reihe nach

HomkG(A, B) = Homk(;(k Rk A, B) = Homk(;(k, HOIIlk(A, B))
HOmkg(A, B) = HomkG(A, B**) = HomkG(A, Homk(B*, ]{3)) = HOmkg(A R B*, ]{3)
Homyg(A @i B*, k) =2 Homyg(B* @ A, k) = Homgg(B*, Homy (A, k)) = Homyg(B*, A*)

O
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Eine analoge Aussage gilt dann auch fiir Ext;,(—,—) (wobei * fiir eine Zahl n =
1,2, ... steht) anstelle von Homyg(—, —).

Korollar 3.21. Fiir kG-Moduln A und B gelten natiirliche Isomorphismen
Ext;(A, B) = Ext;(k, Homg (A, B)) = Ext; (A ® B, k) = Ext;,(B*, A")
Beweis. Es sei
rp =P —-FP_1—--—=P—=F—=0

eine projektive Auflosung des kG-Modules k. Dann gilt nach Satz 3.19

HOIIlkg(P R A, B) HOmkg(P, HOIIlk(A, B))
Homkg(P ®k A ®k B*, k‘)
Homkg(P ®k B*, A*)

1R

I

Behauptung: Fiir einen projektiven kG-Modul () und einen kG-Modul C ist das Tensor-
produkt @ ®; C' auch projektiv.

Damit wére der Beweis des Korollars fertig, denn dann hat man das Resultat, indem
man in den obigen Komplexen Homologie nimmt.
Beweis Behauptung: Man zeigt, dass der Funktor Homyg(Q ®j, C, —) exakt ist. Es sei also
0 — By — By — B3 — 0 eine exakte Folge. Da k ein Korper ist, ist die Folge

0 — Homy(C, By) — Homy(C, By) — Homy(C, B3) — 0
ebenfalls exakt. Unter Homyo(Q, —) erhélt man die exakte Folge
0 — Homys(Q, Homy (C, By)) — Homyq(Q, Homy (C, By)) — Homyg(Q, Homy (C, B3)) — 0
(da @ projektiv ist). Nach Satz 3.19 stimmt diese Folge mit
0 — Homye(Q @k C, By) — Homyg(Q ® C, Bs) — Homyq(Q ® C, Bs) — 0

iiberein. Da diese exakt ist, ist die Behauptung bewiesen. O

Satz 3.22. Die Abbildung V : kG — (kG)* definiert durch

(¥(2))(y) = { 1 fallsy =

0 sonst

(x,y € G) ist ein Isomorphismus von kG-Moduln.

Beweis. Wir bemerken zuerst, dass ¥ der durch die Gruppenelemente gegebenen Basis
des k-Vektorraums kG die dazu duale Basis zuordnet. Wegen der endlichen Dimension ist
U ein Isomorphismus (von k-Vektorrdumen). Es bleibt somit nur zu zeigen, dass ¥ ein
kG-Modulhomomorphismus ist:

(U(22))(y) = Ozaiy = Oai=1y = (P(2)) (27 'y) = (2(¥(2)))(y)
(wobei § das Kronecker-Delta sei). O
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Korollar 3.23. Ist P ein prinzipaler unzerlegbarer kG-Modul, so ist auch P* ein prinzi-
paler unzerlegbarer kG-Modul.

Beweis. Geméss Definition ist P ein unzerlegbarer direkter Summand von £G. Dann ist
aber P* ein unzerlegbarer direkter Summand von (kG)*, also nach obigem Satz (Satz 3.22)
von kG. O

Korollar 3.24. Es sei P ein prinzipaler unzerlegbarer kG-Modul. Dann besitzt P nur
einen einzigen einfachen Untermodul.

Beweis. Es seien M und M, zwei verschiedene einfache Untermoduln von P. Dann gibt
es eine Einbettung 0 — M; & My — P. Dies liefert eine Projektion P* — M & M5 — 0.
Da P* ein prinzipaler unzerlegbarer kG-Modul ist, und die Moduln M} einfach sind, gibt
dies einen Widerspruch. O

Definition. Der grosste halbeinfache Untermodul eines Moduls A heisst der Sockel von

A.

Mit dem Begriff Sockel ausgedriickt sagt Korollar 3.24, dass der Sockel eines prinzi-
palen unzerlegbaren Moduls einfach ist. (Man kann zeigen, dass der Sockel und der Kopf
eines prinzipalen unzerlegbaren Moduls zueinander isomorph sind).

Korollar 3.25. Es sei P ein projektiver kG-Modul. Dann ist auch P* projektiv.

Beweis. P ist eine direkte Summe von prinzipalen unzerlegbaren kG-Moduln. Dann ist
P* die Summe der dazu dualen prinzipalen unzerlegbaren Moduln. Jeder einzelne davon
ist wieder prinzipal unzerlegbar, also ist P* als direkte Summe von projektiven Moduln
selber projektiv. O

Korollar 3.26. Es sei P ein projektiver kG-Modul. Dann ist fiir jede kurze exakte Folge
0— A — Ay — A3 — 0 die induzierte Folge

0— Homk(;(Ag,P) — Homk(;(Ag,P) — Homkg(Al, P) — 0
exakt.

Beweis. Nach Korollar 3.25 ist P* projektiv. Da die Folge
0— A5 = A - AT =0
exakt ist, ist auch die induzierte Folge
0 — Homyq (P, A%) — Homyq(P*, A3) — Homyq(P*, A7) — 0
exakt. Sie wiederum stimmt iiberein mit der Folge

0— HOmkg(Ag, P) — Homkg(A2, P) — HOmkg(Al, P) — 0
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Zur Erinnerung: ein A-Modul [ heisst injektiv, falls der Funktor Homy (—, I') exakt ist,
d.h. wenn jede kurze exakte Folge — A; — Ay — A3z — 0 von A-Moduln in eine exakte
Folge

0 — Homy (A3, I) — Homp (As, I) — Homy(A1,1) — 0
tibergefithrt wird (d.h., wenn die Abbildung Homy(As, I) — Homy(Ay, I) surjektiv ist
- denn Hom, ist ja links-exakt). Damit sagt das Korollar 3.26 aus, dass jeder projekti-

ve kG-Modul auch injektiv ist. Es gilt: Die Begriffe projektiv und injektiv sind fiir kG
gleichbedeutend.

3.5 Restriktion und Induktion

Es sei U eine Untergruppe von G. In diesem Abschnitt geht es darum, aus kG-Moduln
kU-Moduln zu erhalten und umgekehrt. Ein kG-Modul A kann als kU-Modul aufgefasst
werden, indem man nur die Operation der Untergruppe U in A betrachtet. Meistens ist
aus dem Zusammenhang klar, ob A als kG-Modul oder als Modul iiber kU aufgefasst wird.
Manchmal muss man das aber explizit anzeigen. Dann schreiben wir Al;;. Der Ubergang
von A zu Al heisst Restriktion (von G auf die Untergruppe U).

In der umgekehrten Richtung ordnet man dem kU-Modul B den kG-Modul B1¢ zu,
dieser Ubergang heisst Induktion, der induzierte Modul ist definiert durch

B1Y = kG ®ws B

wobei fiir das Tensorprodukt kG als Rechtsmodul aufzufassen ist. Die kG-Operation in
B1Y ist durch die kG-Linksmodulstruktur von kG gegeben.

Lemma 3.27. Ist G = Ui’:1 y;U; eine disjunkte Zerlegung von G in U-Nebenklassen, so
ist B1C als k-Vektorraum die direkte Summe @§:1 Y @ B.

Beweis. Jedes Element x € G lisst sich in eindeutiger Weise als y;u schreiben fiir ein ¢ in
{1,2...,1} und ein v € U. Indem man die Basis von kG entsprechend gruppiert, erhélt
man kG = @'_, yikU. Damit folgt kG @y B = @®._, y:ikU @y B = B_y: @ B. O

Zwischen Restriktion und Induktion besteht ein enger Zusammenhang, der im folgen-
den Satz beschrieben wird:

Satz 3.28 (Frobenius-Reziprozitét). Es sei U eine Untergruppe von G, A ein kG-Modul
und B ein kU-Modul. Dann gibt es einen natiirlichen Isomorphismus

® : Homyy (B, Aly) = Homyg(B1C, A),
gegeben durch

(®(B))(x®@b) =x(B(b), z€G, beB, [:B—Al,.
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Beweis. Wir definieren hier die Umkehrabbildung ¥. Fiir o : B¢ — A und b € B ist
U(a): B — Al definiert durch

(W(a))(b) = a(lg ®b).

Man soll den Rest nachpriifen: dass W(5) ein kG-Modulhomomorphismus ist und dass so-
wohl W& = Igom,,(B,4,) als auch @ =1y - pie 4) gelten. Ausserdem die Natiirlichkeit
des Isomorphismus &. O

In der Sprache der Kategorientheorie besagt, dass der Funktor B ~» B1¢ linksadjun-
giert ist zum sogenannten “Vergissfunktor” (forgetful functor) A ~» Al,,.

3.5.1 Einschub zu adjungierten Funktoren
Zwei Funktoren F': C — D und G : D — C zwischen zwei Kategorien C und D bilden ein
Paar adjungierter Funktoren, wenn die Funktoren

(X,Y) = Home(X, GY)

und
(X,Y) — Homp(FX,Y)

von C°PP x D nach Set natiirlich dquivalent sind. (Die natiirliche Aquivalenz ist Bestandteil
der Struktur “adjungiertes Funktorpaar”). F' heisst dann linksadjungiert zu G (und G
heisst rechtsadjungiert zu F).

Bemerkung. Rechtsadjungierte additive Funktoren sind links-exakt, linksadjugierte addi-
tive Funktoren sind rechts-exakt.

Beispiel. Sei G der Funktor Ab — A-Mod, der durch
C' — GC := Homgz(A, C)
definiert ist. Die links-A-Modulstruktur in GC' ist durch die rechts-A-Modulstruktur von
A gegeben. Und F' sei der unterliegende Funktor A-Mod — Ab, der Vergisstunktor, i.e.
der Funktor, der die A-Modulstruktur vergisst. Dann gibt es eine natiirliche Aquivalenz
(nach Proposition 1.8.1 in [HS])
Homy (A, GC') — Homgz(F A, C)

fiir A € A-Mod und C € Ab.
F ist links-adjungiert zu G.
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3.5.2 Zuriick zu Induktion-Restriktion
Die Frobenius-Reziprozitét (Satz 3.28) impliziert ein analoges Resultat fiir die Ext-Gruppen.

Satz 3.29. Es sei U eine Untergruppe von G, sei A ein kG-Modul und B ein kU-Modul.
Dann gibt es einen natiirlichen Isomorphismus

U : Extiy (B, Aly) = Ext,(B1Y, A).

Beweis. Um den Isomorphismus zu erhalten, wihle man eine kU-projektive Resolution
P von B, bilde den Komplex Homyy (P, Al;;) und wende auf die einzelnen Gruppen den
Homomorphismus ® des Satzes 3.28 an. Der Komplex P1¢ = {kG ®ky P,} ist eine
projektive Resolution von kG ®y B. Wir erhalten als Homologie von Homyy (P, Aly)
die Ext-Gruppen auf der linken Seite und als Homologie von HomkG(PTG,A) die Ext-
Gruppen auf der rechten Seite. O

Fiir den Rest von Abschnitt 3.5 betrachten wir den Fall, wo die Untergruppe von G
ein Normalteiler ist, welcher mit N bezeichnet wird.

Lemma 3.30. Sei N ein Normalteiler von G und B ein kN-Modul. Fir jedes y € G ist
y@B:={y®b|be B} c B
ein kN-Untermodul von B1%] .
Der £EN-Untermodul y ® B heisst der unter y € G zu B konjugierte Modul.

Beweis. Es sei u € N. Dann gilt unter Beriicksichtigung der kG-Modulstruktur von B1¢
firbe B

uy@b) =yly luy) b=y @ (y 'uy)b.
Der k-Unterraum y ® B von Bt ist somit unter der kN-Operation stabil. O

Zusammen mit den Lemmata 3.27 und 3.30 erhalten wir folgendes Resultat:

Lemma 3.31. Es sei N ein Normalteiler von G, B ein kN-Modul und G = U'_,y; N eine
Zerlegung von G in N-Nebenklassen. Dann gilt

l
Bty = Pui @ B.
1=1

Damit konnen wir den Satz von Clifford beweisen, welcher eine Aussage iiber die
Restriktion von einfachen Moduln auf Normalteiler beinhaltet.

Satz 3.32 (Satz von Clifford). Es sei N ein Normalteiler von G und A ein einfacher
kG-Modul. Dann ist Al halbeinfach und es gilt

l
AiN = @ B;
i=1

wo B;, i =1,2,...,1 zueinander konjugierte einfache kN -Moduln sind.
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Beweis. Es sei By ein einfacher KN-Untermodul von Al ,. Wir betrachten Byt¢. Ist G =
Uizl y; N eine Zerlegung von G in N-Nebenklassen, so ist nach dem Lemma 3.31

!
BoTGiN = @ Y @ By.

1=1

Da By einfach ist, ist auch jeder zu B, konjugierte Modul einfach, also ist BOTGiB halb-
einfach. Der Satz 3.28 liefert den k-Vektorraumisomorphismus

U : Homyy (Bo, Aly) — Homyg(BotC, A).

Der Einbettung By C Al entspricht unter W somit eine nicht-triviale Abbildung £ :
By1tY — A. Da A einfach ist, muss (3 surjektiv sein. Dies bedeutet, dass Al ein Quotient
des halbeinfachen Moduls BOTGiN ist, also selber halbeinfach ist. Ausserdem konnen als

direkte Summanden von AJ, nur direkte Summanden von Byl N auftreten, also zu By
konjugierte kN-Moduln. O

Fiir die Anwendungen wollen wir jetzt spezielle Normalteiler der Gruppe G ansehen.
Diese spielen in der modularen Darstellungstheorie eine besondere Rolle.

Ist G eine Gruppe und p eine Primzahl, so nennen wir den Normalteiler N von G
einen p-Normalteiler, wenn N eine p-Gruppe ist. Sind N und N’ zwei p-Normalteiler von
G, so ist auch NN’ ein p-Normalteiler von G. Mit |N| und |N’| ist also auch |NN’| eine
p-Potenz. Der grosste p-Normalteiler von G, d.h. das Produkt aller p-Normalteiler von G
wird mit O,G bezeichnet.

Dies lésst sich iterieren. Zum Beispiel ist O,/,G' definiert durch die Gleichung

OppG/OpG = Op(G/ Oy G).
Eine Anwendung ist der folgende Satz.
Satz 3.33. Es set A ein einfacher kG-Modul. Dann operiert O,G trivial in A.

Beweis. Setze N = O,G. Dann ist A|y nach dem Satz von Clifford (Satz 3.32) halbein-
fach. Da N eine p-Gruppe ist, muss Al eine direkte Summe von Kopien des trivialen
Moduls k£ sein. Insbesondere ist A ein trivialer K N-Modul. Das bedeutet, dass N trivial
in A operiert. O

Nun kommen noch einige Zuséitze, welche die Resultate aus Abschnitt 3.5 in einen
allgemeineren Zusammenhang stellen.

Satz 3.34. Es sei U eine Untergruppe von G, A ein kG-Modul und B ein kU-Modul.
Dann gibt es einen natiirlichen Isomorphismus

P : HomkU(AiU, B) L) HOmkg(A, HOIIlkU(]{?G, B))

gegeben durch



Vor dem Beweis eine Bemerkung zu Homy (kG, B). Dies kann als kG-Modul aufgefasst
werden, indem man die Operation von G wie folgt definiert:

(98)(x) := B(zg)
fiir einen kU-Modulhomomorphismus 5 : kG — B, x € G und g € G.

Beweis. Zuerst iiberpriift man, dass ®(a) ein kG-Modulhomomorphismus ist: fir g € G
ist

[@(a)(ga)](x) = a(zga)
gle(@)(a)](x) = ®(a)(a)(zg) = a(zga).

Wie im Beweis von Satz 3.28 geben wir die inverse Abbildung an, die Details sollen
selber gepriift werden. Fiir 5 : A — Homyy(kG, B) und a € A ist ¥ definiert durch
(¥(B))(a) := (B(a))(1g). Es gilt dann ¥® = 1 und ¢V = 1. O

Man kann nachpriifen, dass der Funktor F': B ~» Homy (kG, B) rechts-adjungiert ist
zum Vergissfunktor G : A ~» Al;: F' ist ein Funktor von kU-mod nach den £G-mod.
und G ein Funktor £G-mod — kU-mod. Dass die Funktoren adjungiert sind, heisst,
dass es eine natiirliche Aquivalenz gibt zwischen den beiden Funktoren

(A,B) ~» Homyy(Al, B) = Homyy(G(A), B)
und (A, B) ~» Homgg(A, Homyy (kG, B)) = Homye (A, F(B))

(die beide von kG-mod°’? x kU-mod nach Sets gehen). Man sieht dann, dass F' rechts-
adjungiert zu G ist.

Wie weiter oben impliziert dieser Satz ein Resultat fiir die Ext-Gruppen:

Satz 3.35. Es sei U eine Untergruppe von G, A ein kG-Modul und B ein kU-Modul.
Dann gibt es einen natiirlichen Isomorphismus

Extly(Aly, B) - Ext! (A, Homuy (kG, B)).

Beweis. Um die rechte Seite zu berechnen, wihlt man eine kG-projektive Resolution P
von A, bildet man den Komplex Homy (P, Homyy (kG, B)) und berechnet die Homologie.
Gemiiss Satz 3.34 gilt Homyq (P, Homgy (kG, B)) = Homyy (P, B). Da Pl auch eine
kU-projektive Resolution von Al ist, folgt die Behauptung. O

Die beiden obigen Sétze, lassen sich nicht nur fiir die Gruppenalgebra kG einer Grup-
pe G und die Gruppenalgebra kU einer Unteralgebra beweisen, sondern in einem viel
allgemeineren Zusammenhang, ndmlich fiir einen Ring A und einen Unterring A’ (unter
gewissen Bedingungen). Dies kann man in Biichern iiber homologische Algebra finden.
Das folgende Resultat ist jedoch stark von den ganz speziellen Eigenschaften der Grup-
penalgebren abhéngig.
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Satz 3.36. FEs sei U eine Untergruppe von G, B ein kU-Modul. Dann gibt es einen
natirlichen Isomorphismus

® : Homyy (kG, B) — kG @y B

definiert durch

B(p) = Y0 @ ()

zeG

Beweis. Wir beschranken uns hier auf knappe Hinweise.

Es ist zu zeigen, dass ® wohldefiniert ist. Die Dimensionen der Vektorrdumen auf beiden
Seiten stimmen {iiberein, es ist also zu priifen, dass kein nicht-triviales ¢ in Null iibergeht
und dass ¢ ein Homomorphismus von kG-Moduln ist.

Ausserdem muss die Natiirlichkeit gezeigt werden. O

Obiger Satz (Satz 3.36) sagt, dass in diesem Fall die beiden zum Vergissfunktor B ~~
Bl links- und rechtsadjungierten Funktoren natiirlich &dquivalent sind.

Satz 3.37. Es sei U eine Untergruppe von G und B ein kU-Modul. Dann sind die kG-
Moduln Homyy (kG, B*) und (kG @y B)* zueinander isomorph.

Beweis. Fiir einen beliebigen kG-Modul A haben wir den Isomorphismus
Homyy (B, Aly) = Homgg (kG @y B, A)
(nach Satz 3.28). Ausserdem gibt es die Isomorphismen
Homy (B, Aly) = Homygy ((Aly)*, B®) = Homgy (A%, BY) = Homgg(A™, Homyy (kG, BY))

(nach Korollar 3.20 und Satz 3.34). Und dann folgt mit Satz 3.36, wiederum mit Korol-
lar 3.20
HomkG(A*, (]{JG QU B)*)) = HOmkg(A*, HomkU(l{;G, B*))

wahlt man A* = kG, so hat man die Behauptung. O

3.6 Normalteiler und Blockzugehorigkeit

Es sei N ein Normalteiler von G und @ die zugehorige Faktorgruppe G/N. Ist A ein kQ-
Modul, so kann offensichtlich A auch als kG-Modul aufgefasst werden: ein Element z € G
operiert in A wie sein Bild in (Q in A operiert. Ist A als kQ-Modul einfach, so ist A auch als
kG-Modul einfach. Ist umgekehrt B ein kG-Modul, in dem die Elemente von N trivial,
d.h. als Identitét, operieren, so kann B offensichtlich als kQ-Modul aufgefasst werden.
Wiederum gilt, dass, wenn B als kG-Modul einfach ist, dann ist B auch als kQ-Modul
einfach. Unser erster Satz gibt ein Resultat iiber die Blockzugehorigkeit dieser Moduln.

Satz 3.38. Es seien A und B zwei einfache kQ-Modul, die zum selben Block von k@)
gehoren. Dann liegen A und B auch im selben Block von kG.

69



Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass Ext,(A, B) # 0 immer Ext,;(A, B) # 0 impliziert.
Dies ist aber klar, wenn man mit Erweiterungen arbeitet. Ist 0 - B — F — A — 0 eine
(nichtzerfallende) Erweiterung von k@-Moduln, so kann sie auch als (nichtzerfallende)
Erweiterung von kG-Moduln aufgefasst werden. Da die Blockzugehorigkeit via Erweite-
rungen definiert ist, beweist diese Uberlegung die Behauptung. O

Die Uberlegung vom Beweis liefert fiir beliebige kQ-Moduln A und B eine injektive
Abbildung
Extyo(A, B) = Extyg(A, B)

Wir werden iiber diese Abbildung eine stérkere Aussage herleiten (in etwas allgemeinerem
Rahmen). Insbesondere werden wir sehen, wann sie surjektiv ist. Dazu benttigen wir einige
Vorbereitungen und neue Notationen.

Es sei A ein kG-Modul. Wir betrachten die Elemente von A, die unter der Operation
des Normalteilers N festgehalten werden:

AN ={a € A| za = a fiir alle v € N}
Die Menge der N-Fixpunkte A" hat folgende Eigenschaften:
Lemma 3.39. Fir einen kG-Modul A gelten die folgenden Aussagen:

(a) AN ist ein kG-Untermodul von A, in dem N trivial operiert. Insbesondere ist AN
ein kQ-Modul.

(b) N operiert trivial in A <= AN = A,
(c) AN = Homyy(k, A).

Beweis. ad (a):
AN ist offensichtlich ein k-Unterraum von A, in dem N nach Definition trivial operiert.
Fiir g € G und u € N gilt, fiir alle a € AY:

u(ga) = g(g~'ug)a = ga,

da g7'ug € N trivial in AN operiert. Damit ist A" ein kG-Untermodul von A (denn mit
a € AV ist auch ga ein Element in AY, da u(ga) = ga ist).

ad (b): Dies ist klar.

ad (c):

Dem Element a € A" ordnen wir den Homomorphismus ¢ : k — A zu, der definiert wird
durch ¢(1) = a. Da a unter N fix bleibt, ist ¢ ein kN-Modulhomomorphismus. Umgekehrt
ordnen wir dem kN-Modulhomomorphismus ¢ : k — A das Element a = ¢(1) zu. Es gilt
firue N

a = (1) = p(ul) = up(l) = ua,
so dass a unter der Operation von N fix bleibt, i.e. a € AY. Die Zusammensetzung der
beiden so definierten Abbildungen sind jeweils die Identitdat. Damit ist (c) bewiesen. [
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Lemma 3.40. Sei A ein einfacher kG-Modul. Dann gilt AN = 0 oder N operiert trivial
n A.

Beweis. Da AN ein kG—Untermodul von A ist und A einfach ist, ist entweder AY = 0
oder AN = A. Im zweiten Fall operiert N trivial in A. O

Theorem 3.41. Es sei N ein Normalteiler von G und A ein kG-Modul. Dann ist die
folgende Sequenz exakt:

0 — Extyq(k, AV) — Extyq(k, A) — Extyy(k, Aly).
Fiir den Beweis dieses wichtigen Resultates benttigen wir zuerst noch zwei Lemmata.

Lemma 3.42. Es sei A ein kG-Modul und B ein kQ-Modul. Dann gilt
HOka(B, AN) = HOmkg(B, A)

Beweis. Jeder kQ-Modulhomomorphismus 3 : B — A gibt Anlass zu einem kG-Modul-
homomorphismus « : B — AY — A also ist Homyg(B, AY) C Homyg (B, A).

Somit bleibt zu zeigen, dass jeder kG-Modulhomomorphismus « : B — A iiber AV
faktorisiert. Dies ist klar, da die Elemente von N in B und deshalb auch im Bild trivial
operieren. [

Lemma 3.43. Es gilt kG Qkny k = kQ als kG-Moduln.

Beweis. Es sei m : G — @ die kanonische Projektion. Wir definieren eine Abbildung
0 kGRrnk — kQ durch o(g®a) = 7(g), g € G, a € k. Diese Abbildung ist wohldefiniert,
surjektiv, und ein kG-Modulhomomorphismus. Da nach Lemma 3.16 die k-Dimension von
kG @iy k gleich der Ordnung von () ist, ist ¢ ein Isomorphismus. O

Nun kommen wir zum Beweis des Theorems. Wir betrachten die sogenannte Augmen-
tierungsabbildung ¢ : kQ — k der Gruppenalgebra kQ), es ist dies der Algebrenhomomor-
phismus, der durch e(g) = 1, g € G, definiert wird. Der Kern 1@ = ker ¢ heisst auch das
Augmentierungsideal von kQ. Es ist ein kQ-Untermodul der Codimension 1 in k().

Beweis von Theorem 8.41. Das Augmentierungsideal () ist ein £Q-Untermodul der Co-
dimension 1 in k£@. Damit erhalten wir eine kurze exakte Folgen von kQ-Moduln

0—=>1Q —kQ—k—0

Auf diese wenden wir einmal den Funktor Homyg(—, AY) an. Ausserdem fassen wir die
Sequenz als kurze exakte Folge von kG-Moduln auf und wenden Homyg(—, A) darauf an.
Damit erhalten wir das folgende Diagramm (die senkrechten Isomorphismen sind nach
Lemma 3.42 gegeben):

Homyg(k, AN) < Homyg(kQ,AN) — Hompq(IQ,AN) — ExtiQ(k,AN) — 0

Il Il Il
Homygg (k, A) —  Homygg(kQ, A) —  Homyg(IQ, A) — Extic(k,A) — Extic(kQ,A)
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Wegen der Exaktheit der Zeilen ergibt sich die Exaktheit der Folge
0 — Extyq(k, AY) = Extyq(k, A) — Extyq(kQ, A).
Es bleibt
Extho(kQ, A) & Extly (k, Aly).

zu zeigen. Nach Lemma 3.43 gilt kQ = k1“. Damit folgt diese letzte Behauptung direkt
aus Satz 3.29. 0

Nun kommen einige Folgerungen der exakten Sequenzen aus Theorem 3.41.

Satz 3.44. Es sei A ein einfacher kG-Modul mit Exty.(k, A) # 0. Dann operiert O,,G
trivial in A.

Beweis. Es sein N = OyG. Da kN halbeinfach ist, gilt 0 = Ext, y(k, Aly) und das ist
gleich Ext,,(kQ, A) nach dem Beweis von Theorem 3.41. Mit Theorem 3.41 folgt dann

Die Voraussetzung Ext,(k, A) # 0 impliziert daher AY # 0. Da A einfach ist, be-
deuted dies, AN = A, also operiert N trivial in A. Der Modul A ist folglich ein einfacher
k(G/O,yG)-Modul. Nach Satz 3.33 opieriert O,(G/O,G) also trivial im kG-Modul A. O

Definition. Der Hauptblock einer Gruppenalgebra kG ist der Block, der den trivialen
Modul £ enthalt.

Korollar 3.45. Es set G = Op,G. Dann besteht der Hauptblock nur aus dem trivialen
Modul k.

Beweis. Ware k nicht der einzige einfache Modul im Hauptblock von G, so wiirde ein
nicht-trivialer einfacher kG-Modul A existieren mit Ext,(k, A) # oder Ext} (A, k) # 0.
Nun gilt aber Ext;,(A, k) = Ext,o(k*, A*) = Ext,o(k, A*). In beiden Fillen hitte man
damit wegen G = O,,,G einen Widerspruch zur Aussage von Satz 3.44. O

Satz 3.46. Es sei A ein einfacher kG-Modul im Hauptblock von kG. Dann operiert O, G
trivial in A.

Beweis. Wir setzen N = O,,G. Nach der Definition des Hauptblockes geniigt es, das
Folgende zu zeigen: Es seien A und B zwei einfache kG-Moduln mit Ext;,(A, B) # 0.
Operiert N trivial in A, so operiert N auch trivial in B. (Der Fall Ext, (B, A) # 0 lasst
sich darauf zuriickfithren, indem man zu den dualen Moduln A* und B* iibergeht).

Wir betrachten den kG-Modul Homy(A, B). Es gilt Homg(A, B)Y = Homyg (A, B). Ist
ndmlich f: A — B fix (invariant) unter der Operation von N, so gilt

fla) = (uf)(a) =u(f(u"a)), weU, a€A,
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mit andern Worten: f ist ein k/N-Modulhomomorphismus.
Theorem 3.41 liefert die exakte Folge

0 — Extyq(k, Homyn (A, B)) = Extya(k, Homg (A, B)) — Extyy (k, Homg (A, B))

(manchmal wird |, im letzten Term weggelassen, da es wegen dem Index ;. bei Ext klar
ist, dass wir kN-Moduln betrachten...). Nach Voraussetzung gilt Ext;(k, Hom,(4, B)) =
Ext,q(A, B) # 0 (benutze Korollar 3.21). Wegen der Exaktheit muss also mindestens ei-
ne der anderen Gruppen ebenfalls nicht-trivial sein. Wir betrachten diese beiden Fille
getrennt:

1. Es gelte Ext,,(k, Homyy (A, B)) # 0.

Dann gilt a fortiori Homyy (A, B) # 0. Nach Voraussetzung operiert N trivial in A.
Ist  : A — B ein kN-Modulhomomorphismus, so folgt also ima C BY. Wir erhalten
BN #£0, also BN = B (B ist einfach). Dies bedeutet aber, dass N trivial auf B operiert.
Dies war zu beweisen.

2. Es sei 0 # Extyn(k, Homy (A, B)) = Extyy(Aly, Bly).

Nach Voraussetzung ist A, eine direkte Summe von Kopien von k. Setzen wir ferner
Bly = @B, (B; einfach), so folgt aus der Additivitdt von Ext (Ext ist ein derivierter
Funktor und derivierte Funktoren sind additiv), dass ein j existiert mit Extyy (k, B;) # 0.
Wegen N = O, G bedeutet dies aber nach Satz 3.44, dass B; = k. Damit folgt 0 # B; C
BY, und da B einfach ist, folgt BY = B, also operiert N in B trivial. O

Korollar 3.47. Es sei P ein prinzipaler unzerlegbarer Modul im Hauptblock von kG.
Dann operiert Oy G trivial in P.

Beweis. Setze R = O,yG. Nach Satz 3.15 ist P halbeinfach. Die darin vorkommenden di-
rekten Summanden C; lassen sich auch erhalten, indem man die kG-Kompositionsfaktoren
M; von P auf R einschrinkt (Restriktion). Aber jedes M; ist ein einfacher Modul im
Hauptblock von kG. Nach Satz 3.46 operiert R = Oy G C O,,G trivial in M;, also auch
trivial in C;. Damit operiert R trivial in ganz P. O

3.7 Flache Moduln

Fiir diesen Abschnitt sei wieder A ein Ring mit Eins. (Eigentlich konnte dies hier direkt
nach Abschnitt 2.6 behandelt werden!) Hier wird eine weitere Eigenschaft von A-Moduln
beschrieben.

Im Allgemeinen ist tensorieren mit einem Modul nicht exakt. Das wurde schon im
Abschnitt 2.6 bemerkt, als der Tor-Funktor definiert wurde:

Zur Erinnerung: Ist M ein rechts-A-Modul, so ist der Funktor Tor’ (M, —) wie folgt
definiert. Jedem links-A-Modul A ordnet Tor(M, A) die n-te Homologiegruppe des Ket-
tenkomplexes M ® P zu (P eine projektive Auflosung von A mit Differentialen 0,):

Tor (M, A) = H,(M ® P,1® 9").
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Flache Moduln sind solche, fiir die tensorieren exakt ist.

Definition. Ein rechts-A-Modul M heisst flach, wenn der Funktor M ®, — exakt ist.
Analog heisst ein links-A-Modul N flach, falls der Funktor — ®, N exakt ist.

(Das ist ein Funktor A-Mod nach Ab).

Insbesondere sind also projektive Moduln (und freie Moduln) flach. Was ist ein Bei-
spiel, das zeigt, dass flache Moduln nicht unbedingt projektiv sind?

Also hat man eine Kette

frei = projektiv = flach

Bemerkung 3.48. Man hat dquivalente Eigenschaften:

(i) Der links-A-Modul M ist flach

(i) Tory (N, M) = 0 fur alle rechts-A-Moduln N.

(iii) Tor, (N, M) = 0 fiir alle n > 0, fiir alle rechts-A-Moduln N.
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Teil 11

Modulare Darstellungstheorie
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Kapitel 4

Einleitung

Der zweite Teil hilt sich zuerst v.a. an das Buch [C] von J. Carlson.

Voraussetzungen: G eine endliche Gruppe iiber einem ein Kérper k& der Charakteri-
stik p > 0. Zur Abkiirzung schreiben Hom fiir Hom; und ® fiir ®;. Zur Erinnerung:
die Kategorie der endlich erzeugten links-kG-Moduln wird £G-mod geschrieben (kleines
m...).

In der Darstellungstheorie geht es darum, eine Ubersicht iiber alle Darstellungen einer
Gruppe G zu gewinnen. Zuerst will man jeweils die irreduziblen Darstellungen (also die
einfachen Moduln) beschreiben.

Es gibt zwei wichtige Spezialfille: einerseits den Fall £ = C und andrerseits die mo-
dulare Darstellungstheorie, d.h. den Fall “Charakteristik von k teilt die Gruppenordnung
|G|”. Ist G eine endliche Gruppe iiber C, so ist das Problem, alle Darstellungen zu kennen,
bereits im wesentlichen gelost: Jeder (endlich-dimensionale) Modul ist dann eine direkte
Summe von einfachen Moduln.

In der modularen Darstellungstheorie ist dies anders: es gibt da neben der Bildung der
direkten Summe weitere Arten, um Modulerweiterungen zu bilden. Der zweite Schritt be-
steht hier darin, die verschiedenen Modulerweiterungen zu studieren. In der homologischen
Algebra werden die Erweiterungen mit Hilfe der Funktoren Ext;.(—, —) beschrieben. In
diesem Fall konnen sie mit Hilfe der Cohmologiegruppen H*(G, —) ausgedriickt werden.
Damit ist die modulare Darstellungstheorie mit der Theorie der Cohomologie der Gruppen
verkniipft.

Man bemerke, dass wir im Kapitel 3 schon modulare Darstellungstheorie gemacht
haben, ohne es so zu nennen.

Etwas genauer

Im Abschnitt 1.3.1 haben wir den Graph I'(G) = I'(kG) definiert, dessen Punkte (Knoten)
die einfachen Moduln (bis auf Isomorphie) Sy = k, S, ..., S; sind und wo es eine Kante
zwischen S; und S; hat genau dann, wenn Ext;;(S;, S;) # 0 oder Exty(S;, S;) # 0 ist.
Die Blocke der Algebra kG sind die Zusammenhangskomponenten von I'(G). Der Block,
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der k enthélt heisst der Hauptblock oder der prinzipale Block.

Die Rolle der einfachen Moduln in der Darstellungstheorie iiber C wird in der mo-
dularen Darstellungstheorie von der Rolle der unzerlegbaren Moduln eingenommen (i.e.
der Moduln, die sich nicht auf nicht-triviale Weise als direkte Summe von Untermoduln
schreiben lassen). Wir wissen (Korollar 1.3.3), dass die Kompositionsfaktoren eines unzer-
legbaren Moduls alle im gleichen Block liegen.

Fiir endliche Gruppen gibt es immer eine endliche Zahl von (Isomorphieklassen von)
einfachen Moduln. Die Zahl der (Isomorphieklassen von) unzerlegbaren Moduln ist je-
doch meistens unendlich. Es gibt endlich viele davon genau dann, wenn die p-Sylow-
Untergruppen von G zyklisch sind.

In diesem Fall sagt man, der Darstellungstyp von kG sei endlich. Andernfalls heisst der
Darstellungstyp von kG unendlich. Im Fall von endlichem Darstellungstyp kann man die
unzerlegbaren Moduln klassifizieren (klassische modulare Darstellungstheorie von Brauer,
Theorie des zyklischen Defekts). Ist der Darstellungstyp unendlich, so geht das nicht. Man
kann zeigen, dass dann in den meisten Féllen die Darstellungstheorie von kG diejenige
der polynomialen Algebra in zwei nicht-kommutierenden Erzeugenden enthilt. Und man
weiss, dass diese zu kompliziert ist, um sie zu behandeln.

4.1 Augmentierung, nilpotente Ideale, Halbeinfach-
heit

Zuerst ein paar Tatsachen. Maschkes Satz (siehe weiter unten) sagt, dass jede exakte
Folge von kG-Moduln zerféllt und dass jeder kG-Modul sowohl projektiv als auch injektiv
ist, falls p die Ordnung der Gruppe G nicht teilt. Also wird homologische Algebra erst
interessant im Fall, wo p die Ordnung |G| der Gruppe teilt.

Wir haben den Vergissfunktor F' (fiir “forgetful”),
F: kG-mod — k-mod = k-vr

von der Kategorie der endlich erzeugten links-kG-Moduln in die Kategorie k-vr der
endlich-dimensionalen k-Vektorraume, wobei F(A) (fir den kG-Modul A) einfach A
selbst, aufgefasst als k-Vektorraum ist (man vergisst die kG-Modulstruktur).

Es ist dimg A < 0o wegen |G| < oo.

Bemerkung. Damit kann man auf jeden kG-Modul M Methoden der linearen Algebra
anwenden. Die Elemente der Gruppe G operieren als lineare Transformationen von Vek-
torrdumen. Wir erhalten einen Homomorphismus ¢ : G — GLgim 1 (k), der jedem Element
von G die Matrix seiner Operation auf M zuordnet (bzgl. einer gewéhlten Basis in M).
Dieser Homomorphismus heisst die Darstellung, die M zugeordnet ist.

Wir haben einen weiteren Funktor

S : kG-mod — mod-kG
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von der Kategorie der endlich erzeugten links-kG-Moduln in die Kategorie der endlich
erzeugten rechts-kG-Moduln, gegeben durch S(M) = M als k-Vektorraume (M € kG-
mod), mit Operation mg := g~ 'm fiir m € S(M), g € G. Auf der Ebene der Morphismen:
M %5 N wird S(a) zugeordnet mittels S(a)(m) = a(m) fir m € S(M) = M. Der
Funktor S ist eine Aquivalenz von Kategorien. Daher geniigt es, links-kG-Moduln zu
betrachten.

Definition. Die Augmentierungsabbildung ¢ = ¢ : kG — k ist der Ringhomomorphis-
mus, der gegeben ist durch > _,a,9 = > ay
Man sagt dann, dass kG eine augmentierte Algebra ist.

Die Augmentierungsabbildung macht £ zu einem kG-Modul durch a -1 = ¢(a)l fir
a € G. k heisst der triviale kG-Modul da g -1 = 1 fiir alle ¢ € G (wie z.B schon bei der
Ubung, wo G die zyklische Gruppe der Ordnung p ist). Der Kern der Augmentierungs-
abbildung ist ein zwei-seitiges Ideal A = Ag in kG von der Codimension 1. Ag hat als
k-Vektorraumbasis die Elemente (g — 1)ge\ (13- Es heisst das Augmentierungsideal. Wir
haben also eine exakte Folge

02 A—=>kGSEk—0.

Satz 4.1. Das Augmentierungsideal einer endlichen p-Gruppe ist nilpotent.

Beweis. Induktion iiber die Ordnung der Gruppe.

Sei G = C,, i.e. |G| = p, G =<t >. Dieser Fall ist Teil einer Ubungsserie: man zeigt, dass
7 =0 ist.

Sei nun |G| > p, sei H C G eine maximale Untergruppe. Dann ist H eine normale

Untergruppe vom Index p in G. Die natiirliche Projektion G > G/H induziert einen

surjektiven Homomorphismus kG SN k(G/H). Die Augmentierungsabbildung ¢ : kG —
k faktorisiert: e = eq/p 0. Also ist I :=ker 6 C kereq = Ag. Zudem ist

9(./4(;) = H(kersg) = 9(1(61‘8@/]{ 09) = kereg/H = Ag/H .

Wir haben schon gezeigt, dass A7, g =0 ist. Also ist A7, C kerf = I. Es geniigt dann,
zu zeigen, dass [ nilpotent ist.
Wiihle z in G\ H. Da G = U’_ 2’ H ist, kénnen wir jedes a € kG in der Form

p—1 p—1
a= Z Z Qyint'h = Zx’ Z agiph
i=0 heH i=0  heH
schreiben. Ist a € I, so ist
p—1
0=0(a) = Z?T(I)Z Z Agip,
i=0 heH
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und daher folgt >, pazi, = 0 (0 < @ < p—1), also ist Y,y az,h € Ay fiir i =
0,...,p— 1. Damit ist I C kGAp, sogar I = kGAy.

Die Formel g (hy — 1)ga(ha — 1) = 9192(g5 *h1gs — 1)(ha — 1) zeigt, dass I? = kGA%,
und, allgemeiner, dass I" = kGAY},. Da aber Ay nach Induktionsvoraussetzung nilpotent
ist, sind wir fertig. O

Zusammenfassend kann man sagen: es gibt kG-Moduln A, B mit Ext,,(A, B) # 0
genau dann, wenn p die Ordnung von G teilt.

Korollar 4.2. Ist G eine endliche p-Gruppe, so ist A‘GG| =0.

Beweis. Die Folge (dim A} ),—1 2, ist echt absteigend, solange n geniigend klein ist. O

oo

Korollar 4.3. Ist G eine endliche p-Gruppe, dann ist kG ein lokaler Ring mit (einzigem)
Mazximalideal Ag.

Zur Erinnerung: das Radikal rad A einer endlich-dimensionalen Algebra A (mit 1) ist
der Durchschnitt iiber alle maximalen Linksideale in A. Es ist ein zweiseitiges nilpotentes
Ideal, gleich der Summe aller nilpotenten Linksideale in A. (cf. 5.15. in [CR]).

Wir konnen nun den Satz von Maschke beweisen. Dessen Aussage ist, dass fiir einen
Korper k die Gruppenalgebra kG halbeinfach ist genau dann, wenn k& die Ordnung von
G nicht teilt (kG ist halbeinfach, falls alle kG-Moduln halbeinfach sind). Eine Algebra A
ist halbeinfach genau dann, wenn rad A = 0 ist.

Satz 4.4 (Maschke). Die Gruppenalgebra kG ist halbeinfach genau dann, wenn p die
Ordnung von G nicht teilt.

Beweis. Wir zeigen: kG besitzt kein nilpotentes Linksideal # 0 <= p teilt |G| nicht.
Sei zuerst p ein Teiler von |G|. Sei G := > geq 9 € kG. Fiir v € G ist 2G = G = Gur. Ist

also a € kG, so gilt a? = ¢(a)G. Also ist kG ein ein-dimensionales (zweiseitiges) Ideal in
kG. Da (G)? = |G| - G = 0 ist, ist kG ein nilpotentes Ideal # 0 in kG.

Nun nehmen wir an, dass p die Ordnung |G| nicht teilt. (char k = 0 ist hier erlaubt). Wir
zeigen, dass dann jede kurze exakte Folge in kG-mod zerfillt. Sei

05A5BA oS0

eine kurze exakte Folge in kG-mod. Es existiert ein k-Homomorphismus ¢ : C' — B, so
dass f¢ = 1¢. Dann definieren wir ¢ : C' — B durch

1
=D 9p.
g

Die so definierte Abbildung @ ist ein kG-Homomorphismus und es ist fp = 1o. Nun
muss man noch zeigen, dass kG kein nilpotentes Linksideal hat, das # 0 ist. Das folgt mit
Lemma 4.5 unten. U

80



Lemma 4.5. Sei A eine endlich-dimensionale Algebra (mit 1), set N C A ein nilpotentes
Linksideal verschieden von 0. Dann zerfdllt die exakte Folge

0—-N—->A—A/N—0

von A-Moduln nicht.

4.2 Tensor Produkte, Homs, und Dualitéit

Zwei der wichtigsten Operationen auf der Modulkategorie sind die Funktoren Hom und
® von kG-mod X kG-mod nach kG-mod. Sie sind durch die Dualitdt verkniipft und
konnen benutzt werden, um wichtige Informationen iiber die Gruppenalgebra und die
zugehorigen Moduln zu erhalten. Wir betrachten hier ein paar Eigenschaften der Dualitéat.
Insbesondere der Beweis, dass die Gruppenalgebren selbst-injektiv sind (und dass also die
Unterkategorien von projektiven und injektiven Moduln iibereinstimmen - wie wir schon
in Korollar 1.3.26 in gesehen haben).

Fiir M und N in kG-mod ist ja M ®N auch in kG-mod (mit der diagonalen Operation
g(m®n)=gm® gn), wie in Abschnitt 1.3.4 eingefiihrt.

Bemerkung. Ist A eine beliebige k-Algebra, M, N zwei A-Moduln, so ist M ® N ein
A ® A-Modul. Fiir A = kG haben wir die Comultiplikation A : kG — kG ® kG, i.e.
den kG-Algebren Homomorphismus, der durch g — A(g) = g ® g gegeben ist. Das ist die
Diagonalabbildung, die zur Hopf-Algebren Struktur von kG gehort. In dieser Sprache ist
dann die kG-Operation auf M ® N das Pullback entlang von A der kG ® kG-Operation.

Der duale Modul zu M € kG-mod ist M* = Hom(M, k). Die G-Operation ist
(9f)(m) = f(g~'m)  firge G, feM' meM,

die kontragrediente Operation. (Dies ist hier dasselbe wie die diagonale Operation (g f)(m) =
gf(g7'm), da G auf k trivial operiert). Dies ist ein Spezialfall von Folgendem: Ist A eine
beliebige augmentierte k-Algebra, so ist M* = Hom(M, k) ein rechts-A-Modul durch

(fa)(m) := f(am) firac A, fe M*, me M.

Dies wird zu einem links-kG-Modul mittels der Invertierung.
Mit Korollar 1.3.20 haben wir insbesondere erhalten, dass Hom(M, N) und M* ® N
natiirlich isomorph sind. Die Abbildung von M* ® N nach Hom(M, N) ist folgende:

fen — me (fen)(m)=f(m)n,

fir fe M*, ne N,me& M.

Ubungen: Uberpriifung, dass es ein kG-Modulhomomorphismus ist, und dass es eine
natiirliche Isomorphie gibt.
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Sei nun N = M. Dann ist End M = Hom(M, M) = M* ® M ein Ring. Das Produkt
in M*® M (entsprechend dem Produkt in End M) ist gegeben durch die Formel
(fem)(f' @m’) = fm)- fem

(wie man iiberpriifen kann). Ist (m;) eine k-Basis von M und (m}) eine dazu duale Basis,
so entspricht r := ). m! ®@m,; dem Identitdtshomomorphismus 1, in End M. Wir haben
die kG-Homomorphismen

I: E—=M®M und Tr: M*QM —k
17 fem — f(m).

Notation. Sind M, N zwei kG-Moduln, so schreiben wir M | N, falls M isomorph ist
zu einem direkten Summanden von N.

Lemma 4.6. Sei M € kG-mod. Dann ist k| M* ® M, falls p 1 dim M.

Beweis. Die Abbildung dinﬁ 57 -1 ist ein Schnitt (ein rechts-Inverses) des Homomorphismus

Tr
M*® M — k. U

Satz 4.7. Sei M € kG-mod. Dann gilt M | M @ M* @ M. Gilt zudem p | dim M, so
haben wir M & M | M @ M* & M.

Beweis. Esist M =2 M ®k. Falls p f dim M, so ist nach Lemma 4.6 oben M ® k isomorph
zu einem direkten Summanden von M ® M* ® M.

Sei also p ein Teiler der Dimension von M. Sei (m;) eine k-Basis von M und (m]) die
duale Basis. Wir definieren Abbildungen 1, 6,

MM @M

P

o
. MeM
0

durch

dme feom) = (fm)m', f(m)m)
Om,m') = > mem;@mi+Yy momem .

1) ist surjektiv und fiir die Verkniipfung gilt

0Bmm') = (3 mi(m)m,+ 3 mi (mm', 3 i (mom+ 3 m (m'ym)

J/

;;1 :diva -m/ :dirr‘lr M-m z‘r,n’
= (m,m')
(nach Voraussetzung ist dim M # 0), also ist 6 ein rechts-Inverses zu . O
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Diese beiden Resultat werden niitzlich im Zusammenhang mit Restriktion und In-
duktion. Im Rest dieses Abschnittes geht es um darum, dass kG selbst-injektiv ist. Als
Konsequenz davon ist ein kG-Modul projektiv genau dann, wenn er injektiv ist.

Definition. Seien U und V' k-Vektorrdume. Eine Abbildung p : U x V' — k heisst bilinea-
res Paar, falls p linear ist in beiden Variablen. p heisst nicht-degeneriert, falls p(u,v) =0
fiir alle v € V impliziert, dass u = 0 ist und p(u,v) = 0 fiir alle v € U impliziert, dass
v =0 ist. Sind U und V' zwei kG-Moduln, so heisst p G-invariant, falls p(gu, gv) = p(u,v)
ist firallege G,ueU,veV.

Satz 4.8. Ist p ein nicht-degeneriertes bilineares Paar der endlich dimensionalen k-
Vektorrdume U und V', so ist U = V*. Sind zudem U und V in kG-mod und p G-
invariant, so sind U und V* isomorph als kG-Moduln.

Beweis. Da p nicht-degeneriert ist, ist die k-lineare Abbildung o : U — V*, die durch
o(u) := p(u, —) definiert ist, ein Isomorphismus. Ist p G-invariant (und U, V' kG-Moduln),
dann ist o ein kG-Modulhomomorphismus. O

Fiir M in kG-mod ist der natiirliche k-Vektorraumisomorphismus M = M** ein kG-
Homomorphismus. Daher kénnen wir M und M** identifizieren. Man beachte, dass sogar
im Fall, wo M und M* isomorph sind als k-Vektorrdume (hier ist natiirlich isomorph
gemeint), sie im allgemeinen nicht isomorph sind als kG-Moduln. Wir wissen jedoch, dass
im Fall M = kG die Moduln M und M* isomorph sind (Satz 1.3.22). (Die Abbildung ¥,
die wir dort definiert hatten, kommt vom folgenden bilinearen Paar von kG x kG — k:
(9,9') = 044, fiir Elemente aus G, das linear erweitert wird auf kG. Dieses bilineare Paar
ist nicht-degeneriert und G-invariant.) Wegen der Eigenschaft kG = kG* sagt man, dass
kG eine Frobenius Algebra ist

Satz 4.9. kG ist ein injektiver kG-Modul (i.e. kG ist selbst-injektiv).

Beweis. Wir nehmen an, dass wir ein Diagramm

0—=A—2-B

|-

kG

haben mit exakter Zeile. Die Injektivitit von kG bedeutet, dass wir eine kG-Homomorphismus
1 . B — kG einfiigen konnen, so dass das Diagramm kommutiert. Um zu zeigen, dass wir
eine solche Abbildung ¢ finden konnen, gehen wir iiber zu den dualen Moduln, fiir die
wir das Diagramm

kG* = kG

Ak

B* A* 0
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in kG-mod erhalten, mit exakter Zeile. Da kG* = kG gilt (nach Satz 1.3.22), und weil
kG projektiv ist und ¢* surjektiv, existiert ein kG-Homomorphismus 6 : kG* — B*, so
dass das Diagramm

kG* =2 kG
0 -
B — o g 0
kommutiert. Wir gehen nun nochmals zu den dualen Moduln iiber und erhalten v =
0*. O

Korollar 4.10. Jeder (endlich erzeugte) injektive kG-Modul ist projektiv und jeder (end-
lich erzeugte) projektive kG-Modul ist injektiv.

Ubung: Beweis von Korollar 4.10. Hinweise:
1.) der duale eines projektiven Modul ist injektiv (und umgekehrt),
2.) der duale eines projektiven Moduls ist projektiv.

4.3 Restriktion und Induktion

Wir betrachten hier die Funktoren Restriktion und Induktion (aus Abschnitt 3.5). Diese
beiden Funktoren werden immer wieder benutzt in der Theorie der Darstellungen von
Gruppen und in der Cohomologie. Durch die Frobenius-Reziprozitit (Satz 3.28) sind die
beiden Funktoren verbunden.

Notation. Sei H eine Untergruppe von G, A € kG-mod, B € kH-mod. Wir schreiben
oft Ind$ fiir den Funktor B — B1¢ = kG @,y B und Res% fiir den Funktor A — Al .

Die Frobenius-Reziprozitéit sagt dann: die Abbildung ®(5)(g®b) = g(8(b)) gibt einen
natiirlichen Isomorphismus

® : Homgy (B, Aly) — Homye(B1C, A)
(dabeiist g€ G, b€ Bund f: B — Aly).

Bemerkung. (1) Die beiden Funktoren Ind% und Res$ sind exakt. Ersterer, da mit kG
tensoriert wird und kG ein freier (also insbesondere projektiver und also flacher) rechts-
kH-Modul ist. (kG ist freier kH-Modul: das ist die Aussage von Lemma 3.16).

(2) Der Modul kG kann als induzierter Modul gesehen werden: kG = k1, wobei & als
der triviale k()-Modul aufgefasst wird (wobei () die triviale Untegruppe von G ist).

Wir haben im Beweis von Korollar 3.21 gezeigt, dass fiir einen projektiven kG-Modul
P auch P ® M projektiv ist fiir jeden Modul M € kG-mod.

Notation. Gilt fir L € kG-mod, dass L = M & P fir kG-Moduln M, P, wobei P
projektiv ist, so schreiben wir L = M @ (proj).
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Satz 4.11. Sei M € kG-mod. Ist M @ M = M @ (proj) und M selbst nicht projektiv,
dann ist M = k & (proj).

Beweis. [C, Theorem 3.5]. O

4.4 Projektive Auflésungen und Cohomologie

Definition. 1) Ein projektive Hiille oder projektive Decke eines Moduls M ist ein pro-

jektiver Modul Py, zusammen mit einem surjektiven Homomorphismus P, S M , der
0

folgende Eigenschaften hat: ist () — M ein Homomorphismus mit () projektiv, dann

existiert ein injektiver Homomorphismus P, < Q, so dass € = bo.
2) Eine injektiven Hiille von M ist ein injektiver Modul 7j; und ein injektiver Homo-

morphismus M < I/, so dass fiir jede injektive Abbildung M < N mit N injektiv eine
injektive Abbildung I); <> N existiert mit ve’ = ..

Die injektive Hiille eines Moduls ist, kurz gesagt, der kleinste injektive Modul der den
gegeben Modul enthilt (Begriff geht zuriick auf Eckmann und Schopf, 1953).

Py—=M (kommutierende Diagramme) M~ Ty
o )
S, Jo
v / [1/ Jv
Q N

Bemerkung. Im Fall von kG-mod sind projektive Moduln auch injektiv und injektive
Moduln auch projektiv. Damit (und mit Abschnitt 1.8 ein Modul P ist projektiv genau
dann wenn, jede kurze exakte Folge mit P an dritter Stelle zerfallt. Und ein Modul I ist
injektiv genau dann, wenn jede kurze exakte Folge mit I an erster Stelle zerféllt) kann
man folgern, dass Py, ein direkter Summand ist von jedem andern projektiven Modul, der
auf M abbildet und I, ein direkter Summand ist von jedem andern injektiven Modul, in
den M sich einbetten ldsst:

Py~ M Py injektiv M Ty
Q Iy projektiv N

Esist mo = 1p,,,i.e. Q = Pyy ® Q" und 7v = 1;,,, i.e. N = Iy & N’ (fiir Moduln @’ und
N’ in kG-mod).

Man kann mit Hilfe des Beweis vom néchsten Resultat sehen, dass jeder Homomor-
phismus ¢ : Py — @ mit € = 0o injektiv sein muss. Analog ist jedes 7 : Q — Pj; mit
em = 6 surjektiv.

Ist Py o M eine projektive Hiille von M, so existiert kein echter projektiver Unter-
modul von P, der surjektiv auf M abbildet. Falls projektive Hiillen existieren, so sind
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sie eindeutig bis auf Isomorphie. (Man kann zeigen: injektive Hiillen existieren und sie
sind eindeutig bis auf Isomorphie)

Satz 4.12. Sei M in kG-mod. Dann hat M eine projektive Hiille.

Der einfachste Weg wiire, die Tatsache zu benutzen, dass jeder Modul in kG-mod eine
injektive Hiille hat. Der duale Modul zur injektiven Hiille von M* tut’s dann.

Beweis. Sei Py ein projektiver Modul in kG-mod von minimaler Dimension, so dass eine

surjektive Abbildung Py, = M existiert (ein solches Py existiert, da M Quotient ist eines
freien Moduls von endlichem Rang). Wir nehmen an, ) und € seien gegeben wie in der
obigen Definition. Da Py; und @) projektiv sind, haben wir das kommutierende Diagramm

T

A

M

Py Q

Wir betrachten ¢ := 70 : Pyy — Py
1 ist ein Automorphismus: da P, endlich-dimensional ist, konnen wir schreiben P =
ker ¢)™ @ im 9™ fiir ein n, das geniigend gross ist (Fitting’s Lemma)

Also ist das Bild im"™ projektiv (als direkter Summand von Pps). Ausserdem ist
go Y™ = ¢, da das Diagramm kommutiert. Wegen der Minimalitdt muss dann ker ¢™ = 0
sein, v ist also ein Automorphismus. Daher ist ¢ injektiv. O

€ 0
Lemma 4.13 (Lemma von Schanuel). Seien P — M und QQ — M zwei surjektive Ho-
momorphismen, P und () projektiv. Dann ist kere ® Q) = ker 0 & P.

Beweis. Wir haben folgendes kommutative Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten

0 0
ker 0 ker 0
0 kere B Q 0
0
0 ker e P — M 0
0 0

wobei B = {(p,q) € P® Q | (p) = 0(q)} das Pullback ist von # und . Man soll
sich iiberlegen, wie alle Abbildungen aussehen. Da P und @ projektiv sind, zerfallen die
mittlere Reihe und Spalte, d.h. B = ker § @ P und B = kere @ ). (Damit ist auch direkt
angegeben, welcher Modul ker 8 @ P = kere @ (@ ist). 0
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Notation. Sei M € kG-mod. Ist
87L+1 8n an71 €
— P, =P, —...—FP—M-=—0,

eine (augmentierte) projektive Auflésung von M und

9 anfl on an+1
O—=>M-—1Iy— - —1_qo)y—1,— ...,

eine (augmentierte) injektive Auflosung von M, so schreiben wir zur Abkiirzung P, S M
0
bzw. M — I,.

Definition. 1.) Eine minimale projektive Auflésung von M ist eine projektive Auflosung
P, — M, mit der Eigenschaft, dass es fiir jede projektive Auflésung ), — M von M eine

injektive Kettenabbildung pu, : (P S M ) — (Q+ — M), und eine surjektive Kettenab-
bildung !, : (Q. - M) — (P S M) gibt, so dass p, und g, die Identitdt M — M
hochheben.

2.) Eine minimale injektive Aufliésung von M ist eine injektive Auflosung M i> I, mit
der Eigenschaft, dass fiir jede weitere injektive Auflosung M < J, von M eine injektive

Kettenabbildung v, : (M < I.) - (M < J.), und eine surjektive Kettenabbildung
vo (M — J,) = (M R I,) existieren, so dass v, und v/, die Identitét von M fortsetzen.

Nach Satz 4.12 existieren minimale projektive Auflosungen: Man konstruiert sie wie

folgt. Sei Py 5 M eine projektive Hiille von M, P; — ker ¢ eine projektive Hiille von ker ¢,
etc. Minimale injektive Auflosungen erhélt man analog, indem man sukzessive injektive
Hiillen konstruiert. Damit hat man das folgende Resultat:

Satz 4.14. Ist M € kG-mod, dann besitzt M eine minimale projektive und eine minimale
injektive Auflosung.

Bemerkung. Sei P, — M und Q, — M zwei projektive Auflosungen von M, erstere
minimal. Nach Definition ist dann fiir jedes n der Modul P, ein direkter Summand von

an man hat /J,;L/J,n = 1pn.

Definition. Sei P, S+ M eine minimale projektive Auflosung und M — I, eine minimale
injektive Auflésung von M. Dann definieren wir fiir n > 0

0" (M) :=ker 0,1 = im0, = coim d,, = cok O, 41
(mit ker 0y := ker€). Zur Abkiirzung schreiben wir Q(M) fiir Q'(M). Ausserdem sei
Q"(M) := cok 9" = coim 9" = im 9" = ker "

(mit cok &" := cok ). Und
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P, P B = M 0
N T N
O (M) Q(M)
[ i i
0 QM) ——1, o I o L
Q=1 (Q(M)) Q~2(Q(M))

(In der obersten Zeile stehe eine minimale projektive Auflosung P, “ M von M und in
der dritten Zeile eine minimale injektive Auflésung 6: Q(M) — I, von Q(M).)

Bemerkung. Es gilt M = Q%(M) & (proj): man betrachtet folgendes Diagramm:

QM)— Py = Pyy —=—> M

A
ey
iy

QM) Iy —"=Q0(M)

wobei Iy die injektive Hiille von Q(M) ist und P, die projektive Hiille von M. (Py; ist
das Pullback vom Paar (1,p), siehe Abschnitt 2.6). Man erhdlt: poi = 15 und dann
poi = lgo (beachte: es ist ¢ = Ppi = pirh und da 1 surjektiv ist, folgt, dass pi die
Identisit auf Q(M) ist.

Nach dem Lemma von Schanuel (Lemma 4.13) sind die Moduln Q" (M) (bis auf Iso-
morphie) wohldefiniert. Wenn wir die Voraussetzung “minimal” in der Definition von
O"(M) weglassen, erhalten wir Moduln von der Form 2"(M) & (proj).

Sind P, — M eine minimale projektive Auflésung und M < I, eine minimale injektive
Auflésung von M, so kénnen wir sie zu einer minimalen vollstandigen Auflésung von M
zusammenkleben:

4! Pp—2 . p | 0 P
/ :\ /g \ )/
M

(M) M 0~

9 —> ...

Py
\
Ql

wobei P_, := I_,_1) sei und d_,, := 0" fiir n > 0, und 9y := O e.
Die Moduln 2"(M) haben folgende Eigenschaften:

Lemma 4.15. Seien M, N € kG-mod, H C G eine Untergruppe, L. € kH-mod und
n,m € Z. Dann gelten:

(i) Q" (proj) =0,
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(ii) Q"(M) hat keine projektiven Untermoduln # 0,
(iii) (M & N) = Q*(M) & Q"(N),
(iv) Q*(M)* = Q7" (M"),
(v) Q(Q(M)) = Q (M),
(vi) Q" (M) @ Q™(N) = Q™" (M @ N) & (proj),
(vii) Q" (M) = Q"(Mly) @ (proj),
(viii) Q"(L)1¢ = Q"(L19) @ (proj).

Wegen (iv) (fiir n > 0) und der Definition von QY kénnen wir annehmen, dass m und
n positive Zahlen sind.

Beweis. Dies ist Proposition 4.4 in [C].

(i) und (ii) sind klar. (iii) folgt aus (ii) zusammen mit Schanuels Lemma (Lemma 4.13),
(iv) gilt wegen der Dualitdt. (v) folgt, indem man eine minimale projektive Auflésung
von M zu einer minimalen projektiven Auflosung von Q™ (M) verkiirzt. (vii) und (viii)
folgen, da Restriktion einer minimalen projektiven Auflésung von M eine (nicht unbedingt
minimale) projektive Auflésung des eingeschréankten Moduls M|, bringt und da fiir eine

0 1260
minimale projektive Auflésung @), — L von L wir mit kG Qrg Q. % kG @y L = IA°
eine projektive Auflésung von L1G erhalten (die ebenso nicht unbedingt minimal ist).
(vi) braucht etwas mehr. O

Die Eigenschaften von 2" sind also oft beschrieben bis auf direkte Summe mit projek-
tiven Moduln. Damit kommen wir zum néchsten Abschnitt - der stabilen Modulkategorie.
Dies fiihrt dann zu triangulierten Kategorien.

Vorher zur Erinnerung: ist M in kG-mod und P, — M eine projektive Auflésung von
M, so kénnen wir Homyg(—, N) auf P, anwenden. Dies gibt den Komplex

0— Homkg(Po,N) — HomkG(Pl,N) — ...
Der Funktor Ext . misst die Exaktheit dieser Folge, i.e.
Extpo(M,N) = H"(Homyg(Px, N)) .

Definition. Die Cohomologie von G mit Koeffizienten in N ist der Spezialfall M = k
(der triviale kG-Modul). Man schreibt

H™(G,N) := Ext?(k, N) .
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Aus Teil 1 wissen wir, dass der Ext-Funktor nicht von der Wahl der projektiven
Auflosung abhéngt. Ausserdem ist

Extpo(M,N) = H"(Homys(M, L)),

wobei N < I, eine injektive Auflésung von N ist (dem Modul im zweiten Argument). Es
gibt also zwei Moglichkeiten: entweder benutzt man eine injektive Auflosung des Moduls
im zweiten Argument und nimmt die Cohomologiegruppen der Homy (M, I,,) (kovarianter
Hom-Funktor) oder man nimmt eine projektive Auflosung des Moduls im ersten Argument
und die Cohomologiegruppen der Homyg(P,, N) (kontravarianter Hom-Funktor). Dies
wurde im Abschnitt 2.6 besprochen.
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Kapitel 5

Triangulierte Kategorien

5.1 Stabile Kategorie

Es gibt gewisse natiirliche Rahmen, in die man Cohomologietheorien stellen kann. Z.B.
verschiedene derivierte Kategorien. Wir benutzen hier die stabile (Modul-) Kategorie. Sie
hat den Vorteil, dass sie sehr dhnlich ist wie die Modulkategorie.

Vor der Definition der stabilen Kategorie noch eine wichtige Beobachtung:

Notation. Man sagt, die Abbildung M = N faktorisiert durch einen projektiven Modul,
falls ein projektiver Modul P existiert und Abbildungen € : M — P, : P — N, so dass

a =1e ist:
a N
j2

Lemma 5.1. Faktorisiert die Abbildung M -~ N durch einen projektiven Modul, so
faktorisiert sie durch jede injektive Abbildung von M in einen projektiven Modul und
auch durch jede surjektive Abbildung eines projektiven Moduls auf N .

P O3 o Q2

Beweis. Proposition 4.6 in [C]. O

M

Definition. Wir bezeichnen mit kG-mod die Kategorie aller endlich erzeugten links
kG-Moduln modulo projektiven, genannt die stabile Kategorie. Die Objekte von kG-
mod sind dieselben wie die Objekte von kG-mod. Sind M und N in kG-mod, so sei
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PHomyg(M, N) C Homgg(M, N) der Unterraum aller kG-Modulhomomorphismen, die
durch projektive Moduln faktorisieren. Dann definieren wir

Hom, (M, N) := Homgg—moa(M, N) := Homye(M, N)/ PHomq(M, N)

Man kann iiberpriifen, dass kG-mod eine Kategorie ist. Wir haben dann den natiirli-
chen Funktor kG-mod — kG-mod, der auf den Objekten die Identitdt ist und der
Morphismen auf die Nebenklassen modulo der entsprechenden P Homyg-Unterrdumen
projiziert.

Man hat in dieser Notation

Satz 5.2. Seien M, N in kG-mod. Dann ist
Extq(M, N) = Hom, (92" (M), N)
fiir jedes n > 0.
Beweis. Das ist Theorem 4.5 (ii) in [C]. O

Notation. Seien P, und @, nicht-negative Komplexe von Moduln (i.e. P, = @,, = 0 fiir
alle n < 0) mit Derivationen 8 und 9%. Sind p. und v, zwei Kettenabbildungen von P,
nach @), so sagt man, u, und v, sind homotop in positiven Graden, falls eine Homotopie
s; + P, — Q41 existiert, so dass

Wi — Vi = 8;—190 @P + 8&1 0 S; fir alle 7 > 0.

O ar

Pita B — P

S: .
Hit1f[Vi4+1 ’ Hi| Vi Hi—1| Vi—1

o7 o2

Qit1 = Qi - Qi1
_ Wir schreiben C(P.,Q,) fiir die Klasse der Kettenabbildungen v, : P, — @, unter der
Aquivalenzrelation der Homotopie in positiven Graden.

€ 0
Lemma 5.3. Sind P, - M und Q, — N projektive Auflosungen der Module M, N
€ kG-mod, so existiert fiir jedes n € Z natiirliche Isomorphismen

HO_mkG(M, N)=C(P,Q.) = I—IO—Ir”gG(Qn(M)? Q"(N)).

Beweis. Wir erkléaren, wie man die Abbildungen konstruiert. Ohne Einschrankung sei
n > 0.

(Fiir die andern Fille: Hom, (M, N) = Hom, (Q°(M), Q°(N)) ist klar.)
Hom,,(Q"(M),Q"(N)) = Hom, (" (M*)*, Q" (N*)*) nach Lemma 4.15. Und dies ist
Hom, (Q*(N*), Q" (M*)) nach Korollar 3.20. Hat man die Behauptung fiir positive n,
so ist dies gerade Homy.(N*, M*) und nach Korollar 3.20 ist das Hom, (M, N) wie
gewtiinscht. )
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A)

“Homy (M, N) = C(P., Q.)":

Sei £ € Homy (M, N). Dann kann jeder Reprisentant o € Homyg (M, N) von £ zu
einer Kettenabbildung pu, : P, — @, hochgehoben werden. Ist f € Homyg(M, N)
ein anderer Reprisentant von &, so faktorisiert die Differenz @ — 8 durch einen
projektiven Modul. Sei v, : P, — @, eine Hochhebung von . Wir haben dann ein
kommutatives Diagramm

af

P B, £ M 0
p1—v1 1no—10 a—pf
oy
1 Qo —* N 0

Da a — 8 durch einen projektiven Modul faktorisiert, faktorisiert diese Abbildung
durch @ (nach Lemma 5.1). Also kénnen wir schreiben 6 o s_y = a — § (fiir eine
Abbildung s_1 : M — p). Wegen der Kommutativitdt des Diagramms erhalten
wir 0 o (g — vy — 5_1€) = 0, also ist im(pg — v — 5_1 €) in ker § = im A9 enthalten.
Da P, projektiv ist, faktorisiert pug — 9 — s_y o € durch @)y, sagen wir

,uo—l/ozs_loz-:—l—a?oso.

fiir ein s¢ : Py — Q1.

of c
P B M 0
S0 S—1
1 —v1 o —vo a—p
8Q
o e Qy—L—= N 0

Wir kénnen das Verfahren so fortsetzen, indem wir die Projektivitiat der P, und die
Exaktheit der unteren Zeile ausnutzen. Damit erhalten wir s, : P, — ()41 mit

Iy — Up = Sp_1 005 +0§+1 oS,
fiir n > 0. Also haben wir eine Abbildung Hom, (M, N) — C(P;, Q.) konstruiert.
“C(Py, Qx) — Homy (2" (M), "(N))”:

Sei v € C(P,,Q,). Dann lédsst sich jede Kettenabbildung u. : P, — Q., die v
repréasentiert, einschranken zu Abbildungen

Q"(M) @ (proj) = ker 92", "= Ker % | = Q"(N) @ (proj) .

Ist v, : P, — @, ein weiterer Repréisentant von v, so sind p, und v, homotop in
positiven Graden. L.e. p, 1 — v, 1 =8, 200+ 0o s, 1 fiir n > 1. Also faktorisiert
die Differenz der Einschrédnkungen u,_, —v),_; = 0 o s,,1 durch den projektiven
Modul @,,. Das gibt eine Abbildung C(P,, Q«) — Hom,(Q"(M),Q"(N)) fir n > 1.
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C) “Homyq(2"(M),Q"(N)) — Hom, (M, N)":

In &hnlicher Weise (wie im Teil B)) kann man Hom, ,(Q™"(M), Q"(N)) abbilden auf
die Menge der Homotopieklassen in negativen Graden von einer beliebigen injektiven
Auflésung von 2"(M) in eine beliebige injektive Auflosung von Q" (N). Diese wieder-
um wird abgebildet auf Hom, (=™ (Q™(M)), Q=™ (Q™(N)) fur m > 1 nach Teil B).
Ist insbesondere m = n, so haben wir Q~"(Q"(M)) = M und Q"(Q"(N)) =2 N in
kG-mod. Damit haben wir eine Abbildung Hom, (2" (M), Q2" (N)) — Hom, (M, N).

O

Lemma 5.4. Sei M = N ein Morphismus in kG-mod. Dann existieren projektive Mo-
duln P, QQ und Moduln L, L' in kG-mod, so dass man exakte Folgen

0-MANEQLIL -0 und 0L S5MaPS N0

hat mit pryoa’ = a” |yy=a mod PHomyg(M, N), wobei pry die Projektion auf N sei.
Wir kénnen ausserdem annehmen, dass L = Q(L") @ (proj) ist.

Beweis. Sei ker o — @ eine injektive Hiille von ker a. Wir haben also ein kommutatives
Diagramm
ker a—— M
0

Q

Da die Abbildung o' := (3): M — N @ @Q injektiv ist, erhalten wir eine kurze exakte
Folge
0-MEB3NeQSL —0
mit L' := cok /.
Sei P — L’ eine projektive Hiille von L’. Dann haben wir folgendes kommutierende
Diagramm mit exakten Zeilen:

0 QL) —L—rp L 0
P
0 M—Y%N&Q—IL—-0,

die Abbildung v existiert wegen der Projektivitdt von P’ und ¢ ist induziert durch 2.
Also haben wir eine Folge
§
1

0= QL) S MaP Y NeQ—0, (5.1)
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die exakt ist (wie man nachpriifen kann - Ubung!).

Nun spalten wir den projektiven Modul ) ab. Das bedeutet, dass wir allenfalls einen
projektiven Summanden von M abspalten miissen (und damit entsprechend P’ ersetzen
durch P!). Um M wieder zu erhalten, fiigen wir diesen projektiven Summanden zu Q(L’)
hinzu, also L = Q(L’) & (proj). O

Ubung: die Folge (5.1) ist exakt.

Lemma 5.5. Seien C, und D, nicht-negative Kettenkomplexe und p, : C, — D, eine
Kettenabbildung. Dann existiert ein total zerfallender, nicht-negativer Kettenkomplex D,
von projektiven Moduln und eine Kettenabbildung p, - C, — D.,, so dass die Abbildung

<“7) .C, = D, @D,
injektiv ist.
Beweis. Das ist Lemma 5.4 in [C]. O

Bemerkung. Lemma 5.5 gibt es in verschiedenen Variationen. Unter denselben Vorausset-
zungen gibt es beispielsweise einen total zerfallenden Komplex C’, von projektiven Moduln
und eine Kettenabbildung ., : C, — D,, so dass

(ps 1) : Cu ® CL — D,
surjektiv ist. (Man muss hier allenfalls C” | = 0 ergénzen).
Beweis. Ubung. O

Lemma 5.6. Die Isomorphieklassen von 3, v und L (und L) in kG-mod aus Lemma 5.4
sind eindeutig bestimmt durch die Klasse von o € kG-mod.

Beweis. Proposition 5.5 [C]. O

Bemerkung. Die Kategorie kG-mod ist abelsch, die stabile Modulkategorie kG-mod je-
doch nicht: Kerne und Cokerne existieren i.a. nicht. Anstelle der Existenz von Kernen
und Cokernen haben wir die Tatsache, das fiir jede Abbildung in £G-mod ein eindeutig
definiertes Objekt (bis auf Isomorphie), das in einem Dreieck (mit Morphismen) das dritte
Objekt ist. Dank dieser Eigenschaft ist £G-mod eine sogenannte triangulierte Kategorie.

5.2 Triangulierte Kategorien

Die stabile Modulkategorie ist ein guter Rahmen fiir Cohomologie. Um kG-mod besser
zu verstehen, fithren wir hier triangulierte Kategorien ein. Fiir Details: zum Beispiel das
Buch [H] von Happel oder [W] von Weibel. Triangulierte Kategorien wurden von Verdier
1963 eingefiihrt (Cohomologie Etale, P. Deligne, Lecture Notes in Mathematics 569, 1977,
Seiten 262-311)

95



Notation. 1) Sei C eine additive Kategorie und 7 ein Automorphismus von C. T heisst
der Verschiebungsfunktor.

2) Ein Dreieck in C, kurz A, ist ein 6-Tupel (U, V, W, «, 3,7) von der Form
vSvEAwWSTU
Ein Dreieck wird auch folgendermassen geschrieben:

7N

wobei der Punkt e hilft, sich zu erinnern, dass v nach TU geht (in der Literatur wird das
meist ohne e geschrieben- manchmal steht auch +1)!

U

3) Ein Morphismus zwischen Dreiecken U =5V LW A TU und UT S V7 w2 TU
ist ein Tripel von Abbildungen (f, g, h), so dass folgendes Diagramm kommutiert:

U—sv_—L w2 gU
fl gl hl Tfl
vy Ly T

Sind die Abbildungen f, g, h Isomorphismen in C, so sagt man, der Morphismus ist ein
Isomorphismus von Dreicken.

Bemerkung. Es gibt auch sogenannte ausgezeichnete Dreiecke (distinguished triangles).
Wir werden diese am Beispiel der Homotopie-Kategorie definieren, cf. Abschnitt 5.4. Die
Definition einer triangulierten Kategorie mittels einer Kollektion von Dreiecken und den
Axiomen (TR1) bis (TR4) (sie Definition hier unten) wird oft alternativ dazu mittels
ausgezeichneten Dreiecken (fiir die Kollektion von Dreiecken) und den Axiomen (TR1’)
bis (TR4’) (wie in Satz 5.12) durchgefiihrt. Beide Definitionen sind dquivalent!

Definition. Eine triangulierte Kategorie ist eine additive Kategorie C zusammen mit
einem Verschiebungsfunktor 7" und einer Kollektion von Dreiecken, die folgende Axiome
erfiillen.

(TR1) Jedes 6-Tupel, das isomorph ist zu einem Dreieck ist ein Dreieck. Jeder Morphismus
a : U — V kann in einen eindeutig bestimmtes Dreieck (U, V, W, «, 3, v) eingebettet
werden. Das 6-Tupel (U, U, 0,1idy, 0,0) ist ein Dreieck.

0 Ow
U

idg,

U
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(TR2) (Rotation) Ist (U, V, W, «a, 3,7) ein Dreieck, so sind auch (V, W, TU, 3,7, —T a) und
(T'W,U,V,—T 'y, «, B) Dreiecke.

|44
N
U

«

Vv V

TU
7N TN
W 7w

(TR3) Seien (U, V,W,«,3,v) und (U, V', W' o/, p',~") zwei Dreiecke und f : U — U’,
g : V. — V' Morphismen, so dass /f = ga. Dann existiert ein Morphismus A :
W — W’ so dass f'g = hfg und v'h = T f o ~y. (Das Tripel (f,g,h) ist also ein
Morphismus von Dreiecken).

e U
I . A
’ ’ A ’

v v Low 2 Tu

(TR4) (Oktaeder-Axiom) Hat man Dreiecke (U, V, W, «, 8,7), (V, W', U’, u,v,0) und
(U W' V' na, T, p), so existiert ein Dreieck (W, V', U’, f, g, T 080), so dass g7 = v,
pf =, fB=7pund Taop=~0yg.
Mit andern Worten: das folgende Diagramm kommutiert und die dritte Spalte ist
ein Dreieck:

U—2sv—"ow 27U

s

U—"W ——=V —>TU
v r

/ 9 / V/

VU ——U

lp 0 lTﬁoe

TU Lo v L TWw

(dabei ist die Abbildung 73 o 6 durch die Daten gegeben - die Existenz von f und
g wird verlangt).

Alternativ dazu kann man das Oktaeder-Axiom folgendermassen darstellen:
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oder so: /\

mit kommutativen Dreiecken und Quadraten wie bisher.

Am letzten Bild kann man sich vorstellen, warum das Axiom nach dem Oktaeder benannt
ist: wenn wir U mit TU identifizieren, V mit TV etc., so erhalten wir ein Diagramm, das
wie ein Oktaeder aussieht!. Vier der Seiten sind Dreiecke. Das Axiom 4 sagt, dass je zwei

Pfade mit selbem Start und Ende gleich sind.

Man kann sich das Oktaeder auch am ersten Bild vorstellen: Wenn man das mittlere

obere Quadrat
v——ew

b

W/;'V/

"'Wir haben 7 gegen innen begrenzte Dreiecke und eins durch die drei #usseren Kanten
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nimmt und die Dreicke links und rechts davon runterklappt, so erhélt man eine umgekehrte
vierseitige Pyramide mit U als Spitze (unten). Klappt man die zwei Dreiecke

A
AN

TV TW

unterhalb des Quadrates hoch und klebt die unterste Seite davon an V' — W, so erhélt
man eine Pyramide mit Spitze U’.

Bemerkung. Ist A eine abelsche Kategorie, so ist die beschrénkte derivierte Kategorie
Db(A) der beschrinkten Komplexe iiber A eine triangulierte Kategorie. Sei A die Kate-
gorie A-mod der endlich erzeugten links- A-Moduln (A eine endlich-dimensionale Algebra
iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k). In diesem Fall kann die Kategorie
D'(A) := D°(A-mod) mit einer gewissen Homotopiekategorie identifiziert werden. Dazu
kommen wir ev. spéter.

Satz 5.7. Die stabile Modulkategorie kG-mod ist eine triangulierte Kategorie mit Ver-
schiebungsfunktor T = QY. Das 6-Tupel (U,V,W,a, 3,7) ist ein Dreieck genau dann,
wenn es exakte Folgen

0—>Ui>V@(proj)£>W—>0

und

0=V L wa (pro) 25 QNU) — 0

gibt in kG-mod, so dass [o/] gleich a ist?, [3'] = [8"] = 8 und ['] = 7.

Beweis. Axiom 1 folgt mit Lemmata 5.4 und 5.6. Axiom 2 ist auch eine Folge von Lem-
ma 5.4. Axiom 3 folgt aus den Definitionen. Axiom 4: ist mithsam, nachzupriifen. Exem-
plarisch betrachten wir einen Spezialfall. Sei AC BC Cund U = A,V = B, W = B/A,
W'=C,V'=C/A, U = C/B. Dann haben wir ein kommutatives Diagramm mit exakten

2[o/] ist die Klasse von o’ in kG-mod
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Spalten und Zeilen

0 0
0 A B B/A 0
0 A C C/A 0
C/B——C/B
0 0
Das Axiom sagt dann C'//B = (C/A)/(B/A). Diese Aussage wird oft der dritte Isomor-
phiesatz genannt. ]

Nun noch ein paar Eigenschaften der stabilen Modulkategorie, als triangulierte Kate-
gorie gesehen:

Lemma 5.8. Ist (U, V,W,«,3,v) ein Dreieck in kG-mod und M aus kG-mod, so ist
UM,VeMWM,a®,,,,8&1y,y® 1) ein Dreieck in kG-mod.

Beweis. Die Aussage folgt, da fiir einen projektive Moduln P in kG-mod und jedes
M € kG-mod das Tensorprodukt auch projektiv ist, cf. Korollar 3.21 und mit Lemma
4.15 (vi) und der Definition von Dreiecken in Satz 5.7. O

Lemma 5.9. Ist (U, V,W,«, 8,7) ein Dreieck in kG-mod und M in kG-mod, so gibt es
lange exakte Folgen

Hom, (M, U) —*~ Hom, (M, V') —=> Homy (M, W) — (5.2)

— Extj(M, U) —— Extj (M, V) —— Extj (M, W)

—— Ext} (M, U)

und
Hom, ;(W, M) —~ Hom, ,(V, M) =~ Hom, ,(U, M) —

s Excth (W, M) —— Excth(V, M) —— Exthg (U, M)

- EthG<W7 M)
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(keine Nullen links!)

Beweis. Nach Satz 5.2 und Lemma 5.3 haben wir Isomorphismen
Extpo(M,U) = Hom,o(M,Q7™(U)) und Exti (W, M) = Hom,,(QQ"(W), M). Wir
zeigen die Existenz der langen exakten Folge

Q2(7)«

29 Hom, (M, Q(U)) 22

Homy. (M, (V) —2% Homy (M, QW) —

Q) B

Qs

HO—mkG(M> U) HO—mkG(M> V) HO_mkG(Ma W)

— " Homy (M, 0 (U) == Homy (M, Q71(V)) —— 2

die die erste Folge (Folge 5.2) oben nach links erweitert.
Nach Axiom 2 geniigt es, zu zeigen, dass

Q Q

Hom, (M, 27"(U)) =8 Hom, (M, 27"(V)) 5" Hom, (M, 2~"(W))

exakt ist. Es ist im Q7" (a), C ker Q7"(5).. Sei ¢ ein Element vom Kern ker Q7" (5).. Die
Zeilen des folgenden Diagramms definieren Dreiecke

_"dﬂnfl(M)

(M) —— 0 —— Q=1 (M) Q=1 (M)

m(c)l L lml(c)
—0-(a)

v— w0y Q-Y(V)

Nach Axiom 3 existiert ein v : Q" }(M) — Q" HU) mit Q7 (a) ov = Q"71((). Also ist
C=Q"(a)o Q" (v) € imQ ™ (a),.
Die Exaktheit der zweiten Folge kann man dual zeigen. O

Korollar 5.10. Ist (U,V,W, «, 3,7) ein Dreieck in kG-mod, so ist U W =V @ (proj)
in kG-mod.

Beweis. Man muss zeigen, dass die kurze exakte Folge
0—>Ui/>V@(proj)i>W—>0

aus Satz 5.7 zerfillt. Die entsprechende lange exakte Folge der Cohomologie sieht wie folgt
aus:

. —— Homy(W, V @ (proj)) — Homye(W, W)~ Ext! (W, U) ——

o

Extyo(W,V @ (proj)) ———— ...
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Die Zusammensetzung der Abbildung o/, mit dem kanonischen Isomorphismus Ext;. (W, V&

(proj))) = Extyo(W, V) ist der Morphismus, der in der ersten der beiden langen exakten
Folge (5.2) in Lemma 5.9 auftritt im Fall M = W. Lemma 5.9 zeigt fiir y = 0und M = W,
dass o, injektiv ist. Also 6 = 0 und [ ist surjektiv. Dann ist § € Homyq(W, V @ (proj))
mit idy = [ 0 § = B0 die gesuchte Abbildung fiir die Zerfallung. O

Bemerkung. Man konnte hier das sogenannte “cup-Produkt” der Gruppencohomologie de-
finieren und diskutieren. Dies wird vermutlich in der Vorlesung Cohomologie der Gruppen
im Friihlingssemester 2009 eingefiihrt.

5.3 Beispiele von triangulierten Kategorien

Wir betrachten hier die Homotopiekategorie als Beispiel einer triangulierten Kategorie.
Ziel ist, danach die derivierte Kategorie anzuschauen und dann auch, wenn méglich, die
Definition der Cluster Kategorien. (Als Referenz fiir die Homotopiekategorie etc. kann
man [KS] betrachten).

Sei A eine endlich dimensionale Algebra iiber k¥ = k und A-mod die Kategorie der
endlich erzeugten links A-Moduln.

Zur Erinnerung: ein Komplex X oder X*® von A-Moduln ist eine Sammlung von Mor-
phismen d% (oder einfach dx) und Moduln

21—

dnt dn
coe XU e Xyl

mit d% o dy ! = 0. Man sagt, dass X*® beschriinkt ist, falls X" = 0 ist fiir |n| >> 0.
Dann sei C(A) die (additive) Kategorie der Komplexe von A-Moduln® und C’(4) die
Kategorie der beschriankten Komplexe von A-Moduln. (Und C*(A) die Kategorie der
von unten beschrankten Komplexe von A-Moduln, i.e. die links beschrinkten Komplexe,
C~(A) die Kategorie der von oben (i.e. rechts) beschrinkten Komplexe von A-Moduln).
Ein Morphismus zwischen X*® und Y* ist eine Kettenabbildung f°® : X* — Y*°, so dass
alle Diagramme kommutieren, i.e. fiir jedes n ist dit o f" = f"* o d%:

dnfl dn
Xt X o xn Ao x|

lfnl lfn lfn+1
dnfl n

gt e A VR s v N

Die Modulkategorie ist eine volle Unterkategorie von C(A) - man betrachtet jeden
Modul als Komplex, der im Grad 0 konzentriert ist (“stalk complex in degree 0”), die
Einbettung A-mod — C(A) ist durch

Grad 0
X— = 0—- X —0—...

3ist A kommutativ, so ist C(A) eine abelsche Kategorie
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gegeben. Dann kann man den sogenannten Verschiebungsfunktor vom Grad k, [k] : C(A) —
C(A) folgendermassen definieren:

X[E*: (X[R)" = X"
dxpy = (—D)fay™

FIRS® Sl =

Am Beispiel:

v eyt Ty By
I ] |
dyt d%
X* s XL X" xntl
. n—1 dﬁi[ll] n d?(m n+1
X[1] L —= X[1] X[ —E X[ ——
H —d} 1 _d;L(Jrl 9
X[1]* X" Xt X
f[ll'l lf[l}”1 Lf[I]” f[l]"“l=f"+2
—dy . a 9
Y[1]° e yn ynt ynt

Notation. Wir schreiben Ht(X*,Y™®) fiir die nullhomotopen Kettenabbildungen,
Ht(X*,Y*) := {f € Homga)(X*®,Y*) | f ist nullhomotop}

(i.e. es existiert eine Familie s” : X™ — Y™ ! so dass fiir alle n gilt: f* = s"*! o
d% + di o s™). Wir schreiben K (A) fiir die Homotopickategorie, i.e. die Kategorie, deren
Objekte dieselbe wie die Objekte von C(A) sind und mit Morphismen

. re Home ) (X®,Y?)
e

Beispiel A = kQ fiir einen Kocher ()

In Serie 7 der Ubungen war die Algebra der oberen Dreiecksmatrizen in Ms(k) betrachtet
worden, i.e. die Algebra

| a,b,c,d,e, f €k

b

Il
O O Q
O Qo
~S O
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Diese Algebra kann auch mittels eines Kochers definiert werden, dies tun wir hier. A ist
die sogenannte Wege-Algebra des Kochers (), geschrieben k(), wobei () der Kocher

Q- 129 7.3

ist. Mehr zu Kochern (zur Darstellungstheorie von Kéchern) kann man z.B. in den Skripten
von B. Crawley-Boevey ([CB]) oder H. Krause ([K]) finden.

Fiir einen Pfeil v € {«, 5} sei s() der Punkt ist, wo v anfingt (s fiir start) und ¢(7y)
der Punkt, wo v endet (¢ fiir target). Also

s(y) = t(7)

Und z.B. t(¢;) = s(e;) = ¢ und s(a) = 1, t(a) = 2. Die “Multiplikation” in A = kQ ist
gegeben durch Zusammensetzung von Wegen: sind 7, und 7, zwei Pfeile in (), so ist

| Verkniipfung von Pfeilen falls t(y2) = s(71)
=00 sonst.

Also ist z.B. fa der Weg von 1 (iiber 2) nach 3 und af = 0. Ein Weg ist eine Zusammen-
setzung von Pfeilen. Ist v ein Weg (also méglicherweise eine Hintereinanderschaltung von
Pfeilen), so ist s(y) bzw. t(v) der Anfang bzw. das Ende des Weges 7.

Die Algebra A = k(@ hat als Erzeugende €1, €9, €3, «, f und fSa;, i.e.

kQ =< 51,52,83,0&,&,5@ >k

Dabei sei ¢; der triviale Weg am Punkt 1.

Die Relationen sind: e? = ¢; (i = 1,2,3) und ¢;v = v = v¢; fiir i = t(y) und j = s(v)
und ~ einer der Pfeile o, 8 des Kéchers (). Die g; sind also idempotente Elemente von kQ
(sie sind auch orthogonal: €;¢; = 0 fiir i # j). Es gilt 1 = &1 4+ &3 + €.

Bemerkung 5.11. Ein Resultat von P. Gabriel sagt in etwa, dass man jede Algebra A als
Wege-Algebra k(@ eines Kochers Q* auffassen kann.

Als Beispiele: (a) die polynomiale Algebra k[T] wird durch den Ko6cher mit einem
Punkt und einer Schlaufe a beschrieben.
(b) Und die abgeschnittene polynomiale Algebra k[T]/ < T™ > der Polynome in 7" vom
Grad < n durch denselben Kocher, wobei nun das n-malige Durchlaufen der Schlaufe o
gleich Null gesetzt wird. Die Relation ist dann I = o”.

Q: e Do

Unter der Korrespondenz aus Bemerkung 5.11 gehen A-Moduln iiber auf Darstellungen
von @. Eine Darstellung von @) ist gegeben durch einen Vektorraum fiir jeden Punkt von
@ und eine lineare Abbildung fiir jeden Pfeil von (). In unserem Beispiel also durch drei

4gegebenenfalls mit Relationen: A = kQ/I
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Vektorrdume V; und lineare Abbildungen vom ersten in den zweiten, vom zweiten in den
dritten:

(A 7 A 74

Wir wollen C(A) und dann K(A) betrachten. Dazu nehmen wir Komplexe von A-
Moduln. Zuerst geben wir eine vollstéandige Liste der unzerlegharen Darstellungen von @),
i.e. der unzerlegbaren A-Moduln (bis auf Isomorphie). Es gibt 6 Stiick davon, sie sind hier
aufgelistet (links die Abkiirzung, i.e. der Name, den wir der Darstellung geben):

1 | k2020

0—2sk—250
310205k
12 | k4 k250
23 | 0=k 9k
123 | k—ds 4ok

Wir berechnen nun die Morphismen in K (A) zwischen vier verschiedenen Komplexen von
Moduln. Wir wihlen diese so, dass der erste Komplex (von links her), der verschieden
ist von 0, gerade im Grad 0 liegt. Wieder steht links der Namen, den wir dem Komplex
geben:

Grad 0 1
3 — 23 0 36 23 0
23 — 123 0 23¢ 123 0
123 =0 0 123 0 0
23 =0 0 23 0 0

(Die letzten beiden sind also konzentriert in Grad 0).
Dann berechnet man

(a) HOH’IK(A)(?) — 23, 23 — 123) =0
(b) Hompg()(23 — 123,123 50) = 0
(¢) Hompg(y)(23 = 123,23 —50) = &k

Wir schauen hier nur den zweiten Fall an, die andern beiden werden in den Ubungen
gemacht.
(b) Wir schauen uns im Detail die einzelnen Schritte an. Es ist Homyg (23, 123) = k, denn
im Diagramm miissen beide Quadrate kommutieren:

id

9 0— k4 k
oo
123 A L
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Daher miissen die senkrechten Pfeile Multiplikation mit dem gleichen Skalar A € k sein,
sonst kommutiert das zweite Quadrat nicht. Fiir eine injektive Abbildung ist A # 0.

0 _T{ A -123 0
Ol ko u;"""'sl lo
0 123 0 0

0 0

Ist nun f € Home(a)(23 < 123,123 — 0), so ist ¥ =0 fiir k # 0 und f° auch Multiplika-
tion mit einem Skalar, sagen wir p, p1 # 0. Um eine Homotopie zu finden, setzen wir s* = 0
fiir k # 1 und s' = /A Damit ist f nullhomotop, denn f© — 0 ist die Multiplikation mit
p und das ist gleich s' o A = p.

5.4 Der Abbildungskegel

Sei nun wieder A eine endlich dimensionale Algebra, C(A) die Kategorie der Komplexe
von A-Moduln.

Bemerkung. Die Homotopiekategorie ist nicht abelsch (sie hat nicht Kerne und Coker-
ne). Man kann zeigen, dass sie eine triangulierte Kategorie ist. Dazu bendtien wir den
Begriff des Abbildungskegels (Mapping Cone). Der Abbildungskegel ist ein Komplex von
A-Moduln, der einer Kettenabbildung zugeordnet wird.

Zur Erinnerung: ist X = X* mit Differentialen d% ein Komplex von A-Moduln, so ist
der Komplex X[1] definiert durch X[1]" = X"+ und dyy = —d'yt.

Eine Kettenabbildung f € Home(a)(X,Y) ist eine Familie f™ von Abbildungen, so
dass alle Quadrate hier kommutieren:

dnfl dan dn+1
Xt X o xn A xntl X o

lfnl lfn lfn+1
L R AR TR S

Definition. Sei f € Home(a)(X,Y), Der Abbildungskegel M(f) von f ist das folgende
Objekt in C(A):

Y = <an d@)
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Im Diagramm sieht das so aus:

X[ L —= X! IS T NS (U
' A Yn_2? v &yt ¥ dy. v
dy -l o
M) o M) 2 2L () M A () My

Zu der Kettenabbildung f € Homgea)(X,Y) definieren wir auch zwei Morphismen
a(f) und B(f) von Y in den Abbildungskegel M(f) bzw. von M(f) nach X[1].

Definition. Sei M(f) der Abbildungskegel von f € Homg(4)(X,Y). Dann sind o(f) :
Y — M(f) und B(f) : M(f) — X[1] durch

a7 = (440, )

B(f)" = (idxn+1,0)
definiert.

Damit erhalten wir eine Folge von Morphismen

x Loy 2Dy 29 xq
Nun kommen wir zur triangulierten Struktur der Homotopiekategorie K (A). Als Ver-
schiebungsfunktor wihlt man 7 = [1]. Ein Dreieck in K (A) ist also gegeben durch

XS5y 5z xn,

wobei X, Y, Z Komplexe von A-Moduln sind und «, 3, v Kettenabbildungen bis auf
Homotopie.
Und dann zum Begriff der ausgezeichneten Dreiecke:

Definition. Ein Dreieck X — Y — Z — X][1] in K(A) heisst ausgezeichnetes Dreieck;,

falls es isomorph ist zu einem Dreieck X' Iy g 2D [1] fiir einen Morphismus f

in C(A).

Man kann zeigen, dass in der Kategorie K(A) mit dem Verschiebungsfunktor [1] die
modifizierten Axiome (TR1’) bis (TR4’) gelten.
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Satz 5.12. Die ausgezeichneten Dreiecke in K(A) erfillen folgende Axiome:

(TR1’) Jedes Dreieck, das isomorph ist zu einem ausgezeichneten Dreieck ist ausgezeichnet.
Jeder Morphismus X — Y kann in ein ausgezeichnetes Dreieck

X f

Y A X[1]
eingebettet werden. Das Dreieck

idy

X

X 0 X[1]
ausgezeichnet fiir jedes X € Ob(K(A)).

(TR2’) (Rotation)

X f

vy L7 X[
st ein ausgezeichnetes Dreieck genau dann, wenn
y 2oz toxp) Wy
ein ausgezeichnetes Dreieck ist.
(TR3’) (Morphismen) Sind

f I’ g’

X Y’

y —L- 7" x| X' 7 My

ausgezeichnete Dreiecke, so kann jedes kommutative Diagramm

x—t.y

b

X —Y’

in einen® Morphismus von Dreiecken eingebettet werden:

xloy 2oz oxq

lu lv ull]
/ ’ \4 /

X Ly L oy

Snicht unbedingt eindeutigen

108



(TR4’) (Oktaeder-Axiom) Hat man ausgezeichnete Dreiecke

XLy -z x[
Y 47— X Y[l
X% 75y - X[

so existiert ein ausgezeichnetes Dreieck
7' =Y = X' = 7'1],

so dass das folgende Diagramm kommutiert:

x-Loy 7' —— X[1

idx g id x[q

x-Y. 7 Y X[1]
idz f[l

Satz 5.13. Die Zusammensetzung von zwei Morphismen in einem ausgezeichneten Drei-
eck in K(A) ist Null.

Beweis. Sei X LY % 7 5 X[1] ein ausgezeichnetes Dreieck. Nach (TR1’) (fir X y
X) und (TR3’) (Existenz einer Abbildung zu dem Paar (idx, f), die einen Morphismus
zwischen Dreiecken ergibt), gibt es ein kommutatives Diagramm

XX x 0 X[1]

Daraus folgt, dass gf = 0 ist. Die Eigenschaften hg = 0 und f[1]h = 0 folgen dann mit
der Rotation, i.e. mit (TR2’). O
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Kapitel 6

Derivierte Kategorien

Sei K (A) die Homotopiekategorie der Komplexe von A-Moduln (A eine endlich-dimensionale
Algebra). Mittels Lokalisierung einer triangulierten Kategorie bzgl. einer Untermenge der
Objekte kann man die derivierte Kategorie D(A) definieren’.

6.1 Lokalisierung von Kategorien

Sei C eine Kategorie und S eine Familie von Morphismen in C.
Definition. S heisst ein multiplikatives System, falls es die folgenden Axiome erfiillt:
(S1) Fiir jedes X € Ob(C) ist idx in S.

(S2) Fiir jede zwei Elemente f, g von S fiir die die Verkniipfung g o f existiert, ist g o f
auch in S.

(S3) Jedes Diagramm wie links:

Z Z
\Lg g

mit g € S kann zu einem kommutativen Diagramm (links)

W o -7 W e 7
? A
‘h lg ‘h Tg
Y f :
X—Y X<f—Y

mit h € S ergénzt werden. Dasselbe gilt mit den umgekehrten Pfeilen (Diagramme
rechts).

man kann dies allgemeiner fiir K(A) durchfithren, wobei A eine abelsche Kategorie ist
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(S4) Fiir f, g € Home(X,Y) sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
(i)dt:Y =Y te S sodasstof=tog
(ii)Is: X' — X,s€S,s0dass fos=gos.

X/
X f.9 v aquiv. l f.9 v
lt
Y/

Um die Lokalisierung (bzgl. S) zu definieren, brauchen wir die Aquivalenzrelation R
auf Tripeln (X', s, f) wobei f : X' — Y ist, s € S von X’ nach X: Zu X, Y, X’ und
X" € Ob(C)seilen s : X' - X, t: X" 5> Xund f: X' - VY, g: X" = Y. Esist
(X', s, f) ~r (X",t,g) genau dann, wenn ein kommutatives Diagramm

X

SN

X/ X/// X//
DN
Y

existiert mit v € S (und X" € Ob(C)).

Definition. Sei C eine Kategorie, S ein multiplikatives System. Die Lokalisierung von C
beziiglich (durch) S ist die Kategorie Cg, die wie folgt definiert ist:

Ob(Cs) = Ob(C)
Home (X, Y)={(X'",s,f)| X" € Ob(C), s: X' = X, f: X' =Y, se€S}/R

fir alle X, Y € Ob(C). Die Verkniipfung von Tripeln (X’;s, f) in Home (X,Y) und
(Y, t,9) € Home, (Y, Z) wird wie folgt definiert: Man findet mittels (S3) ein kommutatives
Diagramm

X//

A BN
X' Y’
s g
f t
X Y Z

(Y t,g)o (X' s, f) = (X" s 0t ,goh).

und setzt

112



Man kann die Axiome (S1) bis (S4) benutzen, um zu iiberpriifen, dass Cg eine Kategorie
1st.

Bemerkung. Man kann sich einen Morphismus (X', s, f) aus Homeg(X,Y) mit X' €
Ob(C), s: X' — X in S und f: X' — Y als Bruch vorstellen: das Diagramm

X/
N
fos™! Y

X

stellt die Verkniipfung f os™': X — Y dar.

Zur Erinnerung: ist X € Ob(C), S ein multiplikatives System, so ist idxy € S nach
(S1). Damit erhélt man eine Abbildung von C in die Lokalisierung von C bzgl. S.

Notation. Die Abbildung

QX)=X X ein Objekt von C
Q(f) = (X,idx, f) f € Home(X,Y),

.d X ;
N
X Y
wird Lokalisierungsfunktor genannt. () ist ein Funktor @) : C — Cg.

Ist C eine triangulierte Kategorie mit ausgezeichneten Dreicken, so kann man bzgl.
einer Familie von Objekten lokalisieren. Insbesondere geht das also im Fall der Homoto-
piekategorie K (A). Wir betrachten von nun an speziell diesen Fall.

Definition. Sei N eine Familie von Objekten von C = K(A) (mit Verschiebungsfunktor
[1]). Dann heisst N ein Nullsystem, falls es folgende Axiome erfiillt:

(N1) 0 e NV
(N2) X € N genau dann, wenn X[1] € N
(

N3) Ist X — Y — Z — X[1] ein ausgezeichnetes Dreieck (in K(A)) mit X, Y € N, so
ist auch Z € N

Man definiert dann eine Familie von Morphismen wie folgt:

S(N)::{f:X—>Y

f kann eingebettet werden in ein ausgezeichnetes Dreieck
XLY 5Z X[ mit Ze N

Satz 6.1. Ist N ein Nullsystem, so ist S(N) ein multiplikatives System.
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Beweis. Man muss (S1) bis (S4) tiberpriifen. (S1) kann man mittels (N1) und (TR1’)
beweisen.

Zu (82): Sind X 5 Y = 7 = X1 und Y % Z — X' — Y[1] ausgezeichnete
Dreiecke mit X’ und Z’ € N. Da go f existiert, existiert nach (TR1’) ein ausgezeichnetes
Dreieck X &4 7 » v’ = X [1] und nach (TR4’) existiert ein ausgezeichnetes Dreieck
7' =Y — X' — Z'[1]. Nach (N2) ist Z'[1] in N und nach dem Rotationsaxiom (TR2’)
sind Y/ — X' — Z'[1] = Y'[1] und X’ — Z'[1] — Y’[1] — X'[1] ausgezeichnete Dreiecke.
Mit (N3) ist also Y'[1] in NV, i.e. Y/ € N (wiederum (N2)). Damit ist g o f in S(N).

Zu (S3): Sei Z %Y & X' — Z[1] mit X’ € V. Sei f: X — Y. Dann existiert fiir die
Verkniipfung k o f ein ausgezeichnetes Dreieck

W — X 25 x s w.

Mit (TR3’) und (TR2’) erhalten wir einen Morphismus von ausgezeichneten Dreiecken

wLs X X' W]

T

Z Y — =X’ Z[1]

da nach Voraussetzung X’ € N liegt, ist also h € S(N). Ein dhnliches Argument gilt fiir
die umgedrehten Pfeile.

Zu (S4): Seien f: X - Y undt:Y — Y/ mit ¢t € S(N) und t o f = 0 (also ist g die
Nullabbildung). Wir zeigen, dass ein s : X’ — X, x € S(N) existiert, so dass f o s = 0.
Sei Z B Y Ly = 7 [1] ein ausgezeichnetes Dreieck mit Z € N. Nach (TR1’) gibt es

. . . idx . . .
ein ausgezeichnetes Dreieck zu X — X und wir erhalten ein Diagramm

idx

X X 0 X[1]
‘/f lo ER

v

Z-tey Loy Z[1]

wo das mittlere Quadrat kommutiert (da nach Voraussetzung tf = 0 ist). Rotiert man
(mit (TR2%)) die beiden Dreiecke, um die vertikalen Morphismen (f,0) links stehen zu
haben, so kann man dann (TR3’) benutzen: es gibt h[1], so dass wir einen Morphismus
von ausgezeichneten Dreiecken haben. Rotiert man wieder zuriick, so gibt das h : X — Z
mit f = k o h. Betten wir h in ein ausgezeichnetes Dreieck X’ 5 X oz X [1] ein,
so erfiillt s die gewiinschte Eigenschaft. Die umgekehrte Richtung kann analog gezeigt
werden. O
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Notation. Ist NV ein Nullsystem in C = K (A), so schreibt man K (A)/N anstatt K (A)g
fiir die Lokalisierung von K (A) durch N.

Satz 6.2. Die Lokalisierung K(A)/N st eine triangulierte Kategorie, wobei man als
ausgezeichnete Dreiecke die nimmt, die isomorph sind zu Bildern von ausgezeichneten
Dreiecken in K(A).

Beweis. Das ist 1.1.6.9 in [KS]. O

6.2 Derivierte Kategorien

Wir betrachten als Beispiel einer Lokalisierung die derivierte Kategorie D(A) assoziiert
zu K(A), wobei A eine endlich-dimensionale Algebra ist.
Zur Erinnerung: ist X € C(A) ein Komplex von A-Moduln,

dk1 dk
XL XEL X xR X xR

so ist die k-te Cohomologie von X definiert als
H*(X) :=kerdy /imdi' € A-mod,

i.e. die Differenz von der Exaktheit. Eine Kettenabbildung f : X — Y induziert Morphis-
men
H*(f) : H*(X) — H*(Y).

Dann definiert man folgenden Begriff:

Definition. Sei f € Hompg4)(X,Y) ein Morphismus. f heisst Quasi-Isomorphismus,
(kurz qis), falls H"(f) ein Isomorphismus ist fiir alle n.

Wir werden die Kategorie K(A) bzgl. der Familie der gis lokalisieren. Die qis werden
dadurch zu Isomorphismen in D(A).

Beispiel. Sei M ein A-Modul und P eine projektive Auflésung von M. P ist also ein
(beschriankter) Komplex von A-Moduln. Wir betrachten M als Komplex, der in Grad 0
konzentriert ist. Fiir einen surjektiven Homomorphismus f : Py — M erhalten wir eine
Kettenabbildung f mit f°:= f: P — M, f* :=0 fiir k& # 0.

.

P P2 P! PO 0
R
M : 0 0—2 oM 0

Es ist P%/ker f = M. Also H°(P) = M und H°(M) = M. Ausserdem H*(P) = 0 fiir
k > 0. Also ist der Komplex M (konzentriert in 0) quasi-isomorph zu jeder projektiven
Auflésung P von M.
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Beispiel. Sei X € C(A) ein Komplex von A-Moduln:

n—1 n n+1
dX dX

X Xn—2 Xxn-t X" Xl X L xnt? o

Dann sind die zugehorigen abgeschnittenen Komplexe wie folgt definiert:

Xn—l

=(X) : s ——= X772 ker d’% 0

2(X) : . 0 cokdy ! ——= X" X2 o

Das liefert (mit m < n) Morphismen in C(A):

)X, X2 ()
E(X) = = (X), TE(X) > T(X)

Nun ist einerseits H*(7="(X)) — H*(X) ein Isomorphismus fiir ¥ < n und H*(7="(X)) =
0 fiir & > n. Andrerseits ist H*(X) — H*(72"(X)) ein Isomorphismus fiir & > n und
H*(r="(X)) = 0 fiir k < n. (Cf. Proposition 1.1.3.7 in [KS]).

Dann ist fiir ein Objekt X in K(A) mit H/(X) = 0 fiir 7 > n (bzw. fir j < n) der
Abschneidemorphismus 75"(X) — X ein qis (bzw. X — 72"(X) ein qis).

Als Nullsystem wéhlen wir nun alle Komplexe, die exakt sind: Die Teilmenge
N ={X e Ob(K(A)) | H'(X)=0V n}

ist ein Nullsystem in K(A). Man iiberpriife, dass diese Teilmenge die Axiome des Nullsy-
stems erfiillt. Zur Erinnerung: das zu N assoziierte multiplikative System ist

S(N) = {f € Homgs)(X,Y) | 3 X 5V — Z — X[1] ausgezeichnet, H"(Z) = 0V n}
Fiir folgende Bemerkung bendétigen wir den Begriff des cohomologischen Funktors:

Definition. Ist F' : C — A ein Funktor von einer triangulierten Kategorie C (mit Ver-
schiebungsfunktor 7) in eine abelsche Kategorie A, so heisst F' cohomologischer Funk-
tor, falls F(X) — F(Y) — F(Z) exakt ist (in A) fiir jedes (ausgezeichnete) Dreieck
X—=Y—=>Z-TX)@{nC).

Bemerkung. Ist N das Nullsystem der exakten Komplexe in Ob(K (A)), so sind die Ele-
mente von S(N) gerade die Quasi-Isomorphismen von K(A):

Nach Proposition 1.1.5.6 in [KS] ist der Funktor H°(-) : K(A) — A-mod ein coho-
mologischer Funktor, also ist H°(X) — H°(Y) — H°(Z) exakt fiir jedes ausgezeichnete
Dreieck X =Y — Z — X][1].

Sei nun f : X — Y ein Element aus SAV) und X 5 Y — Z — X[1] ein zu f
assoziiertes ausgezeichnetes Dreieck (nach (TR1%)), wobei Z € A sei. Da H? ein cohomo-
logischer Funktor ist und nach Voraussetzung H"(Z) = 0 ist fiir alle n, folgt, dass f ein
Isomorphismus in der Cohomologie ist.
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Damit konnen wir die derivierte Kategorie definieren:
Definition. Die derivierte Kategorie von K (A) ist die Kategorie D(A) := K(A)/N.

Die Morphismen in D(A) stellt man sich als Quotienten f/s vor,
M/
s f
/ \
M N

wobei s ein qis ist.

Analog definiert man D°(A), D(A) und D~ (A), indem man K(A) durch K°(A),
K*(A) bzw. durch K~(A) ersetzt. Diese Kategorien heissen die beschrinkte, bzw. die
links beschrankte, die rechts beschrinkte derivierte Kategorie von K(A).

Nach Satz 6.2 sind die Kategorien D(A), D°(A), etc. trianguliert.

6.3 Eigenschaften von D’(A)

Hier betrachten wir die Kategorien der beschrinkten Komplexe, i.e. A sei eine endl. dim.
Algebra, C’(A) die Kategorie der beschr. Komplexe von A-Moduln, K°(A) die zugehérige
Homotopiekategorie, D?(A) die beschriinkte derivierte Kategorie.

Satz 6.3. (i) Die beschrinkte derivierte Kategorie D°(A) ist dquivalent zur vollen Unter-
kategorie von D(A), die aus den Objekten X besteht, fir die H"(X) = 0 st fir |n| >> 0.
(Man formuliert analoge Aussagen fiir die links, rechts beschrinkten Versionen).

(i) Mittels der Zusammensetzung A-mod — K(A) — D(A) wird A-mod zur vollen
Unterkategorie von D(A) der Objekte X mit H*(X) =0 fir n # 0.

Beweis. Proposition 1.1.7.2 in [KS]. O

Satz 6.4. Sei 0 — X 5 Y % Z — 0 eine kurze evakte Folge in C(A). Sei M(f) der
Abbildungskegel von f und seien @™ : M(f)" = X" @Y™ — Z™ die Morphismen (0, g").
Dann ist o = (") : M(f) — Z ein Morphismus von Komplezen, poa(f) = g und ¢ ist
emn qis.

Beweis. (Das ist Proposition 1.1.7.5 in [KS]) Es ist klar, dass ¢ ein Morphismus von
Komplexen ist. Ausserdem haben wir eine exakte Folge

0— M(@idyx) > M(f) = Z =0, (6.1)

wobei v zum Morphismus idy — f assoziiert ist. Dieser Morphismus wird durch das
Diagramm

id
.S e

f

oy

X
lidx f
X
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illustriert. Zu jeder kurzen exakten Folge in C(A) existiert eine lange exakte Folge der
Cohomologie. Insbesondere zu der obigen Folge 6.1, also erhélt man

<o — HM(M(idx)) — H"(M(f)) — H™(Z) < H""' (M (idx)) — ...

in der Kategorie A-mod. muss man nun nur noch iiberpriifen, dass H™"(M (idx)) = 0 ist
fiir alle n € Z. Dies ist der Fall, da der Abbildungskegel M (idx) gerade Null ist in der
Homotopiekategorie K (A) O

Man nennt in der Situation von Satz 6.4 das ausgezeichnet Dreieck X — Y — Z N
X[1] auch das zur kurzen exakten Folge 0 - X — Y — Z — 0 assoziierte ausgezeichnete
Dreieck. Der “verbindende” Morphismus ist gegeben als h = 3(f) o oL

Weitere Eigenschaften:

e Die Kategorie D?(A) ist Krull-Schmidt (i.e. jedes Objekt kann eindeutig als direkte
Summe von unzerlegbaren geschrieben werden).

e Sind XY, Z drei A-Moduln mit 0 - X - Y —- Z — 0 exakt und X - Y — zn
X[1] in D*(A) das entsprechende Dreieck, so erhalten wir mit dem verbindenen
Homomorphismus ein Element h € Homps(4)(Z, X[1]). Daraus erhélt man einen
[somorphismus

Ext}y(Z, X) = Hompe()(Z, X[1]).

(Rechts: Abbildungen zwischen der projektiven Auflésung von Z und derjenigen von
X|[1]). Allgemein kann man die Ext-Gruppen folgendermassen definieren:

Ext’,(Z, X) = Homgps(a)(Z, X[i]) .

Man kann Ext’,(Z, X) identifizieren mit Homps 4y (Z[k], X[i + k]) fiir jedes k. Die
Ext’%(Z, X) sind abelsche Gruppen. Und man zeigt, dass fiir diese Definition gilt
(cf. IIL5 in [GM]):

(1) Exty(Z, X) = 0 fiir alle i < 0

(i1) Ext%(Z, X) = Homu(Z, X)

Diese Definition der Ext-Gruppen stimmt mit derjenigen, die wir in Abschnitt 2.6 ein-
gefiihrt haben iiberein. Der Vorteil der Definition aus Abschnitt 2.6 liegt darin, dass man
sieht, wie die Gruppen berechnet werden.

Bemerkung. Zusammenfassend: Man beginnt mit der abelschen Kategorie? A-mod und
betrachtet die Kategorie C(A) der Komplexe von A-Moduln®. Indem man Morphismen in
C(A), die nullhomotop sind, als Null deklariert, geht man zur Homotopiekategorie K (A)
iiber’. Diese hat den Vorteil, dass viele Diagramme, die in C(A) nicht kommutieren, in

Zman konnte eine beliebige abelsche Kategorie .A nehmen

3bzw. C(A)
4bzw. zu K(A)
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K (A) kommutieren. Diese Eigenschaft macht K (A) zu einer triangulierten Kategorie. Nun
mochte man, dass Morphismen in K (A), die Isomorphismen in der Cohomologie induzie-
ren, invertierbar sind. Dazu haben wir K (A) bzgl. der Quasi-Isomorphismen lokalisiert
und die derivierte Kategorie D(A) erhalten®.

Der Fall A = k(@

Hier betrachten wir A = k(@) die Wegealgebra eines Kochers () wie schon in Kapitel 5.3.
Zur Erinnerung: die projektive Dimension eines A-Moduls M ist das minimale k, so dass
in einer projektive Auflosung P von M gilt: P, = 0 fiir alle n > k£ und Py # 0:

0 P Pr_1 . P P 0
M——-0

Und die globale Dimension von A, gldim A, ist das Supremum der projektiven Dimensio-
nen der A-Moduln.

Man kann zeigen, dass gldim A = 1 ist im Fall A = k@ (wir haben schon erwéhnt,
dass A erblich ist in einer Bemerkung zum Beispiel (b) in Kapitel 2.8).

Notation. Wir bezeichnen mit P die volle Unterkategorie von A-mod der projektiven
Moduln und Z die volle Unterkategorie der injektiven Moduln.

Satz 6.5 (Happel). Die Verkniipfung
K*(P) — K"(A) — D"(A)
(bzw. K*(I) — K®(A) — DY(A)) gibt eine Aquivalenz von triangulierten Kategorien.

(Der Satz gilt allgemeiner fir A mit gldim A < oo. Als Referenz: [H], Abschnitt 3.3,
Seite 29).

Als Konsequenz davon kénnen wir in der Homotopiekategorie K°(P) arbeiten anstatt in
D*(A) und jeden Modul durch seine projektive Auflésung ersetzen.

*bzw. D(C)
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